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Résumé

Quelques inégalités intégrales faiblement singuliers de type Growall-Bellman
sont établis, dont elle généralisent quelques inégalités intégrales faiblement
singuliers connus et peut étre utilisées 3 la théorie des certains classes d’ég-
ations différentielle et équations intégrales .En présentant quelques applica-
tions sur les équations différentielles fractionnaires et intégrales.
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Chapitre 1

Introduction

I est bien connu que les inégalités intégrales de type Gronwall jouent un réle important dans
la théorie quantitative des solutions d’équations intégrales et différentielles. La litérature
sur ces inégalités et leurs applications est vaste, voir [1-4]. Généralemtent, les intégrales qui
concernent ce type d’inégalités ont des noyaux réguliers ou continus, mais quelques problémes
théoriques ou pratiques nous exigent de résoudre des inégalités intégrales avec des noyaux
singuliers. Par exemple, D.Henry [5] a employé ce type d’inégalités intégrales pour prouver des
résultats d’existence globale et la décroissance exponentielle pour un probléme parabolique
de Cauchy. Sano et Kunimatsu [6] ont donné une condition suffisante pour la stabilisation des
systémes paraboliques semilinéaire répartis en se servant d’une modification de Henry-type
inégalités. Ye,Gao et Ding (7] ont prouvé une généralisation de ce type d’inégalité et I’ont
utilisé pour étudier la dépendance de la solution & légard d’ordre et la condition initial d’une
équation aux dérivées partielles. Toutes ces type d’inégalités sont prouvées par un argument
d’itération, et les formules d’éstimations sont exprimées par des séries entiéres compliquées
ce qui ne sont pas parfois trés commodes pour les applications. Pour éviter cela, Medved [§] a
présenté une nouvelle méthode dite méthode de désingularisation pour étudier les inégalités de
type D.Henry et a établi des majorations explicites pour des solutions de certains problémes
avec des formules simples semblables aux inégalités classiques de Gronwall-Bellman.



Chapitre 2

Préliminaires

Définition 1 (Voir [14]). La dérivée fractionnaire d’ordre o, 0 < o < 1 d’une fonction
f € C(R4,R) au sens de Riemann-Liouville est donnée par

DFEF ) — _1 4 /(:c—t f(t)dt

pourvu que le c6té droit existe sur R,.
Définition 2 (Voir [14]). La primitive fractionnaire d’ordre o, 0 < o < 1 d’une fonction
f : R, — R au sens de Riemann-Liouville est donnée par

I°f (z) =

"J

/ -0 F (O
G

pourvu que le coté droit existe sur R,.
Lemme 1 (Gronwall). Supposons que u (t),a(t),b(t) € C (R4, R,), et a(t) est croissante
pour t € Ry. Si

w() <a(t)+ [b(s)u(s)ds, teR,,

alors

Lemme 2 (Voir [9]). Soit a > 0, p > ¢ > 0 et p # 0, alors

a§ gK a+p_qKP
Tp p

pour tout K > 0.



Préliminaires

Preuve. Si a = 0, il est facile de voir que D'inégalité (2.1) est vérifiée. Donc nous montrons
seulement que linégalité (2.1) est vraie dans le cas a > 0.

Posons B B
ﬂK}:%K%%+3;ﬂK%1(>o

Nous obtenors

7 (K) = 9P —9) o2 g _ g,

p‘l
Alors il est facile de voire gue
f(K) > 0, K >a,
f(E) = 0, K=q,
fK) < 0,0<K<a

Par conséquent,

f(K) > f(a) = a?,

et la preuve du Lemme 2 est compléte.
Lemme 3 (Voir [11, p. 296]). Soient «, B, et p des constantes positives. Alors

-

ou B¢, 7] = /55”1 (1- s)" " ds, (€,n € C, RE >0, Ry > 0) est lafonction béta bien connue

0
et =pla(B-1)+y-1+1
Preuve. On a

p(B-1)
i = (i—)"‘)] #O-1ds
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donc
t 1
- — - ; 213 p(y=1) ¢
/ (5 - 2D gliNgs = gor(d-D) / (1= oD (tug> L (ﬁ) i
0 0

1
t [ _ .
_ taP(B—l)tp(“/—l) /(1 _ .U)p(ﬁ 1) pma_ll"'l_ld,u‘.

o) )

0

1

t Pla(B=1)+y+1}+1 ¢ ; =

= — / (1- M)p(ﬁ_l‘)ﬂ_l Mﬂ:r_&l.zﬂ-ldu
0

t [p(v—1)+1 .

onf=pla(f-1)+v+1+1
Lemme 4 (Voir [10]). Supposons que les constantes positives B,7,p1 et py satisfont les
conditions :

3
@Siac@l Be(), 725 -Fetm=5
I . 1— 25 1+48
b)Siae (0,1, B€ (03], 7> t g = . al
()) 1o ( ] ,U ( 2] v ——ﬂQ P2 1+35 alors
jly= 11
B[&(l“a—)i‘, pi(B—1)+1] € (0,+00)

et
bi=pila(B—1)+7-1+120

sont valide pour 7 = 1,2.
Lemme 5 (Voir [12]). Soient u (t) , uo () , w (t), et v (t) des fonctions non négatives continues
sur R,, et soit 7 > 1 un nombre reél. Si

i/r

t
u(t) < u 1) +w(t) { / u(s)u (s)ds| , tER, (2.2)
0

alors

/'v(s) W (s)ds < [L— Q=W /.U(s) ul (s) W (s)ds, teERy, (2.3)
0 )



Préliminaires

Y -

o1l
t

W (t) = exp ——/v (s)w" (s)ds | . (2.4)
0
Preuve. On définit une fonction ¢ (t) par

6(t) =W () /v ) o (s, (2.5)

D’aprés I'inégalité (2.2) on a

¢ (t)

Il

WRvt)u () = v (@) wr () ¢ (1)
(ugv /T Wi 4 wvl/r¢1/7‘)r )

IN

Comme ¢ (0) = 0, donc par une intégration nous obtenons

¢ ¢
¢(t> f /(UO'UI/TWI/T +wv1/r¢l/r)r _ /'U?.UT(,ZS.
J )
Or d’aprés P'inégalité de Minkowski on a

¢ 1/r 1/r L 1/r

[
/(uﬂ,vl/rwl/r + wul/mt/y % /USUW + /w’izd) ,

0 0 0

par conséquent,
¢ 1/r ¢ 1/r ¢ 1/r

¢(t)+/vuf — /vwr < /kug . (2.6)
0

0 0

Le membre gauche de I'inégalité (2.6) est une fonction de la forme : m () = (@+2)/" -

z/". Pour tout r > let a >0, m(z) est une fonction décroissante de z (i.e. m’ (z) < 0 pour
77

@ > 0). Donc, nous pouvons remplacer / vw"¢ dans l'inégalité (2.6) par une quantité plus
0



!?réliminaires

T
\\\M

grande et avoir toujours une inégalité valide,

N 11 est facile de voir 3 partir de la définition de ¢ (t) donnée par Péquation (2.5), que

- /tvw’gb < (/tvu’) (jvaW) =(1-W () t'vur. (27)

0 0 0 0

Aprés une substitution de P

équation (2.5) et Pinégalité (2.7) dans I'inégalité
Pinégalité (2.3) cherchée.

(2.6) on trouve



Chapitre 3
Résultats obtenus

Théoréme 1. Soient u(t), a (1), b(t) et f(t) des fonctions non négatives continues pour
t € Ry. Soit p et ¢ des contantes avec p > g > 0. Si u(t) satisfait

¢
- W () < alt) +b(t / — P 71 (5)ul (s)ds, ¢ € R, (3.1)
0
- Alors pour tout X > 0 :

() Siee(01], Be(},1)ety>2-Bona

u(®) < {a(t) + MO0 ) [ U8 (1) 4 KT MEL - (1 Vi (1))

e

* 1-8
) (/ s T £ (5) 575 () Ay () Vi () ds) ]> (3.2)

[

ol
My = 13[5“”‘1,2[3‘1], At)=2K%at)+—K
a af B
t
Aft) = /fl-i*(s)ﬁ(sm
0
et

t

—p £ o —=1)b
Vi (t) = exp (—Kp‘(“ql—m M} /5( s frp (s) bi=s (s) ds) :

0
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1-25?
1=p%"

1438 15(8-1)+y =
u(t) < {a (t) + M21+45ti.(ﬂ 12;&61“&2 ﬁb(t)

(ii) Sia € (0,1], B€(0,3] et v > on a

- . - 1+38 =
x {Ag“ﬂ () + K5 M3 [1- (1 - V3 (8) 79|

x ( / 5 SR R (5) 5" (S)Az(S)Va(S)dS) , (3.3)
0
ot
— 2 f 1+4 1+4
My=1p [’Yggfgﬁ)ﬂ,ljﬂw}, A ()= [ 15 (5) 4" (5)ds
et

¢
_ 1+3, (e -
X . (—-K(q pzp§1+4ﬁz M;Fé /sl 8 1z+;gg:+4§) ﬁfu?g (s) bl+4§_ (s) ds) .
0
Preuve. On définit une fonction v (t) par

v(t) =b(t) / (t* — s“)fj*1 s f (s)ul(s)ds, t € Ry, (3.4)
0

alors
W (t) < a(t) +v(t)

ot
| u(t) < (a(t) +v(t)?. (3.5)

Par le Lemme 2 et (3.5), pour tout K > 0, nous avons
W (t) < (a(t) +v(t)? < gﬁz (a(t) +v(®) + %EK%

Substituant la derniére relation dans (3.4) nous obtenons

v(t) <b(t) / (t* — s 172 f (s) EK? (a(s)+wv(s))+ E—;—gKi ds
0
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—_—

10
N
= b() / (8 = s*)P 571 () A (s) ds 4. 4 g b(t)/(t ~ 8PN ()1 (5) ds
0
(3.6)
ol
A@) =IK%% (1) + Podpes
p b
s 7 3 . 1 1
SecOl se(yerzi-gmip L o=y
1-2p82 1+4p4 1+48
Siae (0,1 €(0,5] ety > , Soit = —"
1( ] 6 ( } Y 1 — ,32 Olt py = l+3ﬁ’ G2 ﬁ y
alors 2;— +—=1pouri= 1,2,donc en utilisant Pinégalité de Holder avec les indices p;, ¢; &
i (1
(3.6) nous obtenons

t 1/p; ¢ . 1/¢;
v(t) < b(t) [/ & — sa)pi(ﬁ—l) Spi('r-l)ds] [/f‘h (5) A% (s) dSJ
0

0
¢ Upi 1/a
+K 5 (t) / D) gpilr=1) 4 /fqi (8) v% (s)ds
0 0
Par les Lemme 3 et 4, la derniére inégalité peut atre réécrite comme suit
1/g;
()_&j(A/[t'g)P'Af‘ ®)b(t)+ K" (M;t® )sz /f"’(s v¥ (s)ds pourt € R,
(3.7)
ou

T

(Y —1 1
M = EB [M
o

a0 ], a)= [ ana,

0
et 6; est donnée comme dans le Lemme 4, pour i =1,2.
En appliquant le Lemme 5 4 (3.7), nous obtenons

A

v(t) < (Mit“’*)?i Af—i t)b(t) + K5 (Jv.f,-tf’i)?’l? b(¢) [1 —(1-

%

x ( / 7% () (Mis™) % 1% (5) A4; (5) Vi (5) ds) ,

ou

t
Vi(t) = exp | —x 52 / 9 (s) (Mis™) 2 pas () ds) .
0

e (3
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Finalement, substituant (3.8 ) dans (3.5), considérant deux cas pour ¢ = 1,2 et en utili-
sant les parameétres «, 8 et v pour indiquer p;, ¢; et 6; dans (3.8), nous pouvons obtenir les
estimations souhaitées (3.2) et (3.3), respectivement.

Remarque 1. (i) Dans (3.2) et (3.3), Nous n’avons pas seulement donné quelques nouvelles
estimations & une classe d’inégalités intégrales non-linéaires faiblement singuliéres, mais aussi
il faut noter que les fonctions a (t) et b (t) apparaissant dans (3.2) et (3.3) ne sont pas nécessai-
rement satisfont la condition de non décroissance que certains résultats connus I'exige [7,8,10].

(ii) En utilisant P'inégalité de Bernoulli généralisée [13] & (3.2) et (3.3), nous pouvons obtenir
quelques formules simples pour les estimations des solutions de (3.1) comme suit :

Théoréme 2. Soient u (t),a(t),b(t), f(t), p et ¢ sont définies comme dans le Théoréme 1,
u (t) satisfait (3.1). Alors pour tout X > 0 on a

(i) Sia € (0,1), Be (3,1) et v > g — B, alors

B

ult) < {a(t)+Mlﬁt(°‘“)(ﬁ‘1)”b(t) A (t)+Ki§E-_1Af1 6V1_1 (t)
1
1- P

/‘—L‘—’- =5 ()57 (5) Ay () Vi (5) d 39

ot My, A;(t) et Vi (t) sont définies comme dans le Théoréme 1, pour tout ¢ € R,.

1— 9282
(i) Si a € (0,1], B € (0, ]et'y> B’é,alors
1438 [0(8-1) 4] (1448) 1433
’lL(t) & {a(t)_{__lei‘wt 22 B £ () A1+4H ( )+K M1+43
<(FLE)ut | [ 00 ) e e s ,
0
(3.10)

ot My, As(t) et Vz () sont définies comme dans le Théoréme 1, pour tout ¢ € R,.
Preuve Par I'inégalité de Bernoulli généralisée [13], nous avons

(1 V()% <1-~Vi().

di

Alors

[1-a-ve)u] <avi o,
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pour ¢ = 1,2, o V; (t) est définie comme dans le Théoréme 1. En substituant les dernicres

inégalités dans (3.2) et (3.3) nous pouvons obtenir (3.9) et (3.10), respectivement.

Corollaire 1. Soient u(t),a (¢),b(t) et f (¢) sont définies comme dans le Théoréme 1. Sup-

posons que

w(t) < a(t) +b() / (t—3)P' F(s)u(s)ds, t€R,.
0

Alors :
(i)Sige (3,1),ona

X [.AHB (t) + %{%Vﬁl (t) '/t.sz_lﬂ—;ﬂlfl_—lf (s) bTF (8) A11 (s) Vi1 (3) dSJ ,
0
ou .
My = [1, gﬁﬂ;l} , o An () = O/fii*a (s)a™? (s)ds
et

(ii) Si B € (0, 3],on a

1438

I, _B__ 1 4 1+33
u(t) < a(t)+ M5"t%b (1) [“4115“‘” (1) + 2340

t
1+48 1448

. /345 F5° (5) 6" (5) Ay (5) Vag () ds |,
0

ol

t

2 1443 1+48
Mng{ 40 ] A (®) = [15 ()0 (5)as,
0

1___
"1+ 38

et
t

1438 + .
Viz () = exp (—Mm"’ / s £15 (5) 6752 (s) ds> , pourt€R,.

0

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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Preuve Les formules (3.12) et (3.13) s’obtiennent en Posant p = g = o = v = 1 dans Je
Théoréme 2 et par un calcul simple, pour cela nous omettons les détails.

Remarque 2. L’inégalité (3.11) a été étudiée dans [7], mais ici nous n’avons pas seulement
donné quelques nouvelles estimations qui ne sont pas en série de puissance compliquée, mais
aussi d’éliminer la condition de nop décroissante de la fonction b (?).

Sip=2 9= a = =1, nous pouvons obtenir Pinégalité intégrale singuliére intérés-
sante suivante de type Henry—Ou—Iang ¢

( & propos des inégalités de type Ou-Iang et leurs applications nous nous référons a [4]
et les références citées).

Corollaire 2. Soientt u(t),a(t),b(t) et f(t) sont définies comme dans le Théoréme 1.
Supposons que

v (t) < a (t) + b(t)/(t ~5)p1 f(s)u(s)ds, teR,. (3.14)

Alors, pour tout K > 0 nous avons

HSige (1) ona
s . ME .

wt) < qa(t)+ ME (o) | AP (1) + K222Vt o)
t 2

x /s%ﬁ—*?fﬁ(s)bﬁ-ﬂ () Aut () Viy (s) ds| § (3.15)
0

ou

An @) = (%K%)ﬁ/t'fﬁﬁ(s) (%({s—)u)ﬁds,
0

B\TE L
Wult) = exp | (M—> [ 175 (5) 8% (s) as
K2
0
et M, est définie comme dans le Corollaire 1, pourt € R,.
(i) Si 8 € (0,1],0n a
138 5 omk 1 H88 (14 48N

w® < {a@+ 2Bty e O+ x-hg (12 %) vt

¢ #r r

g 2 1+4, ~ ~
. /SI%!?‘T’J'JCL"‘té ()67 (5) Ay (s) Vig (s) ds J‘ ; (3.16)

0
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ou

1 1_+E1_B t u;w
A ) = <§K%) /fh;i (s) (“[((3) ok 1) ds,
0
- ML+36 54 482 144 1448
Via (t) = exp |- -[—(%ﬁ— /sl+ﬂf F(s)b7F (s)ds
2
0
et My, est définie comme dans le Corollaire 1, pourt e R,.
Preuve Les inggalites (3.15)

et (3.16) s’obtiennent par un calcul

2, g=a=v=1 dans e Théoréme 2, pour cela nous omettons les g

simple, en posant P =
étails.

14



Chapitre 4
Application

Dans ce chapitre, nous allons indiquer I'utilité de nos principaux résultats dans Iétude de la
bornitude des solutions de certaines équations différentielles fractionnaires avec I'opérateur
fractionnaire de Riemann-Liouville (R-L)

Considérons le probléme fractionnaire de Podlubny [14] suivant :

D% (t) = £ (t,y (1)), (4.1)
Da—ly(t) lt_:(]: 1, (4.2)
Ml<a<l, 0<t<T <+o00, f:[0,T) xR — R; et D* désigne Popérateur de dérivée

de R-L :
Du probléme (4.1)-(4.2) nous pouvons obtenir Péquation intégrale fractionnaire

V(O = st + ﬁ / (t 1) f (r,y (7)) dr, (4.3)
0

qui est équivalente au probléme avec condition initiale (4.1)-(4.2), (cf.[14, pp.127-128 D-
Théoréme 3. Soit 0 < o <1 et f une fonction continue satisfaite la condition

I &)l < g()lyl", (4.4)

ol 0 < g <1 est une constante, g (¢) est une fonction continue non négative pour 0 < ¢ <
T < +4o0o0.

Alors pour toute solution y () du probléme avec condition initiale (4.1)-(42) on a

(i) Sia e (4,1), alors

_ ’77! a—1 ]Tjﬁtza—l 1-o Kq*lj\ilal 1
ly ()] < m}t + T(a) A" () + WVM (t)
&
% /821%%191_%; (s) Aiq (s) 171,1 (s)ds], 0<t<T< +o00, (4.5)

0
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ou
Aq (t) = Kqul;-?\l( )ta ! +1, q) K*
M11 = B [ 2& 1] 5 Alq (t) = / T-a (S) A;ia (8) dS
0
et

— o
% thqMa e =3 1
Vig (t) = exp {— (‘”f@ﬂ) /32‘ = g (s) ds} ;
0

(i) Si a € (0, ], alors

|U| a—1 Ml?%%tm 1+4a Kq_.lMlg;%La (1 + 4a)
. t 1+4a
x (/ dag ()A2q()172,,(s)ds) , 0<t<T < 4o, (4.6)
0
ou
4&2 - 144
o~ l:tt._ a
M12=B[1, ma} , Agg (t) = /g < (s)Aq® (s)ds
0
et

KN\ e [,
~ - ~—-143a 1+da
Vaq (t) = exp [* (m) My,® /3409 2% (s) ds] .

Preuve De (4.3) et (4.4) nous avons

ol < st v s [yl ar

(o

INA

]
l’?l al L s Y W9 dr.
Rt O/t g (r) ly(r)ltd

Une application du Théoréme 2 (avec a(t) = —IJ(”;;)t“'l b(t) =

(),f() g), p=

1, @ =7 =1et f = a) & la derniére inégalit¢ donne les estimations souhaitées (4.5) et (4.6).
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