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Resumd

Quelgues in6galitds int6grates faiblement singuliers de type Growall-Eellman
sont 6tablis, dont elle gdndralisent quelques indgalit6s intdgrales faiblement
singuliers connus et peut 6tre utilisdes i la thdorie des certains classes d,dq-
ations diff6rentielle et 6quations int6grales .En pr6sentant quelques applica-
tions sur les 6quations diff6rentielles fractionnaires et intdgrales.
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Chapitre 1

Introcluction

Il est bien connu que le in6galit6s int6grales de type Gronwall jouent un role important dans
la theorie quemtitative deq salutione d'6quations intAgrales et diff6rentielles. l,a lit*rature
sur ces indgalit€s et leurs applications est rraste, voir [1-4]. G6n6ralemtmt, les intera[es qui
concernent ee type d'in6galit6s ont des noyaux r6guliers ou continus, mais quelque probl€,me
th6oriques ou pratiqum nous exigent de r€soudre des in6galit€s int€gralea av€ de noyarur
singuliers. Par exempie, D.Heary i5l a employ€ ce type d'inegalitfu integrale pour prouver des
rEsultats d'existence globale et la dOcroisancf exponentielle pour un probllme parablique
de Cauchy. Saao et Kunimatsu B] ont donn6 une condition eufrsante pour la stabitisation dm
syst*mm parabolique semilin6aire r€partis en se serrmrrt d'une modiflcation de Henry-type
in6galit€s" Ye,Gao et Ding [7] ont prouvO uue g6n6ralisatioa de ce type d'inegalit€ er i'onr
utiii* pour Btrudier la d€pendance de l.a solution d l6gard d'ordre et la candition iaitial d'une
Quation aux d6rir€e partielles. Toutes ces type d'in6galit€s sont prouvdes par tln argument
d'itdration, et le formulm d'€etimatiorc soat *rprimfu par dee sdries entidr*es r:ompliqu6x
ce qui ne sont pas parfois tr& commodes pour les applicatioru. Pour dviter celq Medved [8J a
pr6sent6 une nouvelle m6thode dite m6thode de d€aingutarisation pour Btudier le in€gaiii;m de
type D.Htxry et a 6ta,bli des majorations orplicites pour des solutions de certains problOmes
avec dee formrrle simples sernblsbles aiix in€galit& classiques de Groawall-Belknan.
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D6flnition 1 (Voir [14]). ta derivde fractionnaire d'ordre o, 0 ( e < 1 d'une foncfion
f g C (R+, R) &u trns de Rrbman*Liouvilie est dorm6e par

Chapitre 2

P16liminaires

1 dftr t {x) : d;I eJ @ - t)-" f (t} dt
0

pourvu que Ie cot6 droit exisie sur Ra.
D6ffnition 

" 
(Voir [14]). Ls primitirre fractionnaire d'ordre a, 0 < a <

/ t R+ * lR au sens de Riernann-Liouville eet donn€e par

I

I d'une foncfion

e
1f

I" f (r): f6ll (r - t)o-' I (t| dt
0

pourvu que le dt€ droit existe aur Ra.
f,emme I (Gmnwall). Suppmons qu€ u(t),a(t),b(f) € C(R*,Ra), et a(t) est croisdnte
pourteRa.Si

6t
u(t) <o(t)+ /b(r)u(a)ds, t€Ra,

J
0

lt \
?r(6) S e(rlexp { /at'la"l, r € tR+.

\{l
Lemme 2 (Voir lg}. $oii o Z 0, p > q> 0et p # S, ala,rs

otr <!x'f o*P-aK\
PP

pourtoutK>0.

$.1,
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PnGliminaires

Nous obtenons

Alors il est facile de voire que

Par cons6quent,

preuve. Si o: 0, il est facile de voir que l'in6galit6 (2.1) est v6rifi6e. Donc nous

seulement que l'in6galite (2.i) est vraie dans le cas o > 0'

Posons 
f(K\:!xTa+P-qxl. K>o

'mf, yr

f'(K\ : q(p: q) yff 6 _ o).
'pz

f'(K)
f'(K) : o, K:a'
ftn s o,o<K<a'

/(I() > f(d: ol,

et la preuve du Lemme 2 est compidte'

iu*** 3 (Tir [1i-, p. 2goi). Soierrt e,fr,, et p des constantes positives. A]ors

i ,r. -"4.1r(e-i) rr(^i*r)4, :tu fp(r --t) 
+ t 

,p(p -1)+ 1l , d € IRa,

J\- -' ot L a J

0

orig [,,il : |,e-,(t - 
s;,r-t ds, (€,q € C, ffi{ > 0, Aq > 0) est lafonctionb€tabien

0

eh0:plo(l-1)+1-11+1.
Preuve. On a

tt
f
I (r* - ,a;rre-r) sr(r-r)4" : l' f* (t- (i)"\lo(B-t) "o{"-tt4,,, 

-o, d uu 
J L" \- ,t, lJ

o0

: fp@-t) l' lt -(11"1r(p-1' ,ob-r)4," J L- tt' I
0

posons (9)o : gr, alors on a'*'
( L,^ I

I dp: a;(;)"-td s : ai1t*)"'tdu
{ t't' s ! t 

'I t:r"



f ,^_1\ / t\p(?-l) t f +\ r,,7w@-t) I tt - u\P\P-Lt (tpi, \" : I p
J \-r / a \' -./ *r'"

0

*t: yn@-r1rp11-,: {$- r1ao-r) re;!+*-r4r
o(J

0

l pla(B-r)+1+rl+r |'tPv\p-L'+-t-"-' 
.l 

(L * r1e{o-1)+1-1 p*#-tap,
0

:"lry,put-1) +1] ,

orlg: pla(0 -i)+7+11 +1.
Lemme a iVoir lfO]). S"pposons que les constantes positives d,F,'{,Pr et p2 satisfon

conditions: ' 3 1
(a) siae (o,rl,0e (i,t) '1>-;-frern: U;

1-282 1+40
(b) Si o € (0, Ll, P € (0,i1, 1> ffi et pz: ffi, ulo"

"lry,pt(fr-1) +r] e (0,+oo)

0r : ptl"{g -1) +? - 1l + 1 > 0

sorrt vaiide Pour i : L,2.

Lemme 5 (vok [12]). soient u(t) , w(t) , , (t) , et u (t) des fonctions non negatives

sur IRa, et soit r 2 1 un nombre re6l' Si

|t 1'"
u(t) <us(t)+r(t) | /r(t)u'(s)dsl,,€lR'+,L{J

b

f .^ -,
I ft" _ ra1dF-r) "nb-r)4, 

:
J
0

a,Iors t'

i, t4 t (s) d,s< [r - (L -w(t))rh]-' J', Uru[ (s) I'7(s) ds,
J^
nV

contifues

fr.rt

t € IR.,, (2.3)



I

Ilrdliminaires

I

6

ori

w (t) : 
"*o 

( - i, Ur,," 1";a") .

\" /
Preuve. On d6finit une fonction / (t) par

d (t) : * (r) 
/" (s) u, (s) d,s. (2.b)
0

D'apr6s I'in€galit6 (2.2) on a

d' (t) : W (t)u(tlu, (t) -r(t)w, (t)g(t)

Co:mme d (0) :.0, donc par une int6gration nous obtenons

t
ft

O0 S J @oo'/'w,/r a ror/rytlt1' - [ o*,f.
o{

Or d'aprds l'iq6galit6 de Minkowski on a

f i, 1,^--..,- 1''' /i \"' /, \'/'
lJ @r'r'wr/r lrrL/rd',/')'l 

= | I "rr*l * [ I *,rrlL"ol\d/\lJ

par cone6quent,

(2.4)

(',, . i,.'4"' - (i.-+"' = (i.*o) e6)

Le,membre Salrche de I'in6galite (2.6) est une fonction de la forme: rn(") : (a+r t/, *
r1/',Pow toutr ) l et a)0, min)'xtunefonctiond6croissantedeo (i.u.*, (o) 5 dpo,r

r > 0).Donc, nous pouvons remplac", Ir.'6dans l'in6galit6 (2.0) par une quantit6 plusJ-
0



llreliminairs

Srande et avoir toujours une in€galit€ valide.Il est facile de voir d partir ae tJaeaoition de @ (r) donn*e par l,6quation (2-5), que

i / r- \ /t \

J "*,r = ( [,""] [ ["*,*) :,, _w (t)\ i,u,.
' \{ I \/ I " \vt) 

!'" ' (2'7)

ffilffi&:r:l:::?1* l'6quation (2.5) et I'in6galit6 (2.7) dans l,in6salit6 (2.6) on trouve

7
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Chapfitre 3

Fl6sultats obtenus

Tlr6ordme 1" Soient u (t) , a (r) , b (t) et / (l) des fonctions non negatives continues po'rt e, IR*. soit p et q des contantes avec p > q ) 0. si ,u (r) satisfait

t

uo(t) Sa(r)+ bft) [(f -s.1e-1 sr*lf(s)uq(s)ds, f €tRa. (g.1)
{

AlorspourtoutK)0:
(i) Si ae (0,11, p e (*,1) et 7> t * p,ona

u (t) S i, frl * Mf t@+tt{n-t)+t6(r) Fi-e p1 + xY wfi1 - (1 - rzr (r;;1-r1-r

/ t' 
+1)(8-1)+1 , r \t-'lJix f /sG-t1+srsrr- (u)a,=n 1u;,4, (r) v1(s)d,s) 

| I (3.2)\d / J)

M1 : lal{_-i-I-:j. zB - 1l , Aft) : lK= ott) +effxl,o, L "F 
, B I'

Ar(t) : 
| ,=t (s)/i=a (s)ds

et

v,(t) :*, (-rrar, *rt j ,.+t * r,- blu,= r"l r") ,



Il€sultats obtenus I

(ii) Si a e (0, tl, fr e(0, jl et 1 , #, on a

u(t) s {, n, + ar;+#twrffi*6P1

" fO* s1+ xT uff [t - tt - % (r))*to]

/ ', ,-r"-tr--l{r'n\-A ilia TLte \ 
#l

x 
l/,*l# 

(,) u"# (,),b (,) vrtt a,) 
l

orrl

Mz:*r\ffi,ffi1,

/t

vz(t):"* f -x*{#s uff /"*"='#*1"# (")o# 1u;a" I .\r, I
Preuve. On d6finit une fonction 

" 
(t) par

\F

),
l

(3.3)

t
f *ta r+4a

Az(t) : I f-7'(s)A-r (s) ds
J
o

t
f

u (t) : b(q I (td - s.,)P*lst-l.f (")t o (s)ds, t e R+,
J
0

alors

(3.4)

(3.5)
o't)

,'f (t) < a(t) +u(t)

u(r) < (o(*) +u(r;;i.

Ila.r le Lemme 2 et (3.5), pour tout K ) O, nous avors

"f 
(t) s(a(r) + u (t))i s lxT (a(t) + u (r)) +', ao *ipp

Siubstituant la dernidre relation dans (3.4) nous obtenons

t

u(r) < b@ f (r'*ro;F-t sl-tf(") [{K? (a(s)+u(s))+ e=qxI]a,
J "'Lp p J
0



.R6su]tats obtenus

10

+

?: b (t) 1 ft" - "a1F-r 
-1-t , t., J / -st-tr(s),a(s) a"+lXrfb7) [ Ga _s\p^lo p ,,J,_

0

s7-'"f (s) o (s) ds,

orl (3.6)

A(t):fo*"115a?_q6i.

Si ae (a,\, P € (;,1) et z) t- p,soit pi :1. o, _ 1

sia€ (0,11, p€:(0,+J et7) 4,r",;;, :##,71+.4p.

ffi * i;j,:* i : r,r,l*,! *,,u*** ;,[T;, ..;n;c res indice s p;, Q; d

u (t)

L6 r+ J L{ |

--q_p_.li lUnty, "
iKT 6 U, 

I J (to - s,'lont.-L) ,p;h-t) d,l 
I I ,,, (s) uon (,) o,,fLbjtrr

Par les Lemme J et 4,la dernidre in6galit6 peut 6tre r66crite comme suit

u (t) < (uut',,* g @bg) + xy (unt,),i u (t)l l r,,(s) se, (r)drl'ro'oo* r e R+,L',J'
or) (3.7)

i1rIo==!pleo(l-t)+1 ^,n 1 '
"'' i--}..,.J,po(0- t) +1-J, hQ) : / ro, (s) 4an(s)ds,

0
et 01 'ssf donn6e coname dans le Lemme 4, pour i: L,2.En appliquant ie Lemme b d (3.2), nous obtenons

o (t) s (.wotu,)* 4 Q)b(t) + rT (Mot,)* ,ft) 
l-, 

_ f,
/'n ^.qi i+

" (/ fn, (") (Mnr',)# 6n, 1r1A(,)u tq or)

- u ttD*l (s.8)

(-"*- j ,,,u, (M0,,,)*,,,",0 
)

ori

14 (r) = exp



Rdsultats obtenus 11

Finalement, substituant (3.8 ) dans (3.5), consid6rant deux cas pould : L,2 et en utili-
sant les paramdtres a,p et 7 pour indiquer k,qt et 9.i dans (3.8), nous pouvons obtenir les

estimations souhaitdes (3.2) et (3.3), respectivement.
Rernarque 1. (i) Dans (3.2) et (3.3), Nous n'avons pas seulement donn6 quelques nouvelles
estimations d, une classe d'in6galit6s int6grales non-lin6aires faiblement singulidres, mais aussi
il faut noter que les fonctions a (t) et b (t) apparaissant dans (3.2) et (3.3) ne sont pas n6cessai-

rement satisficnt la condition de non d6croissance que certains r6sultats connus l'exige [7,8,10].

(ii) En utilisant I'in6galit6 de Bernoulli g6n6ralis6e [13] a (3.2) et (3.3), nous pouvons obtenir
quelques forrnules simples pour les estimations des solutions de (3.1) comme suit :

Thr0or0.me il. Soient u(t) ,a(t) ,b(t) , f (t) , p et q sont d6finies coilrme dans le Th6ordme 1,
,ru (t) satrsfait (3.1). Alors pour tout K ) 0 on a

(i) Sia € (0,11, P € (*,i) et 7 
= I -P, alors

2

( | n,r9

uri.t)

I L L-p

/ t \'-ul1iI l' G+t)(B-t)+''xl/" ,-B f*(t)oi-zis;, ,(')lr1 (s)dsl ll, (3.9)\{ / lJ
ol, M1, ,At(t) et [ (t) sont d6finies comme dans le Th6ordme 1, pour tout t € ]R+.

(ii) Si 0 € (0, 11, 0 e(0, |l et ', , #, alors

u(r) < {*@ + mffit#=1b#vryaAll"qf* (fi + xT Mf'Bt " "L

- (4t\ u;, (t) ( i,*/# (,) b+ (s) Az(,)% (,) r") 
*l 

) 

t

\ P / \d I ,,1r,0;

ot M2, AzU) ef V2(t) sont ddfinies comme dans le Th6ordme 1, pour tout t € lR+.

Preuve Par l'in6galit6 de Bernoulli g6n€ralis6e [L3], nous avons

0-u(r))* < t*luft)

fr - tt - % (r))+]-' . qnu-' (t) ,

Aiors
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obtenus

L L,2, od fi (t) est d6finie comme dans le Th6ordme 1. En substituant les dernidres

Alors:
(i) si p

(ii) si B

dans (3.2) et (3.3) nous polrvons obtenir (3.g) et (9.10), respectivement.
e 1. soient u(t) , a (t) , b (t) et / (t) sont d6finies cornme dans le Thdordme 1. sup"

t

u(t) < a(t) + oft) 
J (t - 4r.-r f G)u(s) ds, r € rR+.

0

(|, r) ,on a

" 
(t) < a (t) + ufrtzo-ru 1t)

f ^,8 t

Iolru 
(t) + #vi' (t) i ,* ,* (s) b&(").A,, (") y,, (,) ,".l

L '-' o J

I zn-r L ,Mn - B lL,'#l , An(t) : 
J trn (s) ar.r (s)ds,L p J 
o

vu(t): exp ( -* i ,H p+(s)6rb (,)r,) , pour r e rR*.

\o/

(0, |l,on a

u(t)

, ir*r+(s)a# (r)Arr(r)vrr(r)arl 
,J ', \ /--'

ol

Mn-ul',ffi\,

, (3.12)

(3.11)

(3.13)

orI

f t++a
Arz(t) : I f# @) a# (s) ds,

,

0

?*i,nayw(s)b+'(")r") 
,Wz(t): eXP pour t € IR+.
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Les forrrules (8.12) 
.et q.l3) s,obtiennent en pmant p: q: c! : ? : I daru Ier

,3 ;1 in::"fl"* ",T{*, p,* *;;; ome*ons les d6tals.2' L'in€garite (3.r1) ay 
ryaie. il r;irff ll,lillf;""* pas seurementres nouvelles estimations gd ry sont il en s6rie de puissanl oompriqu.e, maisrer la conditioa de non decroissante jJu foo*ion b(f).

ffi" -*-t##rut:vons obtenir I'in6galit6 iat€srate singuliore inr€r6*

1* lggd:*es de type Ou_Iang et leurs applications nousrces cit6es) e vY 'Y.*u syr,.'u'aurons nous nous r6f6rons d, [4j

ni; 
***t' u(t),o(t),b(f) et /(t) sont d6finies comme dans re Theordme 1.

donn6 q
aussi d'

sip:
sante

(e
et les

AIors, toutK>0nousavons

(i)Sife

i"(t)

t" $)

/< \ I t
/r'-r\t-P f: (;"*J' " 

/,*,", (#+r)+a",
0

t
u2 ft) sa(r) + uft) I (r - ";r-r / (") u(s) ds,

D

ff
{" 

ftl * Mf,tz'-tbft) 
f4i,, 

(t) + K-i ffin, pl

t

" i "* ,t (") ars 1"; -{,, (r) F,, (") ,"] 
} 

- 

,

f e lR*. (3.14)

(3.15)

[:(gt 
* 
I: 

"*o l- t#)' 
" 

I,O/=u (") ar q"; a"
0

et M11est a$nnie corrune dans le C,crollaire l, pour t e lR+.



R€sultats obtenus

14,

I

r'
I

i

I

I

f
I

oD

A,,@: (*ut\v 
f rcG)(ry .\+-\2-- / 6 \n *') ds,

t,Q): *,f- (%)u i,*,u(s)6r#(")d"lL \a-u--' t' 
I

et, Mp est ddfinie comme dans le Corollaire 1, pour, € lR+.Preuve Les in.garitq Cir);;i;:;r) ,,ouiiir,ou*i}L c{cur simple, €r posanr p:'t' Q: a :'y = 1 dans le Th60rdme 2, pour cela nous o*"tioo. res d6ta's.
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Chapitre 4

.,Application

f,tans ce chapitre, nous alons indiquer |utilit6 de nos principaux r.surtats dnns l,6gu6e de rabornitude de solutions d19e*aine oq,roio* airer"*i.[] fracbionnaires avec yop6rateurfractionnaire de Riemann_Liouville fn_ilconsid6rons le probldme fractronna.iie ie podlubny 
[14] suivant :

D"a G) : f (t,u ft)) ,

D"-ty(t) fs=e: ry,

::g;: "' 
0 < f < r < +oo, "f , [0'?) x lR * ]R; et D. dtuigne l,opdrateur dederiv€e

Du problame (4'1)-(4'2) nous pouvons obtenir l'equation integrale fractionnaire

u (t) :;-f-1.-, * t "r

r (aJ trGI/ (t - ,)"-' f (r,y (r)) dr, (4.8)
0

qui est 6quivalente au probrd.me avec colditign initiale (4.r)-(4:?), (cf.[14, pp.lz'-r28 ]).Th'Gordme B. soit 0 < a { 1 et / ,rrr" roo"tion continrie-J*i"r*iru ra condition

lf (t,y)l < g (t)lsln , (+.+)

(4.1)

(4.2)

i"Jltr 
( 1 est une constante, g(t) est une fonction continue non n€gatide pour 0 < f <

Alors pour toute sorution I (f) du probrdme avec condition initiare (a.1)-(4.2) on a(i)llia€(;,1) ,arors

rs(r)r s S*-' . %J ?rr",,, 
* gifu tG, e)

tir'-, r I* 
./ "-nt ("),4r0 (") 7ro 1";ar | ,0J (4.5)0<f<?<+oo,
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orl

&(tt: #J#bro-1+ (L - q) Ko,

fru:"[t,?] ,

to,*):e,rp l-(+#)* /"*n,='1"1*l ,

L \ r\c/ / { J

(ii) Si a e (0, |J, alors

lv(t)l sS*-'.# 
t*1a*n'-'M'f 

t-r*a") 7*'tt)

.l' \t*l
* | [ ro"n# (r) AuG)%,(,1*l l, o < r < ? ( +oo,\{ / J

orl

M,,:u [t,#], A,o(tl : ! n*t"la* (s)ds
L r-rr(;j 

0

Twut: €xP 

I fml 
* o* 

i"*s*,", 
o".l

De (4.3) et (4.4) nous avons 
t

ly (ttl
o,

: rfrIr"-' . f1;1/ & -,)'-'g(ilv(r)lq d,r.

une application du Th6or0me 2 (avec a(t) : 1f$t.-t, b(r) : #, /(t) : g(t), p:
1, o = ?: L et p: a) ehdernidrein6galit6 donnelesestimationssouhait€es (4.5) et (4.6).

t.

f',t
Aro(t1 : I g* (r),{o'=- (s) ds

J
0

(4.6)

et
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