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Résumeé

Le présent trvail consiste en la modélisation d’écoulement du sang consi-
déré comme un flurde visqueux et incompressible. On considére le systéme
d’équations qui trduit son mouvement dans un domaine gqui modélise la veine
L et €tudié quelques propriétés de ce systéme d’équations en tenant comptes des

propriétés du domaine modélisant la veine.



Introduction

L’application des concepts et des méthodes de 'hydrodynamique aux
fluides biologiques, et tout particuliérement au sang, s’est trés souvent heur-
tée aux difficultés inhérentes aux propriétés de ces fluides et aux caracté-
ristiques de leurs écoulements. Ce sont pourtant ces particularités qui, pour
la plupart, en font un sujet d’étude intéressant, non seulement pour des
applications bio-médicales, mais aussi pour l'originalité des problémes po-
sés. Souvent, dans le passé, des résultats bien établis en hydrodynamique
classique ont été trop hativement appliqués en physiologie, quelquefois sans
méme s’assurer, pour ces applications, de la validité des hypothéses de dé-
part. Il semble bien, au contraire, que c’est en traitant comme spécifiques les
problémes posés par les écoulements des fluides biologiques que des progres
peuvent étre espérés.

Rappelons néanmoins qu’il ne peut s’agir d’hydrodynamique que si les condi-
tions de validité d’une description continue sont satisfaites : il y aura lieu
d’examiner dans chaque cas les échelles respectives des éléments du sys-
téme. Ainsi, le sang, suspension concentrée de globules rouges (de dimension
~ 10u), se comporte comme un fluide newtonien dans les gros vaisseaux (de
diamétres ¢, compris entre 2 et 20 mm) ; mais son écoulement dans les ca-

pillaires (10 < ¢ < 4y.), partiellement obstrués par les globules rouges, est,

4



UniversiTE 08 Mar 1945-GueLma DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

celui d'un fluide continu (le plasma sanguin) autour d’obstacles déformables
(les globules rouges) ; pour les petits vaisseaux (0.5 < ¢ < 2mm), la descrip-
tion continue sera encore valable ; mais dans les vaisseaux encore plus petits
(50 < ¢ < 500p.) apparaitront des effets nouveaux (comme la diminution de
la viscosité du sang, avec le diamétre du vaisseau (effet Fahraeus-Lindqvist),
que certains auteurs ont tenté d’interpréter comme écarts au comportement

continu).



Chapitre 1

Fcoulement du sang dans les
corps animaux

Nous nous proposons ici, tout d’abord, de passer en revue les principaux

problémes rencontrés en hémodynamique.

1.1 Caractéristiques Générales Dans La Circu-
lation Sanguine

Pour les écoulements sanguins, les caractéristiques spécifiques des pro-

blémes posés se trouvent principalement dans :

La nature des fluides

Le sang est en effet une suspension concentrée de plusieurs espéces de
particules (globules rouges, globules blancs, plaquettes) dans du plasma (so-
lution saline de différentes protéines), suspension qui présente, nous le verrons
plus loin, des propriétés non newtoniennes pour les faibles cisaillements de

vitesse.
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Les caractéristiques (forme et sructure) des conduits

Les vaisseaux présentent une trés grande diversité de forme et de dimen-
sion (coudes, embranchements ; singularités normales (valves cardiaques {1];
valvules des grosses veines) ou pathologiques (rétrécissements ou sténoses;
dilatations ou anévrismes) ; leurs propriétés rhéologiques [1] (viscoélasticité,
non-linéarité, anisotropie) reflétent une structure pariétale plus ou moins
complexe [couches successives de fibres diverses (élastine, collagéne) dispo-

sées en hélices ; couches musculaires dans certains cas .

La nature Des écoulements, essentiellement non station-
naire

Si le caractére puisé de I’écoulement - pulsations associées aux contrac-
tions cardiaques, au fonctionnement des valves et a la distensibilité de I'aorte
(qui régule 'impulsion de pression) se fait sentir prinbipa,lement dans la circu-
lation artérielle, les écoulements dans les petits vaisseaux (artérioles, veinules)
et dans les capillaires sont intermittents, les artérioles étant controlées a leurs
entrées par de petits sphincters [1], tandis que la circulation veineuse, compli-
quée par la structure des veines et par l'existence de zones stagnantes (stase
veineuse), est quasi continue. Certaines circonstances physiologiques rendent
ces écoulements encore plus complexes : on peut citer, associés a I'existence
d’une couche plasmatique (vide d’hématies), prés de la périphérie des pe-
tits vaisseaux (cf 4), le phénoméne d’écrémage plasmatique [6], ou encore,
les vaisseaux collapsibles, rencontrés dans la circulation pulmonaire, ol une
pression (alvéolaire) variable écrase plus ou moins les conduits capillaires,

permettant ainsi un controle de Poxygénation, par la mise a contribution
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d’un plus ou moins grand nombre de vaisseaux |[7].

Existance des régimes instables, voire turbulants

Alors que I'écoulement du sang est, dans la plus grande partie du systéme
circulatoire, dominé par les effets de viscosité, ’écoulement dans les grosses
artéres, surtout derriére les valves et les embranchements, présente, prés des
instants ou le débit est maximum, de nombreuses fluctuations de pression
et de vitesse, fluctuations qui semblent associées & des instabilités de couche
limite ou de paroi, voire & de la turbulence [1]; ces phénoménes sont a 'ori-
gine de bruits (qui, pour le diagnostic, intéressent la phonocardiologie), mais
pourraient aussi contribuer aux accidents vasculaires (observés en aval des
sténoses, par exemple : détérioration mécanique de la paroi, coefficients de
transport augmentés ...) sans oublier 'action sur les éléments figurés du sang

(hémolyse, en particulier) [1].

Importance des phénoménes de transport de masse, aussi
bien au sein du'‘luide qu’au travers des parois vasculaires

Le caractére non stationnaire des écoulements et les caractéristiques géo-
métriques des vaisseaux conduisent & un transport diffusif augmenté par la
convection, les gradients de concentration ainsi développés controlant, au
moins en partie, les échanges transpariétaux; ces mécanismes interviennent
donc dans I’évolution spatiale et temporelle du fluide et des parois (variations
des compositions chimiques du fluide, de celles de la paroi et par suite de sa
structure ...) , d’ou leur importance dans P’étude des maladies vasculaires

(sténoses, thromboses, anévrismes...).
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Intervention, in vivo, de mécanismes complexes de controle
et de régulation

[changeant soit les caractéristiques de I’écoulement (pression et rythme
cardiaque), soit la composition du sang, soit la géométrie des vaisseaux (par
exemple, les vasodilatation et vasoconstriction associées aux stimulis ther-
miques)|, pesant sur la reproductibilité des observations in vivo, et par suite,
sur leur interprétation. Ces différentes caractéristiques se rencontrent, & des-
degrés divers, dans les trois grands domaines, eux mémes trés vastes, qu’il
est possible de distinguer en hydrodynamique sanguine : la grande circula-
tion, la microcirculation et la circulation capillaire . Mais on peut retenir,
pour l'essentiel, que ce sont principalement : (i) les propriétés rhéologiques
des vaisseaux qui interviennent dans la grande circulation, (ii) les propriétés
rhéologiques des globules rouges : et surtout de leurs membranes, dans la
circulation capillaire , tandis qu’entre les deux, la microcirculation est domi-
née par les caractéristiques rhéologiques du sang : nous allons nous limiter,
dans la suite & ce dernier sujet, d’ott seront omises, malgré leur importance
physiopathologique (thrombose, sludge.. .), les questions relevant des écarts

a la stabilité des suspensions (floculation, coagulation.. .).

1.2 Propriétés rhéologiques du sang

Composition du sang

Le sang est une suspension trés concentrée (environ 45 cellulaires (glo-
bules rouges et blancs, plaquettes ...) ; le liquide suspendant est du plasma,

solution aqueuse d’électrolytes et de substances organiques, en grande partie



UniversiTE 08 Mar 1945-GueLma DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

des protéines.

La concentration en volume des globules rouges est déterminée par centrifu-
gation qui permet de séparer les cellules du plasma : la fraction du volume
occupé par les cellules est ’hématocrite H qui ne donne qu’une valeur appro-
chée de la concentration volumique vraie. Lorsque cette séparation résulte du
phénomeéne de coagulation, on obtient un caillot et du sérum, qui pratique-
ment est du plasma privé d'une des protéines plasmatiques, le fibrinogéne,
qui a constitué la trame du caillot.

Les globules rouges sont des disques biconcaves dont les dimensions dépassent
la taille critique pour le mouvement brownien, et, par conséquent, la suspen-
sion de sang, au repos, montre une sédimentation (c’est d’ailleurs la vitesse
de cette derniére qui est utilisée en clinique) ; néanmoins, en écoulement, ce
phénoméne n’a pas lieu et la suspension reste stable. Le contenu des glo-
bules rouges est constitué surtout d’hémoglobine, en solution saturée ou sous
forme cristallisée dont la viscosité, associée aux propriétés mécaniques de
la membrane, joue trés certainement un réle important dans les propriétés
rhéologiques du sang.

Les protéines plasmatiques sont de quatre types : les albumines et les glo-
bulines, qui en représentent la presque totalité, les lipoprotéines et le fibri-

nogéne, ce dernier étant intimement lié au phénomeéne de coagulation.

Méthodes d’études

Les trés grands progrés de la biochimie et de la biologie moléculaire ont
permis un grand essor de ’hématologie; mais les études globales du sang,

notamment celles des propriétés en écoulement, ont rencontré de grandes
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difficultés : citons comme causes principales la forte concentration en élé-
mments figurés (qu’on peut, pour simplifier, ramener aux seuls globules rouges),
'absence de stabilité (coagulation, sédimentation, vieillissement ), I'influence
de la température et les variations de la composition physico-chimique du
plasma. Une revue détaillée des moyens d’étude sortirait du cadre de cet ex-
posé : nous nous limiterons & un bref rappel de quelques points importants.

Les techniques viscosimétriques, notamment en impulsions, ont été utilisées,
-Mais, de trés grandes précautions doivent étre prises pour les mesures et leur
interprétation et nous y reviendrons, il semble bien que seules les mesures
obtenues sur viscosimeétres a cylindres coaxiaux soient & retenir/[gélles seront

d’ailleurs les seules utilisées dans la suite pour les confrontationé théorie-
expenenc’e) Plus récemment, les techniques optiqu?s, biréfringence d’écou-
lement, vélocimétrie et mesures de concentration @émométrie laser a effet

Doppler, par e};\.\ag ont donné de trés bons résultats. Bien que limitées elles
aussi, les techniéues ultra-sonores pourraient étre envisagées.

Pour I’étude théorique des systémes dispersés (modéles qui devraient donc
s’appliquer aussi & d’autres types de suspensions) on peut séparer les diffé-
rentes tentatives en deux groupes : (i) celles relevant de la mécanique statis-
tique et qui ont été regroupées sous le terme microrhéologie; (ii) celles qui

s’appuient sur ’hydrodynamique des milieux quasi homogénes.

11
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Mouvement des particules individuelles suspendues dans
un écoulement turbulaire

Soumis au cisaillement de I'écoulement, le globule rouge sanguin a un
comportement intermédiaire entre celui de petits disques rigides et celui de
gouttelettes fluides : en plus de 'entrainement & une vitesse v,, trés voisine
de celle du fluide vy (tant que le rapport A = a/R, du rayon de la particule
a celui du tube reste assez petit, disons A < 1071), on observe que :

a) le Globule Rouge Durci (G. R. D.) a la glutaraldéhyde tourne comme
un disque rigide avec le méme rapport d’axes équivalent (r. ~ 0,4);

b) le Globule Rouge Normal (G. R. N.) tourne de moins en moins, en
meéme temps qu’il s’oriente, en moyenne, dans I’écoulement au fur et & mesure
que le cisaillement de vitesse croit ;

¢) comme la gouttelette (dont la forme, et par suite 'alignement avec
I’écoulement, résulte de I’équilibre tension capillaire-frottement visqueux di
au cisaillement), le globule rouge se déforme, mettant alors en jeu les pro-
priétés mécaniques de sa membrane et la viscosité du fluide interne;

d) une migration radiale est observée ou non, suivant la nature des par-

ticules et suivant la valeur du nombre de Reynolds attaché a la particule :

Re, = a(vs — vp)/v = \’Rey

(ot Re; = vyR/v est attaché & I'écoulement).
Lorsque Re; < 1079, les gouttelettes migrent vers I'axe, tandis que les parti-
cules rigides, quelle que soit leur forme, restent a la méme distance de I'axe.
Lorsque Re, > 10™* — 10~*I’approximation de Stokes n’est plus valable et on

doit prendre en compte des effets d’inertie : une migration radiale a lieu pour

12
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les particules rigides, qui, venant du bord du tube et migrant vers I'axe, ou
venant de la région centrale et migrant vers les bords, vont s’accumuler dans
une position excentrée, a environ r/R =~ 0,6 (effet de pincement tubulaire) ;
dans les mémes conditions, les gouttelettes continuent a migrer vers 'axe,
avec une position d’équilibre 7 — O. L’existence d'un Re, critique pourrait
étre due aux écarts & I'approximation de Stokes associés & des effets de sillage
des particules rigides , mais ces effets seront beaucoup plus faibles pour des
particules déformables, et ils ne devraient pas devoir intervenir de maniére
importante lorsque la concentration devient élevée .

e) lorsque le nombre de particules augmente, les effets des interactions de-
viennent prépondérants : la dynamique de la collision de deux particules, et
inversement, de la rupture d’une chaine de particules. a été étudiée ([1]). Mal-
heureusement, ces résultats sont difficilement exploitables dés que la concen-

tration dépasse quelques pour-cent, donc pour les suspensions étudiées ici.

Hémorhéologie

Caractéristiques générales de la viscosité sanguine

a) La viscosimétrie élémentaire (utilisant un tube capillaire par ex.) montre
d’emblée les principaux facteurs dont dépend le coefficient de viscosité n du
sang :

- la concentration en volume c des globules rouges (que nous distinguerons
dans toute la suite de 'hématocrite H),

- la vitesse de cisaillement v
- la viscosité 7, du plasma, elle-méme fonction des différents constituants en

solutions, et de leurs concentrations respectives ¢z, ¢z, ... notamment celles en

13
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fibrinogene (principal agent de l'agrégation) et en électrolytes (influencant la

pression osmotique),

- la température 7.

b)Ces propriétés sont montrer dans ([1],FIG1 page C1-12], pour différentes
valeurs de ', soit pour la suspension saline (liquide de Ringer), soit pour
le plasma, l'observation d’une viscosité relative 7/7,, pratiquement indépen-

dante de la température 7, prouve que la dépendance en 7" est tout entiére

contenue dans la viscosité du fluide suspendant. On a donc une viscosité

relative :
n ;
- =—=n(c,7) (1.1)
Ty
avec
7’!}9 = nP(Ta Cl)@!)“')' (12)

¢) La diminution de 7., lorsque v augmente, s’interpréte comme résultant
de la destruction des agrégats de particules (rouleaux de globules rouges et
réseau de rouleaux) : aux forts cisaillements, le sang est un fluide newtonien,

ces structures étant alors complétement détruites.

Relation viscosité-concentration dans le domaine des grands ci-
saillements.

En microrhéologie a été défini le concept de volume effectif Vg d’une par-
ticule; c’est la région ou se fait sentir la modification des lignes d’écoulement,

due a la présence de la particule ; par suite, Vz va influer fortement sur la loi

a) Le rapport Vz/V, du volume effectif au volume réel V, de la particule

14
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dépend de différents facteurs. Pour les particules rigides, c’est un facteur de
forme qui intervient, le volume effectif (et par suite la viscosité) étant d’au-
tant plus important que l'écart a la sphéricité est grand ; pour les particules
déformables, ces facteurs sont, les propriétés mécaniques de surface (tension
superficielle d'un film liquide, élasticité d’une membrane...), la viscosité n;
du fluide intérieur & la particule et la viscosité 1, du fluide suspendant. Pour
les globules rouges, intermédiaires entre ces deux cas extrémes, ces différents
facteurs interviendront ; rigidité des parois (]1], Fig. 2, page C1-13) et visco-
sité de la solution d’hémoglobine ([1], Fig. 3, page C1-13), viscosité du fluide
suspendant.
Différents modéles prenant en compte ces facteurs ont été proposés pour
étendre aux fortes concentrations la loi d’Einstein 7, = 1 + 2, 5¢. La figure
4([1], Fig. 4, page C1-13) donne les courbes 5,(c) pour différents types de
particules

c) S’appuyant sur un principe d’énergie dissipée extrémale, une approche
variationnelle [1] a permis de proposer [1] pour les suspensions concentrées,

une nouvelle loi .(c) :

1 -2
me= (1= 5lilo) (13)



Chapitre 2

Une transformation du domaine

2.1 Introduction

Notre domaine (2 n’est pas fixé (il dépand du temps). et le probléme de
mouvement d'un fluide dans un domaine varriable pose de difficulté a I’étude
de 'équations qui d’écrit le mouvement de fluide.

La difficulté du probléme réside donc dans la dépendance de () par rapport &
1, qu'on est-il lorsqu’on étudie ces equation/de facon globale en temps ? Au-
trement dit, on veut résoudre les équation‘ii(ﬁ: Navier-Stokes sur un domaine
a priori non cylindrique de la forme :

Q= U {Q; x ¢}.
0<E<T

En premier lieu, nous supposons que ce domaine non cylindrique s’envoie
dans un domaine cylidrique (via un difféomorphisme ¢ ), c’est a dire de la
forme

=

O=ax[0,T]

Ou € disigne un domaine bornée de R®.

Sous certaine hypothése, cette transformation laissera invariant des proprié-

16
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tés importants comme la conservation de la divergence dans les équations de
Navier-Stokes sur le domaine cylindrique @) et ¢ établit une bijection entre

les solutions du premier systéme est les solutions du second systéme.

2.2 Rappele : Equations de Navier-Stokes

Les équation de Navier Stokes forment un modéle mathématique dérivé
4 partir des lois de conservation qui décrivent ’écoulement d’un fluide. Ce
modeéle est bien accepté et utilisé par les ingénieurs et les physiciens. il traduit

le mouvement dun fluide visqueux et incompressibles de la facon suivante :

%’}"(U Vv + Vp=vAv + f.

V-p=10.

(2.1)

v =v(x,t) le vecteur vitesse au point x et & I'instant t.

p = p(z,t) la pression (scalaire) au point x et & I'instant t.
v est le coefficiet de viscosité.

f la force extérieur.

En exprimant les composantes explicitement, le systéme d’equations de Navier-

Stokes s’écrit :

Ov; ‘:’ﬁ ov;, Op _ 1923
Bt 9z, T Bx; Za g =l |
; (2.2)
'LJ .
;1 dx; k

ce systéme d’équations doit étre envisagée dans un domaine de R? et doit étre
complété par les conditions aux limites. Si on le considére dans un domaine

fixé (indépendant du temps) et bornée €, les conditions aux limites plus

17
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simples sont celle de 'adhérence, c’est a dire :

v=_0 sur 0f)

La solution généralisée (faible)v, que J.Leray a appellé turbulente est définie

par la relation :

' Oy LA, TN, . By,
/@ /Q ('" vy -+ Vg;l Bz, Dz - i;vjvi-a—%)dxdt =

T
= / v - g()(O,.)der/ /f pdzdt
Q 0o Jo

Pour toute fonction ¢ suffisament réguliére telle que :

@(Ta):Q VCP:O, %9}852:0

(2.3)

2.3 Le probléme de Navier-Stokes sur un do-
maine dépandant du temps

On s’intéresse aux équations de Navier-Stokes sur un domaine @ de R x
R; qui "bouge" au cours du temps ¢ , pour ¢t € [0,T] et T' > 0.
plus précisément, on considére un domaine Q\ de R? x R; qui est la réunion
des ouverts Q; € R? et t € [0,7], ou € est 'image d'un ensemble fixé Q,
par un difféomorphisme que l'on définie ultérieurement,
Les point de €2; sont représenté par x = (%1, %2, 73)
Le domaine non cylindrique @\ de R2 x R, est définie par :

Q\ = U {€ x {t}}.

0<t<T

18
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Si on désigne par I'; la frontiére de €2 , alors la frontiére de @ sera :

= | ) mx
0<I<T
Hypothése 1
On supose que la frontére I'; est impermeéable, c’est-a-dire qu’il n’y a pas
d’entrée ni sortie du fluide du domaine €, eﬁt' (2, est bornée, Alors son volume
doit étre invariant. C’est la conséquence de la conservation de la masse et de

'incompréssibilité du fluide. On suppose donc que :

vol (%) = vol (Qg) Wt eI

o ]

L
Formulons maintenant les conditions aux limites ; soit z le point générique
de la frotiére ' x I(= [0, 77) de telle sorte que la frontiére T, de £, est définie
par :

Li={z=7(%t) / 2°€q)
La variation de cette fonction par rapport a ¢ @%7@0; t) est exactement égale
a la vitesse du point matériele 2° a I’instant ¢. Pour cette raison définissons
la fonction @ (z;¢) par la relation :
@ (x;t) = 45 (2%t) pour z = ¥ (2% ¢) et t € [0,77.
Il est évident que x = 7 (z°,¢) € Iy, et donc @ (2;1) est définie sur T,. Pour

la fonction @ (z;t) on a la propriété suivante :

Proposition 2.2.1 :
Ona: d(x;t) - Hds=0;

I8

19
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ot T disigne le vecteur normal & la frontére Ty orienté vers leztérieur.L]

démonstration

On rappelle que le volume de (2, est constant, donc on a

d
Evol(ﬂt) = .
D’autre part on a :
d e
—vol () = d(x,t) - dS
dt J 90y

Ce qui implique :

/ (1) - 7dS = 0
. 9n

D’ou la proposition.[]

Finalement on propose le probléme de Navier-Stokes sur un domaine dé-

pendant du temps (non cylindrique) :

a A~
51}- +(v-Viv+Vp=vAv+f sur Q
V -g=1). sur /Q\ (24)
V=@ sur I';

Le domaine Q dans lequel on étudie alors ces équations de Navier-Stokes,
n’est pas forcément cylindrique, c’est-a-dire les variables de 'espace ne vivent

pas a priori dans un domaine borné fixé. L'étude des espaces fonctionnels

sera plus délicate puisque Pon considéra des familles d’espaces dépendant du

temps.

L’idée est alors d’établir une relation entre ce domaine () et un autre domaine

20
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qui sera cette fois-ci, cylindrique et qui nous permettra de nous ramener a

des équations de Navier-Stokes sur un domaine borné de R3.

2.4 Réduction & un domaine cylindrique

On veut se ramener au cas oii Je domaine est cylindrique de sorte que la
variable d’espace puisse étre dans un domaine qui soit cette fois-ci, indépen-
dant du temps.

Les points de Qg sont représentés par y = (y,, yo, y3)

on représente par @ le cylindre :

Q@ =0 x [0,7]
et sa frontiére par Y. donnée par :

X =Ty x[0,T]

ou I'y et la frontiére de Q)
On fait alors les hypothéses suivantes
Hypothése 2 :
H existe un dzﬁéomorphz’sme.gog = (6;(t)), 1,5 ={1,2,3) entre Q, et Qg telle
que T
ot 1 O — Qg ri=pixj=y
Explicitement :

2i(2) = (pe1(), Pea(x), ve3(x)) = (y1, yo, y3)

o Y1 Bia(t) Pra(t) Pus(t) 1
Y2 | = | Bar(t) Poalt) Baslt) Ty
Y3 Bai(t) Bs2(t) Bss(t) x3

4
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Supposons aussi que les fonetions : 7(x0;t) § Tft(x) = a(x;t); ¢i(z) sont
toutes au moins deur Jois continuement dérivables, ¢’est-g-dire 7, 7,@ S
C2.

O

Donc on a le difféomorphisme entre Q et Q donnée par :

(x,t)e@%(y,t)EQ wee y=opr) et 0<t<T

22



Chapitre 3

Une transformation dy probléme

Rappelons que par hypothése ¢, est le difféomorphisme entre 2 et Q.
Pour I'étude des équations de Navier-Stokes dans un domaine variable, les
propriétés de ce difféomorphisme jouent le role essentiel pour que le probléme

soit bien formulé. On pose :

orn(x
(Jo)in = _d%i;l = (Br;t)).
car on a :

3
Cer(T) = yp =3 Bi(t)z;
k=1

Remarque : Dans la suite, on utilisera souvent les opérateurs de dérivation

suivante :
O =0 8 KBp 8 O d
S~ =2 e % () —,
dz; ; Ox; Oy, -k—S::l Ox; Oy }L;' Bri(t) Oys
) Oy O 8 - & 8
) B R PN
8t(~t,z) = ot oy, dt(t’y) = ayy, (9t(t’y)
OIT - ta : est la dérivée partielle par rapport a ¢ dans le systéme des coordon-
{2z

nées (,z), (z € ;).

23
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Lemme 3.1, . Ona :

3

d [ 1 .
2 === 5,6.\]:0, i=12%§
= O Jdeth

Démonstration -
Soit ¥ une fonction de (! () telle que son SUpport est contenu dans {2 et
= éoga{ 5
Soient f, ¢ deux fonctions de CH() telles que fg =9 dans .
Puisque le déterminant Jacobiep dey — zest m, le déterminant Jacobien
de z — y est det -

En désignant f(z/) = o' (y) etc...,on a

~0q 1
129 4 / o b,
0O

o, Ox; o Ozidet J,
Comme , ;
9g Ory Ig 99
= = = Y Gl
5. = 2 s By, = 25

L’intégrale est égale a4

3 .

2 d¢ 1
ilt) 7= ——dy,
éo f(y')fzﬁk()é)ykdetjw Yy

on a donc ; PO
. Oy | / 2 0g
——dr = E ill) =———du.
/Qtf&zi(x Qofk:l ﬁk()ﬁykdeth Y

De maniére analogue on a

3 e
of N of 1
= | stgde=- ()5 ——dy,

24
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et par l'intégration par parties on obtient -

N /qzﬁ’"(ﬂa detJ

3

1
}: o 98(0)f g

2 s+§_:/ ('}g (,Bkz()dtj )d’t/

w

[ a7 0 g
a = ﬁ_d Qogf dS+Z/ f”‘(ﬁkz(t)m)dy

Comme ¢ = §f et § est 3 support compact dans )y on a

/@ 37 ut)

ds—O

- Il s’ensuit que

-2 i (g

;Lf Py (800 )dwz 25 0 dy

8yk d £ J
D’ailleurs de la relation

it [ 2

g af
/fﬁxd —‘/ 61‘1‘9(&

Jo,
De cette maniére nous sommes parvenus a 'égalité

»k j[’fz_,ﬁm(t)a d“dﬂ k}i/ fq@y (ﬁm()d”)

on déduit que
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Ce qui implique que :

comme Vfj =4, on a :

Z/ o (PO ) dy =

Or, comme 9 est arbitraire, on déduit que

i % (/ﬁca (t) Jw)

k=1

0.

l

Le lemme est démontré.[]

3.1 Lemme fondamentale

3.1.1 Conservation de la divergence

Pour I'étude des équations de Navier-Stokes dans un domaine variable,
du point de vue technique, il est essentiel d’utiliser une fonction a divergence
nulle, qui remplace le vecteur vitesse v. Cette fonction est donnée par le

lemme suivant, qui est une conséquence du lemme 3.1.

Lemme 3.2. On pose
)"

W= det J, J

Alors on a

Vy-w=0 sietseulement si Vi-v=0.
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Démonstration

On sait que -

Vy-w= %

k=1 Yk
V.po SO 23: Dpr Bu; i )2
’ ].L::T@xj Py Oz Oyi b # Oy

Rappelons les relations

et

Il

3
9
> oy U g 7 tJ det 7, )

Cette derniére expression est la dérivée du produit de deux fonctions et donc

on a
- ﬁwk . ( ( ) )2} + Z (t) 1 %
E f oy e Oy Vge tJ g M <M det J, By,

d 1 1 3’1)&'
o (@k(t)@)”k i Z_: det J, Dz

>, Ou
k};a*

= 3 (Gl R

27
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car

Comme d’aprés le lemme 3.1ona

Z (ﬂyk(t)du) 0

on a également
3

25%(3(>du> =0

{k.g)=1

En substituant cette relation dans Pégalité Précédent, on obtient

3 _ o
Y det dJ; 63“; "

k=1 Y k=1

C’est a dire
1
det I

alors V, - w = 0 si et seulement si V, - v = 0.[]

Vy-w= Vv,

3.1.2 Lemme de Ladyzhenskaya

Le lemme de Ladyzenskaya garantira la possibilité d’appliquer les mé-
thodes d’analyse fonctionnelle & notre probléme -
Lemme 3.3

Soit donnée une fonction G — @(x) sur Ty @ valeurs dans R3 telle que

/d’-ﬁdszﬂ,
T

ou 7t est le vecteur mormal 4 L'y orienté vers lextéricur. Supposons que

d@ € CHIy) alors il existe une fonction @, définie dans Q, & valeur dans
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R? tel que :

V"l_ja:O dans Qt7 ﬁa]l"f =d
et
Ball ez < clld@llezr,

ou ¢ est une constante strictement positif.

Démonstration : Voir[3].

3.2 Transformation des équations

Maintenant on va écrire le sytéme d’équations de Navier-Stokes dans les
coordonnées cylindrique (y,t).

On a

0 — Qo Tz plx) =y = y(x,t)

et :

3
Yi = Zgzk(t)xk 3.1
k=1
ce qui implique :
Oy Oprr
= ——— = Prill 42
ox; oz; Bi(t) (42

et On a :

v = (v1,V2,03)

Av = (Avy, Avg, Avs)
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On pose
3
air(t) = Bij(t)Br; (t) (3.3)
j=1
On rappelle en outre les relations que le changement de variables implique

que :

ov;
= ; t 3.4

k=1

?_U_z N 5’%,1 v; ] 5%,2 v (99%2 v
or; O, 8y1 Ox; Oy Oz; Oys

ov; Ov;
= ﬁly (t) + 523 (t) + 63]( >5y3 (3.5:)
8%y, a 10v; 0 ov; Ov; O,
i ? /3 (1) —
Ox? O, [8373] dx; [513( ) om Oy + Byt )(9y2 + Bas )(’3213}
d‘fotl o2 o 0%,2 d? Ui (1 &Pt,s_az’va
- 51j( ) 8 8 ld Yo + 1 (t) Fl'j 8y28y2 +Bl]( ) 8.’,(,’] é)ygayz
&Pt 1 Py 02 0% Dpis *v;
s 5 SRS [l SO [ A . S i oo + t
1 523@) 8.7)]' 8y16y + 23( ) 8.’173 8y28y3 ﬁ ( ) 8.’1}7 O’y38y3
Apry Oy Opra Oy Oprz Oy
+ /633( ) 8 8ylay1 /83.7( ) 6 8y @ 183.7( ) ax 0'y38y1
8%v;
= Bi{t) By (3) 8 3 L+ Ba (i)ﬁlg(t)a 8 + B35(t) Buj (f)a D0
0%, dzvz 5*v;
+ 815 () Bei V) 55— T0:0m + Ba;(t)Be;(t ) 5 + B4t )523'@)55 0,
9, 82 52v

+ Ba; (8) Bai (1) 5—5— 30:00 + B2 () B3 (1) 55— S + Bs3;(t) B35 (?‘) ) y2
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On faisant la somme sur J» et on utilisant la relation (3.3), on trouve :

9%, 9%
Z 8x a’ll(t) 2 +a2l(t) 1/ +a31(t>

9% 5%
4 Clzz(t)‘ + asa(t)

(‘91/3(9@/1

+ alg(t)

37/3 Yo
s = alg(t)

+ a23(t)

Ay 3?1 Y3

Ce qui implique :

Calculons maintenant (v-V)v:

3 3 3
Ov; ov; v )
Z Vg = U Z ﬁkl(t)% + vy Z Dra (t)% + v3 Z Brs(t) ™

j=1 J k=1 . =1 . k=1

3z
= Zﬁky t)v] U

kg=1

Donc on a

3
(v-Viv= Zv@ i = Z Bri( t)’U e

k=1

Calculons maintenat Vp en coordonées cylindrique (y,t) :

3
6p N 8@5,;} 8}7
ox; ; Oz (7:91@ Z Bis(t)

Alors :

=(p)"-V

+ ags(t)—0r.
?/3 33()

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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De plus on a :

ov :
V-y= ; 19)
U= Z Brim— ey (3.12)
k=1
En substituant (3.4),(3.7),(3.8) et (3.10) dans (2.2) on trouve
( ov; = Ov; Dy, 8213
YR -
O’t(t,y) Z ayk ot ;; ,BZk(Z)?)k
3
%
+ 2. Bt —ﬁ+u t)—— - =123 (3.13)
Z ( ) l}; w5,
3 .
> Bri .8% =0
k=1 O

Mintenant pour utiliser la propriété démontré dans le lemme (3.2), nous

voulons transformer encore Péquation en utilisant la fonction au lieu de v,

pour cela on pose :

Vig = (J ), 4,7=1,2,3

et
_ ()T
" det o

= ( det J, i 'zpj;wj) .
i=1

3
En substituant v; = det Jo 2 tjiw; dans Péquation de Navier-Stokes citées
=1

v = v=det Jg(Jg;)_l’lﬁ

ou
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ci-dessus on obteint

0
6t(t ) (det . Z%’wj) L Z Oy

3 3
8<Pt k
( det J, @ lbj{wj -
k:l U Z ) ot

+ Z ﬁzk(t)(deti Z%kwy) By, (detJ Z%zwy) (3.14)

k=1 =1

+ Zﬁke(t)a it v Z Uy (t (det . Z?,/mej)
k=1 Y

g=i

Z Bri - ( det J, Z%u}) = (3.15)

On rappelle que l'on a

3 3
&pk
;wﬂ o ;?ﬁz‘zﬁm (t) = 0

Aoy, .
Iy '

((#)"2=1)

En multipliant | équation précedent (3.14) par 1y, et on fait la somme sur 4

on obtient -

Mu%. (10 ) 33 2 (00,5

1

car ¥, est la matrice inverse de —2%

+Z@“h@§ Bi(t) (detJ Zc/)]kw) (detJ Z%zwj)

7=1] k=1

+ Z s 2 B t)
= Z Unifi + Z Yniv Z azr(t) (det Jo Z‘lﬁjém’j)
j=1

17=1

(3.16)
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On compte tenu de :

de o deﬁm

cette équation ce rédmt a:

Z‘L’”at“ (det s, Z;bﬂwj) +Z¢’”Za (det s, Z%%s}
+Zl/)m Z 5zk(t)(detJ Z%hw]) (detJ Zzbﬁwj)

i=1 k=

o L 5hk {917 = Ziﬂmfv .3 Z UniV Z a(t

( det J, g ;)

(3.17)
Donc le probléme de Navier-Stokes transformé dans les coordonnées cylin-

drique (t,y) est :

Zz;}mai(ty)(detj Z@J,Z%])+Z¢hzza (detJ ZZ/{?'L J)

i=1

+Z na Z Bue(t) ( det Zg{;ﬁw]) (detJ Zq/;,gwj)

=1 ki=l1 =1

t Z 5hk5—
= Z Unifi + Z Uriv Z anlt) 55 ( det J, Z Yy, sur Q

Vy w = U| sur Q
a
= sur >
Zwﬂ J d 5Ja,«9
(3.18)
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Chapitre 4

Approximation de Galerkin

4.1 Quadre fonctionnel

Pour les éléments de ’Analyse foncti_onnelle définissons des espaces de
Banach et de Hilbert ,en particulier espaces de Lebesgue et de Sobolev, et
leur propriétés fondamentales » hous les renvoyons aux manuels d’Analyse
fonctionnelle

Désignons par V l'ensemble des fonctions définies sur Q a valeurs dans R3

de classe C* & divergence nulle et & support compact, ¢’est-a-dire
V={uel®QR}V-u=0, supp(u) C Q}. (4.1)

Désignons par V? la fermeture de V' par rapport a la topologie de L*(Q, R3)

c’est-a-dire
VO e vLZ(Q»RS) (42)

On remarque que V? est un sous-espace fermé de L*((2, R®) En effet, si u et

v appartiennent a V? | il existe deux suites {uF}2, et {v*}22, telles que
uF ok ey, f|u* — ull 20 ,re), J0F — v|z2@rsy — 0 pour k — 0 (4.3)

35



UNIVERSITE 08 Mar 1945-GuELma

DErARTEMENT DE MarnEmatiques

Donc, quelques soient deux nombres réels a et 5 on a
llos® + Bv* — (au + B0)lz20m3)

< laffJu* — ull L2 rs) + |B]|0* — vllr2prs) = 00 pour k — oo (4.4)

ce qui signifie que au + v € V9. Comme V0 est frme par déffnition,
il s’ensuit qu’il est un sous-espace fermé de L(Q, R3). Désignons par G le
complémentaire orthogonal de V° dans Pespace de Hilbert L2(02, R%) ¢’est-a-
dire

G=VY"*={ue L%Q,R%](uw)mm,ma) =0V ve V% (4.5)

Comme on le connait bien de Ia théorie générale des espaces de hil-

bert, étant le complémentaire d’un ensemble, (G est un sous-espace fermé
de L*(,R3) et on a
LR =V'g @ (4.6)

Cest-a-dire,quelque soit I'élément v € LXQ,R3) il y a un élément «° € 0

et un élément u' € G tels que
u=1u04 ! (4.7)

et les éléments u® € VO et u! € G qui satisfont & cette égalité sont uniques.
On a outre

”U“%?(Q,BW) = ll?—i()”%?(ﬂ,n@) + Hulll%m,m (4.8)

On voit aisément que, si ¢ € H 1O, R?); alors on a

(Vo,v)p2prsy YweV® (4.9)
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En effet, si v € V9; il existe une suite {v*}22, telle que v* € V et o* -
dans L3(Q,R®) On a donc

<V790;'U>L2(Q,R3) = lim <VU,U>L2(Q,R3) = lim /Vgp . 'Ukahj =
k=00 k—oo 0

[ lim / ©v* - ndS — lim @V - v¥dz] = 0 (4.10)
k=00 Q k—oo Q

ot n désigne la normale extérieure 4 la frontiére 9 tandi que dS est 'élément
de surface sur 0

La relation montrée dans (?‘9) peut étre exprimée par
{ue L*(O,R%))3p € HYQ,R?), o= Vo) C G. (4.11)

Mais en réalité dans cette relation on & aussi I'égalité, c’est-a-dire, on a

le théoréme suivant.

Théoréme 4.1.1 Le sous-espace G est formé par les fonction u = Vo avec

» € HY(Q,R3)

Pour la démonstration voir [2] (Chap.I, Th.1). Ce théoréme requiert des
argumentations assez techniques. Il est bon de

rappeler que, méme si les fonctions u € L2, R®) n’ont ni ses dérivées s

L4

ni sa trace u/sq sur la frontiere 982 ; pour les fonctions v € V° on a
V-v=0 dans Q, v-n=0 sur o0 (4.12)

dans le sens faible, c’est-a-dire dans le sens de distribution. En effet, de (5.9)

il résulte que, si v € V9 on a
/ v Vodx = 0. (4.13)
Q
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quelque soit ¢ € HY(Q), R%) En faisant formellement I'intégration par parties,

/Q‘pv‘vdx*/(z‘:o(v‘n)ds=—/‘%Vgodx:(] Q*’L!\

Q
quelque soit ¢ € H'(Q,R?) donc, comme ¢ € H'(Q,R®) est arbitraire, on

G a

peut dire que
V-v=0 dans 0, v-n=0 sur 00 (‘QA )

dans le sens de distribution. On désigne par V! la fermeture de Y par rapport

4 la norme ||lv|_ H'(Q,R?) c’est-a-dire

A (k \ 6\
yl= PR .

Désignons par V! la fermeture de I'ensemble V (introduit dans (5.2)) par

rapport a la norme |jv|| o) Introduit ci-dessus, c’est-a-~dire

1 _ N9 L ‘\';\
71 =p"@ b \
On on introduit en outre le produit scalaire
(v, w) (5 o 0wy & .
U, W) faqy = ——dz.
) H{(Q) /ij:l axk ailfk —
et la norme 1&. \6\)

A e ———
vl gy = \/<U>U>1§r1(ﬂ)
Il n’est pas difficile de constater que V1 est un espace de Hilbert muni del
produit scalaire et de la norme définis dans (“18), @.19) et 2
(v, whpn = <v:w)§1(9)> “?)”ﬁl(ﬂ)-
pour v € V'
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On remarque que,];i est borné, la norme V]l 2 () dans V est

équivalente a la norme de I'espace de Sobolev

3 3
v; . i
1ol 1,y = (/{2 ;U]Q-d-f‘*— > lggilzdl‘)z

k=1
Donc dans ce cas V! coincide avec la fermeture
V' de V par rapport 4 la norme
[vllayars) Or; il est bon de préciser que,
pour que la norme ||v|| g1(qy soit équivalente a la

norme de 'espace de Sobolev vl aiore) dans V il suffit que l'inégalité

de Poincaré

lull @) < ClVu| 2oy

soit valable et done il suffit que le domaine soit borné dans une direction.
Dans le cas ou le domaine n’est pas borné de sorte que cette inégalité ne soit

bas vérifiée, 'espace V! est plus grand que V! | c’est-a-dire

Ve, v

4.2 Meéthode d’approximation de Galerkin

Dans la suite nous voulons construire Papproximation de Galarkin pour
les équations de Navier-Stockes dans un domaine varriable . L’approxima-
tion de Galerkin pour les équation de N avier-Stokes usuelles s’applique 4 un
domaine fixé avec les conditions aux limites homogénes (v = 0 sur Iy)
pour cela, avent de construire cette approximation de Galerkin pour notre

probléme ‘en doit trnsformer les conditions aux lmites homogémes pour ce
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faire nous utilisons le lemme de ladyzenskeya, cié dans le chapitre précédent.

En vertu de ce lemme nous définissons I'opérateur
A CHTy) = CX(T,)

qui, & la fonction a donnée sur 9%, associe une fonction U, sur {); comme
dans le lemme de Ladyzhonskaya. |
On pose maintenent -
U=1w-—1v, 0l a=w sur [,.
Remarque :
stw & H' () et a € CX(Ty) alors on a u € V1,
Démonstration :

La remarque résullte du lemme de Ladyzenskaya.

Done pour tréuver w, il nous suffit de trouver v V1 de sorte que notre
probléme est réduit 4 la recherche de u.Le champ de vitesse v/, Z) & un ins-
tant ¢ d'un fluide visqueux et incompressible avec la condition v = 0 sur la
frontiére I'; doit appartenir a V2 qui est un espace de Hilbert séparable ; une
des idées naturelles pour obtenir la solution v(t,z) du systéme d’équations
{2.2)(de navier stokes) serait celle de son approximation par les fonctions
ol {2) i n=1 2,..., appartenant aux sous-espaces V), de dimension finie.
Or, il y a différentes possibilités de construire les sous-espaces de dimensions
finies de 'espace de Hilbert V1. Mais I'utilisation de la suite de sous-espaces
V., engendrés par €1,€2,...,€n avec des éléments e, de la base orthonormale
{er}2, de V; construite pour I'équation de stokes (voir le th 2.2 de [2]) sera
particulierement utile. Pour cela dans la suite nous allons utiliser ces sons-

espaces V), pour construire une suite de solutions approchées vl (¢, x), dite
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P

approximation de Galerkin, pour le systeme d’équation (H=(J{de-ns).
Pour la condition initiale, on devra précier 'espace auquel o = u(0, z) appar-
tiendra. Méme s'il y a plusieurs possibilités de choix, pour notre exposition

1lous supposons, au moins pour le moment, que :
Ug € VZ)

Soit {ex}72, la base orthonormale de Vo introduite dans le théoréme 2.2 de

[, pour laquelle on a -
—Pyroleg = Apeg

Pour » dans V; on a -
U(l’) = Z Okek(.'l') ) Ck = <U, ek}V“
k=1

Donc la solution u(t, ), si elle existe, & chaque instante ¢ , beut étre

représentés dans la forme -
ut,z) =) CiWerl) ,Cp= (u(t, ), ex)yo
k=1

On remarque que, si u est de cette forme; on a :

ou d
§>€k> = —Ci(t),

Nous rappelons les équations de Navier-Stokes transformées dans les coor-

données cylindrique (¢, y) -
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Z e _n_,__ ( det J, i ?f)ji'?ﬁj) Z (o Z E» (det - Z Tbyzwj) 3;: K

(t y) i=1

i=1 k=1

+ L Uhi Z Bix(t) ( det J,, Z z;;jku/j) (det 8 Z ¢jiwj)
=1

+ Zéhké Zi//hqu + Z@’)hz’/ Z Gy t)
k=1 =1

L=t
Ici on substitue w par : w = u + 2

Donc w; = (u; + v,;)

3

0 0
3 o (44 3t 1) 4 S 3 2

=] k=1

3
( det sz Z 'L/)JZ’LU])
=1

(detJ Z Yyi(uy + vaj))

&’Ot L Z tni Z Bux(t) (dEt Iy Z Vi (u; + Uaj)) 5% (det Jo Z Wiy + U“j)>

=1 k=1

3
+Z‘5”f Z%zfﬁzw”zalr (decJ Zz/;ﬂ (45 +v0s))

On sépare les termes qui contiennent u; €t vg; on trouve :
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d
;wm-gtzg(det J«a;gf/’ﬂ“f> *’;’”hzz (d‘“’” Z ¥ Z“J)
+z§;wmk§ 1ﬁzk(t)( det J, Z?j@ku])gy—l( det J, Zwﬂu])
ﬁg;wm ;fz 1,% )((det ., Zg/)jku]>%( tJ¢§¢jivaj)
3

+Z¢mz Bu(t) (detJ ZzijvaJ)—aé(det J¢Z¢jiuj}

=1 k=1

> 9 9
+;whza(t )(detJ Z?/)ﬂv,,]) +Z?/)hzza (detJ ;tfﬁ]z aj) gptk

3
+Zzphi 2 Bux(t) (detJ Z%HJGJ) 0 (detJ ngzva]\)

=1 k=1

8
. Z(Shk ap Zwmf + thﬁ/ Z Gy ZL)
. ZW > O (detJ Zwﬂ%}

=1

( det J, Z Y
j=1

Or tous les termes qui ne contiennent pas u doivent étre amenés au

deuxiéme membre de sorte qu’on obtient une équation en u avec le deuxiéme
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3 3 3 3 3
S 2 3 i (ae zwﬂua>+>:mz£;<det o 3o ) 2t
i=1 k=1 j=1

Qo p— ==
3 3 B 3
™ w :
-+ ZJ l,/dhz ‘2_‘ Blk(t) (dEt le Z i//'jku]‘) 8"'—'- (det JSO Z @’/)jiuj)
=] k=1 7=1 j=1
3

0
£ ZL ?/th k, 1 ﬂlk (t) (det s A Z@gkuj) T (det Jp Z @}szaj)
+ Z?,/m > Bu(t (det J, Z%kvag) (det Iy Z%zuj)
—sif kl 1
3
_ ,,,L Vs Z a(t (det J. Zwﬂu,) Z ]ek’ ndy = / Zek ngndy,
=1

lr=i fo h=1
(4.16)

pour toutes les fonctions e, k' = 1,...,n. Ceci nous donne un systéme
d’équations différentielles ordinaires dont les inconnues sont les fonetions Ci ],
Meéme si ce systéme o’ équations est non-linéaire, d’aprés le théoréme d’exis-
tence et unicité de la solution des équations différentielles ordinaires, il existe
un intervalle suffisamment petit [0, 5] dans lequel il existe une seule solution
C};"}(t), k=1,..,n, de ce systéme d’équations. Pour démontrer Pexistence
et I'unicité de la solution dans I'intervalle donné a priori [0,¢], il suffit de

démontrer que la norme de la solution demeure bornée. Pour I'obtenir, re-
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marquons que, si on multiplie (4.16) par C,E"} (), c’est-a-dire, si on considére :

/Z 1¢hzat“)(dete] Z gzuj)JrZme 3 (detJ Z%%)&m

Ho g 1| = i=1
3
+ Z Uhs ‘Z B (t) (det T Z wﬂgu;,) 5’%& (det Iy Z wjz‘uj)
k=1 j=1
3 3 3
-+ Z "'#/)hz ‘F‘ ,Blk (t) ( det Jp Z ¢jku]) % ( det =, Z *zpj,;v@j)
i=1 kl 1 j=1
3
4 Z Y 3 m (®)( det J, Z Yintag ) a(; (det.s, 3" i)
=1 ]— jee]
s k=1 3] N |
e yf—; ¢hz Z Ay t) ~“55—- ( det Y] Z I,Lﬁll,]) ; 5hk %} 8k,h01£”] (t)dy
3
= / :;_: 61@/,h0[?](t)gd?!o
Qo p1q

(4.17)
et si on somme ces équations pour tous k' = 1,2 0....n compte tenu de la
relation -

Z ex (T)Chn](t) = ull(t, 2)

k/=1

On obtient I'équation -
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2 S 8 3
/D ?:; [;%bmat(t : (det Is j;@bﬁuj)
3 3 3
~t: Z: U gﬁ(det J@Zwﬂ ]) agtk
=l k=1 =1
3
+> Uy ﬂ,k(t)(det,] Z%w;) ( det J Zzpﬁuj)
zz kl3 1 ,
+ >_: Uni Z B (t) (det o Z ;b]kuj) " (det g, Z wﬂvaj) (4.18)
= k=1
3 3
; F2 ot Y Bult)(det qukva]) ~(det, Zz/zﬂuj)
i=1 | k=
3 " ; 2 3 3
i v Y a(t) — (det 5y zpﬂuj) +3° 5hk__J Wy
i=1 ] Yioy: §=1 E=i

_____ Nous voulons montrer que Péquation (4.18) a une structure analogue
a P'équation de approximation de Galerkin pour les équations de N avier-
. Stokes. Pour cela nous montrons les remarques suivantes :

Remarque 1 -

/ Zzwhzat(ty)(detj Z%’(u )6“0 (t)dy =

L "

1 n d ? 3 In] 2
- i 8tﬁ,g)\d8t 7);:1 g%%(u J dy +—2—dt(‘§,~ykdet I 2. [;%,(uz )J dy.

Démonstration
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En effet on a

3 3 3 3
2: / Z Z "tﬁm% ( det Jo Z Vji (ug“])) ek,hC;[cn] (t)dy
=1 ¥ %0 (ty) =

k=19 p= 507

/ i(ﬁt(ty) (detJ Zwﬁ n ))thzzekhcﬂ (t)d
0 =1 =

=1

/23: at(t) det‘] Zwﬂ(“n ))thz (t, z)dy

Qo j—; )

- Qoa (t.y) et d )Z[an(u )J dg

3 3
[ﬂ]
f; ;:Z hzuh,at(ty) Zw]z

2[ detJ)ZZ[ZzL (ul) } dy+ / detJa ;[g i (ul™) de
= 1/90 3t(det'] g[ij%z(un } dy+;/g;(,§t[detj g[gwﬁ(um)]?dz’

/

:512 = (det J, )Z[Zwﬁ(u" )] dy+—%§%/§o detJ@i[Zwﬁ(uﬁ”)rdy

i=1  4=1 i=1  j=1
Et 'égalité (4.19) est démontrée.
Remarque 2.
On a :

/S Z Z¢hz Z alr(t)

20 p—1 4=1

2 3 3 \
o (det, 3 Yists) 3 exnCl(t)dy
i =1 k=1
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:/Q

P2 (2

( det J, Zz/}ﬂu ) dy,

ou \
Ur(t) = Bin(t) Brom(t)
]
3
Démonstration -
on a

W

/ XZ@meah(t (detJ Zwﬂ )Zekhc (t)dy
Q0 b1 =1 Lr=1

k=1

w

T 0 Zzwhzzzﬁlm(t)ﬁrm t) (det,] Zlyﬁu )Z 'n](t
Xoh_lﬁ* Lr=1 m=1 e

k=1

3 3 3

3 3 3
= — Z Uhi Z Z ,Blm(t) qm(t)gi— (det Jy Z zbjzugﬂo Z ek,hciin] (t)dy
" =1 k=1

Qo j—1 =1 Lr=1m=1

" R, o (&, 8 =
= /Q ZjLwhiZmm(t)a—m(;;}m(t)@(deuw;w ))Zekh(f‘ (t)dy

0 h=1 =1 I,m=1

I 9 3 . 3. 5 3 )
= /Q 0 D }; ( ;Bm(%?/: (det 1, ;wﬁuﬁ» ) ; @(ﬁlm(w g::l’lﬁmuL Nay= A

=1 m=1

On rappelle que d’aprés le lemme 3.1 on a -

Z@y [ﬂl’“( i tJj*O m=1,2,3
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Donc on a -

T *%(@m(t)zw ) Zﬂm<t>-~( detJ, Zwﬁ )

3
A:::/ Z detJ Zﬁm(t) (det] Z%un)
3
— 0 »
2 At (detJ, Z ) dy

1 3 3 8 3 Tal 2
- /QD vy J(p émZZI (Eﬁnn(t)é—?;'(det J‘Pj_zlwﬂuj ) d

D’ot la démostration de la deuxiéme remarque

- Les deux relations que nous avons demontrées, jointes & I’hypothése de
la petitesse de ¥, nous donnerons la possibilité de traiter u™ d’une maniére

analogue a I'a roximation de Galerkin de ¢ uation de Navier-Stokes.
g Pp q

Remarque3.
On a
. Z:/ Zl“n Z sz(t)(detJ Zg[ ku”)a (detJ Zd )6k' n(t)dy
k=1 =

Démonsi ratlon

Z / D Ui Zﬁlk(ﬂ( det J. Zwyku )(‘T( det J, Z%, ) e

k=17 hyi=1 k=1

/ } whzz,ﬁlk(t)detJ (ngﬂcu) 0 (detJ Z@Lﬁ ufly

0 hi=1 k=1
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[
S~
[
mw
MW

3 3
n n 8
Uyl det g, 37 ] ‘) . ( det 7, ‘fz/,»ﬂug"]) dy
{ :
D j:l

hyi=1

1 3.5, 3 NS 3
=% / Z 5( ﬁlk(t)¢jku§ ]) Z (det szwjlu[ ]) dy
T = YN T i=1 =1
On rappelle que :
3
Zﬁzk%k = dy
k=1
Et donc
) = 5 23 s
- ( Bu@)bpu™) =Y == ( Oy
; Iy g de==t ’ = ’
3
o
= —-ul[n] =V-.url=9¢
=

On en déduit donc I'égalité énoncée dans la remarque.[]
Puisque les autres terme ne sont pas trés mauvais, en utilisant le méme

type de calcul, on peut esplré arrivée a une bonne estimation de 'approxi-

mation de Galerkin.
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