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Introduction

L'application des conoepts et des rnBthodes de I'hydrodynanique aux

fluides biologiques, et tout particulidrement au sang, s'est trds sotlent heur-

t6e aux difficult€s inh€reqtes aux propri€t€s de ces fluides et atx caract6-

ristiques de leurs 6coulernents. Ce sont pourtant ces particularit€rs qui, pour

la plupart, en font un sqiet d'€tude intdressant, non seulementr pour des

applications bio-rn€dicalefl, mais aussi trrour l'originalit6 des proleldmes po-

s6s. Souvent, dans le paso6, des rdsultats bien €tablis en hydro'dyna,mique

classique ont 6t€ trop h6tivement appliquEs en physiologie, quelquefais sans

m€me s'assurer, pour ce$ applications, de la validit€ des hypothrlss de d€-

part. I1 semble bien, au contraire, que c'est en traitant cofilme sp€'cifiques les

probldmes pos€s par les €coulements des fluides biologiques que rles progrds

peuvent €tre esp6r€s.

Rappelons n6anmoins qu'il ne peut s'agir d'hydrodynamique que sii les condi-

tions de validitd d'une description continue sont satisfaites : il 'y aura lieu

d'examiner dans chaque cas les Echelles respectives des dl€merrts du sys-

t€me. Ainsi, le sang, suspension concentr6e de globules rouges (de, dimensi<rn

* 10p), se cornporte cornme un fluide newtonien dans les gros va-isseaux ide

d.iamitres 1, compris entre 2 etT0 mrn); mais son ecoulement elans les ca-

pillaires (10 5 $ s ap.),pa,rtiellement obstruds par les globules ,o,r*o, d
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celui d'un fluide continu ( plasma sanguin) autotu d'obstacles d€formables

(les globules rougs); les petits vaiss€aux {CI.5 S $ {z*zm), la descrip-

tion coatinue sera encore ; mais dans [m vaisseaux encore plus petits

(505@f,50t1p.)appar d.es effets nourre&ux {comme la diminution de

la viscosit€ du sang, avec

que certains auteurs ont

continu).

diamdtre du vaisseau (efiet Fahraeus-Lindqvist),

d'interpr€ter corlrne 6carts au mmportement
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Chapitre 1

Ecoulement du sa,ng dans les

corps

Nous norls propcsoas

pobtrdnres rencontrEs en

tout d'abord, de passer err revue les pri*cipaux

1.1 Caract6rist ue6 G6n6rales Dans La Circu-
lation e

Pour les dcoulements

bldrnes pos6s se trouvent

le carac&4ristiques sp6cifrqut* des pro-

La nature des ftui

Le sang est en effet suspensian mncentrfu de piusieurs esp€ees de

pa,rtieules (glsbulec , globuleq blanesn plaquettec) danc du plaoma (s-

iution saiine de di$drentes ines), suspension qui pr€sente, nous le veuons

plus }oin, des prcpri6t6s

vitesse.

n neu*oniennes pour les faibles cisaillements de
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Les caractdristiques (forme et sructure) des conduits

Les vaisseaux prEsentent une trds grande diversit6 de fbrme et de dimen-

sion (coudes, embranchements; singularit6s normales (valves cardiiaqum fll ;

valvules des grosses veines) ou pathologlques (retr6cissements ou st6noses;

dilatations ou an6r,'risrnes); leurs propriBt€s rhEologiques [1] (visco€lasticit€,

non-1in€arit6, anisntropie) refldtent une structure pari€tale plus ou moins

complexe lcouches successives de fibres diverses {61astine, colla,gdne) dispo-

s6es en h6lices; ccuches musculaires dans certains cas .

La nature Des 6coulernents, essentiellement non station-
naift3

Si le caractdre puis6 de l'6coulement * pulsaticns associ€es aux contrac-

tions cardiaques* au fonctionnement des valves et d,la distensibilit(i de I'aorte

(qui r#gule l'impulsion de pression) se fait sentir principalement dans la circu-

lation art6rielle, les 6coulements dans les petits vaisseaux {art6rioles, veinules)

et dans les capillaires sont intermittents, les art€rioles 6tant contrdl6es d,leurs

entr6es par de petits sphincters [1], tandis que la circulaticn veineuse, compli-

qu€e pa,r la structure des veines et par l'existenee de zones stagnantes (stase

veineuse), est quasi continue. Certaines circonstances physiologiques rendent

ces 6coulements enccre plus ccmplexes : on peut citer, associds d, l'oristence

d'une couche plasmatique (vide d'h6maties), pr€s de la p€riphd:rie des pe-

tits vaisseaw {cf 4), le ph€nomdne d'€crCmage plasmatique [6], ou encore,

les vaisseaux collapsibles, rencontrds dans la circulation pulmona.ire, ofi u:ae

pression (alv€olaire) variable €crase plus ou moins les conduits capillaires,

permettant ainsi un contr6le de l'oxyg6nation, par la mise d ceintribution
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d'un plus ou moins grand nombre de vaisseaux [4.

Existance des r€gimes instables, voire turbulants;

Alors que l'6coulement du sang est, dans la plus grande partie du systdme

circul:r,toire, domind par les effets de viseosit€, i'€coulement dans les grosses

art€res, surtout derridre les valves et les embranchements, prEsente, pr€s des

instants of le d€bit est maximum, de nombreuses fluctuations cle pressi*n

et de vitesse, fluctuations qui semblent associ€es d, des instabilitds de couche

limite ou de paroi, voire i, de la turbulence [1]; ces ph6nomdres sont d.l'ori-

gine de bruits (qui, pour le diagnostic, int6ressent la phonocardiolrcgie), mais

pourraient aussi contribuer aux accidents vasculaires {observ6s e,n aval des

st6noses, par exemple : d6tdrioration mdcanique de la paroi, coelfficients de

transport augmentds ...) sans oublier I'action sur les 6l6ments Sgur€s du sang

(h6molyse, en particulier) [11.

fmportance des ph6nomdnes de transport de rna"ssel aussi
bien au sein dulluide qutau travers des parcis vasiculaires

Le caract0re non stationnaire des 6coulements et les caractdristiques 96o-

m6tri<iues des vaisseaux conduisent A, un transport diffusi.f augmr:nt€ par la

convection, les gradients de concentration ainsi d€velopp6s conllrdlant, au

moins en partie, les dchanges transpari€taux I ces m6canismes interviennent

d.onc <lans 1'6volution spatiale et temporelle du fluide et des parois (variations

des compositions chimiques du fluide, de celles de la paroi et par suite de sa

structure ...) , d'ori leur lmportance da^ns l'6tude des maladies vasculaires

(st6noses, thromboses, andwismes...).
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Intervention, in vivo, de mdcanismes complexes dr: controle
et de r€gulation

fchangeant soit les caract€ristiques de l'€coulement (pression et rythme

eardiaque), soit la composition du sang, soit la g6om6trie des vaissear:x {par

exemple, les vasodilatation et vasoconstriction associ6es aux stirnulis ther-

miques)1, pesant sur la reproductibilit6 des observations in vivo, et par suite,

sur leru interpr€tation. Ces diff€rentes caract6ristiques se rencontrent, d, des-

degrdei divers, dans les trc,is grands dc,maines? eux m0mes trds vmtes, qu'il

est possible de distinguer en hydrodynamique sanguine : la grande circula-

tion, J.a microcirculation et la circulation capillaire . l\{ais on peut retenir,

pour l.'essentielo que ce scnt principalement : {i) les propri6t6s rhreologiques

des vaisseaux qui interviennent da^res Ia grande circulatisn, {ii) les propri6t6s

rh6ologiques des globules rouges : et surtout de leurs membranr:s, dans la

circulation capillaire , tandis qu'entre les deux, la microcirculatioti est domi-

nee par les caractdristiques rheologiques du sa,ng : nous allons nous limiter,

dans la suite d, ce dernier sujet, d'ot seront omises, malgrd leur importance

physiopathologique (thrombose, sludge.. .), les questions relevant des 6carts

d, ia s1;abilit6 des suspensions {floculatian, coagulation-. -).

1.2 Propri6t6s rh6ologiques du sang

Cornposition du samg

Le sang est une suspension trds concentrEe {environ 45 cellulaires iglo-

fuules rouges et blancs, plaquettes ...); l* liquide suspendant est du pla"sma,

solution aqueuse d'Slectrolytes et de substances organiques, en grande partie
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des protdines.

I,a concentration en volume des glohules rouges est d.€terminde p:r centrifu-

gation qui permet de s6parer les cellules du plasma : la fraction du volume

occup6 par les cellules est l'h6matocrite H qui ne donne qu,une valLeur appro-

ch6e de la concentration volumique waie. Lcrsque cette s6paration r6sulte du

phdnomdne de coagulation, on obtient un caillot et du s6rum, qui pratique-

ment est du plasma priv€ d'une des prot€ines plasmatiques, 1e fibrinogdne,

qui a constituE la trame du caillot.

Les globules rouges sont des disques biconcaves dont les dimensionsrddpassent

la taille critique pour le mouvement trrownien, et, par cons€quent, la suspen-

sion de sang, au repos, montre une sddimentation (c'est d'ailleurs la vitesse

de cette derni€re qui est utilis6e en clinique); ndanmoins, en 6cou.lement, ce

ph6nomdne n'a pas lieu et la suspension reste stable. Le conten.u des glo-

bules rouges est constitud sudout d'h€moglobine, en solution satu:Ce orl sous

forme cristallisEe dont la viscositd, associ6e aux propri€tds m€caniques de

la membrane, joue trds certai:aement un r6le important dans les propri6t6s

rh6ologiques du sang.

Les protdines plasnratiques sont de quatre tlpes : les albumines et les glo-

bulines, qui en repr6sentent ia presque totalit€, les lipoprot6ines et ie fibri-

nogene) ce dernier 6tant intimement li6 au ph6nomine de coagulation.

M6thodes d'6tudes

Les trds grands progrds de la biochimie et de la biologie mol6r:ulaire ont

permis un grand essor de l'hEmatologie; mais les 6tudes globales du saag,

notamment celles des propriGt€s en 6coulement, ont rencontr6 de grandes

10
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difficultEs : citons cornme canses principales la forte concentration en 6i6-

Elents figurds {qu'on peut, pow simp}ifier, ramener &ux seuls g}obuJres rouges),

l'absence de stabilitd (coagulation, s€dimentation, vieiliissement), f influence

de la tempdrature et les variations de la composition physico-slrimique du

plasma. Une relrre d6taill6e des moyens d'€tude sortirait du cadre de cet ex-

pos6 : nous nous limiterons d un bref rappel de quelques points irnportants.

Les techniques viscosimdtriques, notamment en impulsions, ont 6b6 utilisdes"

.Mais, de tr€s grandes pr6cautions doivent 6tre prises pour les mesllres et leur

interpr€tation et nous y reviendrons, il semble bien que seules les mesures

obtemres sur viscosimdtres d, cylindres coaxiaux soient d, retenir/ftifles seront
\*__

d'ailleurs les serilEB-rrtilisees dans la suite pour les confrontations th6orie-
t'<

ext€rreny'{. Plus r6cemment, les ter:hniques optiqr'.es, bir€fringenLce d'6cou-

lement, vdlocim€trie et mesures de cqncentration farlEmomdtrie lersqr d, effet
1

Doppler, par e*.\) ont donnd de trds bons rdsultats- Bien que limitdes elles)
aussi, les techniques ultra-sonores pourraient €tre envisag6es.

Pour ll6tude th.6orique des systdmes dispers6s {mod€les qui dewaient donc

s'appliquer aussi d. d'autres types de suspensions) on peut s€parer les diff6-

rentes tentatives en deux groupes : {i) celles relevant de la m6canique statis-

tique et qui ont €t€ regroupOes sous le terme microrhdologie; (ii) celles qui

s'appuient sur l'hydrodynamique des milieux quasi homogdnes.

i1
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Mouvement des particules individuelles suspendues dans
un dcoulement turbulaire

Soumis au cisaillement de l'€coulement, le globule rauge sanguin a un

cornportement interm6diaire entre celui de petits disques rigides et celui de

gouttelettes fluides : en plus de I'entrainement d, une vitesse uo, t,rds voisine

de ce1le du fluide try (tant que le rapport A : alR,, du rayon de la particule

A celui du tube reste assez petit, disons ,\ S 10-i), on observe qurl :

a) le Globule Rouge Durci (G. R. D.) d, Ia glutaralddhyde tourne comme

un disque rigide avec le m€me rapport d'axes dquivalent (", = 0,4);

b) le Globule Rouge Normal (G. R. N") tourne de moins en moins, en

m€me temps qu'il s'oriente, en uroyenne: dans l'€coulement au fur et d mesure

que le cisaillement de vitesse crcit;

c) comme la gouttelette {dont la forme, et.par suite l'alignement avec

l'6coulement, rEsulte de l'dquilibre tension capillaire-frottement visquerix drl

au cisaillement), le globule rouge se d€forme, mettant alors en j,eu les pro-

pri6t6s mdcaniques de sa memtrrane et Ia viscosit6 du fiuide intenne;

d) une migration radiale est ob*erv6e ou non, suivant la nature des par-

ticules et suivant la valeur du nombre de Reynolds attach6 d la particule :

R*, : a(ut - ur)l'- '\38ef

(or) .Bey : atil/u est attach6 d, l'6coulement).

Lorsque R t S 10*5, les gouttelettes migrent vers l'axe, tandis que les pa$i-

cules rigides, quelle que soit leur forme, restent d la m€me distanr:e de I'axe.

Lorsque R"uZ 10-4 - l0-Bl'approximation de Stokes n'est plus va,lable et on

doit prendre en compte des effets d'inertie : une migration radiale a lieu pour

72
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les particules rigides, qui, venant du bord du tube et migrant ver:s l,axe, ou

venant de la rdgion centrale et migrant vers les bords, vont staccurmuler dans

une pcsition excentree, d, environ r/R : 0,6 (effet de pincement liubulaire) ;

dans les m6mes conditions, Ies gouttelettes continuent d. migrer vers I'axe,

avec une position d'6quilibre r -> O. L'existence d'un Beo critiqtre pourrait

6tre due aux €carts d l'approximation de Stokes associ€s d, des efiets de sillage

des particules rigides , mais ces effets seront beaucoup plus iaibles pour des

particules d€formables, et ils ne devraient pas devoir intervenir de manidre

importante lorsque la concentration devient €lev€e .

e) lorsque 1e nombre de particules augmente, les effets des inter,actions de-

viennent pr6pond6rants : la d3namique de la collision de deux particules, et

inversement, de la, rupture d'une chaine de particules. a 6t6 €tudi€e ([t])- Mal-

heurerrsement? c€s r€sultats sont diffflciiernent exploitables dds que la concen-

tration ddpasse quelques pour-cent, donc pour les suspensions 6tr:Ldi6es ici.

H€morh6ologie

Caract6ristiques g6n€rales de Ia viscosit€ sanguine

a) Laviscosim€trie dlernentaire (utilisant un tube capillaire par ex.) montre

d'emb16e 1es principaux facteurs dont d6pend le coefficient de visr:osit€ 4 du

sang:

- la coneentratinn en volume e des globules rouges {que nous distinguerons

dans toute la suite de I'hdmatocrite H),

- la vitesse de cisailiemeet y
- la viscositd r7u du piasma, elle-m€rrre fonction des diff€rents cons'bituants en

solutions, et de leurs concentrations respectives cs, c2,... notamment celles en

13
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fibrinogene (principal agent de i'agr6gation) et en dlectroiytes (infiluengant }a

F!"ession o$motique),

- la temp€rature T.

b)Ces propdet€s sont montrer dans {{1l,FIGI page C1-12], pour diffdrentes

valeuls d* T', soit pour la suspension saline (liquide de Ringer):, soit pour

le plasma, l'observation d'une viscosit6 relative r1f r1r, pratiquemenLt ind€pen-

dante de la temp€rature T, prouve que la ddpendance en T est tout entidre

contenue dans ]a viscosit6 du fluide susp€ndant. On a donc irne viscosit€

relatil'e :

: ry'(c'7') (1.1)

av€c

Tp: Tp(T,ct)c2,...). ( 1.2)

c) La diminution de rlrr lorsque 1' augmente, s'interprdte comrne r€sultant

de la destruction des agr6gats de particules (rouleaux de globuler; rouges et

r6seau de rouleaux) : aux forts cisaiiiements, le sang est un fluide newtonien

ees structures 6tant alors compldtement d6truites.

Relation viscosit6-concentration dans le domaine des grands ci-
saillements.

En microrh€ologie a 6td d€fini 1e concept de volume effectif Y6, d'une par-

ticule; c'est ia r6gion or) se fait sentir la modification des lignes d.'€r:oulement,

due d la prdsence de la particule; par suite, Ve ,ua influer fortemen.t sur la l*i

zl.{*}-

a) Le rapport VolV, du vohune effectif au volume r€el Vn de [a particule

-ry7lr:-
\e

t4
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ddpend de diffdrents faeteurs. Pour les particules rigides, c'est un faeteur de

fsrrne qui intervient, le voluure efiectif (et pa" suite Ia viscocite) €tant d'au-

tant plus important que l'€cart d la sph6ricit6 est grand; pom les particules

d6formables, cm facteurs ssat, les propri6t6s m6caniques de surface {tension
superfi.cielle d'un film liqufide, €lasticit€ d'une rnenrbrane,.,), Ia vissosit€ rtr

du ftuide intdrieur d.la pa4icule et la viseosit€ qu du fiuide suspendant. Four

les globuies rouges, intem€diaires entre ces deux cas extr€mes, ces diff6rents

facteurs interviendront; rigiditd des parois ([1], rig. 2, page C1-13) et visco-

sit6 de la solution d'h€raogfobine ([1], Fig. l, page C1-1s), viscositG du flrdde

suspeudant.

Diff€rents mod€bs prenant en compte ce facteurs ont 6t€ proposrfu pour

€tendre aux fbrtes coacentfations la loi d'Einst*fo r/, : 1 * 2,5c. La figure

4([1], Fq. 4, page C1-1S] donne les courbes ?htc) pour diffdrents t5rpes de

particules

c) $'appuyant 6ur un pilincipe d'6nergie dissip6e extr€male, une approche

variationnelle {1] a permis de praposer {11 pour hs suspeneions concentr6es,

une nornrelle bi a(c) :

fts: (1 -|wo- {1.3)

15



Chapitre 2

IJne transformation du domaiine

2.L Introduction

Notre domaine Q n'est pas fix€ (il ddpand du temps). et le probl€me de

msuvement d'un fluide dans un dornaine varriable pose de difficult6 d l'6tude

de i'dquations qui d'6crit le mouvement de fluide.

La difficu1t6 du probldme rEside donc dans la d6pendance de fi par rapport a

f, qu'on est-il lorsqu'on dtudie ces equationlfe fagon globale en temps ? Au-

trernent dit, on veut rdsoudre }es 6quation;de Navier-Stokes sur uln domaine

a priori non cylindrique de la forme :

-lre: [l {a, x r;.
cg*<?

En premier lieu, nous supposons que c€ domaine non cylindriquLe s'envoie

dans un domaine cylidrique (via un diffdomorphisme g )n c'est d dire de la

forme

-6=: f? x fo,rl.

Ou O disigne un domaine bornEe de IR3.

Sous certaine hypothdse, cette transformation laissera invariant des propri€-

16
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t€s importants cofirme la conservatioa de la divergence dans les dquations de

Navier-Stokes sur le domaine cylindrique Q et p dtablit une bije,ction entee

les solutions du premier systeme est les solutions du second systime.

2.2 Rappele : Equations de Navier-Stokes

Les dquationide Navier Stokes forment un moddle math6matiLque d6rivd
t\

S, part;ir des lois de conservation qui d€crivent l'6coulement d'un fluide. Ce

rnoddle est bien acceptd et utilis€ par les ing6nieurs et les physiciens. il traduit

le mouvement d'un fluide visqueux et incompressibles de la fagon suivante :

[#r(u.v)o*Vp:uLu*f.
[V.u:0.

(2.1)

u : u{n,t) le vecteur vitesse au point x et A l'instant t.

?: p(fi,t) la pression (scalaire) au point x et d l'instant t.

v est le coefficiet de viscositE.

/ la force ext6rieur.

En exprimant les composantes expliciternent, le systime d'equatiorLs de Navier-

Stokes s'ecrit :

q1 .- + 

-
"3 0r,, ' 0roJ

ce sysbime d'6quations doit €tre envisagde dans un domaine de IRS et doit €tre

compl6t6 par les conditions aux limites. Si on le considdre dans uin domaine

fix6 (ind€pendarrt du ternps) et bornde Q, les conditions aux li:mites plus

0u,;, , 0p

0*n- 0",
: tt*,p,W ;i,:r,z,J

(2.2)lw.iu
l*e'l ,
\F, dri

1t7
-Lr
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simples sont celle de l'adh€rence, c'est ri, dire :

?:0 sur d{-l

La solution g6n6ralisee (faible)u, que J.Leray a appelid turbulente est ddfinie

par la relation :

pr r , ap $ Oun d,pn .\ apo

Jr t(-'#+'r d#-,"f ',',ffi)ard't:

: 
!n*. ,p{o,.)dr + fr' lrf - pd,rd,t

Pour toute fonction rp suffisament r€gulidre teile que :

gtT,.) : A, V' p : 0, F[ao : 0.

(2.3)

2.3 Le probldme de Navier-Stokes sur un do-
maine d6pandant du temps

On s'intEresse aux 6quaticns de Navier-Stokes sur un domaine,Q Ae re] x

lRr qui "bouge" au cours du temps f , pour t € [0, ?] et 7 > 0.

plus pr6cis6ment, on considdre un domaine Q a* m1 x Rs qui est la r6union

des ouverts f,)1 € R.| et t e [0,7], ori Os est I'image d'un ensemble fixd Q6,

par un diff6omorphisme que l'an ddfinie ult€rieurement,

Les point de Or sont repr€sentd par tr : (rt,frz,frs)

Le dornaine non cylindrique f de IR| x IR6 est ddfinie pr:

0: u {o5x{r}}
0<t<?

18
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si on d6signe par f* la frontidre de {lr1 , arors la frontidre de Q sera :

$- | |

":oH'{r'x{t}}'

Hypothdse l-

on supose que la frontdre fs est impermdable, c'est-d-dire qu'il n,y a pas

tl'entr€e nj sortie du fluide du domaine CI, ffi, est born6e, Alors son volume

doit €tre irrvariant- C'est la cons6quence de la conservation de la rrrasse et de

f incompr€ssibiiit€ du fluide. On suppose donc que :

iI uof(f,ls) : uol(Oo) Vr e J

U

Formulons maintenant les canditions aux rimites; soit es le point g6n6rique

d.e la frotiere Fs x r{: [0, r]) de telle sorte que [a frontidre F6 de f[ est ddfrnie

par :

11 : {r :}1ro;t) I ro e iCIs}

La variation de cette fonction pa,r rapport a t $?(r0;i) est exactenrent egale

d la vitesse du point mat6riele r0 d I'instant f. Pour cette raison d€finissons

la fonction -db;t) par la relation :

d@;fi: a*l{ro;*) pour *:lt*o;fi ert€ [0,rJ.
Il est 6vident que r : ?(n0,t) e fr, et donc ?(r;t) est ddfinie sur [. pour

la fonctioa d@;t) on a la propri€t€ suivante :

Propcsition_ 2.2.L :
f

&ta: I d@;fi.dds:o;
J Dnt

t9
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oild dis@ le vrcteur nprrna,l d,la ftontineTl orient€, aers I'ertdri,eur.D

d6menstr'atien

On rappelle que Ie rm[trme de C]s est coristant, donc on a

fiuo$e,) 
: o

D'autre part on a :

fiua{n): .f*, d{r,t1 -d as

Ce qui irnplique:

{ d@,r).dds: o
Jm,

D'ou la proposition.l

Finalenect orl propose le probldme de Navier-$tokm sur rul

pendant du temps (ncn cytindrique) :

' ;'',
) {Y +fu 'Y)u+Vp: uLu * f. sur\A
'lin
{ f".u :0. s&r (A
I

. tg : f,, sar (fg

d6-domaine

{2.4}

Le dorrraine 0 a*r hquel on €tudie alors ces 6quations de Navier-Stokm,

n'est pas forcernent cylin{rique, c'est-idire lm variables de l'espace ne vivent

pas a priori dans un dopaine born€ fi:€. L'6tude des espa€s fonctionnels

sera plus d6licate prisque ['on rcnsidEra des famitles d'espaces ddpendant du

temps.

L'idfo est alors d'dtablir une relation entre ce domaine S et un autre domaire

20
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qui sera cebte fois-ci, cylindrique et qui nous permettra de nous ralnener d
des .quations de Navier-stokes sur un domaine born€ de R3.

2'4 R6duction a un domaine cylindrique
on veut se rarnene. au ff*, ori le domaine est cylindrique de sorte que la

variable d'espace puisse €tre dans un domaine qui soit cette fois_ci, ind6pen_
dant du temps.

Les points de CI6 sont repr6sent6s par g : {h,Uz,,At)
on reprdsente par e le cylindre :

Q: {-}o x [0,"]

et sa frontidre par X donnEe par :

X: fo x [O,TJ

ou fs et la fronti€re de flg

On fait alors les hlpothdses suivantes :

Hypothdse I :

Il eri'ste un diffeomorphisme..pt : (fru(t)), i, j : {r,2, 3} entre {rs et fis te*e
que 

r*-.------J

<pt : fit --+ CIo ff + gt(r) : ,.
Etplicitement :

tprtr) : (v*(r), v r,z(s), p tttr)) : (ut, uz, as)

et

Uil:rc:iiffiii'*iiij) (x)
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Supposons euss,i que les fonctions ." ?(r0 ;t); dtr:) : o(r; t); p6(r) sont
toutes au fttnirLs deur fois cnntinuernent d,6ri,as,bres, c,est_d,_d.i,re.l,d,p ec2.

tl

;" on a le diff6omorphisme entre d *t e donn6e par :

(r,f)e 0-*(g,r)e e aaec y:Vt(r) e, 0<r<if.

22



Ch pitre 3

IJn transf,nrmation du probldrne

que pax h5'pothdse rps est le diff€omorphisme entre f)' et O6.
ude des 6quations de Navier-stokes dans un domaine variabre. Ies

p de ce disdomorphisme jouent re r6re essentier pour que re probrdme
soit bien for:mul6. On pose :

(r*) ir : r*;:!,., : $a()).

e4x{r}:uk:*pr,(t)*,

: Dans Ia suite, on utilisera souvent les op6rateurs de d6rivation

^3oL:iPg:*ut',* a -=\^ ao*i - kd%a*: k-6 a*: Y7*i{t) 5*,
q -*4",,* a a J EA

-:--\..avPt,n 
a _ 0 :i0t1t,,1- k-TM-6: L_:L, n;: M * ffi : E 

n r, ft) ##,,

Remarq

suivante:

,rri4 la d.rivee partielle par rapport d f dans le svst.me des cc,ordon-
(r e C').
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Soit 19

Soient /,
Puisque

5t*|"#eJ :0,3:1,r,S

e fonction de c1{Q6) telre que son suppod est contenu dans f,}6 et

deux fonetioas de cl(e*) telles que ,f.g: t$ dans Or.

TT^-::r*- 
Jacogien de y + r esi *[, Ie deterrninaar Jacobiender-rgr est det J*.

En dAsi f(s) : f(pr-t{q)) etc.,.,o& a

I,,ffi*:Lt##*

est 6gale d,

/ o-,*,4*{r}ff6tav,

"{-, 
t #* : I, t f ,'r,trr##e*

analqgue ou a

- I,#'d* : n {"u*u.ft)#ehds,
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'int;igration pax parties on obtient :

:El" ru*(s-,w6fr)r,

.* !.,rffis*{*)6fuav

25
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comme Hfii : 19, oo *,

I/ o!(a I \
f; rno de* \ 'ro(t)@ ) o' : o'

Or, comine r! est arbitraire, on d6duit que

5- a (o..,', I \
kdw 1o*'(r);"r 7, ) 

: o'

Le lerrmp est d6montr6.[

3.1 {,emme fondamentale

3.1.1 Cclnservation de Ia divergence

Pour 
f'6trude 

des equations de Navier-stokes dans un dcmaine ,variable,
du point 

fe 
l'ue technique, il est essentier d,utiliser une fonction d, dirrergence

nulle, qui re:mplace le vecteur vitesse u. cette fonction est donn6: par Ie
lemme sujvarrt, qui est une cons€querce d,u lemme J.l.

Lemnie :1.2. On pose

L, I
*=t Jf,)o

.:ffiu
Vn .u : 0 s,i et seulement si, V* .u : 0.

ru*(u-,t,r#) oo:o

Alors on, 

t

26
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On sai

3^
Vr'u: )-:ka ofr;

a:l J

les retrations

;,rualffi

Vn-ur:5#

: + Etpt,* aui -E, E*, 0v* -

r*: (J*)ir:ry{P- : $nig)y
J

(Jrjt : tJrlxi : W: (,si*ir))

vu.w:i3:$ a,,(.r")',,1
Y -- .1_t n 7 =-11

n=t oUk 7_dy*'detJ*-,
3:p*(w.r)

3:u*' 
firto'*a&'u

ereBressian est la' d€rivfu du Brodurt de de** feustious et doue

owt _ a\ o,n,.\ l
ffi :,-H, 

ft@ir?)#at* *,*R, P,uft)LM

: + o ,n .L r Ers*

t"#, ann'lir{t)ffior- * d*b J* o*r

:,-rt, fito'rul'#'* . # f #
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T

a +^ a
aA: \fiir(ilfi,

d'apr6s Ie lemnae $.1 on a

$**,-{*}#}:o
3

rnl
,k, 6, r$ i x(t)** 

r*t- 
)', : o

uant cette relatiopr daas I'6gaXit6 prdcedent, oa otrtient
n.i0r*_ r $ar*kM: d"tr, kdo,

Vo'?r]: =l=-V- . ,," det vj

ts:0 si et seulernpnt Bi V, . o:0.X

C'est d

alors Vo

3.1.2 fi,emme de La{yzheusleya

Le lergm* de Ladyzensl<rya garantaa h possibilit. d,appriq'er les m€-
thodes d'4nalyse fonctionnellp d notre problBme :

Lesnrse S.S

Sait donn€e une fanct,an d: d(*) sw T1 & aaleurs dans lR3

I d.na":0,
JIt

oil' fr est l,e ue*teur narmar ri f* maera t6 uers l,ertdrieur.
rd e c2(lr) atws i,t eriste uqe fanction 6o defi.nie d.ans {r1

tel,Ie ry.re

.$trpposons gue

d vs,lear dans

28
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IR.3 tef qae .'

V'u-* :6 dans flt, do1r: d

et

lld"lhr*r"-l < elldilcz1r,l

ou c wt une cons:t&nte strictement posi't'i'f.

Ddrnons*ration : liqir{3|,

3.2 hansfarmstion des dquations

Maintenant on va Ecrirre le syt€me d'€quations de Navier-Stokes dans les

coordonn6es cylindrique {y,t).

Ona

Vtt) . f}; ** Sls, r + Vr(r): Y: Ytr,tj

et:

ce qui irnplique :

etOna:

3

sn : L lnx(t)*x
k:1

&gx ilvt,u ,) t

ffi: -dtr: oa(t)

a: {auuz,as)

Ar.; : {Ao,, Au2, Au3)

3^
uvu: f oo*1

- 
ofrt

,C:I

29
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On pose

On rappelle en

que :

3

0,,(r) : r FuQ)p,,p)
j--t

outre les relations que le changement de

(3.3)

variables implique

0a,

}t,r *,

dn6

- \- a .r\dui i)
- kf'kivJ our. Bllt,vr,

(3.4)

(3.5)

0q 0p1,10u; , Ag;2 }ua , 0p1.2 0u,;

-:0*i \ri 0y1' 0n5 0y2' E*i Ay"

: Br^tt\Tuo + ^ '''o?)o '''oui'"' ' dat Pzi\t) aaz 
+ ltsi\t) *

3^
: r guoft\?

- 
- ' 'ctYx

tr:t

W == &lH\: &ln,atffi+ B,i{ilH+ s,,$)ffi1

== fr,iu)ff #k, + p,, (ilW ffi + fi,i$)W zk,
t o,i$)ft ffi + p,rcW ffi + p,,$Wffi
t fi,i@ft ffi + firi$)ffi ffi+ P,i(t)H ffi
== tri{t)fi,,$)W + tui{t}frti$)ffi+ 0.ti{t)Ftin 3;h

i- fitir;) fizir4 #& + frzift) frziri.W + fizii;) flziU, #tr
i- Ltig)frei4)m+ $zig)fiei4jm+ frsir;)bein 9#
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ori fairiant ra somrrre s*f J, et on utirisant Ia reration {3.3), on trouve :
3*q

fW : o,,(il# + a,,(t)ffi + au(t)ffi
, ffrr A2,,.* c12(t)-:-:- n o--" hytuuz ' *"(il# + atzL4ffi

Ce qui imp,lique :

Alors :

A'uo

V *p : (rpr)' .Vsp

+a3f,prrft)#:

+ oru(t)#r& * orar lffi * oru{il#.
d'uo

.v3

(3.6)

(3.7)

toAu,:Dr,Offi

Calculons rnaintenant (u. V)a :

.\ oan 3 .D. ?

H,,#-,,f r,r,@#n*E pr,roff
J: f o*1(t1''P

*'r:t - oAn

Donc on a

(3.8)

3^(u'v)u:ir,!' 3 ^

H"a;:-E P*'(il''#

Caleulons maintenat Vp en coordondes cylindrique (gr, t) :

#:txfl:* prdil#

(3.e)

(3.10)

3i

(3.1U
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et

r

T

T

-T

-T

'-'1

De pLus on a :

v.a: D, rrr#o,*ar aUx

En suhstituant {3.4},(3.n,(3.S) et (3.I0) dans (2.2} ein rrouve

-!Y-*+ ouooer,t =\ ^ . . ouo
Er,,r) * kME * k P'r(t)orfu

(3.12)

+ I 6r,(t);# :U * ",E ",,ft)ffi ,i : 1,2,3
Ap otut

{3.13)
I,r:1

*, prrY:o

Mintenant pour ut*ism la propri6t6 ddmontr€ d*ns [e lem,rne i3.z), uous
voulons transfor.m,er e&c$re tr'€quation eu utilisant la fonetion w a' liem de a.
pour cela on pose :

dr3 : (Jft)ri, i,J : 1,?,3.

( J,"\r
'- #J*' + u: det J*($)-rw

ou

,3
,o : (det J, L.4rur)

J:I

En sutrstituant u6 : det J-trhiowidans l'6quation de Navier-Stokes cit€es
t=1
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ci-dessus on obteint :

A/-l .B
*^(a"t-r, p,r,,.,)- E *tdetr, fi,u,-,)W3,
+ I 0*lt) (a.t.r* T,rh,u*,): 

, -1
rEr \ ,.:, , ,*(aet -r* prtt,tt*t) (3.14)

I

. t ur,@# = r, *, t,**ft)#(ax t**r,*,)

L, p**(a*hf ,i,,.,) : oGt da* I r:r '
On rappelle que I'on a

$,,,.do* - ,tft,,, ort - ir!*s"tt) : 6*

cw rba est Ia. matrice inverse a" Pt .

0fft

((r.)-"*: r)
En multipliant I Cquation prdc€dent (g.14) par dar et on rait la somme sur i
on obtient :

*r^,#; (a*, r-, f ,bi,*1). 
*./,, i *fdet .r* *r,*)W33e^*; v^,i: B*ft)(a"t.6 to,*,)*(o*r, )l ,ti,*i)i=I 1c,1,=I j:I ' 1'tyl \ 

EaauD

+ )l{h,:] p-,0#
d:1 h:1

: i vruft i-i ' '\ "\ a2

i:r ,:,*n"Fr.,*@#(a"t'r* 7't"*')r-' 
(3.16)

{3.15)
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On compte tenu de :

*",,.8p0 - ' 
*

?_'", ort - l*un"(t) -- 6ox

cette 6quation ce rEduit d, :

3A.33a

Dr^,#( aut .r, 
f;,t,,*,). i,t,,t #*tdet 

r, 
Er,*,)W33

+ 
!,10, ; o,-crl ( a*t,r* 

$ 
+,-*r) #, {*- r. f *,*,)

3s-.3e
- 

E 
urffi: f ttu rt **r^" p,'*ft)#(a"t.,* *r,*,)

Donc le protrldr*e de Navier-Stokes trarsform€ dans }es coordoanees::ttJl
drique (t, g) est :

.Ea-ff
:* {afttf,ru,,f,.,,at#(a"t.r* f,+,,.,) sur ai=r i=r F:t 

- 'oUfib' 
j=l

T

Vn'':o
"3 {t

Lr/.i"wi =
j=1

sttr q

sur t
{3.1s)

det J*
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T Chapitre 4

Appro>cinnation de Galerkin

4.1 Quadre fonctionnel

Pour les €idments de I'Analyse fonctionnelle ddfinissons des eepaes d.e
Brrrach et de Hilhert ,en particurier espams de Lebesgue et de soborev, et
le,r propri6tds fonda'meata'res , nous les renvoyons aux manuers d,Analvse
fonctionnelle

D€sigpons par H l'ensemble des fonetions d€finies sur fi d valeurs dans R3
de classe g* a divergence mrlle et d, support eompact, c,est-d-dire

V : {u e C4(CI, Rt)lV. ?r: 0, sup(u) c O}. (4.1)

D6signon4 par v0 la fermeture de p par rapport d, ra topologie de .L2(o,R3)
e'est-i-dirte

y{ - t 
2(n,R3)

(4.2)

on reurarffue qtrc v{ est un sous-espace ferm6 de r2(e,Ri) En effet, si u et
a appartiqnnent d I/o , il existe deux suites {o*}8, et {d}p, te$es que

uk,ak €V, llun -ull;a1o,ma;, llru - ull;r1e,ery --r 0 pour & -+ 0 (4.g)



quelques soient deux nnmbres r€els a et p ,on a

ffeue+ frrh * (cn*fo)fl;zqopy

Ilf"u - ulls,r1n,n,; + lf lllre - uff;rqs,n,) -+ oo pour & -r m (4.4)

Ms lg4i-GilB[!4{
D6prncsusnr oE MsaEusreus

on le collnait bien de la th6o,rie g€n€rale des espaees

le complGmentaire d'un ensemble, G est rrn sous_espa.ce

ce i signifie que oa t Fa e V0. Comme I/0 st frm€ pa,r d€fnition,
il s' qu'il est un sons-estr)a,ce fernrd de.f,2(fl,rRs). Designons par G re

ire orthqgonal de lro dans I'espace de Hilbert tr(ft,Rs) c,est_a_

G: {Zt)I : {a€ L2({Z,Rr)l{rr,u)rn1n,n.;:0V o € tr o}

<l

berto

de tr2((_i, 3)etona

On voit

:1/oOG

tz(Q,Rt) il y a un 6l6ment ao

.[2(Q, ]R3)

(4.5)

de hil-

furm6

(4.6)

€ I.'o,quelque soit l'6l6ment u €
u'€Gtelsque

u:tf +u1 {4.7)

et les € u0 e vt et u1 € G qui sa,tisfont d, cette 6garit6 sont uniques.
Ona

lluil!z1s,nel : llroll?,,rnns) + llui ll!,,1p,n,1

que, si rp € F11(n, R3) ; alors on a

{V5a,a)6'1q6s1 Va e Vt

(4.8)

(4.s)
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dans tr

0un

de sur

La

Mais

let

T

,p € Hrt

Pour

, si , € H0 ; il existe une suite {r*}R, telle que ak € V et u& _} u
({-}, Rt) On a donc

{Y'p,u)sp,Rs) : nl*(Vr, u);z1n,mu; : ,lip { O, . ?)kdfr ==e+oo Jn
_f
ttg3 l puk . nd,s - -lgg I**o 

. ukdn1 : s (4. r0)

la normale srtdrie're d la fronti€re E{^t tandi que d,9 est l,6l6ment

Ivtrr 1945-Guerua
Ddpanrnueur or; Mersfuarreuss

sur EQ

tiron montree Aans (SS) peut €tre exprim6e par

{?r€ lz(CI,R*)ifpe }fr(ft,lR3), r:Vrp} c G. {4.rr1

n r6alit6 dans cette relation on a aussi r'€galit€, c,est-a-d.ire, on a
suivant.

4.L.1 Le saus-espace G est form6, par les foncti,on u: Vv auee

R:*)

{4.12)

a rtdmonstration vcir [z] (chap.I,Th.1). ce th€ordme requiert des
axg ions assez techniques. Il est bon de

r que' m€me si les fonctions a € ,(CI, JR.i) n'ont ni ses d6riv6es ff
tl6e sur la fronti€re ECI; pour les fonctions u € Iz4 on a

V.u:0 dans O, a.n : 0 sur AO

dans le sens faible, c'est-d,-dire dans le sens de distribution" En effet. de f5.g)
il r6sulte que* si a € Il{ oa a

t'-" Vrpdr:0.
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quelque soit rp € ffl(n, R3) Ea taisarrt formeilement |int€gration par parties,
sna

r
Jrro 

- udr - I-r,. n)d,s: -;[ u.ytpde : o Q lt\
quelque soirb p € fJ1(e,rR3) donc, comme {p €,Hl(fi,R') est arbitraire. o*
peut dire que

V.a : 0 dans fr, u.n:0 sur Atz

dans le sens de distribution, on d6signe pax yi la fermeture de'rl par rapport
d Ia norme llul_ffl(fi, R3) c,est_d,_dire

\',)

D6signorls p* 7t la ferrneture de I'enseurble v (introduit dans (s.2)) par
rapport 4, la norme llrllr,rnl introduit cidessus, c'est-d-dire

t, :tfrt(n)-

On on introcluit en outre le produit scalaire

vL:tfl1(o.R3)

Ul

ho)

{u,w)p1,(n):J PrHH- k-.^\

Q '1)
et Ia norme

!l"il,*nr : lfr"rlu{*)
Il n'est pas clifficile de constater que 71 est un espace de Hilbert muni del
produit scalaire et de la norme d6flnis dans fi*t8), (.fO; A E

(r,*l1r: {u,u}gr1sry, ffuffgrqnl.

pour o € Ir-1
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On rem,arqu€ que,fi est born6, la norme lloll'rrnl dans V est
6quivalente d la norme de l,espace de Sobabv

llulls,1e,e,l : ( [i4*. i t*t,a"t+JnF ' ,fir'i)rt'
Donc daL;as ce "* 7t coincide avec la fermeture
I/1 de )/ pa* rapport A Ia norme

llull;srqs;nsl Or; il est bon de preciser que,

potlr que la norme llulfs,lny soit 6quivalente ri la
no''ne d* l'espace de sobolev llolisrl*,nr) dans v ,il suffit que l,in€garitd

de Poincar*

llull;,,1ny < CllVulls,,lny

soit valahle et donc il suffit que le domaine soit born6 dans une direction.
Dans le cas.rr Ie domaine n'est pas born6 de sorte que cette in6galit6 ne soit
pas v6rifi6e, ,l'espace fri est plus grand que I/1 , c,est_ii-dire

trrl c 7t, vI lfr

4'2 M€'thode d'approximation de Galerkin
Dans la srdte nous vourons construire Fapproximation de Galarkin pour

les €quations de Navier-stockes dans un domaine varriable . L,app:roxima-
tion de Galerlkin pour les dquaticn de Navier-stokes usuelles s,apprique d, un
domaine fix6 avec les conditions aux iimites s (u : 0 sur fo)
pour cela, avtrpt de construire cette apprcximation de Galerkin pour notre
lprobldnre'pn rloit tr.gsformer res conditions aux lmites homogdmes pour d:e
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faire nous utilisons re lemme de ladyzenskeya ei€ dans Ie chapitre prdc€dent.
En vertu de ce lemme nous d€finissons l,op€rateur

",j

A : c2(lo) cr(rr) .

qui. d,la, fonction a donn€e sur df,)6, associe une fonction ?/a sur !?1 comrne
dans le lemme de Ladyzhonskaya.

On pose maintenent :

u: w - u., oti a:,11) SUr F13.

Remarque :

si tu c f11([h) et a € Ct(fo) alors on a u € Vt.
D6monstr:rtion:

La remarque r6sullte du lemme de Ladyzenskay*.

Donc po'r trouver u, il nous suffit de trouver u € vt de sorte que notre
probl€me est; rdduit d ra recherche de u-Le charnp de vitesse u(t,rld un ins_
tant t d'un liuide visqueux et incompressible avec la condition u : 0 sur la
fronti€re f' doit appartenir a 71 qui est un espace de Hilbert s6parable; une
des id6es nat;urelles pour obtenir Ia solution tr(f,r) du systdme d,dquations

{2'2)(de navier stokes) serait celle cie son approximation par les fonctions
,1"1(t,r); n == !.,2,."., appartenant aux sous-espaces W dedimensiorL finie.
or, il y a differentes possitrilitds de construire les sous-espaces de dirrrensio's
finies de I'espace de Hilbert Ft. Mri. l'utilisation de la suite de sous-espaces
1'l" engendrds par e1t€zt..,e?' avec des dl€ments es de Ia base orthormrmale

te*lEr de % construite pour l'6quation de stokes (voir le th2.2de [2J) sera
particuli€remrlnt utile. Pour cela da.ns la suite nous allons utiliser ces sore$-

'espaces lt pc'ur construire une suite de solutions approchdes ul*l(t,r), dite
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,A
appred{&atiqn de Galerkin, paur le systdme d,dquation $<ftfr)
Pour la condition initiale, on dewa pr€cier l,espace a{rquel ao : a{0, r} *pp*_
tiendra' M€me s'' y a prusieurs possibilit.s de choix, pow notre exposition
nous suppooons, au rnoins pour le rnomeat, qne:

uo€yo

soit {e*}p, la baee orthonormare de vs introduite dans Ie theor€me z.z de
Il, pour laquelle on &:

-PyoAe6: trrer

Pou.r u dans tr/s tln a :

u(r) :i"**r") 
, cx: (u,e*)vo

&=l

Donc Ia mJution u{t,x), si elle existe, d ehaque instante C

repreeent€s dans la forrne :

aa{r,r) : ica(f}ea(c},cr * {u(r,.}, ex}vo
F1

On remarque que, si u est de cette forme; on a :

t0u t d.

\a'"u) : arcu(t),

Nous rappelons lm quati,ons de Navier-stokes transforurees dans les coor-
donn€es cylindrique {t, E) :

, peut €tre
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i'l'-

-T

I

.\, a / 3

f *^'# (a*t -6 p,a,,-,; . *** i # (o* r* f ,hi,.i)ftt
33

. 
E ** t B*{t) (a*t 4i,l,**,)# ( *- h*, *,,*,)
g" an 3 3

- I u*ffi: t rtwrt +F*"",8 
^Jr)&(aut.,* E*,,,)

Ici on substitue ?r, par : u) : u * uo

Donc wi : {ui * ani)

-\ al 3

Er^,#; ( a" t,f,hit(ui+ *,)) . 
*,r,, )i r*tder -r* f v,,t*,*,.,))

A,^33

W *tro,f o*ul(aut4i", ,- .\ d / 3

j=1 r,,!, \ u*io(ui * *r))A;l*rtrLzliAui + wi)|

. * u#: * $urt *I*-",F_ 
^.(,)#(c*t 

;* i*,*, * u.,))
3=1

On e€pa,re les terrnes qui contiennent n. et u6i afr.trouve :

--'1
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*r^,d; (o" t,f,!inui). 
*,a,, i *tdet r, Er,*,)W33

. i * " Ii,'' 
t x (t) (aet 4 

E 
u, *,) 

#, (o"r,. f ,b i,u i)
33?.f *;p, flu,ft\ a.t-'* 

2,t',*,)#,(o"rr.f ,!i,u"i)

33
* f *^,)1, o*(t)(a"t 4f ,t,*-,)*(on r.f ,bioui)i=1 *,/:1 j:L '/ dAt, - 

?l'
. * *^,nhL*ut,r* f *r*t . **,, f # (*, r, f r,,*,,)\f

3j}
. f r,, 

i2B 
u, {t) / a* 4 

i,,l, 
*,,) 

#, (o.r,. f $ i,u.i}

. * u*#: * rbn rt r.f r,,,,,E ",.(ilffi(a*t,r* Er,*,)33
- 

i,i,^,, fi"*0 #( a"t .r* p,t,*,,)

UwErctrli Og IVIaI 1945_Guelue
D6rareuerr ps Mtrn6u{reues

or tous ,[es termes qui ne contiennent pas u doivent €tre amends au
deuxidme membre de sorte qu'on obtient une equation en a avec le deuxidmr:
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T,* tq *-*fo 
{ 
*u,: p **t * f *,,n 

E * {** + 
$,a,,*,)2

+f
'.-1

3

+\-' "(-/

3

T,,o*a(a* r, *r,*,)# (* r, f ,biooi)

3

E nor4 (aut,r, *r,*,)# (0",,,* f ,t *o_,)
3o

+\-'ZJ I o"at (a* 4f,*,,*,,)* (*- ./, 
E,t ioui)

., "--
* ,-\ A2 r -1- \ 3 q--| .,"{r)ffi 

{e*t "r* p,lr,",) . t *#] ey,,,6d,!s: l" *
p0ur

d'6quati

M€me si

tence et

unI

{4"1{r)
r-tes tes f"**1"^l$ ,lc, : L,.--,fl. Ceci n<rus douoe un systdn:Le
diff6rentielles ordii-aires dont les inconnues sont res fonctions cj't.
syst€me d'6qua*ions est aon-rin€aire, d,aprds le theordme d,exiri_
itd de la solution des €quations diff€rentieiles ordinaires, il existe
suffisarr,rment petit [C,rrJ *u** teqnel il existe ule seule sohrtion

c!tqt1, n : l, ..., n, de re systdme drdqtratione. pour dEmontrer l,existenee
et I'unici de la solutbn dans l,intervalle donn6 a priori [0, tr], ii suffit d*

que la nsrme de la solution demeure born6e" pour fobtenir, re-
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T-

-T'

:r

-T

-l

.3/r
_ rzo A:,

a

+f'
i=1

2

+fq
Z:1

3

+fq
d:1

a

- tr\-Z-t
d=1

:/r
Jn,(.

ffi Qffi, si on mulriplie (a.16) * €;d, c,esr-d-dire, si on mnsid€re :

t}*-"h (a"t "r," *r,*,)* *+, i # (0", r. 
E,hi,,ui)

3 ? 
D-r 

':1,lg*(t)(a*t,l*-' rdz 3

G, \ _ 
*L_rrhirui)aatdetJ* r:Drrt,*,)

3

I autD (a"t,r* *r,*,)# (o-, r. f ,hi","i)

3 o t-t

10,*U)(aut-r"- I E r 3

tc,t:r Ht[iw"i)bi(o"* 
t.D'bi,"i)

f .,,,uffi 
{**t ;* *r,*,}* **#] es,scpt qtyay

Oe Me 1g4S-CueR
D6e*:reunwr on Mmx6us1que

.s,s,cp|7t1sds,

{4.17)
ces 6quaticns pour tous H : 1,2,0...,% eornpte te*u de Ia

'?s

Iey(r)C[ra](r) : ut I1t,11
&r:1

l'€quation:

1st
at

et si on

relation:
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/, $ [*r^,#(a"t -'" p,,,*,)
t-L

* i,/n, i =a 
r J-

- "" 3 rh(aet -r' p,u'o')+
33

n f *,, f o,*{r)(o* + p,t,*,)# (o-,.r, f i,inui)
33.f u"_p, B*(t) (a"t,,, 

nr,*,)#,(o.rr.f,1,,o*,) {4.1s}
3g

* 
IPr, ; nrr,t (a"t ;* 

2,t,*",)# (0", r. ;,biuu1)

- "ido, i, '" a2 /- La -n, a "*odaa,(a"t -r" p,r,*,) - p u*ffi1uptao
o3: 

Jn,E"Ytno''

Nous voulons montrer que l'€quation (4.1g) a une structure anarogue
s' l'6quatipn de I'approximation de Galerkin pour les 6quations de Navier.
Stokes. Pfur cela nous rnontrons les remaxques suivantes :

Remarqlre.t :

*f +$, o /. 3

2i J,t, 

",U 

+ 
^' ffi( a"t "t* l'r" n fulir )) 

"o'o 
cfl ft) du :

*.*#", r, * [y,r,,r,;]];;-

D6mofrstration
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I

T,I

T
I

-t
I

I

l

)

UNlvs@T6 Mn l94JrGuerue

En

DEpanrEMaHT op Mmxdumrgum

j:l " i:l &:1

:lJ#

: I"P (".* (a"t,r" t*,*P))) i n/,6ut'1{t,x)ds
J-r rll

: 
ti*hro* r-,r1$ g p *,,rd,{'on

* 
Adet 

J' p *,t**;ftt,r,,r;!s*
33

aet "r*) p [; +"r.,]s)l'*.* ./ u-. r,"# I [i *,,"jr ]]' on

;L

*{l
8r 11 (4"19) est dSmontree.

,Ona:

-L 3g

)D, +* D, ^,, 
(t # ( a"t 4f v,*,) t, " 

o,ucpt G) au
1 d=l t,r__t uUIuUr, ' 

- 
' 

&=l

3133

D, I"f # r*&( a* ;* i,r,,t# )) "n*cfi tqay
i:1

33
{a*t-r,)lp [f +x.Jr,]'"4 l"&[a*t,,"p rr ,t,,t lit],lw

ta"* ",,,4$ ty,r,u*,;,t]'or*)$t'_ o* r*E g;*,,r,{}-nl],n,
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Oe M{ 194,5-Gu&E{
Ddprmsunxr ne }ltsxfusreue

==/ r +
Joo det J* ok,

: I"*f {f o,*arfi {a.n r* i,t,,*y) t*U*u, *,hooutit)av 
: tr

,-3 a J

{l o,*ttr 3} ( a" s*\,h i,utit)' on,

ori
?

au(t): f &,*(t)6,,*(t)
m,:7

: -1,

On ra{trettre que d,apr6s le lermre 3.1 sn a :

*-u t, ,.\ I 1

kaAlttn"lt) *UJ : o m: r,2,8
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t I,b* L *,@ ffi( aut,,,, 
F,r,*f,) f,.r,ocfr s1 ao

J3

f *-,,E p,*@*( i u-nlfi ( a-t 4 f ,/,,,jr)) * "-,urj.,(4on

3g3

)Y,,t uof f flm(t)fl,*(il#*(a*t 
"r* Err,"jr) i ru,ucp |ft)as

1 i=1 l,r:Irt:L u,VlWr a 
,:, &:l
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Donc on a :

T\0
fr ov'

/3

l1r*{t)L
n=L

,l'no"f):#7 s,*al fi( aut -r, pu^*Xu1
A l'aide de cette 6galit6 on otrtient

L=={5-:-1 --*o a/ 3

Jn, okr$q Lir,,"(t)il(det -z* \,vt,"tl't)"
r^3=!

;;e,*o*(o.,r,i , r-,\ -

r,=t 't") o?lt \ 
uuu 

"(P /-t[aui't )dY

=={+-)-fiu E' }
lno det J* oo,?:, \ /-- 

v**(t)d"(det Jr|,rtr,rul;'l)'ay

D'ot la cldmo,stration de Ia deuxiime remarque

Les de'x relations que nous avons demontr6es, jointes d, l,h3pothdse de
la petitesse cLe p , nous donnerons la possibilit6 de traiter ,[*i d,'ne manidre
analogue a I'approxirnatian de Galerkin de tr,.quation de Navier-stokes.
Remarque3.

Ona
nr33

D, { too,f.,B,r(t) (a*t-,* f,r,*,;t)*( detr*f,r,*,i\"u,*cptody :0lQ Jnn f,i #- r:1 
' ""- t / dg, \ *"" u* 

^_, ,

D€rnonstration.

-1-r-33J

r -L, J ., D! no I o 
" 

(t) ( a"t -t* p_rt" rdf\ # ( *- r. f rb i nutit) 
" 
r,, ncpl,o 

au

f +,.1 3: 
J n, L,,b,,of a* {r) der r, (D, +, *,;) &( aur -r, * r,*y,) uyr aa
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: 
A,I: lp,- i,h,*,P.)det r* y r^*f,) u* {o* r* f ,,biouyr\du

' h,t'=t / OUt \ .r:t t

0r 3

fu, (a*' J* f ,tin"!t)av
J:1

: i,(,* I p,- i o,-,1')# (: (aut .,, D,r,,*l)'la

:-]- [ -t A ' t 
"t 

3 
' 3: -ti J,,E; (,p, 0,r(t)viruf') p (a"t -r, y,,i,,,,,;,7'0,

On rappr:lle que :

3

lfr,erlr5r: 6,i

Et donc 
k=7

' ? r-\ ..\ J q 3\-- lk an(,^L- ri*(t)'b i nul"') : f #, E d,,"f')

: i *,,i,- v.ur,r :0.
E oYt

on e'd.duit donc r'€galit€ *nonc€e dans Ia remarque.fl
Puisque li:s autres ternre ne sont pas tr6s rnauvais, en utilisant tre 

'r*dmetSrpe de ralcul, on peut es&€ arrivde ii une bonne estimation de lapproxi_
rnation de Galerkin.
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