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Résume

On s’intéresse dans ce mémoire aux méthodes a direction de descente avec
des recherches linéaires Inexactes et les méthodes 3 région de confiance. On
va présenter ces méthodes, donner leurs principes, algorithmes et les théo.

remes assurant leurs convergence.

Mots clés : Region de conliance. Mcthodes @ direction e descente. Re-
cherche linéaires Inexactes, Optimisation sans contraintes. Algorithmes. Conver-
gence.
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Introduction

Les méthodes a région de confiance ot les méthodes 4 direction de descent
serrent a résoudre des problemes d’optimisation sans contrainte. ¢’est-a -djre -

min f(ux) (0.1)
reR™
La fonction f est supposee différentiable.

Les méthodes a direction de descente utilisent en général le gradient on le
hessien de la fonction objectif f afin de construire une direction de descente (.
Or on ne peut pas garantir la convergence vers un minimum, meéme local. (“es
pourquoi, ces méthodes sont couplées & une recherche lneaire cffectuce le long
de la direction d afin déterminer un pas o qui réduise la fonction objectif f
de telle sorte que la décroissance soit assuree. cest-d-dire f(r -+ a.d) - JARRE
Ainsi, on retrouve dans Falgorithne la Propri¢té de convergence globale vers
un minimum local.

La technique de région de confiance peut étre vie come unc mcthode Je

globalisation d’algorithme pour la résolution du probléme (0.1). ce qui ver:
dire qu'elle permet de forcer la convergence des itérés lorsque le démarrage
des algorithmes se fait en un point éloigné d une solution.
Le principe des méthodes 3 région de confiance consiste 3 remplacer le pro-
bleme d’optimisation initial (0.1) par une suire de sous-problémes dopti-
misation, plus simples & résoudre. Dans chaque sous-probléme. Ia fonction
objectif / est remplacée par une fonction modéle ¢, 4 un itére courant .

Dans ce mémoire on aborde 1a méthode a région de confiance appliquée
aux problémes quadratiques parce que dans le cas non quadratique aucun
résultat de convergence n’a été démontré.

La région de confiance ost définie comme la région a lintérienr e laquelle
la confiance est dounce a la fouction wodele qui fournit e honue approxi-
mation de la fonction objectif. Alnsi, une contrainte supplémentaire exisre
sur les pas s.

Si la décroissance de 1la fonction [, évaluée entre le point courant .+ et
le point & qui minimise la fonction modéle v, 1nest pas jugée sullisante, [
rayon de la région de confiance A est diminué, et en général. Ia direction de
recherche est modifice. Une boune deterination dn rayou de la region de
confiance est alors nn point essenticl dans Ta performance de tellos mcethodes,
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De ce point de vue, cette technique concurrence les méthodes a direction
de descente. Un peu plus difficile & mettre n'en ouvie que cotte dernicres,
elles ont divers avantages, notamment en ce qui concerne les rosultats e
convergence, qui sont plus forts sous des hypotheses plus faibles. Elles ont
aussi la réputation d’etre plus robustes. ¢'est-a-dire de pouvolr résoudre des
probleme plus difficile, moins bien conditionnés.

Le mémoire est divisé en trois chapitres :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre on va introduire les outils de base.
Chapitre 2 : L’objectif de ce chapitre consiste a décrire les meéthodes a
direction de descente et les principales régles de recherche lineaire inexacte
(Wolfe, Armijo et Goldstein and Price ), et on termine par étudier la contri-
bution de la recherche linéajre inexacte dans la convergence des algorithnies
& directions de descente.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre on étudic la mcthode a region de conliance
appliquée a des modeles quadratiques. On commencera par donner son prin-
cipe ainsi que son algorithme. On passera ensuite 4 Fanalyse du sous pro-
bléeme quadratique dont o citera une condition nécessaire ot suffisante pow
la convergence et on terminera par donner les théorémes de couvergence pour
des modeles du premier et second ordre.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Soit /: R" — R. On appelle probléme de minimisation sans contraintes
le probléme (1.1) suivant -

min f(x)

o (1
X )

(p)

Ol z = (21, 2,...,2,)" est un vecteur de R™ J:R" = R est la fonction que
l'on désire minimiser appelée (fonction objectif. fonction-coit. ou critére du
probléme) .

Dans ce chapitre on va presenter quelques généralités sur les problemes
de minimisation sans contraintes et leurs algorithies.

1.1 Aspect général des algorithmes

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fair
appel & des processus itératifs du type

Lhtl = Xk + Qpdy

ou dy, détermine la direction de déplacement & partir dn point . et ay est
un facteur numérique dont le grandeur doune la longueur dn pas dans la
direction d,.

Le type d’algorithme permettant de résoudre le problome (1) sera déter-
min¢ dés qu'on définit les procedés de construction du veet our i et de caleul
de a; a chaque itération.
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La facon avec laquelle on construit les vecteurs dy. et les scalaires qy,
détermine directement les propriétés du processus et specialement en ce qui
coucerne la convergence de la suite {.g}. la vitesse de la CONVergence. .

Pour s’approcher de la solution optimale du problewme () (dans le cas
genéral, c’est un point en lequel ont lien peut otre avec we certaine précision
les conditions nécessaires d’optimalité de /). on se déplace naturellement

partir du point x4 dans la direction de la décroissance de la fonction .

1.2 La notion de convergence globale

La question importante est douc celle e la convergence de la suire {am by
vers « ce qu’il faut » quelque soit I'itére initiale (convergence globale)
Définition 1.2.1 On dit qu'un algorithme est globalement convergent (0
encore : possede la propriété de convergence globale) si, quel que soit le point
de départ xy choisi, la suite {ze}e générée par cet algorithme (ou une sous-
suite) converge vers un pownt satisfaisant une condition nécessaire d’optima-
lité.

La notion de convergence globale concerne le fajr qu'on aura limite meme s
I'itéré initial est tres eloigné de la limite 2. Ay coutraire, on aura senleinent
une convergence locale si une suite {a b converge vers -+

1.3  Conditions d’optimalité des problémes
d’optimisation sans contraintes

Définition 1.3.1 Considérons le probleme de mindmisation sans contramtes
(P).
1. z* € R™ s’appelle minimum global du probleme (P) si
flz") < f(z). Yo € R™.

2. x" est un minimum local de () 8’1l existe un voisinage Vi, (r*) de
tel que
&%) <€ fla), ¥z € V (4,
J. 2" est minimum local strict s'1l existe un voisinage V(%) de 4 tel
que
J(@") < f(x),Yr € V.(2*), etz % 1",
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Définition 1.3.2 Soit [ : R" = R. Lg Jonction [ est dite différentiable en
T s’il existe un vecteur V f (&) € R™ appelé gradient de [ en & et une fonction
B(Z.2 — %) — 0 quand z — & tel que :

J) = J@) + V@ (= )+ |l = F|B(F 0 = 7).V € R"

1.3.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.3.1 Soit [ : R" — R différentiable au point i € R".
Soit d € R™ telle que V f(2)td < 0. Alors il eziste § > 0 tel que

f(@+ ad) < f(#)pour touta €]0.4].
La direction d s appelle dans ce cas direction de descente.
Démonstration 1 Comimne | est différentiable en & alors
f@+ad) = f(Z)+ aV [(F)'d + ]| A(F: ad)
ot \(Z; ad) — 0 pour o — 0. Ceci implique :

f(E+ad) - f(F)

(@]

= V@) d+ ||dIME: ad). o £ 0
et comme V [(#)d < 0 et AM(7:ad) — 0 pour-a = Ol existe 6 > () tel que
V(@) d+ ||d|Ai:ad) < Upourtoula € 0.0,
et par conséquent on obtient :
[(Z+ ad) < f(Z)pour touta €0, o

Lemme 1.3.1 Soit f: R* — R différentiable au point i € R".
Si & est un minimum local de (P) alors ¥ /(&) =10.

Démonstration 2 Par contre. on suppose que N (1) £ ).
Si on pose d = =V [(Z),0n obtient :

Vi@ d=-|V/@)]* <0
et par le théoreme précédent (1.3.1), il existe & > 0 tel que :
J(7 + ad) < [(F)pour touta €]0, 4]

mats ceci est contradictoire avec le fait que r st oun mindmum local. doi :
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Théoréme 1.3.2 Soit [ R" = R deur fois dif[erentiable wu point 7 e R”.
Si & est un minimum local de (P) alors V [(E) = 0 et la matrice hessienne
de [ au point I, qu’on note H(L). est semi définic positive.

Démonstration 3 Le corollgire ci-dessus montre la premiére proposition,
pour la deuziéme proposition on a :

[+ ad) = J(@) +aV [ (F)d+ éuzdr H(3)d + a2 ||d]PA(F: ad)

0u A ad) = 0 pour a — 0. Ceci implique

J(Z+ad) - [(7)

a?

S éde(:f‘)d#- H(/ng\(,i‘: wd), o £ 0.

Comme T est un minimum local alors @+ ad) > [(Fpour o suflisamment
petit, d’ou

d"H (F)d + ||d|[PA(F: ) > Opourapetit.
En passant & la limite quand a = 0, on obtient que d"H(2)d > 0.d'oi H(F)
est semi définie positive.

1.3.2  Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.3.3 Soit JiR™ = R deus fois différentiable au point ¥ € R".
StV [(7) =0 et (1), est définie positive alors T est un minimum local styict
de (P).

Démonstration 4 Jest dewr fois différentiable an point v Alors Yo € R”.
on obtient :

@) =f@)+Vf@)(z-7)+ %(1' =) H(@)(x - 3) + ||z - FPAFi2 — 7)

0U A(T;0 = F) = 0 pour + — 7
Supposons que T n'est pas un minimum local strict. Donc il existe une suite
{ee} convergente vers 7 telle que

(k) < J(2), 2p # .k
y Donc ||di|| =1 et on obtient -

Il

flzx) = f(7)

e = 22

=133

Posons dj, = =

k
k

1
= §d2][(f)dk + ATz - F) <0,k

L0
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et comme ||dp|| = 1,Yk alors il existe {dibhen, on telle que di = d pous
k— oo etk €Ny Ona bien sir dll = 1. Considérons done {di }ren, el le
fait que AMz; 2 — z) — 0 pour k — oo etk € Ny. Alors -

d'H(Z)d <0

ce qui contredit le fait que T1(%) est définie positive car ||d|| = 1 (done d £ (1.
Donc I est un minimum local strict,

1.3.3 Cas convexe
Définition 1.3.3 Soit S R" - R,

a) f est dite conveze sur R™ si -

f(f.ll'l -+ (] = f)lg) &, fv/'(.lj) -+ (1 - f)v/‘(‘l‘-))

Four touts point x; et x5 de R" et pour tout | € [0.1].

b) Si Uinégalité précédente est stricte pour touts points vy el .y distinets (!
pour tout t €]0,1[, alors f est dite strictement convere

Théoréme 1.3.4 Soit [ : R" — R telle que [ sl convexe ol dafférentiable.
Alors x, est un minimum global de [ si et seulement si V[i{x,) =0,

Démonstration 5 Voir/6]
Remarque 1.3.1 Dans le cas o [ est conveze, alors tout minimum loca

est aussi global. De plus si | est strictement comuv e, alors Lout mininmum
local devient non seulement global mais aussi unique.

11



Chapitre 2

Méthode 3 direction de descente
et Recherche linéaire mexacte

Notre probléme consiste & minimiser une fonction [ R" — R
On s’intéresse 4 la classe des méthodes a direction de descente. or on e peunt
bas garantir la convergence vers uy minimum. méme local
Cest pourquoi, ces algorithme sont couplés 4 e recherclye lnéaire. Ainsi.
on retrouve dans lalgorithme la propriété de convergence globale vers
minimum local.

On suppose connaitre la direction de descente d, an poiut ay..

La recherche linéaire consiste a trouver v de fagon a diminuer Ia fonetion /
suflisamment le long de cette direction.

L'objectif de ce chapitre consiste a décrire les principales régles de recherche
linéaire inexacte (Wolfe, Armijo, Goldstein and Price ) et d’étudier |a contri-
bution de la recherche linéaire inexacte  la convergence des algorithmes a
directions de descente.

On commencera notre chapitre par un petit rappel de I'algorithme de des-
cente ensuite on décrira la recherche linéaire inexacte. O1L 0N Va présenter (es
théoréme garantissant la convergence des méthodes a directions de descente
qui les utilisent.
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2.1 Meéthode a direction de descente

On s’intéresse ici & une classe d’algorithmes qui sont fondeés sur la notion
de direction de descente.

Définition 2.1.1 On dit que d est une direction de descente de fen.reR”
55 VT f2)d < 0. Ou endore que d fait avce Uopposc dy gradient X f() un
angle O strictement plus petit que 90° -

Par la suite I'angle 6, jouera un réle important dans le processus de la
convergence.
L'ensemble des directions de descente de [ on o)

{deR": V7 f(s).d < 0},
forme un demi-espace ouvert de 7"

De telles directions sont intéressantes en optimisation car. pour faire de-
croitre [, il suffit de faire un déplacement le long de . Les mérhodes a
directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction Flles
coustruisent la suite des itéres {2k }e>1, approchant une solution uy de (2.1)
par la récurrence :

Tht1 =T + ap.de, b > 1 (2.1)

ot ay; est appelé le pas et dj, la direction de descente de [ en ry.

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses -

¢ Dire comment la direction di est calculée : la maniere e procéder donne
le nom a I'algorithme -

¢ Dire comment on détermine le pas ax; cest ce que l'on appelle : la re-
cherche linéaire.

13
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Décrivons cette classe d’algorithmes de maniere précise.

2.1.1 Algorithme de la méthode a direction de descente

\

(Algorithme 2.1 (Algorithme de la méthode a direction de descente) |

Etape 0 : (initialisation) On suppose qu'au début de l'itération k,
on dispose d’un itéré r;, € R"

Etape 1 : Test d’arrét : si ||V f(ag)|| >~ 0. arrét de Palgorithme:

Etape 2 : Choix d'une direction de descente dy € K"

Etape 3 : Recherche linéaire : déterminer un pas ax > le long de . de
maniére & "faire décroitre f suffisamment" ;

Etape 4 : Si la recherche linéaire réussie zx41 = 5 + axdy ; remplacer & pa:
k+ 1 et aller & I'étape 1.

2.2 Recherche linéaire

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas oy le long d une
direction de descente dj, autrement dit résoudre le probléme unidimension-
nel :

N
[N}

min f(xg + a.dy). a € R (:

Notre intérct pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fair
que dans les applications ou rencontre, naturellement. des probleumes unidi-
mensionnels, mais plutot du fait que la recherche linéaire est un composant
fondamental de toutes les méthodes traditionnelles d’optimisation multidi-
mensionnelle. D’habitude, nous avons le schéma suivant d’une méthode de
minimisation sans contraintes multidimensionnelle :

En regardant le comportement local de 'objectif f sur I'itération courante
2k, la méthode choisit la "direction du mouvement"d, qui est une direction
de descente de 'objectif :

VT f(x).d < 0.

et exécute un pas dans cette direction :

L — L1 = Lk + (k’kn(/;C

14
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Afin de réaliser un certain progres en valewr de Pobjective, ¢'est-a-dire.
pour assurer que : (x4 + azd,) < S ()

Et dans la majorité des méthodes le pas dans la direction d,, est chois;
par la minimisation unidimensionnelle de lg tonction : /i, (a) = Slog + ad,.).

Ainsi, la technique de recherche linsaire est une brick de base fondamer.-
tale de toute méthode multidimensionnelle.

2.2.1 Objectifs a atteindre

L’idée générale consiste 3 broposer une méthode de sélection dy pas «;
qui permette de prouver la convergence

hi“ IV f(x)] = 0.

d’avoir une bonne vitesse de convergence, et qui soit simple a inplémenter,
Il s’agit de réaliser deux ob Jjectifs :

Le premier objectif
Consiste & faire décroitre S suffisamment. Cela se (raduif e plus souvent par
la réalisation d'une inégalité de la forme -

Slow + apdy) = Fw) + “un terme négatif° (2.3)

Le terme négatif, disons v, Joue un role-clé dans la convergence de | ul-
gorithme utilisant cette recherche linéaire.
L’argument est le suivant.

Si f(xe) est minorée (il existe une constaute ¢ telle que f(r) = ) pour
tout A, alors ce terme negatif tend nécessairement VOUs zéro 1y —— (), (Vest
souvent a partir de la Collvergence vers zéro de certe syire que Ton parvient
a montrer que le gradient lui-meéme doit tendre vers zéro. Le terme negatil
devra prendre une forme bien particuliére si on veut pouvoir en tirer de
I'information.

En particulier, il ne sufft pas d’imposer f(r, + ardy) < f(xy)

Le second objectif

Consiste d'empécher |e pas ag > 0 d'étre trop perir, trop proche de zoro, Le
prewier objectif nest en effot bas suffisant car U'incoalite (2.3) est e eoncral
satisfaite par des pas oy, > arbitrairement petit.
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Or ceci peut entrainer une "fausse convergence". c’est-a-dire la conver-
gence des itérés vers un point non stationnaire, comme le montre I'observation
suivante :

Si on prend

«
0<ap < o
QAH(//CH
la suite 1 générée par (2.1) est de Cauchy, puisque pour 1 </ < A on a -
i=k—1 i=hk—1

lee =zl = || Y aidi] < Y = Odorsque k- x.

=) =]

Donc a4 converge, disons vers un point .w. En prenant / = 1 et & — ~ dans
Pestimation ci-dessus, on voit que z € B(z,.¢) et donc 4 ne saurait orre
solution s’il n'y a pas de solution dans By, o).

On a donc arbitrairement forcer la convergence de wy en prenant des pas
trés petits.

Powr simplifier les notations. on définit la vestriction de / a la droite
{ek + ady. o € R} ¢ R” comme la fonction :

It Ry — R; ay — hi(c) = [(on + ody) (2.4)

2.2.2 Type de recherche linéaire

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a I'optimisa-
tion unidimensionnelle

— a) Les recherches linéaires exactes.

— b) Les recherches linéaires inexactes.

Les recherches linéaires exactes, malgré qu'elles n'aboutissent qua une
solution optimale approchée, nécessitent beaucoup d’observations a chaqu
Itération de 'algorithme principale.

Le mot exact prend sa signilication daus le fait que si S est quadratique la
solution de la recherche linéaire s'obtient de facon exacte et dans un nomhre
fini d’itérations.

On aurait aimé restrictif notre étude sur ce dowmaine sympathique, nal-
heureusement, c’est tres rare de rencontrer des problémes quadratiques, et
donc par exemple pour une fonction non linéaire arbitraire,

- La détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps

de calcul et ne peut de toutes fagons pas otre faite avec une précision
mfinie,

16



UNIVERSITE 8 May 19 15-Guelma

- lefficacite supplémentaire éventuclleniont apportee a un algoritlnge Pt
une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général. de compensey
le temps perdu a déterminer un tel pas

— les résultats de convergence autorisent d’autres types de regles (re-
cherche linéaire Inexacte). moins gourmandes en temps de caleul.

Au lieu de demander que g minimise. on préfore miposer des concj-
tions moins restrictives. plus facilement verifices. qui permettent tonte fois
de contribuer & la convergence des algorithimes. Fy particulier. il u'v aur
plus un unique pas (ou quelques pas) vériliant cos conditions tals tout
intervalle de pas (ou plusieurs intervalles). ce qui rendra d’ailleurs leur re-
cherche plus aisée. (Vest ce que I'on fait avec Jes régles d'Armijo. de Goldstei,
et de Wolfe décrites dans la prochaine section,

2.2.3 Schéma général de résolution

Un algorithme de recherche linéaire résolvant le probléme (2.2) génere une
suite de valeurs {ay, as, w0 (o frene €St un test & trojs sorties étant donné
un o > 0 (une valeur initial) répond si :

~ Qi est satisfaisant donc c'est une solution

— Qi est trop grand

~ Qp est trop petit
On appellera a* un pas optimal. a, un pas trop petit et a, un pas trop grand

2.2.4 Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d'optimisation, modernes. on e fait ja-
mals de recherche linéaire exacte, car trouver ay signilic quil va falloir cal-
culer un grand nombre de fois la fonction hy et cela peut ctre dissnasil du
point de vue du temps de calcul.

En pratique, on recherche plutot une valeur de o* qui assure une décrojs-
sance suffisante de f. Cela conduit a la notion d'intervalle o SCeurite,

Définition 2.2.1 On git que [ay, g est un itervalle de sécurité sl permet
de classer les valeurs de « de la facon suivante -

- Sta < ay alors o est considére trop petit,

-Siag>a> g alors o est satisfaisant,

= Sia > ay alors est considére trop grand.

L'y
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Le probléme est de traduire de facon umérique sur /iy, les trois conditions
précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer Ly
et ay.

2.2.5 Algorithme de base

| Algorithime 2.2(Algorithnie e hase) |
Etape 0 : (initialisation)
Qg = ag = 0, choisir a; > 0, poser k = 1 et aller 3 I'étape 1:
Etape 1 :
= Si ay convient. poser o = cy, et on s arore.
Sty est trop petit on prend gkl = Qpliy = ay
et on va a l'étape 2.
~ Si ay, est trop grand on prend Qdk+l = Q.0 = @,
et on va a l'étape 2.
Etape 2 :
= 8i g y1 = 0 déterminer Q1 E]0tg oy 00|
=8l ogpe; # 0 détermineray,., , By e, Qg k1| remplacerk par & + 1
et aller a 'étape 1.

Il faut maintenant preciser quelles sont les relations sur hy, qui vont nons
permettre de caractériser les valeurs de w convenables, ainsi que les techniques
utilisées pour réduire I'intervalle.

2.3 Recherches linéaires inexactes

Ou considére la situation qui est typique pour Fapplication de la technigue
de recherche linéaire a Pintérieur de la méthode principale multidimension-
nelle.

Sur une itération k de la derniére méthode nous avous itération courante
T € R" et la direction de recherche d € R" qui la direction de descepte pour
notre objectif : f: R" — R

va(JJA,).(//‘. <0

18
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e — T e

Le but est de réduire "de fagon importante" la valeur de 'objectif par un
Pas Ly = Lpy) = wp 4+ apdy de 2y dans la direction di. Pour cela de nombrenx
mathématiciens (Armijo. Goldstein. Wolfe. Albaali. Lemarechal. Fleteher, )
ont élaboré plusieurs regles. l'objectif de cette section COUSISte 4 préseuter
les principales tests. D’abord présentons le schéma dune recherche linéaire
inexacte.

2.3.1 Schéma des recherches linéaires inexactes :

Elles reviennent a déterminer. par tatonnement un intervalle Ay
oun e [y g)y dans le quel I lag) = D0y (Slop 4 andy) < Jlee)) Le
schéma de 'algorithme est doye -

Algorithme 2.3 (Schéma géneéral des recherches linéaires iuuxa('tc@

Etape 0 : (initialisation)
Qg1 = g, = 0, choisir a; > 0, poser b = 1 et aller a I'étape 1.
Etape 1 :
= Sl ay est satisfaisant (swivant un certain critere)
STOP(a* = Q).
— 81 ay est trop petit (suivant un certain critere) , nouvel intervalle -
g T
(g k1 = ay, Qak+1 = ag] et aller a Pétape 2.
— 81 ag est trop grand (suivant un certain critére) , nouvel intervalle -
[ Ggpag = Qg. Qg kr1 = ) et aller 3 'étape 2.
Etape 2 :
= 81 (g pr1 = 0 déterniner (el €]y gy, +X]
Sl oy g1 # 0 déterminer kel €0y ket Qg remplacer k par k-1
et aller a I’étape 1.

Il nous reste donc a décider selon quel critére (s) a est trop petit ou trop
grand ou satisfaisant.

19
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2.3.2 La régle d’Armijo

On bute & réduire "de fagon importante" la valeur de l'objectif par un
PaS Ty — Tpi) = a2 + qydy, de 24, dans la direction d,, tel que [(x 4+ apd,) <
f(xr). Or cette condition e décroissance stricte pn'est pas suffisante pour
minimiser 4, au moins localement. Par exemple. avec la fonction

)

heR—= Ra— hia) = 47

et 21 = 2, les choix d) = (=1)"1; o = 2 4+ 3 x 9-(k+1) donnent : g, =
(—1)%(1 + 278, h(xk) est bien strictement décroissante mais {;},_y ne
converge pas vers le minimum zéro mais vers L(dans cet exemple le pas est
trop grand.).

La régle d’Armijo [1] impose une contrainte sur le choix de ay. suffisantc
pour minimiser localement /.

Une condition naturelle est de demander que ' décroisse autan Qi une
portion p €]0, 1] de ce que ferait le modele linéaire de f en 24. Cela conduit
a l'inégaliteé suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de
décroissance linéaire -

o
o
St

Jlxe + apdy) € f(x)) + PV [ (24)dy (

Elle est de la forme (2.3), car p devra étre choisi daus 0. 1.

Il faut qu'en oy, la fonction hi prenne une valeur plus pétire que celle
prise par la fonction v,(a) : o — hi(0) + phi(0)cv autrement dit

a = f(xx) + pay V7 [ (2)ds

Test d’Armijo :

o Si
hiploe) &5 hk(O)—I-p/L;C(O)u autrement dit f(zy+ad,) £ J@r)+pa¥T (o) d,
alors o convient.

¢ Si

T () > hi(0)4pht (0)ev autrement dit Slrp+ady,) > i) +paNT [ () d,
alors v est trop grand.

20
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Algorithme de la Régle d’Armijo
(Algorithume 2.4 (Regle d Avmnii)|
Etape 0 : (initialisation)
Qg1 = ag,1 = 0, choisir a;, > 0, p €0, 1] poser k = 1 et aller & I'étape 1.
Etape 1
= sl hg(ag) £ hy(0) + phi(0)ay : STOP (a* = ag).
= sl lg(ar) > N (0) + Pl (0)ay , alors Ndk+1] = Q, g1 = a1, et aller
a l'étape 2.
Etape 2
= 8l agp4; = 0 déterminer Qpy1 €]0 k41, +00]
= 8l agpe1 # 0 déterminer Ut €]y par. Q41| remplacer k par kb + 1
et aller a ’étape 1.

Remarque 2.3.1 £y pratique. la constante poest prise trés petite. de ma-
miere a satisfaire (2.5) le plus facilement possible. Lypiquement. = 107
Notons que cette constante ne doit pas ctre adaptce awr donndes du JProblc
et donc que 'on ne se trouve pas devant un choir de valewr délical,

Remarque 2.3.2 Liinégalité (2.5) est toujours vérifice si oy, - 0 est suffi-
samment petit. Cela se démontre aussi facilement (/1]).

En effet dans le cas contraire. o1 aurarl une swite de pas strictement
positifs {ay; }iz: convergeant vers () lorsque | — ~c et tels que (2.5) n'ail pas
liew pour ay, = oy, ;. En retranchant [(x;,) dans les dewr membres. en divisant
par cy et en passant a la limite quand i — oc. on trouverait

VT far)de > pVT [ (24)d,

ce qui contredirait le fait que d), est une direction de descente (p<1).

Existence du pas d’Armijo

Pour assurer I'existence du pas d"Armijo en posanr quelques conditions
sur la fonction /i,

Théoréme 2.3.1 5; 4, Ry — R définie par (2.4) hi(a) = [(z4 + ad,)
est continue et bornée inférieurement, si di est une direction de descent.
en xx(h,(0) < 0) et si p €]0,1], alors ensemble des pas vérifiant la regle
d’Armijo est non vide.
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Démonstration 6 On ¢
hi(a) = fap + ady)

Uola) = flag) + parVT flar)d,

Le développement de Taylor-Yong en a = (0 de Ty est :

he(a) = [(ak + ady) = [(as) + %v”j/m-,,m + s(a)ous(a) = 0.a — 0.
et comme p €0, 1] et h,(0) = V7 f(xp)de < 0 on déduil -

Jae) + VT fa)dy < S(@e) + par VT [ () depouwra > 0
On voit que pour o > 0 assez petit on a :
Ine(ay < wyla)
De ce qui précéde et du fait que hy. est bornée mféricurement. et
Yola) = —o0; a0 = +0¢.

on déduit que la fonction v, (a) — (o) posséde la propricté
e u("() _ ‘-!’lo(d) Co «"‘r“’(

Up(a) = hy(a) > Opour o assez petit
Upla) = hy(a) < Opour o assez grand

Done s’annule au moins une fois pour a > 0.
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu'il existe @~ 0 tel que

hi(@) = Vy(@)ethp(a) < ¢ L(a)pour) < o < a
Ce qui achéve la démonstration.

Décrivons maintenant la régle de Goldstein and Price.

2.3.3 La Régle de Goldstein and Price.

Dans la régle d'Armijo on assure la décroissance de la fonetion objectif a
chaque pas, mais c¢’est ne pas sullisant : reprenant exemple de la fonction
2

h:R—Riz— hx) ="

22
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et x1 = 2, et cette fois dj, = —1 le choix ar = 2%+ donnent : 4, = (1+27%)
hy est bien strictement décroissante mais {:1'/,.};\ 0 ne converge pas vers le
minimum zéro mais vers 1.

Les conditions de Goldstein and Price ([4. 1969]) suivant sont. comme o
va le prouver, suffisante pour assurer la convergence sous certaines conditions
et indépendamment de lalgorithme qui calcule le paraiétre |
Etant données deux réels petotelsqued < p<d<1: ces conditions sont :

Jae+ ady) < fle) + paV7 [0,

f(l“;, T+ @ d/;) > /(1;‘) + 0 Vl/(l/ ),

Autrement dit :
hi(a) < hi(0) + phl(0)a (2.6

hi(a) > hk(()) + Oh;c(O)CY (2.7)

Test de Goldstein and Price :

© Si
hie(0) + 605 (0)ar < hi(a) < he(0) + pli(0)a

Autrement dit
Sflag) + <50'VT_/(;JJ;C)(Zk < [z +ady) < J(xg) + /’)UVTN/'(.,I'A.)(I;,.

Alors a convient.
o Si
hi(a) = D (0) + phi(0)a

Autrement dit ’
Flaw + adg) > S (xe) + /Juvl S ) dy

Alors « est trop grand.

© Si
P () < N (0) + 04 (0)a

Autrement dit -
Jlak + ady) < flag) + 0aV7 f(up)d,

Alors v est trop petit.
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Démonstration 10 Si le pas . = «y est accepté. on a (2.11). car o est
uniformément positif. Dans le cas contranc. (2.0) w'est pas ocrifice avee un
y,

pas o) < =k, & ‘est-a-dire f(ax + ofdy) > flag) + p, VT f(e)de Comme |
est continument différentiable, on a pour toutay > 0

1
[(zk+ondi) = flze) +arV7 [ () dp + /[V/'(.rmtm;,.dk) —V /(1)) apdydt

0

= [(vg +ady) < [(2 W)+ RV fe)d O H//‘—)

J.l"
ot C > 0 est une constante. Avec Uinégalité précédente, et le fait que. on  Q 1

obtient : o‘!’_dﬁ"
F (o + i) — Fl@) > pa V7 f () ds S
Flaw + agdi) = flaw) < G VT [(eg)dy + Coi?||di|®

=t /)(,\;\.V’/ Sl )dy < u;\‘VTY/'( vy b u[ 1l |
= FCHdell? € (1= p)af VT flug)da
or

1
p<1:>0<1—p<1:T—>1
-
d’ot
T -7 , 9 T e g 3 £’ o 12
Ve )de > ——alldill” = -V [l de << =g |ldy |7
Ll=p | - p "

= |V f(zx)dk| = |V f (@)l l|dillcosty < —

ce qui permet de minorer d'||di| et donc aussial|dy|| par une constante
fois |V7 f(z)||||dell. Cette minoration et lexpression suivante de (2.5)

/ D)
el ldil”
P

flxe + apdy) < () = pal|V7 S (@) |]|dillcost
| -

conduit a(2.11). i

Proposition 2.4.3 Soit f : R™ — R une fonction continument diffcrentiable
dans un voisinage de 1= {z € R" — R : f(x) < [(x1)}. On considére un
algorithme & directions de descente di. qui géncre une suite oy en ubdisant lo
recherche linéaire de Wolfe (2.8)-(2.9). Alors il existe une constante (1 - ()
telle que. pour tout k = 1. la condition de Zoulendijk (2.11) esl vcvifice.

30
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Démonstration 11 D’apres (2.8)
VT,/‘(I'/« + agdy)dy > OVT(/‘(J'A\)(/I;
= (V[ (wr + arde) = V f(wx)) dic 2 (6 = DV flay)dy
= —=(] — 5'/(//’/1(,1)VTL/'(.,I‘/,)(/;, = {1~ )|V fles)di
& (1-0)|V7 fap)de] < (Vf(ax+ arde) = V f(ze) di
et du fait que f est continument différentiable :
(1= )|V flar)di] = (1 = VT S (ea) || el cosby
SV Gk + ardi) — V(o) ]l
= (1= 0)||V" f(z1)||costh < Lay]|d||
l-0 ,
= aglldi]| < —]—HVT]‘(:L‘kllcosﬁk

On en déduit (2.11).
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Chapitre 3

Méthode a région de confiance

On bute & résoudre numeériquement le probléme d'optimisation sans coutrainte -

min [(z) (3.1)
zER?
La fonction f est supposée différentiable.

La technique de région de confiance peut étre vue comme une methode de
globalisation d’algorithme pour la résolution du probleme (3.1). ce qui vent
dire qu’elle permet de forcer la convergence des itérés lorsque le démarrage
des algorithmes se fait en un point éloigné d une solution.

De ce point de vue, cette technique concurrence les méthodes i direction de
descente. Un peu plus dillicile a mettre en ouvre que ce derniéres, elles ont
divers avantages, notamment en ce qui concerne les résultats de convergence,
qui sont plus fort sous des hypothéses plus faibles. Elles ont aussi la réputa-
tion d’étre plus robustes, ¢’est-a-dire de pouvoir résoudre des probléme plus
diflicile, moins bien conditionnés. Dans ce mémoire on aborde la méthode a
region de confiance appliquée aux probléme gquadraticque parce que dans le
cas non quadratique aucun résultat de conversence n'a 6té démhontre.

Dans ce chapitre on ¢tudie la méthode a region de confiance appliquee a
des modeles quadratique. On commencera par donuer son principe ainsi que
son algorithme. On passera ensuite a I'analyse du sous probléme quadratique
dont on citera une condition nécessaire et suflisante pour la convergence ¢!
on terminera par donner les théorémes de convergence pour des modeéles du
premier et second ordre.
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3.1 Principe des méthodes 3 région de confiance

Les méthodes 3 région de confiance sont fondecs sur le principe suivant.
au point courant r, € R", on suppose donner un modeéle de la variation de
J pour un incrément s de . on s'intéresse dans ce chapitre aux modeéles
quadratiques. Le modéle quadratique est sous la forme -

1
Ye(s) = gl s + §STH;,>‘:

O gr = V f(z1) est le gradient de [ en ry et //, - V2 /[ (x:) est le hessien de
J en . Le gradient et le hessien sont SUpposes ctre caleulés pour le produit
scalaire euclidien < w. ¢ = 57 y,¢,.

Soit le développement limité a I'ordre 2 ;

J(ze +5) 2 fzs) + vl s).

Dans ce cas, le modeéle quadratique est adéquat pour s voisin de 0.
Dauns les méthodes a region de confiance, on considere que ¢y est un modele
de la variation de f qui est acceptable dans un voisinage de la forue -

{x € R": |2 < &),

Ou &g > 0 et .| et la norme euclidienne. Ce dowaine est appelé la régio,
de confiance du modele Uy et Ay est appele lo rayon de conliance,

Pour trouver I'accroissement s, a donne a 2y onminimise le modele quadra-
tique vy, sur la région de confiance.

On doit done résoudre le sous- probléme quadratique

min ¢ (s)

RN sl <

Soit s; une solution (en générale approchée)de sous-probléme quadrarique .
St f(ag+ sp) est sullisamment plus petit que f(r). on accepte le pas s, et on
passe a l'itération suivante avec Thpy] = Tp + Sy

Dans le cas contraire, on résout a nouveau (¢ %) avee un ravon de conliance
plus petit, car on consideére que le modeéle courant n’est pas fiable sur la boule
B0, &g).

Comme [ et vy, coincident au premier ordre, Palgorithme finit par trouve
un rayon de confiance Ay, > (0 pour lequel la solution de (R(,) est acceprée.
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On ajuste ensuite le modele a I'itéré suivant ey - Ou caleule gy M

t de Agyr. L'ajustement du rayon de confiance st basé sur la <()1upu1'aimn
entre la décroissance réelle de f en passant de Lk & L1 et la décroissance
prédite par le modele, ¢’est-a-dire —1(s;). On peut alors passer & 'itération
suivante.

3.2 Algorithme de la méthode a région de confiance

Décrivons de maniére précise une itération de la méthode a région de
confiance, celle passant de z, a Lhal
On se donne des constantes indépendantes de indice k des itérations. qui
sont :

- Des seuils de succée : 0 < w; < wy < ]

- Des facteurs de mise a jour de Ly il Smal <y
Des valeurs tvpiques sont : w; = i() 2wy = (.8, 7 ) 0.5, et
T3 € [2,4].

Etant donnés JHy et Ay, on s’y prend alors de la maniére suivanre
kyQks g ks )

@gorithme 3.1 : Méthode a région de confiance (Unc itérationﬂ

Etape 0 : (initialisation) On suppose qu’au début de l'itération A, on dis-
pose dun itéré y,. € R
Etape 1 : Test darrét : si IV [ (zr)]] 2= 0. arrét de algorithie :

Etape 2 : On calcule une solution approchée s, de (17C) telle que
’(./'/C(S;L.) < (.

Si ce n'est pas possible on s arrét.

Etape 3 : calcul du ratio p, (critere de performance)
) = flak + s1)
P = ;
~e(se)

Etape 4 : Actualisation du rayon de confiance :

4.1 Sipp > wi L'étape est un sucees et le pas est accepté. rp. = 145,
et on choisit Ay € [0y, 2]

34



UNIVERSITE 8 MAl 1945-GUELMA

UobE MATHEMATIQ

4.2 Siw; > pp < wy L’étape est un succes et le pas est accepté. 1y, =
T + sp et on choisit Ay, € [A,. FYAYY

4.3 Si p < L'étape est un échec et Jo pas est rejeté oy T
et oun réduit le rayon de la région de confiance 2, en choisissant
Dy € [rillskll, 72l|se )]

Etape 5 : mise a jour du modéle : calcul de Gk+1 et Hieyy Poser k—k+1 el
aller & I’étape 1.

Remarque 3.2.1 On note dorénavant (se. ) la solution approchce ef e
rayon de confiunce obtenus a lu sortic des Clapes 2 ¢t 4 respectivement. On ne
tient donc pas compte des valeurs intermédiaires prises par ce couple lorsque
la condition py > wy, n'est pas vérifice de premier coup.

Remarque 3.2.2 i a I'étape 2, il nest pas possible de réaliser v(s,) < 0.
cest que g = 0 et Hy est semi-définic positive. Ceci devrait voulvir dire
cqu'on ne pas faire décroitre [ non plus.

Donc si on s impose un modele vy convexe (1 semi-definie positioc), on ne
pourra trouver gu’un point stationnaires de [ Si f est convexe, ¢’est qussi un
minimum.

St f n’est pas convere, le fait que Hy est semi-définic positive n'aide pas a
Euiter les points stationnaires qui ne sont pas -des minimas, il est donc pre-
férable d’y incorporer d’autres informations sur le hessien.

Cette observation met en évidence une difference importante avee les me-
thodes a directions de descente. Dans ces dernicre. la direction de descente
s’obtient également en minimisant un modcle quadratique. mats sur R” tout
entier. Dans ce cas, il est essentiel d’avoir Hy (semi-) définic positive. si non
le sous-probleme quadratique n'a pas de solution. De plus. en prenant I, defi-
nie positive, on est sir que la direction est de descente pour [ Les conditions
assurant le bon fonctionnement des région de confiance sont donc moins res-
trictives. C'est exactement sur ce point. grice au fait qu'elles ne demandent
pus d’avoir un modéle fortement convere., que les cgions de confiunce gagnent
en robustesse. Cela se traduira par un affwblisscrent des hypotheses garan-
tissant la convergence de cette approche.

Remarque 3.2.3 Le ratio Pr caleulé a Uétape 3 est appelé concordance (cri-
tere de performance). Celle-ci apprécie Vadéquation entre la fonction | et
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son modele . courant. Il s’agil en effet du rapport entre la décroissance
réelle de [ c’est-a-dire (f(xy) — f(x) + sk)) et la décroissance prédite par I
modele (=g (sk) = ¥r(0) — wr(sy) > 0).Si ce rapport n'est pus assez grand
(P < wi.pk sera négatif si le pas sy ne fait pas décrottre [). Ualgorithme
considére que le modeéle ne permet pas de prédive la variation réelle de /
et ne convient donc pas. En diminuant Dg on accroil umportance de lu
partie linéaire de vy, qui coincide avec Vapprozimation de premier ordre de

JVyR(0) = V f(ay).

Remarque 3.2.4 Lorsqu’on passe q Pétape 4.1, on a p, > wy. ce qui S'écrii
encore
Jlee+ 1) < [lan) + wien(se)

]

Cette condition rappelle la condition d'armijo pour les mcthode o direction
de descente et recherche lindaire. mais le terme controlunt la décrossance de
Sy oict wegr(se) <0, n'a pas le caractére lincaire qu'il a dans(8.9). Comme
dans la regle d’Armijo), on force la réalisation de cette condition en faisant
décrottre y. La structure du schéma (8,1) met clairement en évidence I'ana-
logie entre les deux approches. Létape 4 qui détermine N, dans le schéma
(B1) correspond ¢ Uétape de calcul du pas ag en recherche linéaire. La dif-
ference essentielle est que la valewr de Na une incidence sur la direction
sk € R". alors que ay w'affecte pas la direction dy € R" suwvant la quelle on
se déplace en recherche linéaire.

3.3 Analyse du sous- probléme quadratique

Le sous probléme quadratique a résoudre a chaque itération est de la
forme suivante
11 _g/ (s) + :s' 118
HbH = fAk
ou g € R"Hy € R™™ est symétrique (sans otre nocessaireiont dclin
positive) et A > 0.

3.3.1 Condition d’optimalité

Le résultat suivant est fondamentale pour Fetude des méthodes a région
de confiance. Il donne des conditions nécessaires et suffisantes d'optimalite
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pour un probleme non convexe (on ne suppose pas que /1 cst scui-définie
positive). ce qui est assez rare. Cela vient de la stiuct ture particulore du pro-
bleme : une fonction quadratique une seule contrainte (quadratique convexe
(Isl* = &2).

Théoréme 3.3.1 Supposons que A > 0. Alors le point s € R" est solutio
de (RCy) si et seulement s’il existe \ € R tel que Lon ait .

a) (I + /) —q
b) |5 <A

c)A>
d) Ma (3 =0

e) (H + ;\f)e*st semi-définie positive

—_

p
=

Démonstration 12 Voir [2

3.3.2  Résolution numérique de (/¢ ")

Dans cette partie on va résoudre le sous-problewe par une méthode tondee
sur le point de Cauchy (Définition 3.3.1). En général on ne peut pas résoudre
le sous-probléme quadratique (RC}). Le seul cas simple se présente lorsque
Hy, est définie positive et Ay et sullisanment grand powr le minimum glohale
de ¢. La couvergence des methodes a re gion de confiance dépend anssi de
algorithme utilisé pour résoudre le sons- probléme quadratique.

Les algorithimes & région de confiance ont e propricte remarquable que
n'ont pas les algorithmes & directions de descente

Ils peuvent forcer les itérés pour converge vers un point stationnaire qui n'est
pas un minimum local.

Définition 3.3.1 On app()/lﬁ pomnt de Cauchy du sous-probléme quadratique
(RCY), le point noté s L.solution de

min ¢cg(s)
Isll < Ay
s=—ag,a €R
C’est donc le point minimisant ¢4 dans la région de confiance, le long de

la droite de plus forte pente de ¢ (ou de S+ puisque 'on a supposé que
Vz A( > Vf(,l/\
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Proposition 3.3.1 Le point de Cauchy S, est unique et donné par

0, sigp = 0;
) A 4 g . .
Sg = *DTA\‘U"“ sigy # Octgl Hige < 0 (3.2)
. A 1o, 112 )
—min(=5 o S0

gl ® UZ-”* q
Démonstration 13 Voir [2]

Le point de Cauchy joue un role important dans la convergence des i

thodes a région de confiance, alors on va résoudie lo sous-problémne quadra
tique de maniére de trouver un point autant le point de Clauchy.
On pourrait évidemment prendre le point de Cauchy lui-méme comme solu-
tion. En pratique, ce point n'est cependant pas trés bon en ce qui concerne
la vitesse de convergence, ci pour ca on traduit cette condition pour assurant
la convergence :

Définition 3.3.2 On dit que (RC}) est résolu en s, avec une condition (l
AT i

dé croissance suffisante si il existe des constanle siriciemend posilives 3 cf

Gy telle que :

({,‘A,(.s/\,) < Jiuy (si\

< Ay

{:3.3)

Ils]

3.4 Résultats de convergence

Dans cette section on va donner des résultats de convergence des meéthodes
a région de confiance. On cousidére le cas ot le modele est de prewicr ordre,
on veut dire par la que la résultat de convergence ne s'intéresse pas a la
matrice 1, (la seule chose demandée est que la suite {11} soit bornée), mais
plutdt au point de Cauchy. C’est la condition de descente suffisante (3.2) qui
joue un role-clé.

3.4.1 Convergence avec modéle du premier ordre

On suppose le sous-probléme quadratique (2C7) est résolu de facon ap-
prochée, de maniére toutefois & satisfaire la condition de décrojssance sulli-
sante (3.2). On note :

Ni={zeR": f(x) < f(x1)}
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Pour les méthode a région de confiance. la proposition suivante joue le mcme
role que la condition de Zoutendijk pour les mothodes a direction de des-
cente : elle résume la contribution de la méthode de détermination dn pas a
la convergence de I'algorithme.

Proposition 3.4.1 Le point de Cauchy s§ vérifie la condilion de Powel,
sutvante avec s = s et C =1/2

Ue(sk) < —=Clgill min | Ay ,_Uﬁ_‘"_”,) . (3.4)
il
Démonstration 14 le cas otg, = 0 alors spo=0 et vplsy,) = 0.
Supposons & présent que gy, # 0 wsi gl Hegr < 0,sf) = — T‘%“—g; d'apres la
formule(3.2) donc
A 7
Ye(sk) = =Dxllgall + == g8 Hege < = Allgil
2l gx
Alors (3.4) est vérifice avee O = 1.
Il reste le cas ot g, # 0 et UZ‘//AU/« > 0.5 A < U,—‘/*/k—’/ Ky - «/ﬁ g et
on a R ‘
A p
Yrlse) = = Allgell + B Megi < =02l il

Donc (3.4) est vérifice avec C' = % Si nom

et
4

|9k [rals
V(S ) = —/—— S —_—
Vilse) gr Hege — 210,

Donc (3.4)est vérifie avec C = 5

La proposition suivante montre que si gy # 0. si le ravon de conliance Ay
est assez petit, et si la solution approchée s, de (/2( %) verifie la condition de
décroissance suflisante (4.2) alors la décroissante de Fofee) = flan + i), est
suffisante pour avoir

Jlae + sk) < flan) + wiog(sy)

(est-a-dire Pr > w1 :.Dons ces condition. il 'y a pas bouclage & ['étape 2 de
l'algorithme.
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Proposition 3.4.2 Supposons que [ soit dérivable en xy et que g # 0.1
existe AR > 0 tel que si 0 < A}, < AY et si la solution approchée de (RC},)
vérifie la condition de décroissance suffisante (4.2). alors le ratio py > w.

Démonstration 15 Ruisonnons par Uabsurde. si ce n'est pas le cas, il eriste
une suite de rayons de confiance Oy, — () pour i = o et des solulions
approchées sy, vérifiant

./.(‘T/C + Sk\i) Z /(lk) + Wiy )k‘(‘*kﬂ,) (35)
Ur(ski) < B1un(sy,) (3.6)
seill < Tl (3.7)

ou sy ; est le point de Cauchy correspondant au rayon de confiance N Conme
I est différentiable en zx, on a en développant [(xy + si.;) autour de . :

F(@r+ sks) = (@) + gL sks + o(|| skl

= flar) + wilsra) + ol |sp4]))
Alors (3.5)et 0 < wy < 1 donnent

WE(Ski) = o(]|sk|)

D’autre part, comme g, # 0, on peut suppose que [Ny ; < ‘;’Ti“ et d’appris la
proposition (8.4.1) et (5.7) montrent que

}1 ‘)’: | |
‘l 'A'(Sk,z)f = = 0p(S) > 5 H!//«H!\x,-./ = 1‘!/1“‘-*1,.« |

2 ,3 7’4')
Ceci est contraction avec ['estimation précédente (g # 0) et cette contraction
prevve la proposition.

Théoréme 3.4.1 Supposons que f soit bornée inférieurement et de classe
Cl dans une vowsinage de Ny. St dans la méthode d régions de confiance.
{My} est bornée et la solution approchée s, du sous-probléme quadratique
(RCY) vérifie les conditions de décroissance suffisante (4.2). alors Uune des
situations sutvantes o lieu :

(i) il y a échec d'une itération ky. en un point ay, ot NV f(ay,) = 0

(71) liminf||g|| = 0
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Démonstration 16 On raisonne par Uabsurde. en supposant que la situa-
tion (i) n'a pas lieu (donc une suite {1} est générée) et qu’il existe un indice
kiet une constante v > 0 tels que

lgll = 7. ¥k > ky (3.8)
Montrons que

Ay — Ocl Z sl < +x (3.9
k21

D’appris la condition de Powell (3.4), lu supposition de départ (9.8) et la
bornitude de {H_}, on a

VYr(sk) < =Clgell min(Ay, L](J/d-l) < —C'min(Ay. 1), (3.10)
A.

Ou O est une constante absorbante strictement positice indcpendante de b Fn
utilisant (3.5), on obtient alors

f(@et1) < f2g) — Cmin(A, 1)

~ : . i,
Cmin(A. 1) < f(zpg1) = flaw)
Comme [ est bornée inférieurement. la suite JCek) = [Cersey) est sommable et
on déduit de l'inégalité ci-dessus que 2o llsell < . Comme |[spll < 3,4,
k1
les assertions (3.9) s’en déduisent.
Montrons que le ratio p, — 1. D’apreés (3. 9), {ax} est une suite de Cau-
chy, donc elle converge et on a

| (2 + s¢) = [ag) - U!T“A' .

T > () (3.11)
sl
Drautre part, comme {1} est bornée. on a
[Vk(s) = g skl < Cllsel? (3.12)

Enfin, on peut écrire successivement

iy = fzeq1) — flxp) - S (Zpqr) — Jlae) — {//?5;; 4 ygb’k = w(8g) T
O = = i 5
ENE! U (1) Gy )
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_ Flaerd) = flan)  flaws) = flae) = olse ol se = vnlsy)
ok = 1] = o - s
Ui (8k) wr(Sk) ke (sk)
D’apres (3.10), Ap — 0 et ||si]l < 32lg,on a [vn(se)] = Cllsell. Alors. la
derniere inégalité (8.11) et (3.12) montrent que pg — 1.
Des lors py > wy pour k assez grand. d’apres la régle de mise a jour de A,
(€tape 4 de algorithme), cela implique Ay > A > 0, qui est en contradiction
avec la premiere assertion de (3.9). Cette contradiction preuve le théoreme.

Le théoréme (4.4.2) montre qu'avec un peu plus de régularité sur / (1'uni-
forme continuité de V f). on a la convergence de toure la suite des eradients.

Théoréme 3.4.2 Supposons, en plus des hypothises et conditions du théo-
reme (4.4.1), que V f soit uniformément continue sur Ny. Alors soit la solu-
tion (i) du théoréme (4.4.1) a lieu, soit g, — 0.

Démonstration 17 On raisonne par absurde en supposant que la situation
(1) du théoreme (5.4.1) n'a pas liew (done une suite {ep} est générée) et qu'il
eviste une constante v > 0 et une sous-suite {k;};-y C N telles que

g | = 9, 2 1. (3.13)

Comme liminf ||ge|| = 0, en extrayant une sous-suite au besoin, on peut
supposer que pour tout j on peut trouver [ tel que

/Lf‘] << [/ 2, A",/'*l'
gkl = 2pourk = ky .. dpoy. (3.14)
o Il < 5.

En utilisant la condition de Powell (5.4) et la borgnitude de {I11,}. on «a
comme la démonstration du théoréme (3.4.1) :

J(@re1) = flaw) < Cllgell min(Ag, lgxll)-
Done pour k= kj.....li-y et j > 1, on a
Slokrr) = Jlae) < Cmin(N, 1),

Comme f(zr+1) — flax) = 0, min(Ag, 1) = Ay pour k assez grand. En
utilisant le fait que ||sk|| < B2k, on a finalement

HSKH il (”(j(xk) - f(r}‘“’_l))/i = A/ s Z_‘/;l,
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< CO(f(ak) = flaper))

”;Lrl] - ‘[lcj

Ly=1
| <D lsel
k=k,

Lomazs || — 2k, || = 0, quand j — co.Alors par uniforme continuit¢ de ¥ [ .on
a
191, = gx, || = 0. quandj — c.

Ceci est en contraction avec le fait que , par(3.13)et(5.14)

1o

g, = aw, 1l = Ngu, 1| = Nlgw, || >

cette contraction prouve le théoréme.

3.4.2  Convergence avec modéle du second ordre

Dans cette section, nous étudiés la convergence et les propriétés des points
d’adhérence des suite générées par les méthode a région de confiance lorsque
le sous-probléme quadratique (RCy) est résolu de fagon fine, de manicre a
satisfaire la condition de décroissance forte :

Vr(sk) < F1uy -
o (3.15)
H'Sh < hhy

.l :

O ¢ = min{e(s) : ||s|| < A}, et lorsque le modéle ¢ i et du second ordre,
c’est-a-dire lorsque I'on prend

Hy = V2 f(a)

On suppose donc que la fonction J est deux fois contintment deérivable et
quon calcule le hessien. Si ceci est conreny e temps de caleul. cela pemnt
en vouloir la peine. O montre en effet (voir Théoréme pour les hvpotheses
précises) que la suite {24} a au moins un point d'adhérence on le hessien est
semi-défini positif et qu’en tout point d’adhérence isolé. le hossion ost seini.
défini positif. On montre aussi (Theoreme)que si {4} a un point d adhérence
ou le hessien est défini positif alors toute suite CONVerge vers ce point.

La condition de décroissance forte (3.15) est clairement plus forte que la
condition de décroissance sullisante (3.3).elle nnpligue également la condi-
tion de Powell et le résultat de propositiou (3.4.2). Le résultat suivaut est
plus précis. Il montre qu’il n'y a pas bouclage dans l'algorithme a région
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de confiance avee modéle du sccond ordre (11, = V2 [ (ax)) si 4 ne verifio
pas ces condition, l'itération A est iuterrompuc. car on ne peut pas réalise
L“,‘k(b‘;\-) < 0.

Proposition 3.4.3 Supposons que [ soit de classe C'' dans un voisinage
de xy et deuzx fois dérivable en wy et que soit A\ (V2 [(wx)) < 0. Supposon
également que dans (RCY), prenne Hy = V?[(xy). Dans ce cas. il existe
A9 tel que si 0 < Ag < AV et si la solution approchée de (RCy) vérific la
condition de décroissance forte (3.15), alors le ratio py > w1.

Démonstration 18 Vour [2]

Lemme 3.4.1 Soit T un point d’adhérence isolé d'une suite {ay} de R". S
{zx} ne converge pas vers T, il existe ¢ > 0 et une sous-suite {ry,}i 1 qu
converge vers T et vérifie

lzh,+1 — 28, || > €. Vi > 1

Démonstration 19 Voir [2/

Théoréme 3.4.3 Supposons que [ soit bornée inférieurement. de classe (™
dans un voisinage de Ny et que son hessien V2 f soit borné sur Ny. On supposc
que Lon prend Hy = V2 [(xy) dans la méthode a région de confiance et quc
la solution approchée sp de RC'y wvérifie la condition de décroissance forle
(3.15). Alors, soit il y a échec d'une itération hy en un point 1y, vérifiant les
conditions nécessaires d’optimalité du second ordre (V f(1y,) = 0 et V2 [ (ay,
est semi- définie positive), soit une suite {xy} est générée et

(Z) gk — 0 N

(ii) Si {x} est bornée, alors limsup A (V2 [ () = 0, ce qui revient «
dire que {xx} @ au moins un point d'adhérence T tel que V2 [(Z) soil semi-
défirue positive ;

(11i) Si T est un point d’adhérence isolé de {1}, alors V2 ) est semi-
définie positive.

Démonstration 20 Voir [2]
Dans le théoréme suivant, suppose seulement que le probléme ([{(7) est

résolu avec condition de décroissance sullisante (3.3).
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Théoréme 3.4.4 On suppose que [ vérific les mémes proprictés dan la Hhco-
reme (8.4.8), que Hy = V2 f(xy) et que la solution approchée de (RC'y) vérifii
la condition de décroissance suffisante (3.3). Alors, soit il y a cchee d une itc-
ration ko en un point xx, tel que V f(ay,) = 0. soit une suite {xy} est générée
et

(i) g = 0

(ii) Si & est un point d’adhérence de {wy} tel que N=[(&) =oid difini
positive, alors xp — T et Ap est uniformément > 0.

Démonstration 21 La démonstration se fait en suivant la méme stratégie
suivie dans la preuve du théoréme 8.4.2.
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