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R6sum6

on s'int6resse dans ce memoire aux rn6thodes d crirection de clescente ave(ldes recherc]ies iin6aires inexactes et les m.trrodes d r6gio' cr. .o,fia,ct:. c)rrva pr6senter ces m6thodes, d.onner leurs principes, aigorithmes et res theo_rdmes assurant leurs convergence,

Yot: cl6s: Rtigiorr dc tortlitrrr.c. fl(rtlrock,s rj clirt,r,tirrr rk,rlt,st,r,rrtr,. Rt,
:::::nt 

lin6aires inexactes, opti'risatior sitrs (ionr'airrr.s. Alg,r.ith'res. 1,r't:r -
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fntroduction

Les rn6thodels d'r'6gio'de cot.fiarrc'.t:t l.s rrr.tlrod.s i clir.r..tirrr ckr rkrsr..r,rrl,,serrent a r6soudre des probldmes d'optimisation sans coutrairite. c,est-a -rlire :

:p;1/(') (o r)

La fonction / est supposee cliff6rentiable.
Les m6thodes d direction de descente utilisent en g6n6ral le graclient orr lehessien de la fonction objectif / afi' rie const.uir'<,-. urrc directiclrr rlc rl.sct:rrt. 11.or on ne peut pas garantir la convergence vels rn prirrinlr'r. nr6're local. C,csrpourrluoi'ccsnr6tlrocl.ssotttc:oulrli-'r,rsa..t'r.rlrr,',1,.li,,1;i,,,t,ffi,rtrri,t,lr,lorrg

de la direction d afin cl6te'nrirre'u. j)as rr rlrri 
'erlrrise 

ra'rrr.trr.rrr,rrjerr:rir /de telie sorte clue ia clecroissaucrr,r soit lssut-r.rc. 1..1,51_rj_clilo .[ (,, i r, d,l . _ l ( .r ).Ainsi, nn'et'orrve c.la,'s l'a,rg'r'itr,'e lu 1,r,,1,-.i.,,,,',.,,;;;r,,'*,,,,,,, grrrrirl. r.r,r.srrn mininrum local.
La tech'ique <1e r'6gion cle coufiattc. 1-rent 0tr. vrr. r()11r.. urrt, rrri,tlr.tk, clt,globalisation d'algorithrne pour ra resohition cr' probidr,r.,-r0 1). r:e clui 

'e.rdire qu'elle permet"d.e forcer la, co'l'erge'*r des ite'es lor,srlrre ler clerrarrag.des algorithmes se fait en u. poirr 6loigne ci'rure solutir'.
Ltl principtl dr:s trr6tltotitts a,r,gi,,,, clt'<:rrrfiarrt.t'c,rrsisti,t\ r.r,rrrlrlirrr,r lr,'r.r,-bldme d'optirnisntron initial (0.1) itrit urre srrite rlt_. st.,rrs-probld,rrres ci.opti_misatio^n' pius simples d r6souclt'e. Dans cha<1,e sous-problerle. ia lir'cti'rrobjectif /' est remprac6e par une fonction moddre q!, d, un it€re coura't :r ,f)ans ce m6moire on aborde Ia m6thode d r6giori cre confiance applicluer.aux probldmes quadratiques parce que clans re 

"u. nnn frudrotrque aucll'r6sultat de convergence n'a 6t6 cl6rnontre.
La r6g;i.rr rl0 r:rrrfiarrr:a est rrdrirri. (.o1.rr(,rir r.rigi,, ii l,irrtiiri.rrr ,rt. rarrrr.il.Itr c'ottfiattr:tl (lst tlrlttttt:ttt i la lirrrr'ti,rr rrrrrli'l. rliii fr,rrrrrir ,rrr,rrr,irr(,;rl)l)r(,\j-mation de la fonctio' objer:tif. Airtsi. lr1l. (:orrt,lalr[. srrllpltir,(]rrtilir(, ..rjsrcrsur les pas s.

si la d6croissance de ja fonction ./', 6r.alu6e e't'e le irri'r r:c.,u'a.rrt .r. etle point i qui minimise ra fonction mocidre ri,;,, rr'r:st ,,ur;,,rn,, srrl{isarrtc. itrayot de la regio' de r;o'fia'r;. A est dinrinu6, et en g:enOr.ui. to ,tlro,,tirn deret'herche est 
'rodifit:rc. urro rrclrurc driterrrrirrati,rr drL 

'u.\,,, d. la.cgirrr d.t'tlllfiatlt't't:st itlor's tttl lroittt t'sst'trticl <llrr" lir lrlrli,r'rr,,,,,,.,],lt,tr,lli,s lrrrltirrrri.s
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!)ir,ArrrliNlriN r L,t JlA1 [tirta.r relILr:-

De ce point de vue,.cette technique concllr.relce les nrethodes a clirer:t,iarrde descente' Un peu plus diflicilc inir:tt,r. rr'err.rivr,. qrr. *:tt. c1,r,,i,)rt,r,elles ont divers avantages, notamment en ce q'i con.e'l€r les resrrltats r.leconvergence' qtti sont plus fttrts sous clts lrvpoihesers plrrs Jai6les. Elles orrtaussi la r6putation d'otre plus robustes" c'est-ii-cli'e cle pornroi' 
'6soutlre 

clesprobldme plus difficile, moins bien couditionn6s.

Le m6moire est divis6 en trois chapitres ;

chapitre I : Dans ce chapitre on va introcluire res o'tils de base.chapitre 2 : L'objectif de ce chapitre consiste a d6crire les 
'r6tirodes 

ddirection de descente- et les principales rdgles cle recherche lin6aire inexar:te(wolfe, Armijo et Goldstein and erice ), et on terurine par 6t'crier ra conrri_bution de la recherche lin6aire inexacte da's la convergence cles algorithnres
d, directions de descente.
Chapitre 3 : Dirns cc chtr,pitt'e orr 6tutlic la, rrrcflrodt: t) r.irgiorr ci. r..rrliarrr.r,apiliiqu6e a des moddies qrradratiq'es. ou r)onrrr)elrcern poro.lnunor s.rr. Jrrin-cipe ainsi que soll aigorithrne. orr passera errsrrjt. ir l';rrral'se r.lrr srrrs 

'r.r-
bldme quadratique clont on citertl ,rn,, c,r.r,,liti,"., rt,',,nr"tr,,',n ,,rtt,nn,rt. p,rrrla convergence et on terndnera par clonner les th6ordmes de co,vergence pollrdes moddles du premier et second ordre.



Chapitre I
Notions prdliminaires

h) 
{;':'*1,.,

Soii l ; IR' -+ iR' On appelle probidme cle minimisation sans contraintes
Ie 1;robldrne (1.1) suirant :

(1 1)

Oi r:: (21,t:2,...,rn)t est, un vecteur de lRr, /.,R,, _+ IR est la, frncti,'qrreI'on d6sire minimiser appelee (fonction ob.jectif, fonctio'-cror-ir. o, critere cirrprobidure) .

Dans ce chapitre on va presenter qrrei<1rres geueralires srrr les 
'r.t.ri-rlt),res

de minimisation sans contraintes et lerirs algorithnes.

1.1 Aspect g6n6ral des algorithmes
Pour constntire des algorithrnes de minimisation sans contraintes on faitappei d des processus it6ratifs du tvne

Ltc_I:J; k+lkd.k

oi d6 d6termine ia directipn de d6placement d partir clrr point 2.a et ok esrun facteur num6rique dorlt re grund"u, donue lu lnng,r";r: cr,r Jra. claus rirdirection d6.

Le tvpe d'algorithme permettattt cle r6soriclrr, lc pr.bli'rrrr. (7r) sera clritt,r.-min6 des qu'on d6firtit lr:s proc(:dars d('coustnrr;tirirr chr vr,rlr,rrr r/4. ot rle.iilc:rrl
de a7, d chaque iteration.
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IJfr'rt(friNtEN t uf. Nlrt Iri!A.t te !,i

La faqon avec iaquelre on construit res vectelus ri*. et res scalaires aA

l;,|,.|'il]i::j:l;T1:n..', 
les prop'i6r6s d,r proce.r,,, .i ri,*.iotuu,o,rr err ce qrri

p.'r s,ap,,,,,,,i::",;: li: ::,il1::,{,l,ij;,]:1,: li,i';,,111,,,:1,1,:,'i),;,?:;:l;,: ,, ,,'gen6ral' c'est un poittt eu leqrrel out lierr;rerrt.tre,avec llre.ert,.irr. 
'r.err.isi.rr

les conditions n6cessaires d'tptimalit6 de /). o' se il61>lirce 
'a,tr*erllerne't irpartir du point 16 dans la direction de la decroissance ds la ionction /.

L,2 La notion de convergence globale
La questiotr itrtportantC tist douci <:e.lle rle la r,r;111'q,1.g1,rrcr. clt, li1 sllir(,{.?A.}rvelS (< ce qu'il 

''aut 
> q'elq,c s'it I'it6r'. i'ititLl. (r:,rr'.r.g-.rrr:. g1,rru..l.)D6finition r'2'7 on d,i't qu'un argo,i.thrne est grctbarern,ert conilu-!/ert,t (o,,encore : possdde ra propri,dtd d,e con,uergence gtobite.) si, q,,tL Ere soit Le ltoz,tde dd.part rs cho,is,i, la sui,te {r,r}r ginere" po,r cet alqorithrn,e (or, u,,e sor,s_t;;::') con'uerqe lJers I'Ln' powtt snitsfi,isa,rt,t ,re utn,d,iti',orr, n,ice,ssaz,e, cyotrtt,i,ma,-

La notiolt de convergence gkrltaler coil(,ofll(] le i,ait 11l,clrr ztlLa lirrritr. r1i,1y11,.;I'it6r6 initial est trds 6loigne cle la lirrrite r-. -4.rr,,,rrrt'ai'e. oll ,lirir s.rrrerr.rlrune convergence locale si une srnte {:r:a}a (:oll\.erger \,ers ..r...

1'3 conditions d'optimalit. des probldmes
d'optimisation sans contraintes

D6firrition r'B'r con's'ld(.ron,s Lr:. Ttrobri:rrt.e dr: rtri.n,i,rn,j.sur..irtrt, ,su,,n., r:onrtrr.nt.te,s(P).

1. r* e JR' s,appelle minimum global du probldure (l,) si

f (r.) < l(r), Vr e tR',.

2' r* est un minimum rocal de (p) s'ii existe'u'oisi'age r,i(.r.) c1e r..tel que

./(.r,.) *< J(t) Vt:€: i, (r:.).
3' x* est nrinimunr locar strict s'il existe rrrr r.risirrag. r,(,",...) rler .r- tr.ique

"/(r.) < f (r).Vr e t,i(z- ).err 1f .
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D6finition L.s-2 soi,t y',R" -+ rR. .La fonctr,on,.f est tri,t,e cr,t.flererttubr,e ert,
rt s'i,l eri,ste un uecteurV f (i)) €R appeld grad,i,eit d,e J, en I et une fo,ction,B(i,r - rt) -+ 0 quand, w -+ fr tel qui-,

.l'('): .f (i) + [V/(,r:)]?(r _ r) + llr. _ .ll t](i..t _ i.).Vr; € R,,

1.3.1 Conditions n6cessaires d'optimalit6
Th6ordme L.8.L Soit /:lR" -+R d,tff€t.erft,abl,e a,tt 1tor,,rftr: € IR,,.
soi't d€R* telle queYf (r)t(r <0. Arors il eriste d > 0 teL r1u,t:

f (fr + o.d) < /(i)pour toura e 10, ,tl

La, direction d s'a,ppe.lle d,an,s cr: rt's rJ,i,er:tirn, d,e d,.srx:.rtr:.

D6monstration ! Corn,rn,e. .l' e:st dt.fl(rt.n.ttuttl.t ett.t, rt,Lrtrs

f (i; + rrrt) : f (r) + ay f (i)t rt + o jl rlll.\ (ir ort)

od )@;ad) -+ 0 pour cv *+ 0, Ceci, i,mpli,qu,e :

f (r + ad) _ .l(i)
-;---t-JJr:Vf li)'d+ lldll)(r; ort),a10

et utrn,rnnVl?)td < 0 e[ )(i;od) -+ 0 yrxn. a _+ 0.rl en:i,.ste d,.> 0 tel qrr,e

V f (i)td + ljdll)(j;ad) < \1tout.t,out( € j0. di

et'par consdquent on obtinnt :

. f @ + ad) < /(i)poul rouro el0. dl

Lemme 1.3.L Soi.t,f ,IR', -+R rtift0,e.rt,iabl,e urt,,pot,rfti € iR,,.
Si i est un, min,,im,u"rn. Loca,l de (p) a,lor:sV[(i) - 0.

D6monstration 2 Pa,r. (:orr,tre. olt, s.u,ppo.ce qur: y.l.(i:) I 0
Si on pose d: -V f(t),on obtient :

vf(ft),d: -llv/(r)ll, < o
et par le th1ordme prd.c1dant (1.3.1), il eriste d > 0 tel r1u,e :

.l'@ + ird) <./(i)pour routr:.v €J0, dI

m,azs ceci' est rt;ntr0,di,cto'irt: anr:r: le ,frt,i.t. qte i t:.s|, ,tflr. rn,i.rt.,i,rrt,,tmr Lrtr:a1,. rl.p,i, :

vl(r) :0

o
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Th6ordme r.8.2 soit./ 
'rR" 

-+ rR r/cr^n, r'o,is d'i,y(r.cnr'iub,c t;rt, 1trt,tLr..i.€ R,,.Si i est u,n m,i;n,,im,um, lqca,l d,e (p) ators V J,(l) : 0 et la, rrt,o,trzce hessierr,n,ede .f au poi,nt i, qu'on, note H(i), est scnn d(Jtrt,rc ptLst,t,i.r,c.

D6monstration B Le coroilai,re ci,-d,essus montre ra p,ernzdre proposition,pour la deuri,drne propoqiti,on on a :

f (i + ad) : f (i) + aV f (i)tcL + lrrra, rr (i)(t+ o2lldll2)(j: *d)
ou A(i;crd) -+ 0 pou,r cl -+ 0. Oec,i, .inrytl,iqt,e 

;

[(i + ad) _ [(i) 7 ,t ,,,E* : -d,H(i)d+ lldllr\(:i:urt).u I0.
Comme rt est un minimu,m local alors .f (i + od) > le)pou,r o .srt,l.t'i,,srt,rrtrrt,t:rtlpetit, d'oil

ct: H(i)rt + llri llrl(f; oct) > 0pourrrpetit
E'n' passo"nt d la, li,nt,i,te r1ua,,d 

'-+ 0, ctrt. obtiert,t. q,e rLtH(x)(t 2 {).d,rti fr(.i.)t:st sem,i, ddf,ni,e positi,tte.

L.3.2 Conditions Fuffisantes d,optimalit6
Th6ordme L.B.B soi,t.f 

'rR" -+rR dezr foi,s d,ifi"drentiabre au, poi,nt r €R,,.s.iv f .(r) 
:0 et t'l(ft), est, ddJirrie positi,ue ur,o,s i e,st rt,rt, nt,Lnzrn,u,Tn ror:a,r.stt.irt,

de (P).

oe11nslration 4 J'cst tLcrtt J'ozs Llzflerr:rtlrublc urt pr.trrtl .i:. .'ll,r,svr f. Ift,,.on o1tzen.t :

f(x) : f(i') +v f(r)t(r- i) + *e - i)t t-r@)@- i) + llr - .illr)(i: r -,r)
oil A(rt;,. - il -+ 0 pour n -+ i:
su,Ttposon,s rlue rt n'est pas r1,n, rnirrirn,ttrn rrxnL stril:t. Dorr,t: ,tr eL:lste ,,rt,e :nt,,ite
{:r:a} r:onnerqert,tr:. t.ter':; :l: tt:llt: qtre.

] (rr) s J'(i), t:1, I i.vA:.

Posons dp: ffiy Donc lldkll: r et on obtzent ;

f(r*)-f(i:) 1,,

ffi 
: 

2dLH(i)d** A(urn - i) < g,VA

l0
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L)!it'A[l uil!Nt. LJL

et comm,e lld*ll : I,yk alors ,tl eriste {,1,r}re x,.x te:lle que

t * * et k e N1. On s, bi,en, s,Ar lldll: I. Cr;nsirJiTon,s d,rtrt,t,:
fai.t que )(r;r * r) -+ A pour f _+ oo et k eN1. , /ors ..

dtH(i)d < o

c1 lui, contredi.t le fai,t que H (r) est d,dflirc positi,ue car lldll : 1
Donc i est un, m,i,n,i,ntrtrn local strict."

dt -+ tl poul'

{c14 }p65, el le

(donc d I 0).

1.3.3 Cas convexe
D6finition L.3.8 Soi,t f-: lR'+ IR.

a) f est dite conuere sur lR" si ..

J (try + (r * t)u) _< t J'e:) + (r t) l'lL:2)

'Pour 
touts poznt 11 et 12 d,e lR,, el porr touil € 10,1.].

b) 
"9i I'i'ndgali'td prd.c6d'ertte est stri,cte pou,r tctuts ,1to,in,t,s .t:1 €t ,t.2 dzst,irtr:t.s r rpour tout I €10, 1[, alors f e't d,zte st,rc:ter,,en,t (:on,r)e:re.

Th6ordme l'3.4 soi't./'; IR" -+ rR lelle que.f' r:,sr, u)nuert: rr, rrr.rJ'ttrtt.r.ttfiIr:.
Alors r* est un m'inimurtt, gtobat d,e I si et seu,Lr:merrt s,i,y!(r_) :0.
D6monstration E Voi,r[6]

Remarque 1.3.L Dans re cas od f est con.t)ere. s,ror",g t,ortt rn..r,.L,rt,,,n, ror.,r.,,'est aussi global' De phu si J' e.st stricte.rn.ent (:ont)(.:.:t;(:, u,lar.s tort,l.,trr.t.n,i,,rrr.tt,trt
local deuzent non seulenten,t globctl nlo,is e,tt,.s,st. .tt;tlt.qrrc.

11



Chapitre 2

M6thode e direction de descente
et Recherche lineaire inexacte

Notre probldme consiste d minimiser une tonctiol ./, : iR,, _+ lR.on s'int6resse d la classe d"t metiroa"s a ciirectiou,to.t"r.orro. or.or] 
'e l)e,tpas garantir la convelgenQe vers rrn uriuirnrurr. rrrr:rrre Lrcal.c'est pourctruoi' ces. algorithrne r,rnt.n,,ptos A rrrr.,o,,r,,rr.ll,o lir.ai'.. .\irrsi.

ff"lffiffi#^ I'algoritrhrne la propriete a" ,,n,,r"rr*.r."e globale ver.s *'
On suppose connaitre tra direction de cJesceute dk all l)oitrt I,A.

.tH,'"'lT'*:iJ::ff;:Tiiff; l*l*t'6 cre ras,n A dimin'e,r rrL r.,r:rio' /
L'objectif de ce chapitre cqnsiste u au.rir" res principales rdgres de recherclielin6aire inexacte (wolfe, er*t:o, cori.io,., ,rd price ) et c.et,dier ra contri_
:,::,.",?"i:ll::.l::.r:: 

rin.aire i,";";;; d ra converso*"-,i., argorirhrnes a

on commencera notre cftapitre par un petit ralrpel de l'argorirrrme rre cles_cente ensrrite on d.crira ra recherche lineaire inexa,,t", nu nr, 
"o 

preserrt,rr cres

ll?:::T,f,:::i:t"*t 
lu'q.'u',g*;;;;' r'6rh'cres a crirecri,,,s cre cres..rrt:

I2
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2.L M6thode h direction de descente
On s'int6resse ici d qne classe d'algorithmes qui sont foncles srrr la noti.rrde direction de descente.

D6firrition 2'1'1 )rt' d'ft qre d est,,,e di,er:tiorr de desce,n,te tle,r'ert,.t.e
's'i vr l(t)tl < 0. ort €Tt,(k)*:: qtta d f,it ,1,r,(, r.',1t1t,.sr1 rrt, .t|.rrLi.rr,r vl (, )a,n,qlr; 0 str"ictern,en,t plus pr:t r,t ,1,,,,, g0,, 

;

d :: arccos ( -vr I\"u)'a \ - f^ n I
\ilv7olm ). L,,rL

Par la suite I'angle ft jouera un r6re important dans re processus de lacorjver€fence.

L'ensemble cles directious cle desceute clr, / t.rr .r,.

{rl e iR" :y7'J'(1,).rl < 01.

forme un demi-espace oufert de fi".

De telles directions soprt int6ressantes en optirnisation car. por* laire cie-croitre./' il srrffit de faile rttr clcplact'rncrrt kr lrrrg dc 11. Lers,r6tlr.cles adirections de descente's rrtflisernt.oit* i.-iour p.rr' rrilirrrisr.r,*ller lirrr<rti.r. ullesconstruisent la s,ite des i[6res {ro,}r>t aplr',<,'i'ir, rir-re srirrrtr,r.r.1 cle (2.1)par la r6currence :

IR,,

u.n

Pn+t : x:n * a*.dt, k )_ I (2.1)

?t "oest 
appel6 le pas et d,l,ladirection d.e descente de/ en -16.Pour d6finir une crirection cre crescente ir faut donc slreciho.-,tou* choses :Q Dire cornment la clirection d4 est r;alt:rrl6e : la rua,uidr.e rle plrr;ticler. drruele nom ri I'algorithme:

$ Dire comment on d6telmine re pas .,6 i c'est ce (lue l,rn apperlrer : la 
'e-cherche lin6aire.

13
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D6crivons cette classe d'algorithmes de manidre llr6cise

2.L.L Algorithlrre de la rn6tho<lc a tlircct,iort dc rlest:erllt,(r

Etape 0 : (initialisation) on suppose t1u'au debut de I'iteratiott A,

on dispose d'un it6r6 :16 € 1R"

Etape 1 : Test d'arrOt : si llVl(ep)ll ::0. arrOt de I'algolithnter:

Etape 2 : Choix cl'tttte clireltitltr tle ciest't'ttft'r/r, (, ,lil,":

Etape 3: Rechetrche lileaire:detenuirrer uII l)a,s rra ) 0le l,,ttg tlt',17, ,1t'

manidle d, "faire d6cloitre f suffisatlmerrt" ;

Etape 4 : Si larecherche lin6aire r6ussie rk+L: rk+akdk; renrplacer A pa-

k + 7 et aller d, l'6tape 1.

2.2 Recherche lineaire

Faire de ]a recrherche lileaire verrt clile deleltttitte,t lltl l)as rtl lt'Iutrg rl rtltr-'

direction de descente d7,, autrement dii r6soudte ie probldtrte tttticlitrrerttsiotr-

nel :

min /(ra + a.dp). cr € IR ('2 2)

Notre i1t6r0t portr 1a recherche litrerrire tte'I'iettt ltas st'ttlerttl(rllt (ill li\lI
tlue dans les appLicatiorrs ou letroontre. rtatttrcllt'trtt'ttt. ries lrtolrlirtltes rrrritlj-

rnensionnels, mais plutot du fait que la reclterclte line:rire est UII ('oIIII)osallt

fondamentai de toutes les m6thodes traditionnelles d'optintisati<llt nurlticli-

mensionnelle. D'habitude, nous avons ie sch6ma suivant d'rine m6thode dtr

minimisation sans contraintes multidimensionnelle :

En regardant le comportement local de 1'objectif / sur l'it6ration couraute

:t1r, la m6thode choisit 1a "direclion drr nrotrl'el]tellt'rt16 <1tti est llne clircrrtiott

r.le dcsct'ttte rle l'olriet'ti1 :

Vt J(r l ,t ' {).

et ex6cute un pas dans cette directiol :

X:p -) Ipal : t* * wp.i*

1-l
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Afin de r6aliser. ln cer.tain ptoglds en valeur dt: l,objc<:tiv(:. c,est_ii_c.lir.(,.pour assurer que : f (rn + aad1,) < J.@1,)Et dans la majorit6 ao. rnetnna..'io pu. dans ra direction c1y, esr choisrpar ia rninimisation uniciimensionue.lle ciela ibnctr",, /;i;j' .,.. J(tt .t tt tll).Ainsi' ia techniclrre de'etthert:lte li'eai.e est llrie brir:k cl. rrase lbrrrlirrrr.,-tale de toute m6thocle multiclirrr"rrrinn,r"tt"

2.2.L Objectifs d atteindre
L'id6e g6n6rale consiste a proposer uue methocie cre s6iectrt-ru cl' ])i1s (riqui permette de prouv., l" .nnu.rcorr.o

,lirn llVl'(r)ll
d'arroir une bonne vitesse de conl,er,geuce.

Il s'agit de r6ajiser deux objectif! :

Le premier objectif
Consiste d faire d6croitre f, suffisarnrleut,. Cela se t,raclLrit le 1.,lus souvctrl 1.ralla r6alisation cl'une in6galit6 cle la fornre :

-+ U.

et <1ui soit sirrr.1rle ii, irul.rli:rrrerrter.

/(-.,, + cL1;r11.) =- f (.r-t,) 1." rnt lt:r.rtrt, ,ttt:t1rtli,[
t2.:J t

Le terme n6gatif, disons L/k, joue Lrn r6je-cre dans r. corrverge'(je cre r.ar_gorithme utilisant cette recherche iin6arre.
L'argument est le suivalt.

Si /(26) est minor6e (il existe une colstatrLe r: teller qrre /(ra) ),)pr_,rrrt'orrt Ar' alors cr: ie'ne n6gatif te'cl rrecessairerrrr-rt 
'e's zerr.i ..t,t, -*-.r{) (,.ectsort'ernt a lrartrr de la crur.e.ge'.e'e_,rs zrir. rl. r,.ttt,srrit* r1rtt,r.r,r1 irar'i.rrra montrer que le gradient ltti-monte cloit rendre 

'e.s zer,.. Le terrr. n6garil.devra prendre une forme bien particnrior. .i on veut pouvoil. er' tirer cleI'information.
Err particuiier, il ne suffit pas ci,imposer f (:r:1ra aecla) < J.ee)

Le seconrJ objectif
corrsister cl'errll.che. ler ptrs t"t1,. ;' () rl'0trt,rl.oj) l)(,f rt. trtilr pr,r,lrer ti. zi,r.r. L.p'erttie'objcctil lr'ust <ltt t:fli:t pu,s srrffis.rrt ctr"r l'irrrigrtiittl (2.,i7 .st t,rr r.(,rri'rLlsatisfaite par des pas {!A > 0 arbitrairemeut petir.

15
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Or ceci peut entrai4er ltne "fausse convergence,r, c,est-d-dire la conver-gence des it6r6s vers un point non stationnaire, cjornrle ie r'ontr.e l,observatiorrsuivante :

Si on prend

o(ar srqd,il
la suite r,6 g6ner6e par (Z 1) est de Cauchy, p'isque pr,r I < I < A; o' a :

llrr - ",ll : ll D a,cLill 1 f j, *-> (J tot sqLrt A. -+ :c
?.=1. i=L

Donc r7, converge, dison$ vers un point :r:. En preuant / : 1 et A, _+ cc dan-qI'estimation ci-dessus, on voit que z e B(r,r,'.t oi-i,,n..i.no.u,,r,.it .tre,solution s'il n'y a pas de solution dans !1;,1,,;.
on a donc arbitrairement forcer ra convergence de z/, en rx.ena't cles p'strds petits.

- Pour simplifier les uotations, on cl6finit ra lestliction ire /.a la crroite{rr+ odp,o e lR} c IR'comme la fonction :

h6 : Ra -+ JR;n7, -+ h,6(cl : .f (t,t * u.rl1,) (2 4)

2.2.2 Typ" de reqherche lin6aire
Il existe deux grandes classes de rn6thocles clrri s'interesseut A l'opti'risa-tion unidimensionnelle :

- a) Les recherches lirlea.iles exa(jtes,
- b) Les recherches lirl6aires ilexactes.
Les recherches lin6aires exactes, nralgr6 qu'elles n,about,issert r1u,d, ,.,uesolution optimale approch6e, n6cessitent beaucor,p cl'observations a char1rr,,it6ration de I'algorithme principale.
Le mot exact prenci sa Fignification dans le fait clue si /'est rluachati<1uer la

:,"1.'1i::..de.la 
recherche lin6aire s'obtienr rle f.gou.xacte er crals rrr rror'br.ennl O tT,cIatloils_

on aurait aim6 restrictif 
'otre 6tude sur ce donraine syrnpathique, nral-heureusement, c'est trds rare de rencontrer des probldrnes quadratiques, etdonc par exemple pour une fonction non lin6aire arbitruir., '

- La d6termination de ces pas demande en g6n6rar bea'co'p cle ternps

f"ifcut et ne peut de toutes fagons pas dtre faite avec rrne precision
lnnnlo_

r0
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- I'efficacit6 suppl[:rtrctrtai.e (rvr:trtuc]krrrr.rrt tLirlrrr.tirt,a rrrr .Llg,ritlrrrrt,l.r,rrune recherche lin6aire exacte ne
le temps perdu d d6terminer il iJtil:t 

pas' en gen6ral' de cornpeuser

- les r6surtats de convergenc. urtnrir.nt c'autres types cle rdgres (re_cherche lin6aire inexacte) . moin.s gorrr.rna'cles en ter'psi de r:arcur.

A, lieu de dentartder qlte ok nlilrirriser..r prefe)r,e,irrr1l.ser rle,s r.rirrrli_tions moins restr.ictivc.s, phrs facileurcltt vr.rr,ili(,(,s.clrri l)(,i.tu(,Tr(,1r1 torrlr, lilrsde contribuer d ra conve'gence des argorithrues. L-,, 1r,rrti.,.,rit:r. ii rr \,. ir.lriipius un unique tT.l":.{.lques fusi vo.iriorrt <,'.s ,.o'clitio,s rrraus t,rrf ri,intervalle de pas (ou pl'sieurs inte^alles)..e r1ui,.;,j;; cr.*illerrrs ler' r,e-chercheplrrs ais6e' c'est ce q,,.1'n.r-ioi, u,',,,,1t-.s rt)g-lt,rs rIA',rij.. cr. (,,,lcr.rt,irret de \A,blfe d6clites dans la plo,,haitre sr:c,rir.ilr,

2.2.3 Sch6ma g6n6ral de r6solution
un algorithme de recherche lin6ai'e resoha't le problr)'re (2.?) ge'rr'r, ,r.suite de valeurs {*r,or,;'.,a*...}a6ry. est un test a trois sorties etant clouneurl r)1 ) 0 (une valeur initial) ,efona .l ,__ a6 est satisfaisant donc c,est une solutiorr_- a7, est trop grand

^ 
- ap est trop perir

un ir"pireilera rr'* un pas optima.l. cL,, rul Pas tnrP petit et (r11 lrr l).rs r'.' g'irrrrl

2.2.4 Intervalle de s6curit6
Dans la plupart cies.algorithutes cl 

't-rlrtirrrisatrorr 
rrrr.,r.le'rrers. f), r1(, iart jrr-mais de recherche lineai'e exacte, .ar [r]o,,,."r. ,6 .sigrririt, rlrr,rr 

'rr Iarrrir r irr_culer un grand nombre de fois tu'ror,"ii,rr.. /24 et <:erla, perrt Otre crissrrasil,clupoint de vue du temps de calcuj.
En pratiqrre, on lecherche plutdt rrne valerrr cle.- <1rri ,ssllr.e rrrre rie<,r.ris-sarl(i(l iitlflisatttc de f' cet]:r r:r.rrrri'it i i. rrr,,ti,rr tl'irrtr,rl.iLllr,rkr s.r.rrr.rtr,.

D6firrition 2'2'r on d'it qu,e fan, cra] est ,,'n, irt,terrrt,ile cre. 
'ir:u,rtti 

s,zr perrretde clo,sser les ualeu,rs d,e a cle'tiio,iir,,""r",,tua,ntr; 
;

S: * a an alors a est cons,id,ird trop petfi,- *.*o ) a l. ctn alors ct est sat,isfa,-i'sa,nt,
- bz a ) a,1 alor.s est con,s,id,drd trct2t gro,n,d,.

L7
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Le probleme est de traduire cle lagon uuureritlue sru ri4 les trois crlrrclirirrs

l;Tuor"'*, 
ainsi que de trouve*n utgori,t n . i.r.r'ottr",f au d6re'ri'er o,,

2.2.5 Algorithme de base

Etape 0 : (initialisation)
Qs: (rd:0, choisir o1 ) 0, poser A: : 1 et aller A l,etape i:Etape I :

- Si a7, convient. posel rr.: (tr4 €t orr s.alrOte.
Si cra est troil petit ort pLencl rr,y.k+.r.::1r1..1,y.::11,,
et 0n va A l.6taper 2.

- Si ar est trop grand on prend LLd,k+r : (\k.aq : c\,1et on va d, l,6tape 2.

Etape 2 :

- si aa,r+i : 0 d6terminer a7"11 elc,o.**,. *ooi- si aa,*+r l0 d6terminera6af .j";;.,, 
";;:rf remptar:ert; par A+ 1et aller d l,6tape i.

It I'aut maintenant pr6ciser quelies so't les relatiors srrr rr4 rlrri r.orrt 
''rrspermettre de caract6riser les valeut's de cr converables. a,insi rlrre les ter:5rri11 ,esutilis6es pour r6duire l,intervalle.

2.3 Recherches lin6aires inexactes
on considdre Ia situation qtti est tyPi<1ue p'rrr l'apprir;,tiru cle la te.lriqrrer

firiltntttne 
lin6aire d l'int6rieLrr d""ia rn6thocle 1,.ln.,i1ruto r.- urlticlirnerrrsi.'-

Sur une it6ration ft de la clernidre'r6thode rors a\'o,s l'ite.atiorr .oril.irrtrlrr € lR" et la directior derecher.he da € R" qui la cli'ectio, cle crersc,e'te irc,,u.notre objectif. : .f ; lR", -+ R

vr J'e).tt* < o

,--
I Alg')nrlulte 2.2(.{lgorirlrrrre r ie**--'*---_
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Le but est de r6duire "de fagon importante,, la vale,r de'objectif yrar unpas rk -J Jr+r : ![ * * r-u6tra de x]a dans la dire.tiou ,1*. pn,,rl 
".ra 

cle 
'onbrerrxtnathentaticiens (Arnrij0. clolclsieil. wrlfi,. Alrr;rrrli. L,:,,,nr-,f,,trai. r--le,t.lrer... )ont 6labor6 plusieurs regles. l.objectif, de cette se(.rti(),. .,nrrrrrrn'; ;;;r;:r",les principales tests. D'ibord prer.rrio* re sch6ma ci,rr,.l""h"rche rineaireinexacte.

2.3.L Sch6ma des recherches lindaires inexactes :

detelrrrirrer. prtt. fitonncrrlorrt trrr jrrtervallo
Itr rlrx'l :111,.(u1) < trli0):(l(.rt l.tratll.) <
est douc :

Etape 0 : (initialisation)
oe,t: ed,t:0, choisir {r1 ) 0. poser /.: : I et alier A l.6ta'e 1.

Etape I :

- si cl* est satisfhis4rrt (suivaut uu certail critere) :STOP(a. : *n).
- si a* est trop petit (suivant un certain critdre) , nouvel intervalle :[an,t+t: Qkjqd,,tr+l. : ad] et aller it, I,6tape 2.- 

lt^o* 
est trop gra4d (suivant un certain critdre) , nouver inte^,aile :

L as,k+l : ee, ert3+t: craj et aller A i,6tape 2.
Etape 2 :

- si rr4,6a1 : 0 de_tertniler o611 €jn,r.l+i +-l' si aa3+t I 0 d6terminer cr7"r.1 elin3,*, ,r u*, I re'rplacer k 
'a' 

k -' 1et aller d l'6tape 1.

-r"ilx",iffiirl:,|||; 
t d6cider selon quei crirdre (s) o est rr<,p 1,etit .rr tro1,

Algotith*u 2.9 (Sct
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2.3.2 La r6gle d,Armijo
on bute a r6duire "fle fagon importante', Ia valeur de l,objectif par rinpas zt 4 rk+t : rtrl ctpd,p de 17, dans la direction ,l*, ,uf ,1,ro J.@t,+ aat!1,) <-f(rt)'o'cette conclition a. oe..oiu.ance stricter n'.st pas sriffisa'ter prr.minimiser A6 au moins localernemt. par exernpie. ave. ia fbrctr'rr

lL : Il -+ /?;e.-+ lt(t\ * L;2

etzl:2, Ies choix d6 * (-1)A*r; or:2+3x2-(k+r) donnent ..,.ck:(-1)'(1 + 2-k). h(r1,) est fi.n .tti.tu*ent d.croissante mais tr*)*=n n"converge pas vers le minirnum z6ro mais vers 1(dans cet exemple le pas esttrop grand.).
La rdgle d'Armijo [1] impose ttne contrai'te s*' le chtrix de .6 srrffis.,'r.pour minirnisel loca,lenxlrrt /r.
Une condition naturel'le est de deura,clrr rilre I cit:t:r,r.,isse arrterrrt (1' 

'lrc,3o$ion I e10,1[ de ce que ferait le mode]e linjaire de f en r1". Cela<r6nrlrrird' I'in6galit6 suivante, parfois appel6e condition cl,Arrnijo ou condirir' cled6croissance lin6aire :

hr"*",rd 8 N4Ar 1.94S_cUIILMA
Dr;l,At!E\1L,Nt. Dri \1 qr itf:rlrt.re rlrs

f (rn + add 1 IG*) + pl..kvr I@k)ctk (2 5)

Elle est de la forme (2.8), car p devra Orre choisi daus 10. 11.Il faut qu'en o7r, Ia foqction h7, prenne une valeur plus petite qrre celleprise par la fonction ,!r@): a _+ n.(O; + ph,|e)auutr"_"nt alt

a.+ f (rp) + papyr J@1,)d1,

Test d'Armijo :

oSi

^r"lr f)"fl:ll.) 
+ p n'r Q) a autremenr dit f (r a + tt,r t) 4 I e ) + p uv, r J (.r 1 ) d 1,

o5t
Itp(rt) > L,*(0)+pl/,n(0)rv autrement clit .l(t:n*,vclt) > .1.(t)+1t6y.r. l(t.1.)rlaaiors o est trop grand.

20
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Rdgle d'Armijo

- si h6(cr7,) { h40) * pfla())ae
- si /u6(,:ra) > /,,r(0) * 1ttti.(O)oa

d, 1'6tilpe 2.

Etape 2
_ si a4,6a1 : 0 d6terminer ap_p1 €]cle,rai, *ooI* si aa,r+r 1.0 d6terminer a7,a1 ,j*rj,.^*r.*o,o*rf remplace' r.; par. k, + 1et aller d, i,6tape 1.

Remarque 2'B.L En ytTa,ti,qu,r:. !,rt. r:ctrt,str.r,rr.t,r:1.t r:.st 1tr"i,.sr: trr,:.< 1tr:t,i.t,r:. rrr: rrt.rt.-rr,tire d" sa,ti,s.fa,,i,rt; (P.S) te pl,Lts .fa,c:.i,l,e,rrr.t:rt.l 1tct,s.sibl,r:. 7-r11t,i.q,rt,t:trtr,.rtl. 1t ._ ll)a.Notrlrl,gqu'e,r:ettr:rlln',cta,n,|'t,'n,e:doi,t1lu,.:(t'tr'ttt|tt1l/t,:t,,,',,,'.,),|i,,,,,,.,

et donc que L'on n'e se trowte;1tu"s deua,nt, u,rt. r:hp,i,t; tLt: ttu,r,r:tr,,r, 4r,:r,i*rr.

Remarque 2.8.2 L'ind.gari,t€ (p.s) est toujott,s ,r'er.t,fi.ae si, cr,1, ,. 0 est srrfri_samment peti,t. Cela, se ddmontre arrrx f,rcilen,ent (/iJ).
Err, eJJet tlans l,e t.as cortt,r.ait.(:. orL a1uu,lt turt: s,rt.r,tt, dt: ltus .strt.cl,etrt.crtt

1to's'itz,fs {,rt.r}r:, r:ort,,t:.r'qea,rt,t ,e,s 0 lor.,s,1rt_ 1 -> )c et tc:1,.s r|r,r, (2.i) ,..u,r.(, ?a,,,L,i't'tt,1lcltt,r"CI4':C|t,,.Entr:trrtttc:httrltf(.rt,it|tt,tt.':|t,',
pa,T'e1r,i r:t en, pa,ssa,,n,t a la, L,rrrt,,i,tt: r!t,u,,tl / _) )c. ,tt. lr.rtrr,t:r:,r.u,r,t.

vr f@)ae > pYr J'@6)t11,

ce qu'i contredr,rai't Ie fai't que cr1, est une d,irection d,e descente (p < r).
Existence du pas d,Armijo

F)0ttl assttrer l'existeltc:e clrt llits ri'.\r'rrri,it, .l l)()siurr- t1rrt,lr1rr.s r.rrrriiri,rrssul iir, fbnction lra.

Th6ordme 2.9.t Si_h*.,^R* _+ lR; definie par (2.1) h,a(ct) : Je,r,* adr,)est cont'inue et born*e znfdri,eurernent, s,i cr1, {:st ur,e diter:t,tort,4e cLesut,rr,rren' rp(hir(O) < 0) ef. si, p e10,7[, ar,ors r,'cn.scrrLbr,r: rres ltrs uiri.fi.urtt r, t?rtrr:d'Arrrtijo est n,on, uid,e.

Algorithme de la

. .. .:...-

Etape 0 : (initialisation)
es,r: edJ:0, choisir a6 ) 0, p €)0,1[poser i;: 1 et a]ler a l.eta'e 1Etape 1

: STOP (a. : aa).

' altlfs (\'d.k+I : (tk. (\,a.k+I: rt,, et allef
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D6monstration 6 On, a

h6(a):J@n+ucl*)

l,p(a) : f (rn) * papYr f (a)61r
Le ddueloppernertt de Ta,ylor-yonq e.n,cl:0 d,r, 1,11, r..st ;

l4(a) : f(r* + adp) = fQi +4&*vtl(ru) cr1, * :(tt)ru;(,Lj + (J. cr -+ 0.

et comme p €J0, II et h'1,p) : yr f@ilr]* < 0 rnt, d,rirlu,it :

f (r*) + apyr y@1,)dr, < f (ri + pa1,yr J.(r1,)d,a]loura ) 0

On, uoit que pour n > 0 assez petit oTL a :

hp(cul q 1',r(cv)

De ce qui, prdcdde et du, fa,it que 1r,1, est borrr,ir: ,i,,fdrittrr:r,e.,t. et

,lrp@) -+ -oo;a -+ *oo,

on dddui,t qu,e la fonction,,4;,,(ri - h1,(rv\ po,ssir/r, la, Tn.ctytr.rrit(: :

I t,r.,r(u) - lLp(u) > vgtou,r.a a,t.sez pet,.i,t, g 
b 

('() - +p:d)

I ,V,"(*) - lza(a) < \po,ur c\ o,ssez qrnrtd

Donc s'annule au mo'ins u,ne foi,s pour a > 0.
En chot'sissant Ie plus peti,t de ces z6ros on, uort Et,'il erist,c: rL > 0 tel que

hp(a) : ri:r@)ethp(a) < t1,,,(cl)lrorrr0 < c.i < cr

Ce r1ui, achd,ue la ddmonstrra,tion,.

D6crivons maintenant la r6gle de Goldstein and price.

2.3,3 La Rdgle de Goldstein and price.

Dans Ia rdgle d'Atltijtt t-rtt rISSllre la clecroissarrt,e rle la fr.rrc,rrorr
chaque pas, rnais c:'est ne pas su{lisant: r'e;-lc,rrarrr l't'x.rrr1;le tle la

ol,r.jer:t il A

lerlt('t1r,.rtr

(o nv.4

I

J

h : lR -+ IR;z -+ h,(r) : f
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l)dpARlEM!:Nt DL A4A1.!dMAttqr i

lQ,* + ctd6) < J'(:r*) + pcvVr J'(t,)c11,

"/(r't + 61dr,) > /(.,',. ) +,raV7'/'(r.a 
)c11.

Autrement dit :

hk(a) < /27,(o) + ph,r())ct

hn(a)> a&(0) + 6h,aq)a

Test de Goldstein and,price :

oSi
hft (0) + 6h,r(0)ct < h.t,ku) < hk(0) + ptt.,u())tr

Autrement dit

f (r,') + 6ayr f (x1,)ch < 
"f 

(rn * ad,1,) < f e*) + pcty, f (re)cr1,

Alors a conrrient.
oSi

It.p(a)', lLkQ) + ptt,,r(\u
Autrement dit

f Qr + ,td*) > Ie) + puVr J.e,)tta
Alors cy est trop grand.

oSi

(.'2.b',

(2.7)

Autrement dit
J@N

Aiors a est trop petit.

h*(u)<hk(o)+6h,kq)a

+ arl6) < J @r) + ouyr Je1)ttg

€t ff1 = 2, et cette fois d7s : -1 le choix a7, :2-&+r) donnent I ix1,: (I+2-r)h6 est bien strictement cr6croissaute,rais {:rra}a.., ;.;;;;,;rge pas'ers reminiurum z6ro mais vers 1.

Les conditions de Golclstein and price ([4, r969l) s*il,a,rrr sonr, con,re or1va le prouver, suffisante poul assure' ia corrvt'rgt,r('o sous (.(:r.tal'(,s c.orrclir.ic,.set ind6pendamment de lfalgorithme qui calcuje te paranretre .Etant donn6es deux r6els p-et 6 tels que 0 < p <d < 1;ces conditions so't :

l

/l

I
I

23
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i Le yto,s crl, : 11, t:.s|. u,tt:r:pt.ri. orr o. (2,1l ). r'tt,'r {.\1 {1.*t,

uTLs l,c cu-: t;tttLt.tuitr'. (:).Ii rt'r'sl 1ttt.s lr;t rftu ot'((' tt,tt

.f'(rn + uj,rl*) > ./("Lr) + lttt'1,V't .l(t:1,)tLp ('orrttrt,e I
iable, ort, u plur tou,tup > 0 :

D6monstration 10
rt,rr,i.J ort r L.irr t cr tt p o s i,t.'l J.

pas a'p S ?, c'est-d,-

est conti,nunent d,iffe

f@n+apdp):f(rp)

odC>0est
obti,ent :

aatLadl

l'@a + cl1,\. llrl) l ,rrY' 1,,,, 1t|1. 1 (',ri ,,11,',)

une tante. Auec l'irtdgaliti. Ttrit:i.den,te, et Lr: Ja,'it

L

';:i'Lo*'

^f
apYr [(rp)d.r"+ | lV/'(rr +rak(ti - V/(r'*)]t

.t

{"1::::;
)-f(rn)

r)* f@n)

=+ p(\k
'r 

J' (t:1.)t\2. 1

> pa|Yr J@6)da

! ct'rYr f (t,r)dr * {lu'fllrlrll2

1 ,rrVr /'( r'1.)t|1, 't |rrf ll,la jl?

J (1 - p)rt'1,V1 ,l(t:s)t11,

iI-p<1+" >1r-l)

+ c';ll,lrll'

1+0<

d'oil
!(-

Yr l( r *.)rlr, ) ;[L- l)

ce qui, permet de rfi,r,norer o'lldnll et donc aussialldsll par une co'n,stu,r1,L(

(2.5 )fozs llVr f (za)lllldrll . Qette minorat'ion et l'erpress'ion suittante de

f (r^, + al,dr) < /('r) - pa4llVr/(rr)lllldellcos?;

ntn,d'u'it d(2.11).

Proposition 2.4,3 Soit J:lR'-+ IR z,zlc fort.ct:iort, cr-uttirt'u.trt,ert.t tlilJCrurutzublc

d,ans un uoisi,nage del: {r € R" -+ R : f (t) -< /'(tt)}. Otr' c:o'rt'si'dere tti'

algori,thme d, di,recti,onl de desc:ente cLa, Q'ui gdrr,Dre Lt,n,t'. ,:'rt:itt: -L:k ett tt.t,'LLt,:irt,rt,l lrr

recherche lzndai,re de lffolfe (2 S)-(2 9) Alot's il e.t:istt; u,rr,e rnrt,:;t,tt,tt,tr: (: ,,0
telLe que. pou,'r t,ort,t,k + I l,n utttii,l:i.tttt rlc Zrttr'l ertdrll' /2.l1 ) tsl t'rir"ihi rtr'

+ lyr f (re)fi*l : llv'J@*)lllld,1,llcos0el= ff*'rllarll'

r-€.;
19$rt.-
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D6monstration Ll D'apris (2.8)

Yr/'1.r,a * a&r,)tl* / oVr J(.r1,.1d1,

=+ (V./(r.a -1- cr1rl6) V/(.rr')lt tlr. ,, (,t 1)V/ /(rr )r/r

- *(1 - srqrrur)V?'./ (.r1)r11 , (l 4l,V/ l\ t,,)tlt ,

<+ (1 - o)lVr J Q1,)dr I S (Vl (r4 .* ii1r11 ) V.l (:rr))/ ch

et fur far,t r1u,e f est cortt'i,rnuruertt th,JJircrfttlblc .

(1 - ")lVr l(r1.)r1,, : (1 o) V7 l(.,r,)l ltt1,llr.os|1

1 llV/(r,r -t tt;tl1) V/(,r) li,r,ll
> (1 - o)ilVtl(t'e,)llc:os01; - lcia lr/7,11

1-n
+ oelld6ll . ;liVt/r.rr ll,o,dr

On en, dddu,it (2 11)

31



Chapitre 3

M6thode e r6gion de confiance

On bute a r6soudre nttm6liqttentent Ie probldtrre cl'optiuiisatiol sarrs (;orltrallte

tutin I(r)
a €llt" '

La fonction / est suppos6e diff6r.entiable.
Latechrriquet de region dc cortfiarrc,r': per.rt ('rtrc vrrc colluu(r rrrrc rrrirtlrodc <,lr

globalisation d'algorithme pour la r6soiution cIr probldnrer (3.1). r:e rlrri yerrt
dire qu'elle perrnet de forcer la, convergence des it6res lorsrlrre le <ieurar.rlge
des algorithmes se fait en un print 6loigne c|rrut srhLtiur.
De ce point de vtte. cette tet:hnrtlrte (ic)lr(:lurer1c,(. lc,s nrtitlrr.,rlr:s ir rlilt'r tiirrr cle
descente. Un peu plus difticilo ij lll()ttro cll olrvl('(llio (:c c.lcr.rrii,rcs. t.llt,s ont
divers avantages, notamment en ce qui concerne les l6sultats cle c;onvergence.
qui sont plus fort sous des hypothdses plus faibies. Elles ont arrssi Ia reprrra-
tion d'6tre plus robustes, c'est-d-dire de pouvoir r6sorrdle cles probrlerne grlrrs
difficile. moins biert conditlonn6s. Daus ce ur6rnoire on a].rortje la rnetirocle a
r6gion dt: crlrtfiartcr: applitiucc attx prolrk)rrrr: rlrriltlrutirlrrc pir,rct.(llr(,(tir1s l(,
cas non cluadratique auclllt r6srtltat de corn'elgen(,e ll'ir 61-i: rltititorrtle'.
Dans ce chapitre on (rtrrdrc la rnithodc a r(re'ion rk,r:olljarrr.c lrpplitlrLct,a
des moddles quadratique. on commencera par donu.er son principe ainsi qrre
son algorithme. On passera ensuite d,l'analyse du sous probldme quadratiqrie
dont on citera une condition n6cessaire et sufiisante poul Ia conver.gelce r,r

on terminera par donner les theordmes de convergen(te pollr cles nocldles clrr
premier et second ordre.

(3 1)

,JZ
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3'1 Principe des m6thodes dL r6gion de confiancel
['es m6thodes d r€gion tle t;onfiance sr-int firrrtl6<'s sur lr, lrrirrr:i1.rc. srriviurt.att point courant l* € lR", on sllpposer cionrrer rrn rrroclt\le cler la 

'.riatiorr rle
'/' pour un incr6ntent s cle rlt. t-,it s'itrteresse clarrs r,e t lr,pitrc irrrx 

'rrcltrrlesquad'atiques. Le modele r1'adratirlue est srus l, Iir''e :

'tl.tp(s) : g[t + 1

'l 'Hr.,

9,) 
g* : V [@*) est le gradient de f ert :r.1, t:r lls

I en t:p. Le gr:rdient et ie herssieu sont srrlrposirs
scalair.e errr;liclren < ?{. r, .,= l), Lr,; t,,.

Soit le d6veloppernent limiie d I'orcller 2 :

f(rr + s) - [(t:e) +.,*(").
Dans ce cas, le moddle quadratique est ad6quat pour s r,,,isin cle 0.I)atis les trtcthocles d r(tgiort tle roufianr;e, orr r:ousidilre clrrc,(,a est rtrr 

't<lcldlede la variation de l'qui est acceptairle daus ul r,,,isiriagr, der ra lbrure:

{z € JR" : lle ll ( Aa},

9o a*, ) 0 et ll'll et la no''Ille eucliclienne. Ce clor'a,iuer est apperl6 ltr r.rig-ir.de confiance drr rtroddla /r4 et A4 est apl.rck:: lc t.tr.lrorr ckr <..orrlitrrrr..t,.
Pour trouver l'accroissement ,ra a dorure A .l'^. on rrriuirrrise le rnor.ldler rlrraclrir-tiqrre qt'6 sur la region de c,orrfiarrc,e.
O* doit do'c r6s.rrclre le s.rrs_ problerrre (llrir(i'iltr(l'(,

, ^. . ( nrin r,1(s)(Rc'r) J ,;,I llsll < Ar
Soit sa une soltttion (en g6n6rale :rpprochee)de sorrs-plobldure <lrrircl'atirlrrr, .si J'Q1,+sa) est suffis:lrnrrrr:rrt prus pctit clue l(r).,.,u *.cepte, le ir;is,rA..c o1r
pa,sse d. i'it6ra,tion suir,ante t\,€c 1.111.1 : :r.t, .* .r-i.
Dans le cas contrait'e. on resottf a rrorrvearL (R(i) ir\'(,(.,rur r.a.r,orr cl ,i.orrfitrrr,,r,

{} net1t, car on considdre clue le rnoddle.ou,o,.,t ,,'..t fa, fiablo sur la boLr1,B(0, ak).
Comme f et ltt" coinciclent au prcrni.r oldle, l'algorithrnr. firrrt ptr,r. tr.rrrr..<,run ravon de co'fiance Aa ) 0 po'r rerl,el ia sorrrtio' rle (R(i) est ar:c,e'ree:

et r,- Y-.l (.rA ) r'st le lrt,ssietr ,lt,
i tlt, r'rrlc,rrl(.s l)c)ut. lc 1rr rirlrrii

a,)
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on ajuste ensllite le nr'ciele A l'itere s*i\..,nt.r.A:+l iorr r:alt:rle !J1;*1. ilpa1
et de A7r-.1. L'ajustement du rayoli de conliancc cst bas6 srrr. la c,rr,par.ais,,lr
entre la d6croissance r6elle de / en passant de r* d .r1xa1 et Ia d6croissanc,r,
pr6dite par le moddle, c'est-d,-dire -enbt). on peut alors passer d I'it6ratio'
suivante.

3.2 Algorithme de la m6thocle d r6gion de confiance
D6crivons de manidre pr6cise une it6ration cle Li ur6thode A reqir. de

confiance, celle passant de r1, d rr+i.
On se donne des constantes ind6pendantes de I'inclice k cles it6r:rtions. rrui
sont :

- Des seuils de succ6e : 0 < a1 ( c2 ( 1.
- Des facterirs de mise A jorrr cle A1 : 0 ._ 11 i ;n .: 1 < z:r
I)es valerrrs typiclres sttnt : wt : l{)-2.id? : 0.tt. z1 =. ,,, = (}.,5. et

n € L2,4).
Etant donn6s rn,g*,H* et Ap, on s'y prend arors de la manidre suiva,ure,

Etape 0 : (initialisation) On slrpirose c1u'arr d6brrt cie l'iteration A:. on dis-
pose d'un it6r6 ls € IR',

Etape 1 : Test d'arr6t : si llV/(e6)ll = 0,*r.rit de l'a,lgorirh,re:
Etape 2 : on calcule une solution approcir6e sft de (rtt.:; relle c|re

d,r(sr) < 0.

Si ce n'est pas possible on s'arr6t.
Etape 3 : calcrrl du ratio pp (critdre cle perfor.urirnr:e)

1Qr) * .l'(t'r-t sr)
yk-

-'tl,rb*)

Etalpe 4 : Actualisation du rayon de confiance :

4.1 Si pn )> ut L'6tape est un succds et le pas est a,ccept6. r.k+1 : .ts*s11
et on choisit Ar+r e fr2A1. Aa]

I
l

't

{

Tl

l.ri

l-
i

-f
j

"T
)

'l
I

I
I

,l
,J

l,

Algorithme 3.1 : M6thode d, r6gion de confianc* (U"" it".rati*f '

J+
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4.2 Si ,Lt>. pt l a2L,6tape est un succds et le pas est accei)te. l.k+t :
rp, * sp et on choisit Ar+r e 1A1.1346]

4'3 Si p1, { C1 L'etirper est rrtr er:her.ot lr: irirs ost f(,J()t (, .t.t,.r :, .r.A.
et ort r(lduit lt'l ralton dc la rcgiorr clc corrliturcc A1, e1 r:rlrgisiss.rrt
A,r+r € [r,llrril, ,zllr*ll)

Etape 5 : mise d jour du moddle:carcur du gr*, et Hl,al poser k-k-i.i
aller d l'6tape 1.

Remarque 3'2'I On' rt,rtt.t: tlorr:rr.utttutl (.-,1,..,1^1,.) Ltt .solrrlt.rr. rr1t1ttrt.lt.tt. r I l.
Tagorl rle cor(iurLce obterutts d, Lu sort'ic trcs (tupcs J t:t .l rcspt.t.riuctrt.r,rrr.. (),rt rtr,
t-i'ent donc pas compte d,es uareurs,in1errnEdii,irr:..s pr-is'r:s p,r, ,,, c:r.,.1tLr: r,r.t,r.rr,tte:
la condr,tion pu ) w* n'est pas ueri,fi,de d,e pr.errti,er: L,olt,,p.

Remarque 3.2.2 si d' l'dta,1te p, ir n'est prr,s Ttos,sibre d,e r.ftt,L,i.sr,:r r,,(sa) < 0.
t:'e'st t1u'e 9*:0 e't Hp est serrL't-di.firt'it: po,sittt,r'. Cct'i tLcrtatl. r:attl.t-t,i.L tli,re. r1u,'on, n,e po,s .fai,ru: ddc:rottrr, .[ rr.ort, 1tl.rt,.:.
Don,c: s'i o'n' s'i'nt,po,se. u,n, rrt,orlr:Le Li.)k co,r,t)e:r;(: (111, se:t)t,i-d.tLhi.tttt.rtt,strti,t ). r.t,. tttpourra trouuer qu'un point sta,tionn,a,rres dr: ,f. S.i f'e,st (r)Tl.(te:t)e, r:,e:,st, tlu,ssi, .u,rt.

mzn'imum.
si' f n'est pas conuere, re far,t qu,e H6 est seLrri,-d(finic prtsi,t,r,uc rt'aitrc ltus u€utter les poi,nts stat'ionnaires qur, ne sont pas d,es m,znirn,as, il e,it d,ct,n,i prd_
firable d'y incortrtorer d,autres irr,,formation,s su,r le hesszen.
Cette obset'ttatiort trtet, ett (ultltttce: tttt.e' d.r.fftt't n(L int.pot.l(ttt.L, (1 L;(.t: Lt,,s t,t-
th.ctdes d, dzrec:t,i,ctrt,,s clc: tJr:strtrr,tt:. Du,rt.s t:r:.t 611-,-,,,1i.,,r:. lu, rli.r.t:t:t,rttrt. t.l.r, (lt:.scertlt,
s'obtierr't d.galentertt en nr,i,tt itrt,isa,rt,t ,u,tt, rrr,otli:Lt. 11u,u,rha,tLq,ur:. ,ut,u,.1., 

,:,rt,,,,, )l*,, rrrt,r,
ent'ier. Dans ce cas,'il est essentzeL d'et"uo,ir Ha (st:rrt'r,-) ii.1,,r,,r.st,st,t1,rc. st,,otL
le sous-probLdme quadratiqrt,e n,'a gtns d,e soLu,t,,iort. De 1i,tr,,r.' err, 1t,re,rr,rt,,rt.t 

gs dr:lr
n,t'e post'ti'ue, ort est sar qu"e la directictn, est tle rJe,:rr:n'tr; pr,ttn. j. u, rL.t,rt,tlr,r,r,r,rt..s
asstt"rant le bon fonctionnentent des reqion Lle cottflartc, ,rurrt tlrttc:,n,:pirt.s r.€.y-
tTir:tiues. c'e,st eL;a,ct.em,en.t,.srt,r'(:e po,rnt. r1r.(irx: rrLr ,frt,it qrr 'ell,e.s rte rlerrr rt,rr.rlr:,rrt
pusd'utlotr.Ltrtrrt.otIi|,t:J'ot.t'r:,rtlr'lrttL:0'll'|.]c)'('|t|u't:.lr.s

en' r'obustesse. ccl.u, se ttudtr,'i.r'u I)ar'It.Tt ttfJrt"i,bl,,sr:rr(:r.t, dc.J lLy1t,t.lt.i-sc.; q(.rrr-
ttssant la conaergence de c:ette a,pproche.

Remarque 3.2.3 Le ra,ti,o p1, co,lcu,rd. d I'd.ta,pe ,g est o4LTte,rri rnnlLt74a,r6:r: (c,r-i,-
td're de performance). cetLe-ci apprd.cie l'o,]iqu'tirn'in,t,e Lu, Jort,ct.ict, l. et

Ja)



son rnodek $p co'urarr,t. Il s'agi,t ert, el[et, tht ru,p1to,r.r. c,rt!..r,c r,u tLtic.rz,i.s.:urruc
rdelle de f c'est-d'-di're (f (rp) - f (rn+ sr)) r:t la d,dr:rct'i,sso,n,(:(,:1trr:rlttr:|to,r. lr
rnoddle (-tbn(sn): en(0) - fu1,(s1) > 0),32 rx: rr,pltor.t rr,'e.st pr,,s u,\,r(.z q,tu,rd(pr < u)t'Pn sern' n,iqat'if s'L le 'po,.s str ne ,fa'it po,s dlltottrr: .l' . L'n,k1ori,llt,rrt,r:
rrtnsid?:re. qu,e Lr ttodi:le rtr: ltertn.rlt. ,1tu,.s dr: ltri.cL.trr: Lrt, tta,t.,iu,t,i,o,rr, rielLt: rLe .[et rt'e utrt,lt'i,r:rt,t drtrt,t.: pa,s. Ert, tl,i,nt,z,rt;un,nl. A1, {),n. rtrr:r.0i,l L.r,rrt.1tot.lt.r.nr:r rlt, Lu,
part'ie Lindaire de'ty,a qut co'i,rtczde auec L'a4t7troL:untrt,t,ion, cLe pr.t:,rn.ie,.r. ctrch.e dc:f :Y(6(0):Yf (rn).

Remarque 3.2.4 Lorsqu,on passe d l,dtape 4.I , on, a,pn Z :r1. c€ qr,.t, s,6.r:r.tt
e'ncoTe

l (rr, + 
"r 

) S i'(rr.) i- *,1i ,a (,>-4)

Ct:tteq,,,',11t,i,ort.ru,1lpt:|'Lt''Ltt,,'.',,,,,,,,',',t'tltt'.tl'l'llll'1

de descente et t'ec:hert:h,e litt,fu,rrr.:.,rtt,u,Ls Lt: t,t,t-trt,r, t.o,rt,t,,t (tlutt,l Lu (i)t:,r(tr.s.:rt,nrt tLr,
J, ici urQilsi '-0, n'a pas Le c:u,r.uc:tir.e Ltrft.u,,ile qu,',iL a, du,rt;1fl.f) . (.;ctrrr.rrre
dans la rdgle d'Armi'jo), on force la rdalzsa,t2on d,e c:ette. utn,cr,itkt,n. r:rt,.fr,,i,stt,,rt,t
dd.crottre Ap. La structure d,u schd,ma ($1) nlet c:la,ire,rrLent en, riyid.r1n1e l,a,rtr-
loqi'e en'tre les detm apTtroche.s. L'etap[ 4 qrri dd.tertrtLne A4 4u,rt,.c Lr: .sr:lt,rirrt.r,
(51 ) correspon,d r\ L'i.to,,pe d.r: r:a,k:ril rht, 11u,,, L\ti. (.,p. r,q:lterr,hr: L,tn,ri1,.irr:. La, rti,t'-
,f(r't)rtre e,s.se'n,t'iel,Le e.tt r1tt,t Lu, t,rtlt'ttt'dt: A1, (t pt)(: irrlirle,ttt,r, ;rtr. lrt rl i,t t,t,tiort
sA € lR" . a,lor's qu,e Lrk tt'u.fJtt,lr' ltus ltt. rl,l r.r,,.ir,trtr17, C, R,, srrrr,unt lrt rlrrt llt, ott
se d6.place en recLt e,rche lr,rr,6a,r,r.e.

Ll.-lvEnsll ri 8 N1Al 10..15.cIrrLrrA
Ill'i\rr L:\l\ tr .\l\,,t:,.1{.(r

3.3 Analyse du sous- probldme quadratiqlue
Le sotls llrobldme quadraticlrre A, r6sotrch'e i charlrre it(rrutr611 6sr cle la

ftrlrne suivarrter
t' .-,

] rrrilrl(r) 1 ;\t Ilt,.,

I ii'll < ar
oi gn € R",Ha e R7'x'est syrn(:ttiquc (saus 0trt'rr(rc.r:ss:rirt:rrrcrrt rli,firri,positive)etA>0.

3.3.1 Condition d,optimalite
Le t'esultat suir.'ant est ft.rrrrlaruerrtale ltour l'ctrrtle rics rrrrltltrtric,s i\ rtigi,rr

de confiance. Il donne des c<tnclitions neccsstrilcs ct srrfflsiurtos t-i'oprtirrriilito

JO
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pour un probldme non convexe (on ne slll)pose pas qlre // t:st :r:uri-tl(rfirrit,
positive) , ce qui esl assez rare. Cela t'ient dr'la stnrr:rrrle llaltir.rrle're 4rr 1lr.rr-
bldure : une lbnction quaclratique une seule .oltriiinte ,lrradr,rtitlLre ,,,r,,""*,,
(ll"ll2 < a').
Th6ordme 3.3.L supposons q'tre a^> 0. Aro,s Le poznt s € rR,, e,sl soLu,tirr,
de (RC) s,i et seulem,ent s,r,l eri,.ste \ € R lel rlue I'orr, o,,it :

( d (rr + 
^/),;: 

*q
I

I b) llsll < 
^{"1 i>nt^

I d) )(^ _ ll,Sll) : o

[ ") (A + i/)est semi-d6finir: positivr:

Ddmonstration 12 Voi,r [2]

3.3.2 R6solution num6rique de (/lf '1)

Dans cette partie on va r6sc.rudre le sous-probleme par lrne ur6thode fbndee
sur le point de cauchy (Dcfinition 3.3.1). En g6neral on ne peut 1:ras r,6soudr.e
le sous-probldme quadratique (RCil. Le seul cas siniple se pr6sente lorscil*,
F16 est d6finie positive e.t 46 ert sttlfisanrmctrt granc-l pour le uriliunrrrr glolrtil<,
de'4r*.La co've'gerrct: d.s rrrt-rtirocl.s a ri:giorr cl. c.rrfiarrr.r. cli:p.rrcl arrssi t.lt:
I'algorithme utilis6 pour r6soudre le sorrs-probldrne c|racirat irlrr..
Lt:s algoritlrrnes d, r€giol clc c61,iiu,,.:t,or1t urrt, ltr.oprii,tir rt,1,,ur.,rrablt,<1r,rt,
n'ont pas les algorithmes ii directions de descente :

Ils peuvent forcer les it6r6s pour converge vers un point stationnaire crui n'est
pas un minimum local.

D6flnition 3.3.r on appelle pozn,t d,e cauch,y dtL sort,,s-ltroblirn,e qro,dra,ti,q,u,e
(tl.Ok), le potn,t n,otd sf,"soht,tion, cle. :

c'est donc le point minimisant i/.r dans la r6gion de confiance, le long c1e
la droite de plus forte pente de r;a(ou cle /, prrisqrre i'on a s.ppose que
Vd.*(O) : V J'@*).

{lii}i ae R
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Proposition 3.3.1 Le poi,n,t d,e Cauchll s"r est, u,nique e.t clonn,d pal

.,c' ak

D6monstration 1

0, sigp : Q'

- #ftnr, s'igt * oar,g[ I t1,sa

Voir [2]

Le point de Ca
thodes d, r'6gion de

joue un r61e important datrs la couverqence des nr(
nfiance, alors on va r'(rsorrdr.c lc sorrs-pr.olrldrrrr: clrradr.a

tique de mani€re de trouver un point autant Ie point de Cauchy.
On pourrait 6vid prendre le point de Cauchv lui-mOme cornme solu-
tion. En pratique, point n'est cependant pas t,res bon en ce r;rri corlcenre
la vitesse de con
la convergence :

, ci pour ca on traduit cette condition pollr assurant

D6finition 3.3.2 dit que, (fiC'/.) e,qt resoL,u, cn, sk u:u(j(: ,u,tr,t; rnncl,it,,ion,
dd cro'issance suff,sr

B2 telle que :
tte sz i,l e:t:i,sl,e des corlsl,rt,rt.l,r, sl,r-i,r:l,t'nt,t rt,l 1u-t.si.li,rtr:,s .) 

1

[ '+l*(sr) < 31t'p(s'))

I ll"il < ,:rn*

I
I

(3 2)
* urin(ff #*)114.,\' i rtrtrn

3.4 R6sultafs de convergence

-

il"

1,

I

I

-l

I

Dans cette sectiorf on va donner des r6srrltaLs cle convergenc'e rles rl6t hocles
d r:6giorr de confiance. On considelo lc caw oi) le ruodt:k: est de plrrrrilr' eydr.g,
on veut dire par Id [ue Ia r6su]tat de convelg€lloe ne s'iut6rc.sse irirs ii la
matrice H6 (ra seule chose demand6e est que la suite {l/1} soit born6e), mais
plutOt au point de Cq,uchy. C'est la condition de descente suffisaltc (3.2) qrri
joue un r6le-c16.

3.4.L Convergpnce avec moddle du premier ordre
on suppose le sor[s-probleure <|radratiqrre ( ttcr,) est r6solrr cle faqorr ap-

proch6e, de manidie Ioutefois a satisfair.e ltr c:t,rrrLtiotr rlr.cltlo.c,isszLnct,sulli-
sante (3.2). On note 

1

l/r: {z € IR": f (r) < J@)}
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Poiu'les rnEthoclt: A

r6le qrre la conclir
cente : elle r6srime
la convergence de i'

Proposition 3.4.1
su'iuante al)€c s1":

DEI'AmEMEN1. D!: MATllti^lArrqurs

de Z,rrterrclijk 1r.rrr krs rrrr',f lr,drs ir ciirer.tirlr rlt, rlt,s-
co.tribuli" de la nreth.cle de clererrrrirati.rrr clrr pas t)
gorithme.

Le poi,nt de Cauchy sf; uiri,fie Lo, cond,i,ti,ort rl,e. poutti,
etC:Il2:

et

I
I
l'
I

'l
I

-f

D6monstration I le cus ctd.gp

Supposons d, ncro n, J,t-v 9K 7-

formule(S.2) donc

$x(sn)

Alors (3.1) est g1ts6 (i : I
IL reste le cas oil

ona

,lt*(si

Donc (3./1) est

Donc (S.lest u€ri.

La proposition su
est assez petit, et si
d6croissance suffisan

(31)

:0 u,Lor's s[ - 0 671 q,1,(56) - 0,
0 :si g[llpg* { A,s"* : -#hgr d,,upris la

: -Anllgnlt+ ffioTH^g^S -arllgrll

gt * 0 et s[ llpgp >. 0.Si Ak S iu*" - a,
,T;r 

^!i^ 
''*r' : - T, llr ' t

- A,2ll!tkll.

vante montre que si !l*, # 0, si lc rtr\.orr ric corrfiarrcr: A4
, soiutio' approch6e sa de (/l()") r,'irrifirr ltr. c.'difi.rr d.

(4.2) alor:s la rlecroissarrte de J',J @i * J \rn-f sk ), esr
suffisante pour avoir

C'est-d,-dire p7.

I'algorithrne.

f @n + s*) < J'@i * u1'up(sp)

) c^rr;.Dons ces condition. ii u'y a pras borrclage A l.etape 2 tle

I
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Proposition 3.4.2 Supposons que f sor,t d,dri,uable en 11, et que gt I 0.lL
enste LOr > 0 tel Qwe. s10 < Ar < n2 ,t si, la soluti,on apTtrochde d,e (RC6)
u€rr'fie l,a a'tndi'ti'on, qle d€croisrorrrr rrl,ffi.rante U.p). ar,or"s r,e ratzo p1, )> wy.

D6monstration 1! R.u'isrtrt.n()r1., p(1,r'l'rtl.t.rtnrLr. .\t (:(: n'r.,r. rn,,: r,t r,u,,. i,r t:t.,i.:te
un.e s'ui,te de rayott,.l dc cot4fi,o,rtc.e A*,,, -+ 0 ytr.tu,r I _> y_ r:t clr,:,s solrt,t.irtrr,.s
approchdes sp,a, udrifi,ant

(3 5)

(3 6)

llse ,ll 5 i.tf\r,, (3.i)
o^'i s';,i est le poznt <le cuut'|ry c:ort'e,s|toudunt a.u r.u,yr.ut d,c co,rlt.urt.t,c A*.i.(,,rtrrr.rtr.t,
f est d"i,fferentiable elt, rn, on a en d,6.ueloppant .i@* * sp,1i a,utour cle 11, ;

f $r + s*,0) : f @n) + eT st,,r + o(llsr,zll)

: f (rr) *'vilsx.i) + o(lls6.;ll)

Alors (5.5)rf,0 < ur { I do'rt.ru:rr,t,

'v'*(s*.i) : 0(llsk,i ll)

D'autrepart, commu n:#g,onpeut suppose qu,e /.1,,i< # , et rl,n1tprts La,

proposi,ti,on (S /r 1) 
"lfS Z) rnontrent que

l,,r(sr,)l L -,,r(,,i;) : jllrl*tlA ^ , ,.\"rl,n lrlls,, l

Ceci est contract'ion quec l'estinto,tion prd.cdrlentr:. (!Jt, * 0) et ce,tte r:orr.ttu,r:t,i,rtrt
preuae Ia proposi,tr,on.

Th6or6me z'4.1 Supnosons que f soi't bornd,e i,nfdri.eurern,en,t et rJe. classecI dans une uo'is'inafie d,e N1. sr,'d,or, la m,€thoie d rd,qi.ons d,e confi,ance,
{Me} est born,d,e et la sohrtion, a2tpror:hd.e ,sa rht, ,sou,s-ytr:obldrn3 qya,rl,rn,ti,qye
(RCl ui'rit'ie les contJ.i,ti,arts tle Lldcr.oissurrct: *r,ffi.slrLtc (1.2), a,loys L,u,nt: cle,q
situati,ons suiuantes a lieu, :

(i) i,l y a dchec d'un,e r.td,rat,ion, A,o, en, Im,7trri,n,t t.1,u ott VJ(t1,,,,) :0;
(i,i,) timinf lle6ll : g

f(r,n +r*,,) ) f (r1,) + ayN'a(sp,)

tl., *(s *,i) < B 1ri, p(si n)

I

LlNrvERstTd 8 MAt 1945-C LrEL^a
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D6monstration 16 On, ,ra,.isonrt,e 
2tu,r- L'aburrrlr:. ert.

ti.on (i,) n'a pas li,eu (donc une sutte {r1"} est gdn,drde)
klet une constante 7 > 0 tels que

llg/"ll >t.Vk2kt
MontrorL.s qtt,e

Ar -+ t]crf lls6ll .- +rc
k.,t

D'appris la condi,tion de Powell (s.l), La su"p?tos,it,iort, de rLdpa,rt (;t.g) r:t la
bornitude de {Hr}, on a

l,,t(sr,) < -Cllgr,llmin(Aa, 4IIl*'
O t) O e st u,n, e c: o rls t rt rt,t r: ct, b s o r. b o,r t,t e s tr"i r: l, r t n t:r t l
uttlzsant (!).5), on, obtient a,Lors

,t'tt,1tpr,t so,n,t qu,r: La, s r,t,rt,u,-

et t1tt,'il eriste u,n ,i,n,dice

(3.4I

(3 9)

< -(-'rnin(Ae. 1). (3.i0)

1to,:i l.t rt, i.tt dr, pr:'rt rlrt,rr t t, dt, l;. l.lrt

-+ (i (3 11)

(3. 12)

f (rn*t) S f (rr) - Cmin(Aa, 1)

Cmin(Ap, I) < J'@n*r) * J'Q*)
Corn,nte f' est born,ie,irqfirieu,rr:rnr:rr,t. la, su,ite .l'(t) - .l'(r,**) e.st spntrn,rL,bp: et
on, dddtri,t d'e L''in,c(ta,lit13. r:'i,-de.,qsus qte \ llri il . -l:x, ( trrrtrru, li.slil :,, Jr Ar ,

les assertrons (3.9) s'en, rJddtt,,isent, 
,,']r

Montrons que le ratr,o p1,-+L D'aprds (,9.g), {ra} est u,n,e s,u,,itr: clt: Cnrr
chy, donc elle conuerge et on a

lf @r + s*) - I@,,) * !J[ trl
ll"u ll

D'au,tre. pa"r"t, r:orrt,rrt,e {llp} est hr.trttrie, ct,rt u,

l$*(sd - gT snl ( clls6ll2

Enfi"n, on peut €cri're successiuement

f Q'*-s) - f (rr) J(t'*r) - JQo) - ltTsr gT sn - 'Li.,n(s*,).,.:-'
r6

L'k ( 5A,/ t,.'p ( i7, ) r,.'4 ( 'r1 )

rlTI

4T



1.. .,, _ !(x,,*r) - J@t) J'Qr*r) - J(rr) - y[tr
ly|--l -- 

- 
i-:----- . 

-t

gT s t -- (.'A ( .5/. )

't-tu -r $ilsr)
D'aprEs (3 10), 46 -+ C

'ti: p(s 6) ,,',,*,(,, n)

, A* -) 0 et llspll < ,)2A,4,on, u lup(ss)l ) C'lls6ll . ALors. lo
derni,dre i,n6.ga[i,td (3.11) et (3.12) ntontrent Qu,e pp -+ l.

Dds lors pu ) wz pour k assez grand. d,'aprds la rdgle de m,tse d" jour d,e A6
(dtape I de l'a\gori,thme), cela i,mpli.que A*) A > 0, qui, est en, contrad,,ic:tion
auec la premi,dre asserti,on de (3.9), Cette con,tra,dicl'ion, pre,Ltl.te le thiorint,e.

Le th6ordme ($.a.2) montre qu'ar,'ec rrn peu phrs de r6gularit6 srLr /' (l'rrni-
forme continuit6 de Vl'). cin a la coll\'ergeuce cle lorrte la srrite clers graclierrts.

Th6ordme 3.{,.2 Su,pposoTLs, en, phrs cles h'gpothi:ses c.t rttrr,d,i,tt,ort,.s rJrt, th,ut-
rdme (1.1.1), queY J soi,t unzforntd,men,t cortti,mt,e su,r 1,11. Alors sct,tt lo, solu,-
tion (i.) d,u thd,prime (a.a.I) a l,ieu, soi,t 96 -+ 0.

D6monstratipn L7 On ra'isonne par l'o,bsu,rdn en. slt,pposo,n,t r1u,e lo, ,situu,tiort,
(i) du thdordme (3 4 1) rt'a, pas liett (donc un,e su'it,e {,r:1,} est qht,rirr3-e) e.t ryu,'i,l

e.t:iste u,ne r:ongta,n,te f > 0 e-t u,n,e sou,s-.stri,te {A'i}i., C N lellr:.s r1rrr

llsk,ll > l. V"r > 1 (3.13)

Comme liminf llgrll : 0, en ertrayant une sous-su'ite au beso1,, on, TterL,t

supposer que ppur tout j on peut trouuer li tel que

ki<liqlr,+i,
li9*ll : iptturl;:: A' j. . .1.i,,

lllr,,ll ', ,)

En uti,lisant lq condi,ti,on d,e Powell (3.1 et La, bor.grr,itude de {llt}, ou. a
con'Lme la ddmqnstrati,on du thdordme (3.1.1) :

f (tn+t) - f (rr) 1 Cllgrllnriu(A6, llsrll)

Donc pou,r lt : k.1 ....,[,.j-t et.1 ] I, ort, u"

|Q**r) - JQt) ( (.1nriu(,Ir,.1).

Comrne f (rn*t) - f @n) -+ 0, min(Ar,l) - 4,6 Ttour k assez gr-an,d. En,
uti,li,sant le fai,t que llsall I {3zLn, on a fi,nalemerr,t

ll"rll S C(J@r) - f(r^*')),k : ki,...,Ii-r,

I
I

(3 1.1)

t')
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L)trI,AH1 ITMENt DL: N,lA1.If!tAj.ter !s

! j - !

llrb - r,",ll < I ll"*ll < C(J e1,) - J'e**))
K- Kj

Donc llr1, - "r,ll 
-+ 0, qu,and, j -+ x.Alors par' urtifr,t,rrLe cctn.trn,rt,iti crt: | .l' .1111,a:

llo4 - 94ll -+ 0, quandj -+ oo.

Ceci est en contraction auec te fa,it que , par.(S.1,9)et(5.11)

lls,, - g,",ll >- llgt,ll - llsa,tl > /
cette contraction prouue le thiorime.

3.4.2 Convergence avec moddle du second ordre
Dans cette section, nous 6tudi6s la conr,'ergence et les 1;ropri6tes rles p()irrt.s

d'adh6rence des suite g6n6r6es pal les ur6thocle :i r(:gion dt, confi,rncc lorsclrrr.
le sorrs-probidme quadratiqrre (Rt)e) est r6solr-r cic iaqorr [inc. rlc rrrarrir'rrr' :j
satisfaire la condition de d6croissance forte :

f o,*{ri S j,G

I ll,ll <,r,^, (3'15)

onT*: min{'rlr(s) 
' llsll < Ar}, et rorsque re moddle q,6 et du seconcr ordr.e,

c'est-d-dire lorsque I'on prend

Hn:Y2.f(rr,)

On suppose donc que ia fonction f'esl derrx fois corrtirr0nierrt clerivalrle et
qu'on calcule le hessien. Si ceci est couferrx eir terul)s rle <.iLlcul. r.ela pt,rrt
en vouioir Ia peine. O montre etr effet (voir Tli6orFme pour les hypotlieses
pr6cises) que la suiie {26} a au nroins un point d'adh6reuce ori le hessien est
semi-defini positif et qu'en tout point d'ad.herc.nce isoli, lc h<,rssrcrn esr s()rnr-
defini positif. On rnontre aussi (Theorerle)cluc si {aa} a un point d'adherelc.
ou le hessien est d6lini positif alors toute surter corrtrrgo l,ors cs porrrt.

La condition de d6croissance forte (3.15) est clairement plrrs iorte rlue la
condition de cl6croissatrce sulTisante (3.3).ellt: irnlrljtlrre' i.gale'uie.nt lii cl1cli-
tion de Powell et le r6sultat de prroposition (3.4.2). Le r.esulrat slivrrlt est
plus pr6cis. Il montre qu'il n'y a pas bouclage dans I'aigorithrne d r6gion

n,+o
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de confiatrce avec rnoddlt: drr second orcite (116 : Yt.[ (t'*) ) si la. nt'rr(:rifit'
pas ces condition, f it6ralion A est iriterr'()ull)rro. ciu olr 1r€' l)ellt pirs lr:ralise.

',i,*(s*) < 0.

Proposition 3.4.3 Supposons que f soi,t de r:Lasse Ot da,ns u,rr. uoisirt,uqe

de rn et deun for,s ddri,uable en:up et que, soit )1(V2/'(r4)) < 0. Su,yt'posort",

d.galement que dans (RC*), prenne Hn: Ytf(rr). Dans (:e cls, il erist,t:

Aor tel que si,0 < Ar S L}r et si, la soluti,on approchd,e d,e (11C6) uh'iJte lu
condi,tr,on de ddcroissance forte (3.15), a,lors le ra,t'io pp > ,t1,

D6monstration 18 Vo','r [21

Lemme 3.4.L Soi,t i un point d'adhdren,ce. isol6 d'u,ne .su'ite {tp} de 1R". 5'r

{rp} ne conuerge pas ueI's I,, il et;tste r. ) 0 e.t u,n,r: srnrs-srt:itr: {t'p,}i.1 rlut

conuerge uers r et ud.rifie

llrr,rt - z*,ll ) r.Vi > I

D6monstration L9 Voi,r l2l

Th6ordme 3.4.3 SupposorLs qrl,e f soi,t born,6e i,n,fir''ieu:rernerrt. de tltl,,;,c ('2

d,ans u,n uois'inage de N1 et que son hessienY2 f ,:oit brlnt,i:irt.t' l'l 1. Olt, su,'ppo.\(

que l'on prend Hn : Y2 f (rp) dals la rrtd,ttr,ode d, r'egiort de u-trtfi,u,ce et quc

la, soluti,on approchd,e st d,e RCt uiri,f,,e l,a, conrli,t,i.on tl,e, d,i,r:'roi,ssn,rrr' forl.e
(3.15). ALors, soi,t i,l y a dche.c d'ulte itdration,l,ll (iTt, u,tt,1to'irt,L t'p.,., t'irL"fiunl lu.s

condi.ti.ons ndcessa'ires d'optznr,alitd du, secon,d ordre p |Qru) : () et V'2 J (tr,u

est semi,- ddfi,ni.e posi,ti,ue), sozt une sut,te {ra} e.st 1qin,6r'de et
(i,) ga -+ o ;
(i,i,) Si, {rp} est bornde, alors Iimsup,\1(V2/(r'r)) > (t. rc ryt,i rerrir":'rr,t it

di,re que {r*} o au moirrs un pctirr,t d'u"dltireru:e f tel qrt.t:V'JQ) ,soi,t, srrtr,r,-

ddfiltze posr,ttue ;

(iii) Si7 e.stun,poin,t d'adlt(.r'erlr:e i,.sol( de \.t,1,). rrl,rtr., Vzl(.r') r'\t qt'rrti-

ddfi,nie positiue.

D6monstration 20 Vozr [21

Dans le th6ordme suivant, suppose seulernent qrre le probldne (/?(-:6) est

r6soiu avec condition de d6croissance sufllsante (3.3).

44



flh6ordme 3.4,4 On suppose r1u"e .l' u(r"iJic lts rtt,Crrtt:s 1tro1tr") (1.(s dutL lu lltt:o-
r'ime (3.1.3), que Hn: Y2 

"f 
(re) et ryt,e Iu, sofu,t'Lrtrt. u,1t7t'rutt:h,r1.e de (h'('1,.) ut:r )f t'

l,u, cort,dztiprL de ddcro'i,,ssutt,ce s'u,,ffi,surLtc (3.J). rllors. soi,t. i,l, g u" r:clt.a,.. 'l u'rr.L, itt -

r'':t.tion, l';a en, tt,n, ytoin,t t::1,,, tel, q'u,e Vf (.r,4,,) : 0. sr.,ll tt,rt.r: ,srt,it,e {rt1} r,';l rlrtrr6.rr:r

t:t
(r) ,l; t l):
('i t,) SL .t t:st tt'rt, ltairt.t 11'u,rLlt,r::'r't"rtr'r' rlc lt1,) ttl rltu Vr/,, i ..orl rlr IrrtrL

posztiue, a,Lc-trs t1r -+ I et Aa esd u,rL'i.fortrt,drrt,r:rt,L .' 0.

I)6rnonstration 2L La ddrnonstro,tion se fa'tt en, s'u:ruolft Lo, m,€nt,e strut,iq'x
su'iuze do"n,s la preuue d'u th.dordm,e 3.1.2.

jr,



Bibliographie

L. Anttt.to (1966) : Mr,rr,int'zati'on of funr:t'irtn' huul'ltg Ltpschitz cct'rt,t'rirt'o'tt's

f,rst parti,al, d,enuatriues, Paci,f,c Journal, o,f Mathem,atzcs, Vol. 16(1)'

pp.1-3.

A.R. CoNN eNo lti{.LM Cout o exo P.L, Totxr (2000) : '.frust region

m,ethods, M P S / S I A M S erzes On, Optirn't za,t'ion'.

J.C.Grr,sBnr (2005) : El,ernents d')Tttilrtt,.satiort Diff(rr:rttiable: : Th(.<tn€

et Alg orithrnes, I N R I A R.otr1u, er r'r:ou,r't,,

A.A. Got,osrtrIN eNo J,F. PRtc;n (1969) : An effectttte alqopth,nt t'ot

mi,ni,mzati,on, Num,Math., 10, pp. 181-189.

D.G.LupeERGER (1969) : Optimi'zation, by uer:tor spare. m,ethods..iohn

Wi,ley and, Sons,Inc.New york.

M. MtNoux ( 1983) : Prc,tgro:ntn,tinrt, NItt.hrtrn,n,t'iryte.Th rltTil' et -41'11rt'

ri,trn,es,tom,e. 1, D'u,n,od,

M.J.D.Pownlr,(1B86) : (:onue'"qerlce prrtpertir:s oJ uL(tor"ithlnr .t'o'r rt,rttt,L't,'

near optimi,s ati,on, fi I A M reu, 2 8, p p. 4 I 7 - 5 0 0.

G. ZoutBNDIJK (1970) : Nonli,near Programmi,ng Corn'p'utatictnal Me-

thod,s, nteger and Nonli,near Programming, North Hollan,d, Arrtsterda'm.

[1]

t2l

t3l

t4l

tol

t6l

t7l

t8l

46


