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Rdsum6

On va dtudier dans ce mdmoire la notion de la fonction de Green et son
application pour les dquations diftrentielles ordinaires et quelques 6quations
dilff6rentielles partielles comme l'equation de Ialre d de poisson, d'ot son
inller€t principal est Ia re,presentation intdgrale & Ia solution de ces equations
dilffdrentielles, car la fonction de Green joue un r6le fondamental pour Ie
passage d'une 6quation diffsentiell€ i une equation int6grale"

Mots cl6s : €quations differestielles ordinaires (EDO), dquation de Laplace,
fonction de Green, distrlbution de Dirac.

Abstract

We will study in this paper the concept of Grm's furction and its application to
ordinary differential equations
and some partial differential equations as Laplace equation and Poisson, where
his main interest is the integral representation of the sohsion these differential
eqrations, because the Green function plays a fundalnenhl role in the passage of
a differential equation to an integral equation.

Keys words : ordinary diffuential equdims, equ:$ions of Laplace, Green's
fun ction, Dirac distributicn.
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Chapitre 1-

Irrtroduction

La mod6lisation de tra plupart des probtr€mes physiques, hiologiques, ..., conduisent

naturellernent d, une ou plusieur:s 6quations foactionnelles qui s'6crivent sous la forme :

Au: f,

I differentiet,
I

ori A mt un otr€rateur{ integral,

I f:rrcgro-diff6rentiel.
L'op6rateur A est d€&ni sur uR space fonctionnel X, u est I'inconnu appartenant d

X, son image / donnee dans ua autre espace Y.

Donc on cherche u qui v€ri€e 1'6quation :

Au: f,

avec ses condition aux

Comrnent peut-on

et initiales.

cOtrrlltre:

ce probl€me?

La m6thode classique ( en ahence d'ordinatetr) c*lrsiste d, chercher d, tout

prrK une et(rlresslol de la solution u, e:caete ou approch6e d'ori I'introduetion de

nombreux techniques ou



I

I

I
I
I
I
I
I
I

I
I
I

1.) Solution approchtu (msthode num6rique).

2) Fonction sptoiales (fonetion de Brel).

3) Fonction de Green.

Et ce travail est consacr6 d l'6tude de I'existencede la solution (r€me I'unicitQ via la

dernifue technique qui est trss int6rssante et son int6r€t principat est la repr6eentation

intfurate de la sotrgtion, ol! il ae faut pas croire qae'il mt facile de coelstruire directement

la fonction de Green dans en ouvewt, il et cepdant pffiibhe de tiFer de ons6quencm

utile de son eucistence-

Donc les questions qui se pment pnt les suiva'nts :

1) Que peut-on dire sru fexistence e* l'unicita de cette fonction?

2) Quelles propri€,tds doit &tre v€rifiE?



Chapitre 2

Notions pr6liminaires

I1 ne s'ag:it pas ici de refaire un cours sur les 6quations diff€rentielles, rnais de rappler

des r€sultats essentiels s.ur ces €quations surtout du ff* ordre pour les introdute, la

notion de la fonction de Greer., dont I'usage est trds utile ea physiryle.

D6ftnition 1.1 :

o (jn, opdrwteu,r d;iff&entiel est an op*ratear ag'i,ssant sur d,es foncti'orx diS€ren'

ti,ables.

- Lor-sque Ia foructi,an & une seule uariabl,e, I'opdratenr diff4rrenti'e| est, eorustruit d' pw*ir

des d€ri*€es ordi,n*ives.

- Lorsque Ia fonction a phtsi,ears uariables, I'op&rateur d,iffErenti'el est constrwi,t d' partir

des d,€ri,a€es parti'el{es.

o Ort, appeile @lu,elli,era difrErwrl,iild;le toute relatian eratre w*e fo*cti'*ru et eertsi,nes

de ses d'6ri'utzes.

o Ort, appelle otd,re d,e l'1quation d,ffirentielle I'ovdre le plus 6leud d,e ces d4riu€es qui

i,ntenti,ent d,o,ns l' Eqwatzon.

o L'6qaati,on diff1,rrerttielle est dite Eiln,fuire. si la lanctiartf,zl,eartnue est l,irc4ai,te pw

rapport d ses d,1riures et si les cw.ffieierdts qui, tes liexat rrc d6prad que de (*,y, -.-) ; sinort

elle est nan li'n4ai,re.



2.! Equations differentielles ordinaires

2.L.1 Equations diff6rer*ie}lm du premier ordre

D€finitiou L.2 :

{Jne Equa,ti,on d,ffirenti,ell,e d,a premi,er ord,re est une rel'ati'on entre' une Jonction g

(suppos*e ineo,runue) ; sa d$riu&e gl et Ie ur'riahle s- ElIe est de Ia farrne suiu*'nte :

g' : f {r,,g) Itforrne exPlicite'!- (1.1)

F(*,U,g') : O frforme impliciten' (1'2)

Nous supposons donn6s un dornaine f) de R2 et une fonction (reelle) J continue dans

fr.

Remarque 1.I- :

Nous dir:ons que gr est une solution de l'6quations diffdrentielle y' : f {r,g) si y est

une fonction numerlque r6e11e definie et continfirnent dfuivable dans un intervaJle ]a, bl de

R (* < b) ttdtre que :

i) r e la,bl -* (r,Y(r)) e CI.

ii) r € lrr,b[ -* { (*) : f@,v@)}'

Exemples t-.1- :

1) y nner fonction r6elie d6$nie et continue sur ]a, bl'

s' : s(v), o& CI : {(r, y); t € ]o, b[ et f (r,g): S(3r)]' (1'3)

cette 6quation srguifie que g est une primitive de g dans ]c',6[ c',est d' dire que si on

fixe ce ]a,b[)on a, ,
y(*): t+ f s$)at, (1'4)

,l
c



ot 7 est un nornbre arbitraire, oa voit doac que l'6quation diff€rentielle oonsid6r& poss$e

une infinitE de solutions, cependant la solution est cornpldternent d€terrnin€e d.6s qu'on

impose la corrdition suppl6rnentaire y(e) - 7 ori c, .1, sont donn6es.

2) On suppose que f,l: W,

f {*,*: 3 lvlS *t c: ? : o.

{ o' :3lulS
{"..
L v(o) :o

On rernarque que :

sont des solut;ions du probldme.

Cet er<emple mcrntre qu'en g6n6ra1la conditiern suppl€mentaire gr(c) - .y peut ne pas

€tre suffi.sante pour que y soit ompldtement d€termine.r.

Il est important de rerna,rquer que daas cet exernple la foactioa f a'est pas continrl-

ment d€rivable par rapport d y ca,r on a :

r
J ut(t) :0, r € lR,

I vt{") :'03, r€R.,

af, f zy-i sisr)0,
an\*'":l _zy-* sis<'.

(1.6)

Et c'est p:ur cela qu'on a trouv6 deus solutions.

R6sultats :

1) Si f est continue et adrnet une dErir€e partielle continue par rapport d gr, le problEme

de Cauchy adrnet une soluti<rn unique (Theor€rne de Cauchy).

2) Si / est continue, le probldrne de Cauchy admet am r,ncins une solution (Thffire
de Cauchy Pears).

Voici quelques rn6thodes pratiques pour r6soudre 1es E.D"O du prernia ordre :



-

a) R€solution des €quations lindairm :

C,e sont les €quatioas de la frxme :

g'(c) : g{sr} + hto)g: f{n,y), (LZ)

avec f,l :la,b[x ]R.: {(",y) € IR2 ; r e Ja,6[, g e IR"].

Ot g et h sont des fonctions rfulh mntinnes definies sm la,b[, la solution qrd v6rifie
y(c):1est donnfu par :

1", 1 ", f ", Iy(r):7exp I lnltlatl * /s(4 l.*p / nglatlas. (r.8)f"Jt"l-'"1
Dans le cas particulier or.r E : 0, l-'Equation mf dite ilsans fficoetd merntren :

du

#:{:h(n)y, (1.9)

,qui a pour solution v6rifiaa* gr{c) :1:

5

y(s) :rer.p f n6yar. (1.10)
t"

(1.8) se deduit de (1.10) par la m6thode de la wriation de tra consta,nte-

En effet, on voit tacilmreat d'aprds (1"10) que :

gl(r) : o(,,)exP 
"[u67or'

r , (1.11)

of on a reryrplar6 ? par iD{")"

Et si on remplace y par (f"11) dans (1.7) CIa trotnre lF(") et par ix6@ratirem, 6,n o,b6imt

{f(r) et par on@uent I'6quation (1.8).

8



b) R6solution des Equations ou.f ne dEpend pas de r :

Ce sont les €quatioas de la forme :

g' : f{y),

a
{dta(g) : | -r7;, ,l € la, FL.

J1 J \t,)

On en d€duit que ip est bijective sur ]4, pi do rc

c: o(y) {+ g: !F(r),

ori i[ est f invsse de O.

On considdre l'€quation

,r{, ,r: 1 + d("}o (g( r}} : L,
f (y('))

et donc

O{git}) : "\ + r, '\ e R'"

On conclut que

s(r) : if(.r + r) : !F(r - c),

car .\ est d6termin6e par g(*) : ? + iliry) :,\ +c =* .tr : -c.

(1.12)

et O : IR. x la,B[, oi f st une fonction r€ene mntimre d d€&nie srlr ]a,p[. On mnsiddre

une primitive O(r) d. +.

(1.13)

(1.14)

I



c) Equations fi variables g6par6es :

C,e soat les 6quations de la forrae :

f
| { : f(v)g(*\{ t*' ,0:la,blx1o,0I, (1.15)

I v{c) : "r

,, tl
aonc ffi 

: g($) et d'apr€s (b) on dduit que

On conclut que:

d) F,quation homog$nes :

Ce sont les fouations de la forrne :

ori f continue et d6$aie srlr ]4, b[, et

4

{
o(s(")) :.\+ | s(t)dt,

J
e

{ : f(x),

f,l = {(r, y) e [t' ,9 e]o, ][ , r * t].

g(c) : ry + O(ry) :,\ : 0 =+ A(Y) : { S{r1ar.
t*

s(r):. 
{i,0,")

g

fi

(r.16)

(L.17)

On d€finie

(1.18)

10
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l
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On a donc U: fir, d,ofr g[ : zrn * a + a est solution de

",-f(")-" _F(r)gt

Cette de'rniere est ri, va,riables s6par€es, donc on peut la resoudre en utilisant (c).

e) Equation de Bernoulli :

C'est de la fornre :

{ : h(*}V + g(r}f (€quario,E nou triueire), (1.1g)

a\rec a #O, t.
Par c-hangernent de vaniable, on re raoaBqe d, :

":yt-o*/:(1 -aly-"g,.

On divise (1"19) par yo om tmurre :

(1.20)

I : [(t - a)ft(r)]z + [(1 * c)g(r[ : H(u,]z+ c(r). i1.21)

On obtient uae 6quation lin6aire de la forme (a)-

f) Equation de Rietti :

C'est l'dquation de Ia f,orme :

{:h(u)y+k(r'Sf +g(r).

- Si ft(r) :0 =+ €quatioae lie*aire (a).

- Si g(r) : 0 + Gqua.tion de Beraoadli awrc. a,:2.

(r"22)

11



On a une solution pa,rticu"li*re p1, posons

a:Yr*z'

On rernplace (n.23) dans (tr.22) it reste :

(1.23)

s' : (h(*) + ?k(n)ylz * k(r)22.

Oa obtient donc uae eqqation de Bernouili,

11 y . aussi plusieurs m6thodes pour r6solus des difi6lerrts types des €quations du

1"ordre.

2.L.2 Equations diffGrentielles du second ordne

d' - h(rlv * &(rlst :9.

On d6signe par N i'ensesrble des solutions de (l.Zb).

Soient ]a,&[ c ]R. et les foncticns rdeiles g, lt et & dEfinim sur la,&[, i,equation du

second ordre est de la forrne :

g" : E(,n) + h{s)g I k{n)y', (1.24)

1y est derx fois contintment dfuivables mu ]c,b[.

Th6ordme 1".1 :

Soit c e ]4, b[ et soi,t 1 et 6 v*ts d"onnes,'i,I eriste une un'ique soluti,an d,e l,'Equatipn

,(1.94) telle Eu,e : g{c):7, y'{c):6.

a) Equation d coefficients nariabk

a.1) Sans ser:ond memtrre : C'est l'6quation de la forme :

(1.25)



D6finitions 1"8 :

1) O* appelle nsystirne. 
fandxw,entst desoiw*fun dn !,'q:o,a&i,o*, $.95) {n$in bs*e 4! N'

2) Soierrt Urt gz e N, on appelle unwlskien de 91 et ga fu fonetiort

n ---+

a'@)d,@) - {'@)w@)'

Th€or6ne tr "2 :

Le rmtple d,e foncti,oa (gr, 92) esf wn sgstdw,e landarnnntot si' seulmnnt si u'r(

s'annule pos ere &laelolrr peiret de ]ar&[-

a.2) Avec second mernbre : Dans le cas g€a6ral avec g f 0, on fixe {y1 et

syst€me fondarnental de l'e$ation. On peut a,lors calculer gt en appliquant le :

Th€or€mel-.S :

Tmfies les saloutiarus sarld &e Ia' far*e :

v{o} : o1(c)s1(c) + iDe{a}s2(c),

od O1(r) ef iF2(r) e C(lo,b[,lR] s*ntscltddon de:

{ *;(dor(') + a'r(r)y2{r) : o,

1 *l(")nl(") + or{n)s'r(n): s{,n)-

I 
o sb(") 

I

?,, \ l g(") ar@) 
l

Alors: iDi(r) : '-- *(")- 1

sr(r) o

d'{") s{r)

13

(11.26)

)ne

)le

1,.27\

1.280



b) Eqr+ion a coefficientg mnstan*s :

b.1)

Douc

rlatrac

s@&d membre ; Cre sont hs 6quatioos de na, fcnrne :

y"{E) - ky'{*) - tog{s) :0 , fr,/c e lR-

de solutions gous Ia forrre :

9{a) : eP"

(") : pe* et {'("): f g- par cous6quent p doit €tre solutbn de I,
ue:f-kp-h+0.

-

b.2) A seaond rrrembre {g(e) I 0) : 1) Si g est d€finie par g(s) : p{e)e.,
p est un de de,gris fl aims il existe un polynsnoe i${r} telle qae :

gto: i}(c)eo,

soit soluti

2) si s( ): o*'n co6s.e + p€" si:nss oa a :
oSir is n'et pa* raciue {du caract&istique a,}ors }a mlution est :

ll0: Ae" cos ss * Be*' sinsr.

o Sinon

ys 3 c(.4et'eos 5s * Eens sill sol.

14



2.2 Equations diffdrentielles partielles

D6finitiern 1.4 :

Une 6,qu*tdon &uE dtri,vAes partielles est une reid;ian faisant interwewtr ies ztari.abf,es

i,nd,*pendants x, A,."..la foncti,on u e* ses d,{.ri,u€xs partie{,le*. Par axempJe sd s est une

foncti,on d,e tJeur ua,ri,ables, une E.D.P pewt s'6crire p{rr la re"l,s'ti,on

F (*, g r'IL* r'Ltg t'ttr,,"' 7't Lay 7'ltrrry, ........ ) : 0. (1.34)

2.2.L Cl.assiftcations math6rnatiques des EDP du second ordre

Ce sont les dqnations de la fonne :

^0'u-o#u -r?'u, n}u, ofuu=u* , _ *n*s " AE 
* ofr * ufr -r Fu : e{r,e), (l.sb)

^#**#*t#:r(r,,,#,H), (1 86)

et A, B, Cr.".., F sont ls mefficients de I'EDP, ils sont en fonctiou de r et g et peuvent

€tre des coniitants.

Selorr le siigne du discriminant

A:B? -4AC" (i.37)

Nous obtenons le classement suivant :

1) Si A < 0, I'EDP est d.ite elliptique contme lQuation de I.,aplace de Ia forme :

Ezu Ezu

asz+fi:a' (1'38)

2) Si A )'0, I'EDP est dite hyperbrolique cofllrrle'I'Equation des ondes-

3) Si a == 0, I,EDP est dite parabolique corrme l'€quation de la chaleur"



2,2,2 Classification dm problBrnes aux lin"rites

1) Si i'eq'nation est elliptiqu€, on a un probl&me d'€quilibre ou de valeur aux limites.

2) Si l'6qrnation est parabolique, on a un probldme de valeurs iaitiales-

3) Si l,6q.nation est hyperbolique, on a un probl€rne de valeurs propres.

2.2.3 T}pes de conditions anut lirnitm

1) kxsque on a

u{t,r,g) : wa(t,n,U}, (r, g} e l, (1.39)

I est Ia frontidre d.u domaine Q. la condition aux limites est dite de type de trIlirichletil.

2) Lorsque on a

#tr,r,u):uo(f,r,y), (r,g) e f, (1'40)

la condition aux limites est dite de type de rrNewma,nntr'

2.3 D6finition de la fonction de Green

On c,ppelle fanction de Grven en ptrysiqwe ee We les math*raatieiens *ppeller* selrfiion

6l6mentaire ou fond,amentale d'une E-D.P ou E-D'O de ta forwze :

Du{n): "f("). (1.41)

Les foneti,ons de Creen ile cette equatiu* sacat les foneficru s*tisfaisant'es l'1qaation

oti la soure(1 f * 6t€. remplae*e par 6(r.- €). sd ur, nate G(o,€) Ia foncti'on d,e Green,

alors par d,ifi'ni'ti'on on $ :

ilG{n,6) : d{c - {), {1,.42)

oit D est un operatear d,iff€.rulr&tiel et 6(r - {) est ts dis&{&utian de ilirwe'

Donc la m€thode des fonctions de Green fait un usa,ge intensif de la fonetion {distri-

bution) de Dirac.

16



2.3.1 Distribution de Dirac

Elle est utilis6e po,r forrnulw des se*utions ri certaines Equations a'x d€riv*es par-tielles' os d*finit une distribr*ion de Dirac d mnnme suit :

o , { .D(R) --* nR

t * -' {6, p) : 6{.p} : pta}, p € ,{R). l?(R} : c"*ilR). (1.43)

cette distribution v6rifi6e la pmpri6t6 fondamentare, que pour toute fonction u(r) esupport compact :

f raov* €)d€ : /(,).
t]'.44)

17



Chapitre B

Fonction de Green pour les E.D.o

Les fonctions de Green iaterviennent dans la r€solution de certaines 6quations diff€-
rentielles' Nous conc#erons ici leur existence et unicit€ dares la resolution, des €quations
'differeatielles ordinaires surtout du sec*,'d ordre et on \ra expliquer: qa d l,aide de quelques
r:xemples.

i3'1 cas g6n6raux de la fonction de Gren
Th6ordme g6n€ral :
Soit

,nr_.r / / \dnu, , d-tzij["] : fu,{,Affi{r) + n@)ffi(") + ....0,{r)u(r) :0.
vLlul : aeu(a)+... + ay-u{:! (o) + frnu(b)+... + 6@-Dd-1u,^, _' "' t *rc 

6*n-r\ul 
-f llk'u\o) f ... + p; "' 

dn"_t 
(b) : 0 (ic : 1, 2-.,n).

si' l'€'quati,on h.omog*n" Dw) aaec ses cand,iti,ons atn ri,nz,ites \,[u] {how,agine au no,-
E!;ant li'n€a'irement'ind,Ependants) n'ad,met Ete l*, solat'ion a = 0, crJons itr existe une unique
fonction de Cm,en G(", €) paw e prcb'dme (supposens qae qa{r) * t et (r, €} e [o, &J x
lo,bl).
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3.1.1 Cas orl les conditiorrs arrx limites sont homogines

Soit (2.1) le protrldme aux limites suivant :

qn*)#,{o1 + ei*,)ffi{s) +--."e'(r)'u{r) : /("), (**)

avec les conditians aux limites :

ap(a) + *1ff6 +... + *f^)ffi(o) + f,*(b) +... + p('-\#(b) :0,

a2u{a) + *l}}frp) + ... + *y-'\#r(*) + fiz'tb)+... + p('-')#(b) :0,

.^ou(a) + oS1ff'n) + ... + o("-')#(o) + fi*u(b)+ ... + p("-' #,0, : oir.r,

Th€or&me ?.1 :

On suppose r*al;isles les conditions ci dessus et sn erwdsaEe t'equation (rr) ayant pour

second, menzbre une foncti,on f corrtinu's p&r rnorcamnE sur fa,bl.

Alors tL eni,ste une solutian un'iqut d* {ru) a€ri,fi,ant leur cond,i'*'ions aan li'rn;i,tes,elle

est donn4e par : 
b

fu(r): I c(",€)f(€)4. Ql)
.J

Preuve :

Si G(r,{) est connue, alors la solution de Dtr(r) : f(") s'€oit sous }a forme :

u(r): (G x /)(r) : (2.3)

Du{n) : {D agissaat la rnriable r)

: "f(*).
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3.1-.2 Cas ori les conditions aux lirnites sont s6pan6s et

horreog3nw

soit 
{*alffi(,) + nalfi@,)+q2{n)u(*):f(*),

1 ",u(a) + orffi1oy : ,a,

I B,u(b) + s,ff{u: s.

[ *,u(") + *,#@) : t,

I e,"p1+ p,ffip1 : o.

Et Gr(r) Ia soluti,an d,e (II) tet"Ie que :

t *,u1"y + *,ftpy : o,

I r,"tu) + $,ft{o): t.

Th€or&rne ?.2 :

Un systime reguli,er dant {,e system,e homogEne associ,(, $I) n'ad,met, que la solution

u = A, soi,t (7(r,{) ta fonctimt de Grwn rcrrespmtdante et G1(n} la satut6on d,e (H) tette

que :

{2.4)

{2.5)

(2.6)

Gr(r) et G2{x) eirdsfes et i,l,s sant uni,qwes, la solwti,on d,u {g.g) est uni,que et egale d, :

b
f

u(r) : I c(",€)f(€)d€ + AG1(r) + BG2(x).
to

3.1.3 D6termination de la fonction de Grmn

(2.7)

Cette fonction de Green G(t, €) est ca,ract&is& par les prcpri6t6s suivantes :

1) V€ e ]a,b[, G est solution de l'dquation horoogdne dans I'intenal]es [o,€[ *t
l{,61 (rG : o) .

2) G{r,{) ot continue.
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3) G(r, {) posscde des d€riv6es continues jusqu'd,l'ordre n-z parrapport d r € lo,bl.
4) Sa d6riv6e d''ordre n-iI par rapport d r erciste mt eontinue sauf alx point f,: €,

a ce point ii y a discontinuit6 de cette deriy'e, le saut vaJant -1-qo(€)
5) G doit r'drifier les conditions aux fuontidres.

Preuve du th6orime g€ndral ;
soient ur(:r), cz(r),---, tl",{c) les solutions rin6ainement ind6pendantes de (*). voir ra

propri€te (tr), sarr xes intervalles [o,€[*t ]{,&] la fonction cherch€n G{re,€) doit €tre de la
forrle:

ici a1, "', &n,&1, .-., b, sont des ftrnctierns de {. De la mntinuit6 atr point r : € de la fonction
G(r,€) et d'aprds la propridtC (3), $ous avons :

Ieuut({) +h2w2{() +.".". +b,a,({)l - ["rrr({) *a2u2{{)+.".." *aoa,"{{)] :g,
lbre4({} *bzur{{) +..... +b"si{€)l - ["u"i{€) +azu!{{) +"..." ***oi€)] : s,

fr,%Fp+. +e,%#+s] -F,#;'frp+ . **,ffs] :o

Et d'aprds la propri6tC (4), on a :

f' # '''(€) +b,d";'::'{€)l - I".4"-'rr({) - .*a_{-'r,gl _ 1

L"-g--+""'run-@t j-Lr';*#* . d,{n-, r qo(€).

Posons t 

"o(€) 
: bu(€) - **(€) {k : L,2,.-..., n). {2.g)

(,
G(",€) : { 

a1a1(r) + ouur(*)+..... I anu.(r), pour a ( r ( €, /, R)

I b1a1(r) *b2u2(r)+..... *bnwn(r), pour { <rKb, \''v)
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Il vient tre syst€rne d'€qraa,tioaas linfuires :

crur(€) * c2u2({} +."... * e*u*({} * g,

cr?ri(€) + er?{(€) +."... + c,u,,.(€) : 0,

(2.10)

(2.11)

Le deterrninant du syst&rrc est 6gal le uaonskien, il m'esf pas doac nul. Aussi le systdmd
d6termine t-il de maniCre unique les fouetion* 

"u(€).
D6terminant les fonctions a6{f,) et b*({} uroyennant les conditions aux limites. Met-

tons :

Vx(u): Ar(u) - Br(u),

ou

A*(u) : ,,yu(a) + *!tffi6) + ... + of-'iffiqo;,
Brdu\ : gna(b) + o?ffW+ ... + Oh-')ffi{a),

et d'aprds la propridtd (5) nous obteous ahrs

(2.r2)

w(G):a1Aa{u1l*a2At{u2}+,-"+q*,4*{*o)+6r8*(*n}+orB*(*r)+.."+o,B*(er*) :0 (ft :!,2,...,n

Et mmme

&*:&r-Q, (2.13)

nous av:ons:

(fu - cl 46 (ui + (h- cz) l* (ur) +, ". + (h - e. ) Au (o n) +b rBx (ur )+hBu (rrz ) +. _.*e*B* (s* ) : 0 _
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d'ori, d'aprBs (2"11) :

blVe(u) +... + b"V*(a*): c14s(u1) + --. + c^Au(u*).

Notons que le syst€me (2"14) est lin6airernent indEpenda,nt (furpo&ese)"

Aioui le systOme (2"14) admet raae snlution aniqrrc .a Sr({},."., b,(€),

ar(€) : b*(€) - cr(€), donc lm quantit& cr6 srlt d€&nie de fagoa unique.

d€montr6l'existence et I'unicit6 de la, fonction de Green G(*,€)-

Exemple ?"L :

On va r€soudre le probl€rne aux limites snirant :

( &u., du.,
| *t"l+*(r):1 r€[0,1],

I u(o) : o'

[ -(t):0.

L'6quation associde est :

fru. du. .

*\a) * *{n) :0.

La solution gGn€rale de cette 6quation est ;

(2.14

et commp

Donc on g,

ru(r): A+Be-"'

Les conditions au:e timite$ imprynt : A * B : 0 efr d + Be-L : 0 qui est satisfait sli

seulement si A:0 et B :0 donc :

u(r) :3,

donc 3!G(la,{).
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D'apl€s (1) on lnse a^lors :

G(r, {) :
eo(€) +ot(€)e-", 0 < r S €,

fu(€)+b'(€)"**, €<r<1.

On doit satisfaire

(2), ce qui impose

oa6i-a,le-e:h*bre-{

(4), ce qui impose

#,,*,
(5), * ryri imporre

el - ffte-,€) : L pr wi,te - h"-€ f a1e-€ : f.

CIo * o1 : s e* #s 1.fue-l :0.

On ddduit sans difficrdtd de ces relaticss :

"*:#,&t:#,to:H,bl :*=P
Alors:

l t, ""-,"(1 -d),G(",€): { ',1---9,

t i;(1 -e€)'

Alors la solution de notre probl€me et :

0{r({,

€<c<1.

u{s} : f\#(n -*€id{. /=(r - et)a6
otr

: frt. *r-*e- ee-')-
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3.2 cas particuliers de la fonction de Green

Soit sur I'interr.alle [o, b] ]e pnrbldme de Ia forme :

d, , 'du, '

*1n\r) *(r)l + q(r)u(r) : f (*), (2.15)

avec les conditions aux limites s€par6es :

( ,. d,u..
I a1r(o) * a2|(a) : 1,

I ,,,,, + s,fftt): n (2'16)

Ce probl€me et qua1ifi6 rGgulier car [o, bj est un interval]e born6 sur leque] p et q sont
bora€es et p(r) f D,Yn € [n,,b] sinon itr est un probl€rne singutrier.

3.2.I- Probldme r@ulier i solution *'Ile (unique)

On considdre le problBrne de type pr6c€dent; on suppos€ que le probl€rne hornogdne
(H) associ€ n'a pas d'attre solertion que ?, : 0- On sait qu'il existe 

':re 
seule f.actlon de

Green G(",€).

Soit n1 Ia solution de (H) telle que :

*r{o) : e.2 et #O, - -,x1.

a2 ia solution de (H) telle que:

tq(6) : Fz et #fr: -0t. (2.18)

Alors, en notant w(ur,ti2) le wronskien des fonctiqn tr1 et u2, p(€)*(ur,*rX€) et une

(2.17)
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constante nor nulle et la fonction de Green et la fonction symetrique suivante :

(1
c(',€) :{tO;qamu1@)u2(() s'i tr<€'

I pttrGi*rXqJ u2{r)u1{() si' r } {" 
(2'1e)

3'2.2 Probl€rrre r6gulier s sorutiou non nulre

On suppr:se que le probl€me hornogne d, une soiution ws (Da:0 comrne u # 0. on
note a : ?Jo) non nulle; on fixe :

(2.20)

Th6ordme 2.3 :

Sait (2.15) et (9.16) aarc -4:0 et B :0 atars :

i) {2.15) a, wne so{,wt'ion w6ri,fi,ant, {9.16) si, sealement si :

(2.21)

i'i') II etiste une fonction de Creen, G(*,{), mrrct1ris1e par les propri€t€s ei apris :
1) G(n,{) esr continue.

2) sa ddriu& par rapport d, n eoiste est wnti,nwe soq/ aleta pa,int s : €, a ce poi,nt i,t y
a d,i,scontinui,t€ d,e cette dnriwee, {,e saut aAaot } - .

3) C doit adrif.er les rnnditiorw &ur fr*rri:"::)
t) v€ e la,bf, ftwalff(",€)) + q{r)G(r,€) : _-ua(r}rn{{) sar ehacun d.es iyrter-

'uaJles [a,,{[ er ]€,t].
lj

5/ v€ e la,bf, 
t*@,€)uo(rldr: 

o.

&

I
I fwlr'\l'd,s : !.

,l

b
f
I w(*)f (")dr: 0.

J
0,

26



iii) G est sgrnAtri,q*e et si

Toate saluti.on dn (g.t|) a&rffians (9"16) est d,e Ia forme :

b
f

u(r) : 
J 

*@,€)/(€)d{ * ftta(r), k: d,e.

Exemple 2.2 :

On va rdsoudre le probldme arm limites suivant :

b
f
I us(a)f(r)da: 0.

J

t2^22)

s € [0,1] ,

on a p(r) : d * 0, v.s € I0, {, ra strlution g6n6rare de r,6quation homog.ne (H)
associfu s'€crit elrcor€ :

u(c): A+Be**.

Soit u1 la solution de (II) telle que :

,r(0),: crz :0 
" ffOl- -01 - -1,

donc : A+ B:0 et -A - -!., d'ofi la fonction

,rr(r)*-1 *e-n.

Soit u2 la solution d" (H) ffie que :

*r(r) - gt: a ,t Sg) : -Fr- -1,&fi
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qui donne : C + Be-l : 0 et -Be-, - -1, d,od la fonctisn

ur(r) - -1 *ee-*

On calcule w{u1,"rX€} on trouve :

w(ut,"rX€):(e-1)e-{,

et comme p({) : d, on v6rifie bien que :

d€).(ut,"rX€) : (e - L) : d,e.

On d€duit la fonction de Green :

f (1 - e-")(-1* ee-€)c(",€):{ffi: :.".i( - *-r ) s-

Donc la solutioel du prrfulsme est donnfu par :

"f (-l r ee-rlr(o) : 
Jfffi_t(_r+e-rlerd€. f@#(_i+ e_E)eEp4
o-

: frt" *n-re-ee-,).
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Chapitre 4

Equation d

Le but de ce c&apitre

de Laplaceil, de donner une

de cette 6quation d, I'aide

6quation.

Parmi les €quations les

partielles se trouve sam.s

et l'Gquation de Poismn :

4.L Fonctitrns

D6ffnition 3.1- :

,So?t O tm auuert & R',
u4rifiant I'@uatiort de

Nous allons obtenir

Laplaee

d'6tudier un exemptre des 6quations elliptiques ill'dquation

f<rrrnule de repnEsentation int6gra,le enplicite des solutions

la fonction de Gree* e* d'6tudier Im propri6tfo de cette

us importantes de la th€orie des €qnations aux dfiv6es

doute l'€qalation de Laplace :

Aa:0,

Au:f.

(3.1)

{3.2)

appel,k fancti,ow h,arrn"oni,Ean toute forwti,on w e C2(fr)

sur fI"

propri€tds & hrc k fcnctio*s hareaniqrre_ Nous
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int€grerores sutr des hypersurfaces f qui seront les bords de dornaines CI. dg sera lamesur€ de surface sur f et !* sera le vecteur nonrnal unitaire sur I pointant d, l,ext6rieure
de f,I.

4.I_.1_ Formules et lernrne de Green

Formule dtostrogradski-Gauss : La f,orm*le que naus ailons rappeler est d€sign6e
quelque fois sous le nom formule du fl.ux ou de h divagme-

Th€or€me 8.1 :

SoitT{n,y,z) wnaectewrd,eclssseCl dansflclRs, continascrf,) L)T,de,coord"on_
n6es u1,u2,a3 alws :

[{fra"*fu. 0u"._ f rI l"J (a, + as + u|)dndudz: J J @,vi)d,n, (3.3)
I

'et de m€me pour f,l C IR*.

On appeile di,uergenee de "t la fonetion

div? :#+..... .#, (8.4)

Remarque 8.1 :

La d6rivee de p dans la direction ? mt 6gale a $rp, ?).
No's allons appriquer ra forrnure d'ostnogradski a divers veteurs d.
Premidre forrrr-ule de Green :

Soit d'abord

6 : Vp, (B.s)

alors :

div? - Ap car (?,li): {Vp,i}:y.n t Er\"
Soit rp es$ de clasre C2 dans f,l, on obtient :
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t{{
I J JLp(r,y,z)drdydz 

:
$

{t
I I Ae{o,ildxdv :
JJ

(-,

formutre de Green :

f f #*. po'r f,) da,s rfrs,

F

IH* pour fi daars R2.
r

(3.6)

(3.7)

et t/' deux fonction$ de elasse tr(A) et on prend :

u. : ?V$, (3.8)

If
o

div? + *w#y. &*#l + **py)
+ (Yp,Vr/') + pAq/,.

eA{;dxdyd,z* { { [ Fo,y{4drmyt- - { { -a,l€ ,J 
J t 1dz : J Jv*an.f,)dansR3,(8.9)nr

f f rt
J J wa,rarnu * 

J J (vp,vg) d,cdy : I -H* f,l dans Rz. (s.10)
rrr}r

formule de Green r

En v et ,b dans l+ farmule pffiente, m int{gre et par soustraction. on
dL€montre thfuSilae"
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Th6or€me 3"4 :

ffr'
JJJ@a,t'-ga,e)dxd,ydz 

f ['w ,D'o

rl 
t-z1satp){ttruydz : 

J J WA-r, Ar)dE.CIdanstRs, (9.11)
F

ff

J J troo * gatp)d,rd,y : { tr* -,tfflar. po*r f,i daas rR2. {s.12)0Jroqo\

Lemme de Green :

soi't u e c'z(o) telle que f,t c IR3 et de funiiev l, on sapwse que 1es d,€rhtfus
prent;i,ires dc u sont continues sur O U f.

Sai,t Ms: (ro, W, zo) wn pai,nt d,e {l et

": 
(*- *ilz +fu-ya)z +(r- ro)',lecam6dela distanceentre M eh fu16, (8.13)

alors :

u(no,at, zo) : + f { l:* - "*rifld, - | | f:^urixdyd,z.n dans mf,a.ra)onJrJ Lrdq q 
a

./ , I {1,, 1.0u A. r.l r r 'r

u\norgoJ : ;-2rJ L(ln ;) a, - u 
art 

(t";)-| ds - J / {t" :1xuaxay. f,i dans@.15)
-o

Si' u est hamtonique d,ons un aauert, f,! de IR3, eantenant Ea boule de r*yo* R cerfirte
au Ms, alorsVp < R:

. 1 If
u(to',yo, zo) ': " ^, I I u(o,g, z)d,E, so la sphBne de centre Ms et de rayon p. (8.16)+nP" J ,!

1I.!,,2 Principe du maximum

Th€or€me 3.5 :

Soi't,Q un ou,uert conne&e borvtE de lR'de fronii4re 6{'1. ,9osf u une fowction cantinue



sur {l U EO, harna,oniqu,e d,arr,s {2 et non coyr,stante.

Soit A le nzasinzwwz d,e w ssr f,l U Af,l" &Jors :

Vp e O, u(p) < A. (3.17)

Corollaire 3"1 :

1- Si {l' est uw ocffiert de R' tel, gae {?, soi,t compact et si, w est, harwa,ani,qwe et d aaleurs

r4elles sur f,l et eontinue sur O, alors Ia borne supdri,eure d,e u sur Q esf tdteinte stcr f.
2- Si {l est un conneue de IR* te pr4nci,pe du m,ari*z.am pour les font:ti,orus harmoni,ques

montre qu'urze foncti,on sati,s{ai,sant wne qwati,ow aufi d,6ri,u1es par,tdeJJes d,w second, ozd1e

d'un certas'n type sur un dotwai,ne d€ IR." et, qai, atteiwt sow rnati,mwm &, l,int{.rieur d,u

doma'ine est n4cessadrement cor*tar*e.

Th6ordnre dtunicit€ :

Si' {l est un aaaert de IR'] tel que {t soi,t compact et, si, u1 et zr,2 sont d,eu,x fonetions

harmoni,qwes cantdnues sur fr, tetk que :

U1 ,+ U2 SUr l, alorS U1 * 16t sur $).

4.2 Action du lalplacien sur les fonctions radiales

D6ftnition 3.2 :

on di,t qu'une fonet'ion u($) es* rwdio,le si, elle ne depend, que de r: llr|1.
Elle est naturell,ement d€fini,e snr ua€ coaranne r r I od J € I0, *l et L la sphare

uni,td d,e W tel{,e que :

(3.18)

I : {" : {or, 
.-., ro) € R", ltl : (4,,...,4)i: 1.} ,

o est le aolume de {n boal,e ur4i,t€.
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Propmition 3.1 :

1-) 11 est el,air qrr'une

est ifi/a,iliante par rotation-

Puisque A est invarianf

2) Pour r et de classe

une foncttion radiale:

Corqllaire 3.2 :

Toutq, f anetiax rwdliale

est de la forme :

4.3 Eolutions

Th€qreme 3.S :

Posolus

Alq's E

di,re que

est ane salwtieru

a,u ser?,s fus distrdbutions.

d€finie sur une c{!nrc}r}Ee est radiale si seulerent s'ellb

rotatioa, si ns est une f,oaction radia"le, As est aussi radiald.

et si u(r): dr), alom on a b fwmtile du Laplacien poup

Ao{r}:dn(r) +?d("). (3.1e0

(R'\t0)) si serfierner* s'ellp

(3.20)

(3.21i

harmoftigte sur $rw ffirnrvww

AE:d,

elos llall + ft,

c*frll"ll'**,

1: * log llrll , si n:2,
1,,: 

O=qall"ll'-' , si n) 3'

6fidrrcex$cdre ou foraelcrnerdele elrw Lapircie* dmrs IRo,

gi rt:2,

sin)3.

E(ri

fi{o

{s.22)

(3.23)

c'e,st Q

(3.24)
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Donc on peut mnclut que l,a soluti,on d,e l,fuquation d,e po,i,sson

Au:f,

dans lR.* est dn ta fownn

a{c): il*f. (3.25)

4.4 Fionction de Green pour LaplacienI-vlg r-.(rlfltCt .lttill

on peut naturellement d€fiair des fonctions de Green pour dm autree op6rateurs
diff€.rentiels elliptiques que tre Laplacieaq

d6finition.
en rerapla4aat A pajr wt op€rateur D dans la

I
,,

I

I
I

D€ftnition $-$ :

'sod* Q un ouaert horv,E, de R." et G{x,e) ,mu foncti,onde ft x fr, r, ualears ste*es.
on di't que G{n,f} ot w*a,e fon$inn dn c.rvaw poar d2 si, elre u,rifi,te :
1) Paw ehagte c € f,}, Ea faree&irrr-€ * If(€) &rifi,6t

}I"t{} : E(r _ {) _ G{r, f},

est harmowique dmts e et coragtiruue dcfts C-

2)

(3.26)

G{nr,€) :0, Vc € CI €t V{ e |. (3.27)

On peut toujours pundru

E(n): o#1"-€ll'-",
anaec la maddfieatian hallifueile prrur n:2.
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4'4'L Ltexistence et Punicitd de la fonction de Green
La fonction de Grnen si elle existe, elle doit atre uniqrrc car G(c,€) of solution du

probldrne de Dirichlet suivant :(pour r fu6 drns f|)

Et cornme la solution du probldme de Dirichlet, si elle eniste elle est unique (d,aprds
le corollaire du rnaxirsurn et treur th6or€rne d'unicit6), alors G(c, €) (G{", €) : fl(o _€) _
f1(€)) si elle e><iste eltre at unique.

Remarque $.1 ;

si l'6quation elliptique a des conditions aux lirnite de type Newrnan, xe probi€me est
mal pos€ c'est pour ga une seule condition au bord est suffisante pour l,existence de la
solution.

Propo.sition $.2 :

soit Gla fonction de Green. Alors pour toute fonction a e cs{f,l) verifiant i,€quation :

sur0 ("itf €C(R)),

sur T.

(3.2e)

Ona:

(
I t,{r(" - €) - G{r,€)) : 0, v{ e rl,

I t(" - €) - c{*,€) : Etr - €), v{ e r.

f
u(*) : 

J 
*@,€)/(€)d€ + [ s@ff(r,{)ds({).

a t' ort'

(3.28)

Au: f
U: g

(3.30)

Preuve :

Ona:

G(",€):E(r-€)-F"(€),
(3.31)

ai'ec E(r - {) est un solution 6l6rnentaire de A sur lR.' et ff({) est une foncti,en de classe
c't(R) harrnanique dans {'l est 6gale e," E{n - {) sur f" D'apr6s la troisigrne forrnule de
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Gren nons affolrs :

f r;trt
0 : 

l%(r)au(€)ar+/ffiu,"({)d"(€) -/arerffau"ter, (s"s2)
orr

f

/ r"ten, E@, ()-E(r, {)au({)}d€ : I*/t"tel&E(", €}-s(", €}a,r(o}a{. (r[ - o\]s.(")),c' ,,.

(3.33)
ave* € ) 0 et suffisarmment petit pGur que B* C {J" Appliquons la fomaaule de Gren a'x
domaine O*, nous a\ro[s

f

/ r"ten* E{r,€) - E{r,{}A*{€))a€ : 
I*wut*{o,f} - s{",{}fu*u({))ds({) +

fr-
T

f

J 
("G)+a *E(*,€) - E(', $fu,Eu(€))d4tFa)

r.

Comme

Aa"&'{r,{) : g.

On ra, calculer

et de plus on a par d€finition

Ona:

/<"teru' x*{u,{) - tr(*, {)sas*(€))dr{€).
r"

lJ. ,to,€)aa**(€)o"($l 
s cr-,rngy tel,lirr I "''*

(3.35)

(3.36)
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tend vers 0 et que

tend vers a(r) quaald e -+ [

Additionnoasmai

nous obtenons le r€strltat q

a(r):

Propri€t& :

1) G est qrm€trique sur

G(

2) Pour chaque { e O, la

rxt harmonique da,ns fi.

I

f"r
r.(r)

on en dEduit que

€) - E'(*,€)fu,s"(€))d"(€) + [n6,€)A*(€]4. (3.ss)

*

cette formule (3"3s) avec (8.32) et utilisons la forrnule (8.81)

/*1614"1E1,

c(", €)r(€)*6 . 
/rUt# 

(r, {)ds({}.
F

{3.37)

(s"3e)

(3.40)V(*,€)eOxf).

cr -* E(r - €) - G(r, €),

s8
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