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Résumé

On va étudier dans ce mémoire la notion de la fonction de Green et son
application pour les équations différentielles ordinaires et quelques équations
différentielles partielles comme 1’équation de Laplace et de poisson, d’ou son
intérét principal est la représentation intégrale de la solution de ces équations
différentielles, car la fonction de Green joue un réle fondamental pour le
passage d’une équation différentielle a une équation intégrale.

Mots clés : équations différentielles ordinaires (EDO), équation de Laplace,
fonction de Green, distribution de Dirac.

Abstract

We will study in this paper the concept of Green's function and its application to
ordinary differential equations

and some partial differential equations as Laplace equation and Poisson, where
his main interest is the integral representation of the solution these differential
equations, because the Green function plays a fundamental role in the passage of
a differential equation to an integral equation.

Keys words : ordinary differential equations, equations of Laplace, Green's
function, Dirac distribution.
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Chapitre 1
Introduction

La modélisation de la plupart des problémes physiques, biologiques, ..., conduisent

naturellement & une ou plusieurs équations fonctionnelles qui s’écrivent sous la forme :
Au = f,

différentiel,
ol A est un opérateur intégral,

Intégro-différentiel.
L’opérateur A est défini sur un espace fonctionnel X, u est 'inconnu appartenant a

X, son image f donnée dans un autre espace Y.

Donc on cherche u qui vérifie I’équation :
An={,

avec ses condition aux limites et initiales.

Comment peut-on résoudre ce probléme?

La méthode classique (surtout en absence d’ordinateur) consiste & chercher a tout
prix une expression explicite de la solution u, exacte ou approchée d’ott I'introduction de

nombreux techniques ou notions comme :



1) Solution approchée (méthode numérique).

2) Fonction spéciales (fonction de Bessel).

3) Fonction de Green.

Et ce travail est consacré a I'étude de Pexistence de la solution (méme I'unicité) via la
derniére technique qui est trés intéressante et son intérét principal est la représentation
intégrale de la solution, ou il ne faut pas croire qu’il est facile de construire directement
la fonction de Green dans un ouvert, il est cependant possible de tirer des conséquences

utiles de son existence.

Donc les questions qui se posent sont les suivants :
1) Que peut-on dire sur 'existence et 'unicité de cette fonction ?

2) Quelles propriétés doit étre vérifié?



Chapitre 2
Notions préliminaires

Il ne s’agit pas ici de refaire un cours sur les équations différentielles, mais de rappeler
des résultats essentiels sur ces équations surtout du 2°™¢ ordre pour les introduire, la
notion de la fonction de Green, dont I'usage est trés utile en physique.

Définition 1.1 :

o Un opérateur différentiel est un opérateur agissant sur des fonctions différen-
tiables.

- Lorsque la fonction a une seule variable, lopérateur différentiel est construit & partir
des dérivées ordinaires.

- Lorsque la fonction a plusieurs variables, l'opérateur différentiel est construit a partir
des dérivées partielles.

o On appelle équation différentielle toute relation entre une fonction et certaines
de ses dérivées.

o On appelle ordre de Uéquation différentielle Uordre le plus élevé de ces dérivées qui
intervient dans [’égquation.

o L’équation différentielle est dite linéaire si la fonction inconnue est linéaire par
rapport o ses dérivées et si les coefficients qui les lient ne dépend que de (z,y,...) ; sinon

elle est non linéaire.



2.1 Equations différentielles ordinaires

2.1.1 Equations différentielles du premier ordre

Définition 1.2 :
Une équation différentielle du premier ordre est une relation entre une fonction y

(supposée inconnue ) ; sa dérivée y et la variable z. Elle est de la forme suivante :

y = f(z,y) "forme explicite". (13

F(z,y,y)=0  "forme implicite". (1.2)

Nous supposons donnés un domaine Q de R? et une fonction (réelle) f continue dans

Remarque 1.1 :

Nous dirons que y est une solution de I'équations différentielle ¥ = f(z,y) si y est
une fonction numérique réelle définie et continiiment dérivable dans un intervalle |a, b] de
R (a < b) telle que :

i) z € la,b] — (z,y(z)) € Q.

i) 2 € Ja, b — ¥/(2) = F(@,y(2)).

Exemples 1.1 :

1) y une fonction réelle définie et continue sur la, bl

o = g(z), o Q={(z,y); z €la,b] et f(z,y) = g(z)}- (1.3)

Cette équation signifie que y est une primitive de g dans Ja, b] c’est & dire que si on

fixe ¢ € Ja,b[, on a:

e

y(z) =7+ / g(t)dt, (1.4)

C



o 7y est un nombre arbitraire, on voit donc que 'équation différentielle considérée posséde
une infinité de solutions, cependant la solution est complétement déterminée dés qu’on
impose la condition supplémentaire y(c) = v ot ¢, 7y sont données.

2) On suppose que Q = R2,

f(z,y)=3lyl% et c=7 =0,

2
Yy =3y

) (probléme de Cauchy). (1.5)
y(0)=0

On remarque que :
vi(z) =0, z€R,
y(z) =23, z€R,
sont des solutions du probléme.
Cet exemple montre qu’en général la condition supplémentaire y(c) = 7 peut ne pas
étre suffisante pour que ¥ soit complétement déterminer.
Il est important de remarquer que dans cet exemple la fonction f n’est pas continti-

ment dérivable par rapport & y car on a :

af 25 siy >0,
5?;(5873/) = B e (1.6)
Et c’est pour cela qu’on a trouvé deus solutions.
Résultats :
1) Si f est continue et admet une dérivée partielle continue par rapport & y, le probleme
de Cauchy admet une solution unique (Théoréme de Cauchy).
2) Si f est continue, le probléme de Cauchy admet au moins une solution (Théoréme
de Cauchy Pears).

Voici quelques méthodes pratiques pour résoudre les E.D.O du premier ordre :

-



a) Résolution des équations linéaires :

Ce sont les équations de la forme :

Y'(z) = g(z) + h2)y = f(z,y), (1.7)

avec @ = |a, b x R= {(z,y) eR?: z € la, b, y € R}.
Ot g et h sont des fonctions réelles continues définies sur la,b[, la solution qui vérifie

y(c) = 7 est données par :

i — 7h(t)dt +7‘g(s) exp]h(t)dt ds. (L8)

Dans le cas particulier ou g = 0, ’équation est dite "sans second membre" :

dy ,
o Yy = h(?’f)ya (1-9)

qui a pour solution vérifiant y(c) = 7 :

T I / h(t)dt. (1.10)
(1.8) se déduit de (1.10) par la méthode de la variation de la constante.
En effet, on voit facilement d’aprés (1.10) que :

T

y(z) = B(z) exp / h(t)dt, (1.11)
ol on a remplacé v par ®(x).
Et si on remplace y par (1.11) dans (1.7) on trouve @ (z) et par intégration, on obtient

®(z) et par conséquent I'équation (1.8).



b) Résolution des équations ou f ne dépend pas de 7 :

Ce sont les équations de la forme :

y = fly), (1.12)
et @ = R X ]a, B[, oil f est une fonction réelle continue et définie sur |, 5. On considére
o 1
une primitive ®(z) de 7
y
#() = [+ € Jo, Bl (1.13)
= YRy i ] N -
f@)
g

On en déduit que ® est bijective sur o, 5] donc
z=9(y) &y="¥(z),

ou U est I'inverse de ®.

On considére équation

Y sy @) =1,

f(y(z))

et donc

D(y(z)) =A+z, AR

On conclut que

y(z) = (A +z) = ¥(z — ¢, (1.14)

car \ est déterminée par y(c) =7 = ®(y) =A+c=> A= —c.



c) Equations & variables séparées :

Ce sont les équations de la forme :

V=16 o 10ax]a ], (115
ylc) =7
donc v g(z) et d’apres (b) on déduit que

fy(z))

B(y(o) = A+ [o(0t,

e

avec
x

ylo)=7=2()=A=0=2(y) = /g(t)dt-

c

y(@) = T ( / g(t)dt) . (1.16)

c

On conclut que :

d) Equation homogénes :

Ce sont les équations de la forme :
’ Yy )
= Ji— 1.1
v =1, L7
ol f continue et définie sur |a,b|, et
Q= {(z,y) eR?: g €la,b[, z#0}

On définie

(1.18)

8|

10



Onadoncy=2zz, dony =2z + 2 = 7 est solution de

Z,:f<Z)_Z:,F(Z)‘
z xz

Cette derniére est & variables séparées, donc on peut la résoudre en utilisant {e)

e) Equation de Bernoulli :

C’est de la forme :
Y =h(z)y+g(z)y®  (équation non linéaire), (1.19)

avec o # 0, 1.

Par changement de variable, on se raméne 4 -
2=y = (1-a)y . (1.20)
On divise (1.19) par 4* on trouve :
2 =[(1-a)h(z)]z+[(1 - a)g(z)] = H(z)z + G(z). (1.21)
On obtient une équation linéaire de la forme (a).

f) Equation de Ricatti :

C’est 'équation de la forme :
Y = h(z)y + k(z)y® + g(z). (1.22)

- Si k(z) = 0 = équation linéaire (a).

- 5i g(z) = 0 = équation de Bernoulli avec a = 2.

11



On a une solution particuliére Y1, posons

y=n+=z (1.23)
On remplace (1.23) dans (1.22) il reste :
2 = (h(z) + 2k(z)y1)z + k(z)22.

On obtient donc une équation de Bernoulli.

Il y 2 aussi plusieurs méthodes pour résolus des différents types des équations du

1¢"ordre.

| 2.1.2 Equations différentielles du second ordre

Soient |a,b] C R et les fonctions réelles g, h et & définies sur la, b, Péquation du

second ordre est de la forme :
y" = g(z) + h(z)y + k(z)y, (1.24)

y est deux fois continiment dérivables sur |a, b].
Théoréme 1.1 :
Soit ¢ € Ja,b| et soit v et § réels donnés,il existe une unique solution de l’équation

(1.24) telle que : y(c) =7, y'(c) = 4.

a) Equation & coefficients variables

a.1) Sans second membre : (Cest Péquation de la forme :
Y — h(z)y — k(@) =0. (1.25)
On désigne par N l'ensemble des solutions de (1.25).

12



Définitions 1.3 :
1) On appelle "systéme fondamental de solution de 'équation (1.25) toute base de N.

2) Soient y1, y» € N, on appelle wronskien de 1, et ya la fonction

v1(z) y2()
vi(z)  ya(=)
= yi(z)vh(z) — vh(z)y2().

(1.26)

z — w(z)=det

Théoréme 1.2 :
Le couple de fonction (y1, yo) est un systéme fondamental si seulment st w(z) ne

s’annule pas en aucun point de ]a,b|.

a.2) Avec second membre : Dans le cas général avec g # 0, on fixe {y; et Yo} le
systéme fondamental de 'équation. On peut alors calculer y en appliquant le :

Théoréemel.3 :

Toutes les solutions sont de la forme :
y(z) = B1(z)y1(x) + P2(z)y2(2), (1.27)
ot ®1(z) et ®y(x) € C(la,b[,R) sont solution de :

@ (z)y1(z) + o(z)y2(x) =0,
@) (x)y}(z) + Ph(x)yh(z) = g(z)-

(1.28)

lO Y (7) ni) 0
Alors : ®)(z) = | g(m)w@y)é(m)  B5lo) = yll(i@)g(x)

13



b) Equation a coefficients constants -

b.1) Sans second membre : Ce sont les équations de la forme -
¥'(x) — ky (z) - hy(z) =0, hk e R. (1.29)
On cherche des solutions sous la forme :
y(z) = e, (1.30)

Donc y/(x) = peP® et y” (z) = p’e’®. Par conséquent p doit étre solution de Péquation

caractéristique : p? — kp—h=0.

b.2) Avec second membre (9(z) #0) : 1) Si g est définie par g(x) = p(z)e™ avec

p est un polynéme de degrés n alors il existe un polynéme ®(z) telle que :
Yo = D(z)e"™, (1.31)

soit solution.
2) Si g(z) = 0e™ cos sz + B sin sz on & -

o Si 7 +is n'est pas racine du caractéristique alors la solution est :
Yo = Ae"* cos sz + Be™ sin sz. (1.32)
o Sinon la solution est :

Yo = £(Ae™ cos sz + Be' sin s). (1.33)

14



2.2 Equations différentielles partielles

Définition 1.4 :
Une équation aux dérivées partielles est une relation faisant intervenir les variables
mdépendants x, y,....la fonclion u et ses dérivées partielles. Par exemple si u est une

fonction de deux variables, une E.D.P peut s’écrire par la relation

F(2, Y, Uy, Uy, U, Uy, UigBy wevenene Y= (1.34)

2.2.1 Classifications mathématiques des EDP du second ordre
Ce sont les équations de la forme :

2 2 2 &
a2 g0 | O = 28 4 52 L Fi = g(m,p), (1.35)

oz* 0xdy Jy oz oy
0%u J%u % u Ou

et A, B, C,...., F sont les coefficients de 'EDP, ils sont en fonction de z et y et peuvent
étre des constants.

Selon le signe du discriminant
A = B? - 4AC. (1.37)

Nous obtenons le classement suivant :

1) Si A < 0, VEDP est dite elliptique comme I'équation de Laplace de la forme :

Pu  Pu B

e e el 1.38
Ox? ¥ ay? 0 (1.38)

2) Si A > 0, 'EDP est dite hyperbolique comme I’équation des ondes.
3) Si A = 0, 'EDP est dite parabolique comme I'équation de la chaleur.

15



2.2.2 Classification des problémes aux limites

1) Si l'équation est elliptique, on a un probléme d’équilibre ou de valeur aux limites.
2) Si 'équation est parabolique, on a un probléme de valeurs initiales.

3) Si I'équation est hyperbolique, on a un probléme de valeurs propres.

2.2.3 Types de conditions aux limites

1) Lorsque on a

ult, z,y) = uo(t, z,9y), (z,y) €T, (1.39)

T est la frontiere du domaine €. la condition aux limites est dite de type de "Dirichlet".

2) Lorsque on a

8
53(?5, z,y) = uo(t,z,y),  (z,y) €T, (1.40)

la condition aux limites est dite de type de "Newmann".

2.3 Définition de la fonction de Green

On appelle fonction de Green en physique ce que les mathématiciens appellent solution

élémentaire ou fondamentale d'une E.D.P ou E.D.O de la forme :
Du(z) = f(x)- (1.41)

Les fonctions de Green de cette équation sont les fonctions satisfaisantes U'équation
ot la source f a été remplacée par d(z — §). Si on note G(z,€) la fonction de Green,

alors par définition on a :

ot D est un opérateur différentiel et 6(z — &) est la distribution de Dirac.
Donc la méthode des fonctions de Green fait un usage intensif de la fonction (distri-

bution) de Dirac.

16



2.3.1 Distribution de Dirac

Elle est utilisée pour formuler des solutions a certaines équations aux dérivées par-

tielles. On définit une distribution de Dirac § comme suit .

D(R) —» R

D(R) = C(R). (1.43)
¥ = (0,0) =0(p) = p(0), pe D(R).

Cette distribution vérifiée la propriété fondamentale, que pour toute fonction
support compact :

(z) &

/ 1©)d(z - £)de = f(z). (1.44)



Chapitre 3
Fonction de Green pour les E.D.O

Les fonctions de Green interviennent dans la, résolution de certaines équations diffé-
rentielles. Nous concéderons ici leur existence et unicité dans la résolution, des équations
différentielles ordinaires surtout du second ordre et on va expliquer ¢a 4 I’aide de quelques

exemples.

3.1 Cas généraux de la fonction de Green

Théoréme général :

Soit
, d™y d" lu
D] = (qg(x)dz” (z) + q1(z) e (@) + ogn(z)u(z) = 0.
r / n— dn-lu o{n— dn—rla N
Vilu] = oxu(a) + ... + af ”dmn_l (@) + Bru(d) + ... + BV ) =0 (k=12.n).

Si Uéguation homogéne Dlu] avec ses conditions auz limites Vi [u] (homogéne ou non
Elant linéairement indépendants ) n'admet que la solution u = 0, alors il existe une UNLQUE
Jonetion de Green G(z, §) pour ce probléme (supposons que qo(z) # 0 et (z,¢) € [a, b] x

[a,]).

18



3.1.1 Cas ou les conditions aux limites sont homogénes

Soit (2.1) le probléme aux limites suivant :

( d™u du
w(2) 5= (@) + 4@ =5 () + tal@ule) = F(2), ()
avec les conditions aux limites :
(1) du (n- nd*lu m-nd"'u
) + o0 ol V@) 0+ A0 =0
- dn - dn 1
asu(a) +oz (a) +..to ( Dd — 1(@) + Byu(b) + +ﬁ( 1) (b) =0
d n— d‘n — d
wu(a) + ol = (@) + . + ol Vo (@) + Bau®) + o+ B % b) =0,
(2.1)

Théoréme 2.1 :

On suppose réalisées les conditions ci dessus et on envisage l'équation (**) ayant pour
second membre une fonction f continus par morceauz sur [a,b] .

Alors il existe une solution unique de (**) vérifiant leur conditions aux limites,elle

est donnée par :
b

ule) = [Ca e (22)

a

Preuve :

Si G(z, &) est connue, alors la solution de Du(z) = f(z) s'écrit sous la forme :

ule) = G+ ) = [Gla—e)f(Ei = [ewarese (23)

car :

b
Du(z) = / [DG(z — €)] f(§)d¢ (D agissant la variable z)

a
b

_ / 5(z — €)F(€)dE = f(a).

a

19



3.1.2 Cas ot les conditions aux limites sont séparées et non

homogénes
Soit 2 p
() 75 (@) + 0 (2) 7-(2) + @lo)u(z) = f(a),
aqula) + agj—u(a) =4, (2.4)

Biu(b) + /32—*(5)
Théoréme 2.2 :
Un systeme régqulier dont le systéme homogene associé (H) w’admet que la solution

u =0, soit (x,§) la fonction de Green correspondante et Gy(z) la solution de (H) telle

que :
aula) + 042@(@) =1y X
(2.5)
Bru(b) + By~ (5) =0,
Et Gy(x) la solution de (H) telle que :
aju(a) +a2 =1, ‘
gu (2.6)

Bru(b) + () = 1.

Gi(z) et Go(z) eistes et ils sont uniques, la solution du (2.4) est unique et égale & :

w(z) = / G(z,€)f(€)dE + AG(z) + BCy(z). 2.7)

3.1.3 Détermination de la fonction de Green

Cette fonction de Green G(z, &) est caractérisée par les propriétés suivantes :
1) V& € ]a,b[, G est solution de I'’équation homogéne dans lintervalles [a, €[ et
1,8 (DG =0).

]
2) G(z,&) est continue.

20



3) G(z,¢) posséde des dérivées continues Jusqu’a P'ordre n— 2 par rapport a z € [a, b].
4) Sa dérivée d’ordre n — 1 par rapport & z existe est continue sauf aux point z = 5!

o . . . 1
a ce point il y a discontinuité de cette dérivée, le saut valant ——

(&)

5) G doit vérifier les conditions aux frontidres.

Preuve du théoréme général :

Solent u;(z), up(z), ..., u,(z) les solutions linéairement indépendantes de (*). Voir la
propriété (1), sur les intervalles [a, £] et 1€, 0] la fonction cherchée G(z, &) doit étre de la
forme :

a1u1(z) + agug(z) + ... + anun(z), pour @<z <&,
Gz, ¢) = (2.8)
biuy () + boug(z) + ... + bnun(z), pour £ <z <b,
ici @y, ..., Gy, by, ..., by, sont des fonctions de §. De la continuité au point z = ¢ de la fonction

G(z,£) et d’aprés la propriété (3), nous avons :

o111 (&) + byua (&) + oo + brun(€)] — [arus (€) + a2u2(§) + ... + anun(€)] = 0,
013 (€) + bo115(€) + oo + bl (€)] — [aay (€) + antil(€) + ... + any, (§)] = 0,

........................................................................................

{bé_u_@ d"*lul(aJ . [ " dn*ul(s)} 0

=L+ b,
dé-n—z dé-n-l

Et d’aprés la propriété (4), on a :

a1y (6) I u@)] [ @ wE) I lu(©)] 1
[bl df““l— + ... + by, e } [al o + ... + a, e } = @)
Posons :
¢k (€) = b(§) — a(€) (B=1,3,...,m). (2.9)
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Il vient le systéme d’équations linéaires :

‘

" *u(§) | dPuy(§)

111 (§) + caua(§) + ... + crun(€) =0,
1t (§) + cauhy(€) + ... + cuunm(£) =0

(2.10)

&

Le déterminant du

dgn_f + ¢y d n~12 ot R <+ Cn dgn_g
dn- dm 1
i W e b=
L dg dg %(§)

systéme est égal le wronskien, il n’est pas donc nul. Aussile systéme

détermine t-il de maniére unique les fonctions cx(§)-

Déterminant les fonctions a;(€) et bi(§) moyennant les conditions aux limites. Met-

tons :

ol

Vi(u) = Ag(u) — Bi(u), (2.11)
- aku(a)+a(1) —~(@) + -+ nd — 1( ), (2.12)
= Buu(®) + BOZ0) + .+ BTy,

et d’aprés la propriété (5) nous obtenons alors

‘/;Q(G) = alA;;(uﬁ-{-&QAh(ug)-*—+anAk(un)+blBk('LL1)+bng(’&2)'1‘+ank(un) =0 (k' = 1: 2

Et comme

nous avons :

(b1 —Cl)Ak (u1)+(&2~62)Ak (UQ)-f——F(bn‘-Cn)Ak(ﬁn)-{—b]Bk (ﬁ])+b213k (Hz)+ +b, By ('U,n) =4

@ = by — ¢, (2.13)
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d’ot, d’apres (2.11) :
ble(ul) 4+ ...+ bnl/}g(un) = CIA;C(’U,I) + ...+ ank(un) (214)

Notons que le systéme (2.14) est linéairement indépendant (hypothése).

Ainsi, le systéme (2.14) admet une solution unique en b1(), ..., b, (€), et comme
a(€) = bi(§) — cx(€), donc les quantités a; sont définies de facon unique. Donc on a
démontré I'existence et I'unicité de la fonction de Green G(z, &).

Exemple 2.1 :

On va résoudre le probléme aux limites suivant :

%(m) + g—g(m) =1 ze€[0,1],
u(0) = 0,
u(l) =0.

L’équation homogene associée est :

d?u

du
) x) + EE(.@) =
La solution générale de cette équation est :

u(z) = A+ Be™™.

Les conditions aux limites imposent : A+ B =0 et A + Be ! = 0 qui est satisfait si

seulement si A =0et B =0 donc :
w(z) =0,

donc A!G(z, ).
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D’apres (1) on pose alors :

o, 6) = | @& Fald)e™, Oimsf

bo(§) +b1(§)e™®, E<z<

On doit satisfaire :
(2), ce qui impose :

ag + are ¢ = bo + bie c.
4), ce qui impose :
p
aG oG, . " .
-a—;(§+,§) = %(S ,€) =1 par suite —bje™¢ + ae~¢ = 1.

(5), ce qui impose :

ao+a; =0et by+be ! =0.

On déduit sans difficulté de ces relations :

e—et " e—et b 1—ef e(l—¢€f)
adg — = = - .
0 1—e 1 e—1’ " 1—g’ * g1
Alors : . .
T“i’i(l—e&), 0<z<¢,
Gls,5) = 1 _—e%
T (1-¢f), ¢<z<1
—e

Alors la solution de notre probléme est :

& ¥

wlz) = /1—_—66:?(1 — eb)de + /11_ e_m(l — ef)d¢

1—e —e
T

— 1_8(6—[-:1:—336—66_“”).
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3.2 Cas particuliers de la fonction de Green

Soit sur I'intervalle [a, b] le probléme de la forme :

d du

— —_— 7 — ) Iy

77 P(2)==(2)} + g(z)u(z) = f(a), (2.15)
avec les conditions aux limites séparées :

ayu(a) + oaﬂ%(a) = A,

b (2.16)

Ce probléme est qualifié régulier car [@, b] est un intervalle borné sur lequel p et g sont

bornées et p(z) # 0, Vz € [a,b] sinon il est un probléme singulier.

3.2.1 Probléme régulier a solution nulle (unique)

On considére le probléme de type précédent ; on suppose que le probléme homogene

- (H) associé n’a pas d’autre solution que u = 0. On sait qu’il existe une seule fonction de
Green G(z,€).

- Soit u; la solution de (H) telle que :

dul

- ui(a) = ay et EU_(G') = —ay. (2.17)
. ug la solution de (H) telle que :
d’ll,g (e -
ug(b) = B, et Eg(b) = —f3;. (2.18)

Alors, en notant w(uy, us) le wronskien des fonction u; et ug, p(§)w(ur,us)(€) et une
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constante non nulle et la fonction de Green est la fonction symeétrique suivante :

1 ] &
ZEEORAIG R EES

G(x,8) = (2.19)

st o2>E.

PO w(ur,uz)(€) us(z)uy (€)
3.2.2 Probléme régulier a solution non nulle

On suppose que le probléme homogéne & une solution wg (Du = 0 comme u # 0, on

note u = 14g) non nulle; on fixe :

b

/[ug(m)]2 de= 1, (2.20)

a

Théoréme 2.3 :
Soit (2.15) et (2.16) avec A=0 et B = 0 alors :

i) (2.15) a une solution vérifiant (2.16 ) si seulement si :

b

/ug(x)f(:c)daf = (2.21)

a

i) Il existe une fonction de Green G(z,&), caractérisée par les propriétés ci apres :
1) G(z,&) est continue.

2) Sa dérivée par rapport & x existe est continue sauf auzr point x = £, a ce point il y

. . : 1
a discontinuité de cette dérivée, le saut valant ——

p&)

8) G doit vérifier les conditions auz frontiéres.

4) Y€ € la,b], gj{p(m)g(m,@} + ¢(2)G(x,€) = —up(z)uo(&) sur chacun des inter-

valles [a,£] et J€,b).

5) V¢ € Ja, b, }G(w,&)uo(x)dw =
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ii) G est symétrique et si
b

/ uo(z) f(z)dz = 0,

a

Toute solution de (2.15) vérifions (2.16) est de la forme

Wz} = /G(a:, §f(E)dE + kug(z), k = cte. (2.22)

Exemple 2.2 :

On va résoudre le probléme aux limites suivant :

LdMu Ldu .

e d—ﬁ(uz:)-f-e ﬁ(:c)—e z€[0,1],
u(0) = 0,
u(l) = 0.

On a p(z) = €® # 0, Vz € [0, 1], la solution générale de 'équation homogene (H)

associée s’écrit encore :
u(z) = A+ Be™™.

Soit uy la solution de (H) telle que :
duy
w(0) =as=0e ;- (0) a;
donc: A+B=0et —B = -1, d’oit la fonction
w(z) =—-1+e".
Soit uy la solution de (H) telle que :

d ~
wa(1) =B =0 et —2(1) = —f, = -1,
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qui donne : A + Be~1

uy(z) = —1 4+ ee™®.

On calcule w(uy, us)(€) on trouve :

w(uy, ug)(§) = (e — L)e¢

et comme p(¢) = €f, on vérifie bien que :

p(Ow(w,u9)(§) = (e—1) =

On déduit la fonction de Green -

Clz,8) = (1- ee‘g)_(—ll +e7%)

(1—-e)(-1+ eet)

e—1

Donc la solution du probléme est donnée par :

u(z)

T

/Liiﬁih1+e%é@+/k

0

1—e

(e+z —ze —ee™®).
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Chapitre 4
Equation de Laplace

Le but de ce chapitre est d’étudier un exemple des équations elliptiques "’équation
de Laplace", de donner une formule de représentation intégrale explicite des solutions
de cette équation & l'aide de la fonction de Green et d’étudier les propriétés de cette
équation.

Parmi les équations les plus importantes de la théorie des équations aux dérivées

partielles se trouve sans aucun doute ’équation de Laplace :
Au =0, (3.1)

et I'équation de Poisson :

Au = f. (3.2

4.1 Fonctions harmoniques

Définition 3.1 :
Soit 2 un owvert de R™, On appelle fonction harmonique toute fonction u € C%*(Q)
vérifiant l’équation de Laplace sur Q.

Nous allons obtenir quelques propriétés de base des fonctions harmoniques. Nous
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4.1.1 Formules et lemme de Green

Formule d’Ostrogradski-Gauss : La formule que nous allons rappeler est désignée
quelque fois sous le nom formule du flux ou de la divergence.

Théoréme 3.1 :

Soit ?(xvy,z) un vecteur de classe C' dans Q R?, continu sur QUT , de coordon-

nées vy, vy, vs alors -
0 ) : -
//]‘5% + %2 & %)dxdydv = //(7, 7)dEB, (3.3)
Q P

el de méme pour Q) C R2.

On appelle divergence de T Ig fonction

div?y = g—z S g;’n (3.4)
Remarque 3.1 :
La dérivée de ¢ dans la direction o est égale & (Vp, ).
Nous allons appliquer la formule d’Ostrogradski & divers vecteurs .
Premiére formule de Green :
Soit d’abord

v =V, (3.5)
alors :
div? = Ay car (V,7) = (V, 7 = gi;

Soit ¢ est de classe C? dans €2, on obtient :
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Théoréme 3.2 :

/ / / Ap(z,y, 2)dzdydz = / / dE. Pour ) dans R®, (3.6)
Q

//Aga(x,y)d:cdy = /8—nd8. Pour Q dans R*. (3.7)
Q r

Seconde formule de Green :

Soit ¢ et 1 deux fonctions de classe (2 (©2) et on prend :
v = oV, (3.8)

alors :

oz | 3 Sy 0 o 9 aw
= <V90,Vw>+soﬁ1/}-

Théoréme 3.3 :

/ j{{ | / pAYdzdydz + / ! / (Vo, Vi) dadydz = / / +-dE. Q dans R*(3.9)

//cpA?/)dmdy—i-//(ch, Vi) dzdy = /gp%;ds. Q dans R%  (3.10)
Q Q j i

Troisiéme formule de Green :
En change ¢ et ¥ dans la formule précédente, on intégre et par soustraction, on

démontre ce théoréme.
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Théoréme 3.4 :
" ‘/ , \ ai/} 3
(0AY — pA)drdydz = / (P - w-—)dE Qdans RS,  (3.11)
" o r

//(@A?,b — YAp)dzdy = /(go%% — ’g—g)ds Pour  dans R%.  (3.12)
Q r

Lemme de Green :
Soit u € C*(Q) telle que Q C R® et de frontiere T, on suppose que les dérivées
premiéres de u sont continues sur QUT.

Soit My = (xo, Yo, 20) un point de Q et
r? = (z—z0)? + (y — 40)? + (z — z0)?, le carré de la distance entre M ot My, (3.13)

alors :

u(To, Yo, 20) = / / [3‘9_“_ =5 JdE / / / Audzdydz. Q dans RE.14)

1 1, 0u 0 .
u(Zo, Yo) = - [(ln ;)57—} — u—gg(ln ;)J ds — //(ln ;)Aud:cdy. Q dans B215)
r o

51 u est harmonique dans un owvert Q de R3, contenant la boule de rayon R cenirée

au My, alors Vp < R :

u(zo, Yo, 20) = 1 u(z,y,2)dE, S, la sphére de centre M, et de rayon p. (3.16)

4.1.2 Principe du maximum

Théoréme 3.5 :

Soit 0 un ouvert conneze borné de Rde frontiére 9. Soit u une fonction continue
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sur QU 09, harmonique dans Q et non constante.

Soit A le mazimum de u sur QU 9Q, alors

Vp € Q, u(p) < A. (3.17)

Corollaire 3.1 :

1- St Q est un ouwvert de R™ tel que Q soit compact et si u est harmonique et a valeurs
réelles sur §) el continue sur Q, alors la borne supérieure de u sur Q est atteinte sur T.

2- 5i Q est un connezxe de R" le principe du mazimum pour les fonctions harmoniques
montre quune fonction satisfaisant une équation aur dérivées partielles du second ordre
d'un certain type sur un domaine de R" et qui atteint son mazimum & Uintérieur du
domaine est nécessairement constante.

Théoréme d’unicité :

Si Q est un owvert de R"™ tel que Q soit compact et si u; et uy sont deux fonctions

harmoniques continues sur Q telle que :

u; =ug sur I', alors uy = uy sur . (3.18)

4.2 Action du laplacien sur les fonctions radiales

Définition 3.2 :
On dit qu'une fonction u(x) est radiale si elle ne dépend que de r = llz]| -
Elle est naturellement définie sur une couronne I x 3" ou I € |0, oo et 3" la sphere

unité de R™ telle que :

Z = {a = (01,..,00) ER?,|o| = (07, ...,Ufz')% = 1.} :

o est le volume de la boule unité.
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Proposition 3.1 :

1) Il est clair qu'une fonction définie sur une couronne est radiale si seulement selle
L est invariante par rotation.

Puisque A est invariant par rotation, si u est une fonction radiale, Awu est aussi radiale.
= 2) Pour u est de classe C? et si u(z) = ¢(r), alors on a la formule du Laplacien pour

une fonction radiale :

Au(z) =¢'(r) + 24 ). (3.19)

Corollaire 3.2 :
Toute fonction radiale est harmonique sur une couronne (R™\{0}) si seulement s’elle

L est de la forme :
u(z) = clog|z|+co, sin=2, (3.20)

w(x) = c+elz|*™, sin>3. (3.21)

4.3 Solutions fondamentales du Laplacien dans R”

Théoréme 3.6 :

Posons
E(z) = —il%log lzll, sin=2, (3.22)
1 2—n .
E{zg) = v lzl|™™, sin>3. (3.23)

Alors E est une solution élémentaire ou fondamentale du Laplacien dans R, c’est a
dire que
AE =4, (3.24)

au sens des distributions.
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Donc on peut conclut que la solution de Uéquation de poisson

Au = f,

dans R™ est de la forme

u(z) = E  f. (3.25)

4.4 Fonction de Green pour Laplacien

On peut naturellement définir des fonctions de Green pour des autres opérateurs

différentiels elliptiques que le Laplacien, en remplacant A par un opérateur D dans la

définition.
Définition 3.3 :
Soit Q un ouvert borné de R™ et G(2,£) une fonction de Q x QO ¢ valeurs réelles.

On dit que G, §) est une fonction de Green pour Q) si elle vérifice :

1) Pour chaque z € Q, la fonction &€ — H(¢) vérifice

est harmonique dans Q et continue dans €.

2)
G(z,6) =0,Yz € Q et V¢ eT. (3.27)

On peut toujours prendre
1 2-n
E Y L .
@ = G le— e,

avec la modification habituelle pour n.=2,
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4.4.1 L’existence et Punicité de la fonction de Green

La fonction de Green si elle existe, elle doit étre unique car G(#,€) est solution du

probléme de Dirichlet suivant :(pour £ fixé dans Q)

A(B(z-§) - C(z,8) =0, veeq,

(3.28)
E(z—¢£) - G(z,8) = E(z—-¢), veerl

Et comme la solution du probléme de Dirichlet, si elle existe elle est unique (d’aprés
le corollaire du maximum et leur théoréme d’unicité), alors G(z, €) (G(z, §)=E(z—¢)—
H(E)) si elle existe elle est unique.

Remarque 3.2 :

Si I'équation elliptique a des conditions aux limite de type Newman, le probléme est
mal posé c’est pour ca une seule condition au bord est suffisante pour l'existence de la
solution.

Proposition 3.2 :

Soit G la fonction de Green. Alors pour toute fonction u € C?(Q) vérifiant Péquation :

Au = [ surQ(onfe c(Q)), (3.29)
u = g surl.
On a :
oG
u(z) = [ G(z,8)f(&)de + 9(&)5—(z,&)ds(¢). (3.30)
Jewonox frog,
Preuve :
Ona:
G(,) = Be — &) — H,(¢), (3.31)

avec E(z — &) est un solution élémentaire de A sur R” et H() est une fonction de classe

C?(Q) harmonique dans  est égale & E(z — &) sur T. D’aprés la troisiéme formule de
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Green nous avons :

0= [ H(€)Au(e)as + / 2= (eue)ds(e) - / H (5)-—(5 Jas©), (3.3

Q

et de plus on a par définition

| OB, (e, )A€ =g [ (@0, ECr, A, (01 = 2\51(a)
Q - (3.33)

avec € > 0 et suffisamment petit pour que Be C U. Appliquons la formule de Green aux

domaine €., nous avons

[ 0B 6) - B 9au)as = / (u(€)07. (7, €) = B(z, )0 cu(€))ds(@) +

/ (u(€)25.¢B(2,6) — E(,€)05 cu(§))ds(g4

Comme
AeB(x,£) =
On va calculer
[ 0995.¢8(0,6) - 5z, 03 cute)aste). (.39
/
) On a
[ B 007 au@)ase)| < o max ], (3.36)
- Te(z)
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tend vers 0 et que

1 X
| w0000 = -1 [ 1080, (337

Te(x)
tend vers u(z) quand € — 0, on en déduit que
ue) = [(WO27.8(r,€) ~ Bla, 07 cu©)as(e) + [E@onueie 33
F Q

Additionnons maintenant cette formule (3.38) avec (3.32) et utilisons la formule (3.31)

nous obtenons le résultat que nous voulons

oG
= [ G(z,8)f(£)d€ + ,€)ds(§). 3.39
u(2) / (@.8)1(0) / 9(6) 5 (e (339
Propriétés :
1) G est symétrique sur  x 0 :
G(2,8) = G(¢,z), Y(z,8)eQxq. (3.40)

2) Pour chaque £ € Q, la fonction :

est harmonique dans Q.
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