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R6surn6

iTli#1ffi ;:H "#*H,i'TJimation de'erreur et ra convergence de
aux iimites en iimen"ion un;il;iln'iJl,J;rf 

i,lj#:$ffihTiau bord' Nous introduisons 
"".rii" *utrrode num6riqu. d"r'diff6rences finieset nous estimons un facteur A. "**rg*ce de Ia solution.*L"$&ak ru



fntroduction

-t'es m6thodes artern6es de Schwarz ori subit crepuis ieur int'oduction parschwarz en 1Bg0 un d6reropp"-""t ,ruurr." et trJs acc6r6r6 duLrant res troisdernidres d6cennies. cec,i est ao J*lorrement ", ;;;;opement concid6_rable qu' a v6cu re mondle a.r orainutuurs crurant cette p6riode.ces m6thodes apper6es a'ssi 'i,nuiil"j.r de d6composi;,J;;" so's domaines,,permettent principarement dans Ie cas num6rique de r6duire rles systdrnesmatricie'es de grandes,ta,'res a aur ryJomes mairicie'". a" petites ta'les fa_ciies et moins cooteux de point au ,r.rJ iesorution num6rique. E'es permettentaussi de transformer cres probr6m". uu" rimites o..; ;;;;es r6gions A 96o_
,Hlilr]:,T1fi|.3. 

*' erlemble ao p,or,ro,',.''o*;# dl. .o,,. clomaines
L'a premidre id6e d 6t6 introduite par Schwaiz, c,est pourquoi une attentionparticulidrc a 6t6 accord6e et un r;;; important de travaux r6aris6s depuisplus de trois decennies sur r" -utir"I" ,irern6e de Schwarz en particurier et lesm6thcdes de cr6composition en sous ao-uirr", sur res 6quations aux d6riv6espartielles, et plus pr6cis6ment avec.";;;.

moddle u.,"" iu 
"olairior. de Dirichle, urffitt 

pour un probldme elliptique
Quand aux diverses et im'ortunt", ,uirorrs qui ont conduit a la popurarit6de ces m6thocles. cela peut 6rre r.6sum6 dans le fait qu,elies,
- 1' sont bien adapt6es -allx macrrines paraildres dont re d6veioppement etles caract6ristiques rl€r cgssgnl de s'accr.oitre,
2. poss6dent un int6r6t math6rnatique intrinsdque,
t 

;r"":::t 
s'appliquer d des probldmes d6finis sur des g6om61;ries com-

4, possddent une base thriorique solide,
5' faciiitent 

'ut'isation 
des sch6mas num6riques diff6rents porr chaquesous probldme, par exemple, 6l6ment finis, iiff6rerr"", nr"r...,..,..,



6. et peuvent 6tre combin6es ar
,,,"nesresm6thodes*"riio,,rJr"Ji:ffi:Hff-i::,?ff*;;,3;,j"0"-

-1"tfff.Tr"Jlodes peuvent 6tre vues comme des algorithmes de type ,, diviser
Dans notre travail nous allons appliquer cette m6thode d un probldrne devareurs aux rimites en dimension uiioun, le premier chapitre nous d6finissonsle proc6d6 arterlajif d" s.ir*"r, four un probldme de uur.r^ aux limites aveccondition de Dirichret, nous p-*or* u,' th6ordme d,esiimution d,erreur, puisnous introduisons Ia m6thode des diff6ren""" il;.1; deuxi.me chapitrenous 6tabrissons Ie proc6d6 de schwarz pour un probrdme aux limites aveccondition de Neumann au bord, nous d6mon**", -"" rJ*]!-a!-{9*gggy-e_$_e_1rc"edp"Jesglgt{o3, puis.nous appliquon-s'ta *uirr.a-" a";;:;;"""s finies. Et pourvalider notre th60rie nous p.e.u"to* un test num6rique d,un probldme auxIimites en une dimension avec coldilion cle Dirichlet.



Chapitre .L

Proc6de Alternatif de Schwarz
pour un Probneme aux Limites
de Dirichlet

1.1 Position du probldme
soit l'6quation diffdrentieile du 2io'"orclre d6firrit sur un intervaile born6 j0, 1f,avec des conditions aux liraites cle Dirichlet,

(d2ut
| -i;r" i q"y : .f (r), dans e
\ u(o):o
( y(l):b (1)

of q est une constante f,a et b sont donn6es.

on sait que ce probrdme admet une sorution unique et on peut la carcurerpar des m6thodes anaiytiques ou num6riqires. Dans ce trara'nous ailons ap_pliquer une aut'e -9-t1"a. ptu. gerrJrd. et moins cofiteuse, c,est ia m6thodedu proc6d6 alternatif de Sch*ari.r, uJruee ,,pAS,,

L.2 Proc6d6 Alternatif de Schwarz
On divise le domaine f) en deux sous domaines f,)1 et f2z tel que

$o Qz#a

7



on pose O1 : ]0, nn[,ez:]rt,l[,otJ 11 { frp, ortnote Ia distance

d : di,st(r1, r1,)

et

rp:rt*d
ainsi le probl.me (1) est 6quivaient aux derrx sous probldmes suivants,

| -# * q2y : f d,ans e1
\ a(o):o( s(*r): r(r*) (2)

et

I -# + q2z.: f (r) dans e2

I 'o,'lrl:';''
ori la solution y du probldme initial (1) est d6finie par

,tt= 1u dansf),
" t zdans02

Les points rt et rn 
32nt 

appel6s pseudo frontidres locales.le proc6d6 atternarif d" ,"h;u;;;r"il'r",* 
:Etant donn6 2@ @) valeur rJr"r",'il.uvons Ia suits 9(r+r)

t -4#2 * q211krr : .f (*) ,l,ans {)1

1 ' 
'(t';t) 

(o) : o
I y('*t)(**) : sQ)@a) ,i :0,r,2,...

et Ia suite z(i+l)sur f)2 solution de

t -t#! ,* g.2zu+r) : f @) dans {t2
1 , z.(."n1) (rt) : ,tt+l (r,1
( zt'+t,(l) : b i:0.1 L

(3)

Nous d6finissons

sur Q1 solution

(4\

(5)



1.3 Estimations d'Erreur

;;rTtr"%f)oi"'ot"tion 
exacte clu probidme (1), l'erreur de Ia solution du

"o@):y.(*)-r{r)@)

et celle du probldme (5) par

g{t)@):g"(r)-r(t)@)

iffiJx,llt.tffrde 
(1) et (4), (1) et (b), nous obrenons deux sous probrdmes

(6)

et

(7)

calculons les solutions. de (6) et (T). on pose eu+t)(d : srx ,de r,6quationcaract6ristique on obtient

,r+Q, :'o
=+ 12:q2
=+ Tt,Z: tQ

eu+t) 1rr' : cree, + c2€-e&

e(r+1)(O) r= 0

=+ Ct * cz:0
/' =+ c2: 'c1

uU.+r) (re) : B0 @,,) +
clgQnx _ c1e-Qrx = g(t) @t)

:3 ". - 
E@(*r) _ p(il(rt):_- eqrh _ s-enn 2sinhqr1,



ce qui donne

eu+D(4 : ,!?!"-r) u* - E(o)(**) 
--0,2sinhqra" - rffi;;;" ,-

: 2sinhqr 
nu)r^ t

2 sinh qr1," \r'k )

donc

eG+\@): ++ga E,(n)(rr) sur O,SIn.h {,r7"
De la m6me manidrr
on trouve 

3 0n pose EG+I)@) : srn, de l'6quation

(8)

caract6ristique

-r'+gt :

-
-p(i+l) 1*1

\* 'lp(i+l) r t ',u\r/=
qeq f srs-e :

=>
p(t'+t1 

1 *.,\* t./

:
:+

Eu+l) @) :

n

,rr--^.' -u
rt;z: *q
Cteq* * C2€-at

0

0

c2: -grg2Q
clgQrt - cle2qe=qrt

l;!1\,
e,- , -,lfrt)

"(i+t) 
1r,1C1:_-. ' "'- eqrt _ e2qe-qtt

f^-
I e" e2q o-q, 'l| _ : : Ip1+r)l*.\leu't - e2qe-q,, p,t,r _;i;4i I "'" 

' ^'\n,,

ee [s-adr - ese-sr]--;L-----------=l .(i+t) r ^ teq Le-cestr - ses-aql" \Lt)

st\-l+t) _ ga\-t)

ecer+q) - AC=;; "(t+r) 
(r)

donc

E(i+l)(r): ##8* u(;+r)@l sura2

10
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nous d6montrons un th6ordme d,estimation d,erreur.

Th60r6me 1.3,7 Les erre,urs rerati,ues aur probrimes (+) et (5) sati,sfont tes
est imat'ions su,iu antes

Ie$+,)@)l I po(rt,rk) llu-r)@il| dans dt1,v,i : 1,2,... (10)

lntt+r)1111 { po(rt,re) leu)(r1)l d,ans e2,yi, :0,1,2,.. (11)
od pn est le facteur d,e conuergence

i 

"r 
'i' "

p^, ,(rt,rr) : ( Y!3!!) (s;'h q(r - r*)\
\sinhqra/ \sinh qF:A ) G2) +, r . r

Preuve' Associons res conditions aux rimites aux sorutions (g) et (g) ,' .:, ;:

"(t+t)(r1) : ffino611slnhqrk

: sin_h, qrt 
. sinh q(I - z/") 

-U) r _ t, sinh qr a sinh q(i _x, e' ' \'r;r ) , ,i
on pose

ntr. ry.\_ sinhq"z1 sinhq(l_rr) 
.(

ro\..r.tuki - -l--:--. snh qra sinh q(l _ 17)

"(t+l)(r) : po(rt,re)e(i)(r1) 
(13)

de m6me

Bu+\(r1) : lfkg:i4 e(i+t)(,,)srnng(L_rt)

: ri',hqq_lll I'r!g E-(,)r- r
sinh g( 1 - :r7 ) sinh q4- \L k )

on pose

Po(rt, rr"): :Tttg"' sinll q(1 - zr)
stnhqrp sinhq(1 _ z7)

11

\



donc

BG+t) @1,) : po(rt, rr)n(i) 1rr7

sinhor: 
sinn-fiE\')(ru7
sinhqr: 

ffiqapo(q, ra)Eu-t) 1sr1

/ sinir oz I

l.tffi i 
P,(rL, r ) lttt-lt 1r*11

Po(rt, rr) lo{c-1) 1rr)l

(14)

ev+l)@)

leti+l)@71

avec

C.Q.F.D. r
Corollaire

I sinh qa I

l.t"hel 1' 7'Yt €lo,te[

;{

t,'
:. "' ..t'+

"( 
t*'

i' {-et

Bti+rt @) : sinh(l - r) -(i+1) r _ t
sinh{l - ,,)" \et)

: al!fl - "rsnh{r j) P'(tz' r *) e(i) (r )
',,,' (. 

-4

lO{t+t)11:.1 a lsinhq(1 - z) I\ I'inffi lrr@', 
rp) le{i) @)l

telle que

/sind(r _ r) I

I '*qiI -,; i < 1' vr e ir1' 7[ '

1.3.! On a les estimations su,iuantes

l"trt 1r7l < (on@,, rr))e-tt 
ln@) @r)l d,ansel

lattt@)l { fun@,,rr))(t-tt IE@(*r)l dans e2

\ ,'*"'t'l'n-f3"

et

T2



En effet, de I'estimation (10), on a

let;) 611 { Po(rt, r k) IEQ-2) @ ill
appliquons (14) on aura

l"(o) (')l . pq(rt, rr)pr(rt, rt") le{,-sl1r^11

on pose m: ,i * 1, alors

luo)(*)l <. Lpr(rt, rr)lo-, 
ln@) @r)l d,ans e1, vi : !,2, .., (15)

de fagon similaire, de l,estimation,(11) on a 
:

lntttlrll< Po(rt,r,)lt-D@)), d \ ! r, ;.appliquons (15) on obtient \:qj:---,/ ",.1 i : ;'i

lntttlQ!

lP(q @\ < Lpo@,, rr)ln-t !p(o) (rr)l d,ans e2 , y,i : r,2, ,..

Nous donnons maintenant un th6ordrne d.e convergence des suites de schwarz(y{t+t17 et (zQ+t)) vers la solution exacte du probldme (1).

Th6ordme I.8.2 On a

iimc(i)(z) -o v.rco" ,* E Jll?._e

lim E(')(r) :0 yr € ez

411-
rj\

et

13



plus pr€c,is6rnent, on a

]*y("):y*,vz€et
et

fr"tO:A",Vr€dlz.

fi:L"";::t:1T"* 
t;'Jr',T,i: conversence 0 S p 1 

,7,arors du cororaire

L'4 valeur Maximare du Facteur de conver-
gence

Posons

rk:q+d
de I'expression (I2), on aura

pn(rt,rt+ d.) : ( - :in:|q'rr ) /sirih q(7 - rt-d)\' 
\sinh q(rr + ,r) ) \- slnhi! _;f ) (16)

soit d fixe

pn(rt,rt * d,) : coslq(.7 - d) - coshq(2rt - 1+ d)

A :o.h 1(r + d) _ cosh q@] 1 _,@
?Pn 2qsinhn(,
1rt - ("* hq(l+c/) _ cosh q(2rt _ j. + d))"

posons

0p^
-_:_: : o
ort

+ 2qsinhq(2q - 1+ d) :0
:+ q(2q - 1+ d) :0,q l0

I4



donc,on obtient

1.5 Taux
5- " *'i:

Corollaire 1.S.1
uErifie

En effet

dans ce cas ie facteur de converg ence pn(r1,rt*d)atteint sa valeur maximale 
.ia- 

T

T#Po@,,rt*d) : pr(+,fl
: ( \*,?!Tt \/sinrrq(r-?:e\

\sinh qe +d) ) \Gil<r_Ri-l
: (Yi"!rrT'| /.*rnr#l)

\sinh q(V) ) \.inr,n1$47

7-d
"2t (1,7\

\r r,/

. 
t*d, : (Yt'nt#r\'' 2 '- \sinh?Bi/

de Convergence

Le taur de conuergence d,q, proc€d| altematif d,e Schwarz

R>*rnp;},ffi

. l_d L+d\ .,"..,,,Po(r*,ri{pq(:, , 2 t

- ln pn(r 1". *t) ) - t" pr(T, il
=+B> -inpnll-- 

j,L*f

;2',2/

(18)
,r-d

Pql--z -

.{. 
'

[,'' "^- L.t,Lq ,



1.6 Cas Q:0
Le probldme est

de (12)

pa(rL,r*) : 
!g\@t,nn)

( -#: r@)
\ Y(o) :( s(1) :

et en utilisant la rdgle de l,Hopital

fans Q
q
q

[n 
obtient

,.rr, lsinh qrz . sinh q(i - 16)]'
a-o fsinh gr,p sinh Oftq
tr^ rrcoshqrlsinhq(l _ rr)!ul-,'/

rp(7 - r.1)

Ps(r1, tk) :

(7 - rn) s!n! qrt cosh q(I - rt )
\t - e)anhqrp cosh q(1 _ 17)

ainsi

pour

ona

(1e)

(20)

qui est la vaieur maximale du facteur de conv$rgence p6(r1,r1").

IO



7,7 probldme d,Ordrr
soit le probrdme sous Ia forme ***ur' 

]' 
cas G6n6ral

| -# + 2b#. r,: : r@) d,ans eI 
'[?i 

:P QD

Appliquons le proc6d6 alternatif de Sch,erreurs retatives aux deux ."* or"uiurrl] 6:%Iffi 
Ql) et calculons les

Soit le probldme 
--- r4vvru'l

| -e#! + zuff + Q2e(1+t1 : o d,ans d),I ",,.,ii,-j(9 
: o

de l'6quation caract6ristique on trouve 

' al)@D

-r'+2braq2

: 4b2+4q2>0
_2 -2WTF

-2: b - ilwToz

,(;'+t) 1r, : ., ebT'4/p*rr, ,- \&) - wIE . 
T

A

t7

T2

+VvaV

uo-4uFf,P,
de plus

et

eu+') (o): o =+ cr * cz: , 

f 
cz : _cr

3r,
' "l

s@@a)

I7



oG+t1 1*' - E@(ro) r 

-
. \L) : p 

lru,prE*l", _ 
"_/tre,1"bar fut/b2+q2rr 

* u*/tr*rr"rf L' (c' 
l

donc

eo+,)(r) : "-uo'-offffiEu)(*r),sur d,1 (22)
Soit le probldme

! -e#! *':,:F * q26t+t) : o d,ans e2

I u".')lfl)'6'('-)('')

de la m0me manidre on obtient

E(t+tl ,*, - "-01,,-,7 
sinh yFTqz (r - ,) ou+r11 n..ri"h$t+ qr(r - ,,)' ,*') surA2' QJ)

Si on pose le facteur de convergence

Pon(rt, rr) : 
"-2b(t1"-r1) 

( ti'n 4TF',\ ( "i"n JPIAQ - *,) \ .^ .,\sinhJFq;)\W) e4)
alors

u(,nr)(",) : 
"-b(r1"-r1) 

(snhJF +Prt\ p(nt,- ,

\sinh /u,4"k)" \Lk)

: 
"-b(xa-r) 

( t:"! qTA,r,) 
"-u{"0-,,) 

(sinn t/uzi@G -r*)\ .\'ini@*r1" \ffi )"'o'(*,)
: u-2b(2,-21) ( ::r! E*,) (@\,,u,-,

\sinh {u, + qrrr / \ sinh JF +Afr _ A ) 
.' 'r*,t

ce qui donne

uU+l) (r) : pbq(nt, r1,)e@ (r1,)
de la m6me fagon on trouve

BF+L) (n1") : puo(rt, r)801a,7

1B

''. i.,:

(25\

(26)

,"...r ri ;i; i-i.

L,I



Th6or6me r.7.1 (estimat'ions d,'erreur) : Les erreurs d,onnEes par res er_pess,ions (22) et (28) sati.sfont les estimations suiuantes

IeQ+l)@\

lntt+l) @)l

Preuve' on procdde de ra m6me manidre que dans le th6ordme pr6c6dent.

t

1.8 Probdme Discret

Dans cette partie nous approchons re probldme d.e valeurs aux rimites parun autre probldme discr6t en utilisant la m6thode des diff6rences finies. ondivise l'intervalle J0, 1[en r/ sous intervates de rongueu. l]" p*l A : s. onconsiddre les_points du r6seau rj : jh, j : l,Z, ..., N _ f .Lu d6riv6e seconde
;# est remplac6e par les diff6rences finies centraux

d?a _yj-r-2yi*yi+,
d*, 

:'---7f-, j : I,2,...,1/ - 1

en substituant dans le probldme (1), nous obtenons le systdme rin6aire

[ -ut-t + (2+ q2h')ai -aj+r : h2fj, j : r,2,...,N -Lr ;;:3 \4t I r. '

'j

or)

aj=y(rj)=y(jh)

on considdre ies deux points fr1 et r7" de ra p.reudo frontidres ters que / < ftet k:l+ D, on note 2e: (2+qrhr), alorsie proUfo_" (iZ) est 6quivalent
d la r6solution des deux systdmes suivants

( -ut-, +2Qat -aj+t : h2fj, j : 1,2,..,,k - L)
) ,o: o (29)
\ yk: zk

19 
u' \t '

\l 
jr'



et

-zj-r+2Qzi - zj+r= h2fj, j:[+L,...,N _.J.
zt: Ut
zrv:b

ot I > 1. on d6finit re proc6d6 arternatif d.e schwarz discr6tEiult donn6 zl(0) . . '--'
k valeur rnrtrale, trouvons les suites discr6tes

lo+t)lresp r:o*i)) solutions dej

(2e)

aj

suit.
Schwarz

(30)

(31)

(32)

(33)

I
et

I
I

et

I
I

( -rj\' +2Qa9+D - a::i,D : h2fj,

1 a[o,t -'j[,i' ,' 
:,o: 

o,

-r:\t) * 2gz\i+t) - r:'it..:.hz fi, j : t + r,r + 2,.,,.Iy' _

. -.rlnn') - ,(t'+t)
,jJ*') :b, i:0,I,...

On d6signe par A; la solution discrdte de (27) et les erreurs par

u:n) : ai-v|
E;': ai-rln

ainsi les erreurs satisfont les systdmes suivants

-":::, * 2es\i+r) - *,!1,,,: o, j : t,2,...,k _ 1

ed'''' : 0

ef;+t) : g(,), ,i :0,I,...

-E:\t *2gs\i+tt - 
"f;il;!,..1n*,1 

:r*7,t+2,..

EX+1it: o , i':0,1,...

20



1.8.1 Calcul du
On note par

Facteur de Convergence

cherchons la solution
1,2,3

11 : A+\/Qf1
12: A-/AT1

rt*rz : 2Q

T7'TZ = 1

du systdme (32).On a par exemple pour

( 
"8"

l:;:
eri utilisant ia m6thode de

1' * (r, + r2)e\i+1) 
-e!:+D 

: o\ '1 . -, -
', + (r, * r2)e[+1) - ejo+l) : 0

' + (r, + r)ey+l) - ef;+l) : o
u['*t) : 0

.(i+1) _ E U)v4 
- 

LA

Gramer, la solution est

L:+l \
"t

:

:

p-(i)
u1

(rt+rz) [("t +;F=

Tt - Tz -u\
-4 ^4 "4

r? - r? ,:\t a n\at

,f - rt"n

@,:ffiffi;alc)

+ r2)E[i)
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("t+rz)'-rl
(rt + rz) t?, + "ry - 

o,U)
q1 "4-zl2.

: \:2not
,t - rt"n

par induction sur 7, la solution de (32) et (33) est

ui'*'t - ffialr, j:1.,2,...,k-1

^(i+1)tr3:

(34)

et

r'(?+1)uj:
,!-j - *u-i'-L 

', I;L1\

fr=r:ry=e)''^'. .i: t + 1,...,,^,/ _ 1

,l 
-*l' l '2 o(i)

rf - r5"*

: (+4\ ({* -"fl-ft\ (i\\{11 \;Yr-4- )er

alnsl 0n a

e[i+t1

et

si on pose

donc

"[o+') 
: ni7,D"fo)

et

Eu+l) = p;(t,fleftt
on p[(l,k) est le facteur de convergence.

(36)

(37)
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1.8.2 Estimations drErreur Discrdte

Th6ordme 1.g.1 On a les esti,mations su,iuantes

I t*ttl | ,. -.
lu),*',1 

< p;(t,Ole[,_ttl, j : r,2,..., k _ I
et

luj'.'l S o[Q,Dl"!"1, i : r + r,r * 2,...,,^/ - 1.

Preuve. On a

;.:
,\r+t) : ri-UoU)
r hk _k"k

'L - 12

: (ffi)(ffis)":,
t

p;(t,Oe[t) f/'. r^

-l -l*/r , \ r 1 I 
^ 

/- 1\PqU,k)#E;"-''
'l-12

l":*' I 
< p; (r,, 

l,ml,l 11, -, 
1

I":*ul S o|(r,rllul*',!, j : 1,2,...,k _ l

:?

=+

de m6rne

nU+t)
"j:

,!-j - -N-j'l ', /;rt\-^I-N-,-N-,-i=lre;"'-'
-12

/ w-; ru-;\I11'"_r;"-' \ /r{ _rl\ /:\

\4-rB= )\4_a u;"'

o[(t, k)Ef)
-N-k ..N-kp;(I,k)'+;+,eo
'7 -t2

a')



=+

=>

l,ul*' I a oi(t,, lfi;Flp9 t

l"j*'l s o[(t, rlI"!',1, i * t + r,t * 2,...,.^/ _ 1

I

Ce corollaire prouve la convergence des solutions discrdtes

Corollaire l.g.B On a les esti,mations suruantes

l"G+ttl , .,' .^.1

t-i 'l< (r;(,,D)t 
ln[otl, j : r,2,...,k - l

et

lnl'*Dl < (piu.r))olnlo)l ';I-r l-..". ,, l.K l.r:l+I,l*2,...,,4/_1

(38) 
!

(3e) '

1'8'4 carcul de Ia valeur Maximale du Facteur de conver_gence

On a k: I + D,ainsi on peut 6crire

n[(t,t + D) : ( -!:4A f"a-', : - "{-T\- '' 
\r!+D- -p , , r1.-" _ r;\-t - )

il est facile de v6rifier que p; atteint son mpximaum si

P,%,p;Q,t + D) -,'. / N - D N + D'";l=,+)
*,N - D Iv + n. lry --o*f'Pc\-T-,-2 )=LW]

(40)

, N-D,:-
2

te

( 41\
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1.8.S Cas particulier Q:0
siq=0c.d.d. e=7 et 11 _rz:L,alorsona

p[,(l,k): ]im p:(t,k)
7"7+f2 1 '

,l*,PiQ' D :,1'*, (ffi) ff;p)
: ,,^ I'r*!-* - rtr{-* -,',ry-r'+ r!+N-k

"i:i,
on applique la rdgle de l'Hopitar deux fois on obtient

-Iim p[(t,k) : ri- 9a{: i)4*t-k-1 - h-N-krl,-, - (rlar2 r q \' ' '' / ri-r, 
11r+ l/ _ qrf-*

2l(N-H ' t u)t2tl
:

2k(N _ t)
th(Nh_kh\ ; ",: Eh@fr

ce qui donne

p6(t, k)

par cons6quent, on a

r1(7 - xu)
:t""/

rp(I- 11)
: P6(rt,r*)

b.,:
(w-n\'
\l'r * "7( Nh - Dh\,
\nn + nn)
(t-a\'
\1"d/

(42)
6t

(43)

fJ

:

^*rN-D N+D./o(--;-, --;-) : pd

'-,- 
t \

5 ' t'LJ"
,tt ,t 

n

r' t,r

r;\

1+d\,-, 
J

(1- d

\2

zo



1.8.6 Taux de Convergence

corolraire 1'g'7 Le taur d,e conuergence d,u proc6d,6 arternati,f de schwarz

,?>-trr;(N.D,,rr+e)'\ 2 2 )
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Chapitre 2

Proced6 Alternatif de Schwarz
pour un Probtrdme aux Limites
de Neumann

2.I Position du probldme

Soit le probldme aux limites suivant

l -#*q2y: f(r) d,anc 0:Jo 1[

1 ,#lr=o:a\ #l'=':u G)

od q est une constante. on garde res m6mes notations du paragraphe pr6c6-
,*::' .!:.otobldme 

(1) est 6quivalent u* d"r* formes suivantesla premidre est :

(2)

(3)

et

| -a" + q'y -.!(') d,ans e1

\ v(u]:a
I y(r,,) : z(r*)

(-r"+q2z:f1r1 d,anse2

\ z(r1) : y(r1)
( z'(t) : a

27



la deuxidme est :

( -u" * q'a,: f (r) d,ans e1

1 ,'r 1r\21'?,rt

( -"" * q2z = f (r) d,ans e2

\ z(r1):y'(r)
( z'(t) : o

2.2 Proc6d6 Alternatif de Schwarz pour les
Probt€mes (z) et (B)

Le proc6d6 alternatif de schwarz pour res probldmes (z) et (B) esi d6finitcomme suit : Trouvons la suite g(o*l) ,u, f2r solution d". 
, ""

( -aQ+t)" * q2Y(;'+ts : f @) d,ans {11

1 ,U+t)'10) : a
( g(t+r)@) : 2@(r1,)

et Ia suite z(t+l) sur f)2 solution de

! 
*z$+r)" * q2s?+r1 : !(:) d,ans e2I o*')f1,,7i,]iou

oi 
"@(rx) est la donnee initiale

(4)

et

(5)

(6)

(7)

2.3 Estimation d'Erreur

On note la solution de (1) par y.(r) et les erreqrs par

e@(r) : a"@)-r(r)@)
6{il@): a.(*)-rtr)@)
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: ..-+ i.'..., ,.1 , ,

alors les erueurs satisfont les probldrnes silir,_ants

et

{ 
-a'*'i ."ilri:ii,7l'tlans ar

( rt,*t)(ra) -' 1U)e.t)

{ 
- "'* ! ;' 

*ii^'y'|,!;"' "'

(8)

(e)

(10)

(1 1)

:,i:;:;#:?;i;1,,f"",, 
etreurs reratiaes aut plvbtimes (6) et (T) udrifient tes

le{c+t) 1r)l I pn(xt, r*) !E{i-t;1*rr1 rtan.s {11

et

ln{t+l)11)1 { po(cL,rr) l"o(*t)l dans g2
orr)

Po(rt, rr) : ( cos! qu) /gLql-P\
\cosh qrn/ \coshq(1 _ .D )eat le facteur de conuergence.

les so-lutions des probldmes (8) et (g) sont donn6es par les expressions sui_

{12)

(13)

( 14\
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Preuve' Associons res conditions aux rimites aux erreurs (10) et (11)

"{r+r) 1r) : "o*nr..t aru 617coshqa.p

: coshqq coshq(I- r*) 
ou)(*.\

coshqrp cosh g(1 _ r^. \nt1

on pose
coshqrt cosh q(l _ rr) : . ( r, r..\
cosh qrp cosh g(1 - at) Pq\*t1;Lk)

cela irnplique que

"(t+r) 
(r) : po(rt, r1,)eT) (r1) (15)

de m0me

p(r+t)@1")
cosn{(l _r1; \./

: coshq(7 - rx) coshQrt o(r\r
coshq(1 - ra cosh;E\')(rk)

on pose

cosh q(1 - rr) cosh qr1

*haE-"0 ffi: Pq(rt,r*)

ce qui donne
gtt+r)(r6): po(rt,rn)E?)(rn) (16)

donc

e(i+l)(r\ : coshqr 
tr(D(*.\

cosh qr a" \*tc /

cosh qr: 
ffio'(r1'r)EQ-t)1ar1

Ieu+l)@)l S l"':nn" lr.\ 'l - lcoshqr6 1'n('t'rilEu-t)@ilavec 
l,sl { l,yr €lo,r1,[
I cosh (ra | -
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et

EU+I) @) : losh q(l - z)' '\;L) 

_ ffi"r"*,,(r) ,..: 
;"h-C - "o 

Po(rt'r*)e(i)(r)

lEu+tt 1r1, . J 

cosh q(l - O 
I 
onrr,, r6) leu) (r1)l

tel que 
' '' - lcoshq(l - ''l' " '"t | \'

I coshq(1 - z) i

r l;"h-;rfl - "D | 
< 1' ve elrl'l[

Cornllaire 2.8.1 On a les esti,mations d,,erreurs su,iuantes

leu+,)@)l < lpr(*,,rk)lt ll]p)@k)l d,ans n1 eT)
lEu+l)@)l l lor(r,,r1")1" latTt@r)! d,ans {t2 (18)

En effet, on a

IeQ+r)@)l

: lPr(',, rr7]2 latt-z) 1ro11

S ... I lpr(r,,rr)l* lv{t-^)1rr7l
si on pose m: ,i alors

Ieu+')@)l < Lpo@,,rr1lt ptat 1rr11 d,ans {)1 , y,i : a,1,2, ...
et de la m6me fagon, on obtient

ln{;+t) lrSl

lnt';+r)11)1 < [pr(r,,rr1]t lnto)1rr11 dans {t2 ,y,i:0,1,,..
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2.4 Valeur Minimale du Facteur de Conver_
gence

ona

po(rt, rr,) : ( ##) (:",|r!i _ *] )\cosn Arn/ \coshg(1 _ r,) )posons

rt:q-fd

Po(rt'rt + d) : ( ?o"!'"' ,,) /coshq(l - zr - d)\
\cosn Q\rr * d) / \ coshq(l _ r1) )

*: ordq 
[coshq(1 + d) - "oriqlz*, 

_Ja1y
soit

lu:oarr: u (19)

=+ 2qsinhq(2*, -1+d) fcoshg(1 + d) _coshg(1 _ d)J : o
=+ 2gsinhq(2q_1+a)=g
+ Q(Zrt*1+d):A,q#0
+ (2*,-1+d) :g

on obtient alors

donc

dans ce cas le facteur de convergence pn(rt,r*) atteint sa valeur minimare

(20)

(21)

7-d
&I 

- 

-

"2

t+d
&b 

- 

-

"2

ffl|oo@,, 
rt * d) : r, (7,#)
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et

,r(+ /cosh(#) \ 2

:1 .'l

lcosnlf;/

conollaire 2.4,1' Le taur d,e conaergence d,u proc€d,6. attenatif d,e schwarz est

fi<-r"r,(7,+)

(22)

en effet

Po(rt, r*)

- ln pn(r1, r7")

ce qui imPlique que 
ft < * 

^r, (+,+)

2'5 Proc6d6 Alternatif de schwarz pour res
Probldmes (e et (s)

N{aintenant nous appliqouns re proc6d6 
.arternatif de schwarz pour les pro_bldmes (a) et (5).Soit les suites ,rtt+t) ,7(,;+rt 1u6 o; 

-- *

( -y(o*t1" r q2y(t+t) - , d.ans {11

1 yu+t)'(o) : a

I ae*r),(rr) : 7u),(r7,)

-z1'+l)" +qzzU+r) - 7 d,ans{12
,tt+t)' (r1) : y(t+t)'1r,S

zQ+t)'1r' _,

et

(24)

(25)
I
t

Ja)



et

2.6 Estimation drErueur
Soit les probldmes suivants

( -e1+tl" * q2s(t+t1 :0 d,ans Q7

I e(i+1),(0) : 0

I u(o*r),(ru) : B@,(r1,)

[ -EQ+D" +qzg(t+t1 :0 d.ans {12

\ EU+t)'@) - eT+t),1r,,
( g(,+r),(1) _ 0

par un calcul simple les solutions sont donn6es par les formules suivants

e(i+t)@):;#H p(r)'@x) suri,1 (28)

et

Eu+l)@): -;ffi "(t+l)'(r) sura,2 es)
donc

.(i+7)' ( -\ - 
sirth ge 

',,r"_.t (r) : 
ffi;A@,@n) sur fr,1 (30)

et

E(i+l)'(r): ffi$ e(i+r)'(r) sur fr,2 (31)

(26)

(27)

2,7, . Calcul do, ,
Associons les conditions aux rimites aux expressions (30) et (31)

eu+l)'(r,\ : sinh gzr pu)'1n. t\ u/ \&k I
Stnlt Qzl

: f 
rl+ *, ) (sinhq(t _ ri) 

"(o),rr,)\sinhqrn) \sinhdt-r,1 1" \*t/
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sl on pose

alors

/ sinhqzr \ (sinhq(I- r*)\
\sinhqr6) \ilFAG;t ) 

:Po@6re) g; ' rs';ie"S,a{€*

u1+l)' (r) : Vn(rt, rr)ee)' 1rr7
de la m6me manidre on trouve

EU+l)' @t") : Fn(rt, r*)Eu), 1r*1

Th6ordme 2.7.1 Les erreurs relati,ue
Ies estimati,ons su,iuantes 

ts alr'fr problirnes (2Q et (25)

leu+,)@)! s lpn@,,rr)lo on@r)lerot,1ql, d,ans d)1

et

lnt'+l)11), s Lpo@,,r,")lo or(r - r, lnot,1rn)1, aans e2

Preuve. On a

et+t) (r) : ! g|2hq* 
n(o),(r,^\

q sinhqrp- \*tcl

1 coshar: qffiPt(r1'r)fiu-t)' (*r)
1 coshqr: 
q ,i"h q"rpt@t' rk) ps(rt' rr)EU-2)' 1rr1
1 cosh ar .: ;ffi [Bn@'''r)l' EG-')'(rt)

par induction sur e

e$+1) @) : :#;* lpo@,, ,r)l^ B{t-*)' 1r,,)

e(i+,) (r) : ;ffi lpr(r,, rr)li E@)' 1ar7

(32)

(33)

adrifi,ent

POUr rn:'i



leu+I) @)l= ;ffi [po@,, r rj]t 
lerot' 6o7l

de plus on a

r € Q1,t,.e Q{r{r7"
=+ coshr ( coshrr
+ cosh ge - coshqrl,:

stnnqfrk - sinhqr;,

^ (_\_ lcoshqe
*q\*/---;-:--

q slnn qr

leu+,) @)l < lpr(*,, n a)li ar(r a) ler't' 1x n1l
de la m6me fagon

Eu+l)@) : jffi# 
"(t+1),(r1)

: _lcoshg(l _r)_, .,.\,

= _ iffi: o:' 
:':,' 

"",'"',,g sinh q(l * ,,)(Dn@1' 
rk))2s(i-')' (*,)

par induction sur z

Eu+') (r) : j ##+ (oo@,, r 1,))* "(t-**')' (*,)

pout rrl : 'i, on obtient

Eu+,) @) 

I 1ffi,# ::i*Br', 1r *,

-; 
L't"lrqal - ",) *[*] Lpo@,,rr)1" E(o)'17*7

on pose

donc
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ce qui donne

!n{"+t)1r1ls 1 i"::nnlt - "? sinhqrlf ,= ,- - rri Lq f sinh q(r - n)ri"ffi] Lpr@"rn\lt lnrot'1to1l
ona

1 
fcoshq(1 - r) sinhsrr I _ 1 fcosh q(L - r) sinhqrl I

q f sinh q6-;J "i"hqrr): q Lrt"ffi1$rfiilCTq l: s

r € {lz, i,.e 11 {r{I
=+ -rt)-r>--1
+ 1-q>1-r>.0
=+ cosh g(1 - ,,) ) cosh q(1 - r)

donc

1 "::nol1 - "] . 1 coshs(1 - zz)
g srnh q(7 - ri - q sinh q(I - rt)

de plrus la fonction cosh z est croissante pour r > 0 f (cosh z), : sinh r > 0 ,yr > 0] ,cequi donne

fr1

=+ sinh gr7 ( sinh q(q + d)
sinhqx,r

donc

^_ lcoshq(7-rL)
Y=Asinhq(l 

-",
on po$e

an(r -r,; : 1"9* qll - "')
g sinh q(l - rt)

alors

la{i+t)1u)l < [pr(",,n1,)]i aoe - r,1la{oY1xo1l
| 'l

C.Q.F.D. r

tn
dl



Chapitre g

Dans cette section nous consid6rons un
bldme aux limites i" oiri"t t", 'est 

num6rique simple' soit ie pro-

on prend rn:4/7, q: J/7, e I:)0,,1/z[,e,:]B/z,r[,ze) _ o, et Ietest d'arr6t epsi'l'on: 1e - oo. ori a chaque macro-it6ration (it6ration de

::tffi:l ;:Ai."'emptoy6 
rr, 

"hrq,r" 
sous domaine, ta m6thode it6rative

Table 3.1

zl3, indique le macro-it6ration de schwarz ( it6ration ext6rieure),,l),:,r"t?:^:i::::.111* micro_it6rations de ta m6thode it6rative de Gauss Seidelpour chaque sous-probldme (it6rations int6rieures).
On remarque que le facteur d".orr,r"rg"rrce est pn(rL,nn):0.b36766 < 1.Table 3.2

Expdrimentations Num6riques

h it3 zt2 zLI _ltemps(s)1/7 1B 15 16 2.028e - 0t
1/14 18 od cd 2.784e - 02
7/28 1B 200 i99 8.772e - 0a
r/56 18 666 665 4.664e + 00

7/112 18 21L5 2052 3.0904e + 0t

| -# * q2y : sin f r. dans e,

) v(o):o
( y(1) :0

38



2.90747e - 02

2.88637e - 0n
7.719038e - 02 7.719922s 42 7.7a9$ge 42

on remarque que la solution num6rique en ces deux points converqe

J.q t\ r-*l b
I

'tc+ f {d .#**.e q-c^ S ,,,r.slu*.il-t..."
'l

i

u
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Il '.:'"-i:- -';

,.:{
, i./"/,\

\ !--

L\f
th/\LI

t{

CI.CI$ o*u.br *1,: la solution nu&.ldriqup dans ornegal

6lu€ -

, 
Aa <]-

(fha

!f

I
.r{l-1

t--f t

4/
tl

s
I

EN
t8s
a

CI.0I

0"$6

0"fts

CI4

0.0t

0"frt

0.0,"1

00 0 1 0"? 0.3 ,,,

a"xes d,es ,{

{
r \'

Ltl
n

L.
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t'"1,Lr

N
frlsE0
&s
X
ct

0"s8

0.CI?

u.ub

0-s5

04

c$trbe de la sclutisn nurnd,rique,dans orylegrp

0' I l: r i i \ls.4 0.5 s"5 0.r s.s ---sF--_-i

-4

0.s3

0.02

0.81

axes des X

A1AL



0.08

0"07

courbes de la soluiisn,n,urndrique darns ornefia

0 4 0,5 ft"6
i*xes d,es X

{,8
a

tjft

X
fD

0,s6

0.$5

0.M

'0.03

fi"fiz

0rS-1

n

0.sCI.8n7u" -1u.zg-l

/l r)



?

z

?eea%'*Z%?*ZZZ*Ze6Z.e6.o6ZZZZZ,ie.ei,?.e.ZZtie;;

? "PROCEDE AI,TERNA?IT DE SCHWC;
B t j& 

? ? t ? ? ? Z Z % t6 Z t! e!) e.: ? e6 t e. Z E e." ii Z Z + r-" Zifur:ct,ion ly, z1 = differenc;;fi#;
t.=cputime; timetot=O; epsjlonshorl e;

: 
-;3;:::: n:,:: *:::1 

3a? \'5 *ge5i\\r!;e.e5r;1r ? r r r r g; 
? ?.- L4F.itunnu,nrid h-* 

'r--)1 r'f 66'
r.I! ] J\JLJI: L'I;S ]JT FFERIINCES FI NFINIES

Z ea ;t ea r, ?, + si,;/, q, 
? tli t B ? ?; t Z Z or ro \ t t Z oeilt Zl Z

llt,."r, q, maxitl, m axit},maxit3 
)te-b/' p2= inf; format long, I

??9.l3t'atatte6

p= 1nf, format

E

?o

%

z
z

;?ji:J:'31{ 
u) ) +a*u*u=r

ffunc = inlinel'sin (pi/2*x),x, 
)maxit = 10000; g maximrr* ,r,-,o

?This program sol"ves the problern

{0,1)

: B right hand side fr of iterati_ons

9. ? .- t\,j6:>i2,,,i: ilt:"4 pi:) :i+
res de droites
e6ZZZe6e6ZZ9a|ZZ,t%

/7 /n2;

zze"zzzzzzz\%ze.z"6

ti: tl e. *,)6 ti )d ei Z Z .a6

(g*i*h),/sinh (g) +sin (
(q" (x1+i*h) )/sinh (q1

obstac

dans

(i*h) ) ;
ixl+i*h) ) ;

ZZtL:f, 9dZtiZsqtare?;e5+o2'+o27+eae6e.Ze6)oed,+i;6elr196)6

3.:::]::l des mareices er ;;; ";;
k*tatbt6>"224,ZZ.ZZy.Z%\%Z%ZZ%Z\ZZZZZZ'Z
h=4/1./n1; xI=3/7; xk=4/7; 

';;;:
f or i=i. : n1-1

k1 (i, i ) :21qr. q*hn2;
k2(L,i)=l+q*q*h^2;

onri
for i-1:nl-2

kl- (i,i+1;=-1,-
k2 (1, i+11 =-1-
kL(i+l-,i)=-1;
k2 (i+1, i) =-1;

end
f or i=L : nl"-1
Fl {i, 1} =5*5*"1n( (pi/Z) *
F2 (i,,1)=5*6*"1n( (pi/2) *
end

f1 (n1-1, 1) :F1 (n1-1, t) +zt

uold1 = zeros {n1-1, L),.
lt = r1.\l Al .J s\,-sr,
it1 = 0;

(n7/ 4, r) ;

z e" z z \\ z z z z z z z z e" z z z z z e" z % % z z z % % z z z z z8 SO],UTION EXACTE
%%%%ft;e.4e.te6'+ZT"oe6|e6|g * % * ? ? g.? ? ?2,*%eaea
f or 1=1 :n1-1

urul- (i, l) =A/ (pi^2+4*g^2) * (_sin
. u.u2 (i,l):4/ {pi^2+4,,.g^2) * (-sin

end
yl:zeros (n1-L" 1) ;
z l-=zeros (nL-1, 1) ,.

i t3=0;
whiLe (it3 < naxit3)

f 1'=F1 ; f2=y2;

Solves prob,leme one

(pi./2) *i*h) ) ;
+sin ( (pi/2) * (xl+i*h) ) ) ;



:3 Gauss-seidel method for problerne onez-*-*----
while (it1 < maxitl)

ro.r r:1 : n1* l_

Y(i) = (fr111

encl

- k], (i, 1:i-1) *.y(1:i*t)
- kf (i, j-+1:nl-_1) *uold1 (i+1;n1_1) 

)/ kL(i,i) ,

relerrlL =ir r,ur",,lol*JJ;:i:l'i o,
break;

e"l. se
uold1 = y;

P1'rd

it1 : 1t1+1 ;
encJ.

it1,' rel_err1; y;

y*k1 \ rL
y=}nv(k1) *f1;9o

ii $'J j-\res p.rc-ri:l_ ri:itre i:wo

f2 (7.,L)=F2 (1" 1) +y (3*nL/4,I) ;uold2 : zeros (nZ-L, t) ;z : uold2;
lLz = V;

6--*---- -
? Gauss sejd.el method for probleme rwo

whjle (it2 < maxit2)

for i:1:n1-1
z(i) : (f2 1i1 - k2(i,1:i-j-)*z(1:r-1)

* k2 (i, i+1:n2*t-)*uo1d2 (i+j.:n2_1) 
)/ k2(i,i);

end

relerr2 = norm(z*uoJ.d.Z,p2)

if (relerr2 < epsilon )
break;

el se
uold2 = z;

erid
it2 = it2+7 ;

e:ed



iE2; relerr2; z;

? z=k2\F2
? z=inv (kZ|*1r.

8
t
ta

test ci'arret des it6rations ,Ce SCHWAF,Z

:relerrl 1=norm ( y*yl_, p2) ;? ::elerrl=norm (y*u1, p2)
:leLer12l_=norm( z-zI rp2) ;? relerr2:norm( z-u2,p2j

if and(relerrL1 ( epsilon
break; , re1err21 < epsiLon )

FI<A

y1=y;
, zt:z;

end
ir3=it3+1;

end
it3,it.l-litZ, relerrL, relerr2, relerrlj.,reLerr2L, uu1,uuZerreurexacly=;rot*(uu1--y, i-nf), erreurexactz=norm (uu2_2, Lnf)-.':;i??;ir.,??.lll?:iv-::i.ttiZL'L,i?,e,.e")arit6rlZ,,6eo\lLe.ta.4.i;.tZ)o?):/,,:a?ri,.a 

j,.e6r?,Zi; :ae1 ??ii? j6.i,it:iril?. graghe de la solution
z z % >o ea z 7' \ ea ea % ti: z % z ? * ? \ % % z ed ea'L e, z z z't z z z % z z z z z es z z z % % % ea % \ \ z z zY:Il]; y; z (nI/4, l] J ; 7=ly (3*nJ./4) ;z;el ;x1=[0 zh:4/"1] i x2=Lj/7 zh:ll ;
xl-:<L (:) ;x2=x2 l:) ;
figure {1) , plot (x1, y,'y') , grid on.
xl-abel- ('axes des X'); ylabel ('u*u" cies y,);
tit,!e(' courbe de _lii sol.utj.r:n nrrn6r:i^c;ur, da.ns <.rineiJar ")f igure (2 ) , pLoL (x2 , z) , qrid i,.;ri
xlabel ('axes cie:; X'); ylaf,e] (, s.<::,: ilierj ;:,);titJ'e ( ' cci*rbe cle ,r- i:. sr:-1 Li r-.:l oi:l *urrrer -i.qre d.,ris crregie2 , 

)figure(3), plot(x1,y,,t,), hold on, p].oi-(x2,2), grid cir,xlatrel('axes cJes X'); ylabel ('axes des y,);
titl.e(' courbes de la solution num6rique dans omega,)
%?%z?7 ea%ze6zeozecze6zze6e6sae6zzzzzeaeazzze6zze6%z\eoz\zeaet,tze6z 

-a6e6io?izz? CA.LCUI DU TEMPS DE CALCUL
eazea%**eaZ%Zr,*eoe;ZeaT\EeaZ,i,ttZZe;e",a*,<et2,ea,L>"%\e6e6,ie5trnZZe5??;Ze"? 

\Z\et ie;:Lemps=cputime-t, time(it3)=cputi-me-t; timetot:timetot+time {it3) ;facteurconv= (sinh (g*xl") /sinhlq*xk) ) * (sinh (q* (1_xk) ) /sinh (q* (1_xt) ) )
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