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Introduction

Les méthodes alternées de Schwarz ont subit depuis leur introduction par
Schwarz en 1890 un développement intense et trés accéléré durant les trois
derniéres décennies. Ceci est di pincipalement ay développement concidé-
rable qu’ a vécu le monde des ordinateurs durant cette période,

Ces méthodes appelées aussi " méthodes de décomposition en sous domaines"
bermettent principalement dans le cas numérique de réduire des Systémes
matricielles de grandes tajlles 4 des systémes matricielles de petites tailles fa-
ciles et moins cotiteux de point de vue résolution numérique. Elles permettent
aussi de transformer des problémes aux limites posés sur des régions a géo-
métrie irréguliere 4 un ensemble de problemes posés sur des sous domaines
réguliers et simples.,

La premiére idée a été introduite par Schwarz, clest pourquoi une attention
particuliere a été accordée et un nombre important de travaux réalisés depuis
plus de trois décennies sur la méthode alternée de Schwarz en particulier et les
méthodes de décomposition en sous domaines sur les équations aux dérivées
partielles, et plus précisément avec recouvrement pour un probléme elliptique
modele avec la condition de Dirichlet au bord.

Quand aux diverses et Importantes raisons qui ont conduit & la popularité
de ces méthodes, cela peut étre résumé dans le fait qu’elles,

1. sont bien adaptées aux machines paralléles dont le développement et
les caracteristiques ne cessent de s’accroitre,

2. possédent un intéret mathématique Intrinseque,

3. peuvent s’appliquer & des problémes définis sur des géométries com-
plexes,

4. possédent une base théorique solide,

facilitent I'utilisation des schémas numériques différents pour chaque
sous probléme, par exemple, élément finis, différences finjes..... ;
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6. et peuvent atre combinées avec une résolution par d’autres méthodes
telles les méthodes multigrilles ou le rafinement local du maillage.

pour régner".
Dans notre travaj] nous allons appliquer cette méthode & un robléme de
p

valeurs aux limites en dimension un. Dans Je premier chapitre nous définissons
le procédé alternatif de Schwarz pour un probléme de valeurs aux limites avec
condition de Dirichlet, nous prouvons un théoréme d’estimation d’erreur, puis
nous introduisons la méthode des différences finies. Au deuxiéme chapitre
nous établissons le procédé de Schwarz pour un probléme aux limites avec



Chapitre 1

Procéde Alternatif de Schwarz
pour un Probléme aux Limites
de Dirichlet

1.1 Position du Probléme

Soit I'équation differentielle du 2"ordre définit sur un intervalle borné ], 1],
avec des conditions aux limites de Dirichlet,

_gg + ¢y = f(z), dans Q
y(1) =0b

ol ¢ est une constante f,a et b sont données.

On sait que ce probléme admet une solution unique et on peut la calculer
par des méthodes analytiques ou numériques. Dans ce travail nous allons ap-
pliquer une autre méthode plus générale et moins cotiteuse, c’est la méthode
du procédé alternatif de Schwarz en abregé "PAS"

1.2 Procédé Alternatif de Schwarz

On divise le domaine ) en deux sous domaines 21 et Q tel que

QN #g
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on pose )y = 10; 2], £ = Jz1, 1] ,on Zi < Zg, on note la distance
d= dist(z;, ;)

et
Tr =2 +d

ainsi le probléme (1) est équivalent aux deux sous problémes Suivants,

¥(0) =a (2)

et
—% +¢%2 = flz) dans Qs
#(2) = y(z) (3)
#(l) =&
ot la solution y du probléme initjal (1) est définie par

_ ) y dans
y= z dans

Les points z; et Tr sont appelés pseudo frontieres locales. Nous définissons
le procédé alternatif de schwarz comme suit :
Etant donné 2 (2x) valeur Initiale, trouvons Ia suite y(*+1) gyr 21 solution

de
~ B P 2 1) dans

y(z,-l (O\ =q (4)
2/(z+1)($ ) = ,(z)( k) 1= 01,3,

et la suite z+Dsur 0, solution de
d2z(z+1) + 2,(i+1) f($> dans o)
2 (g)) = ylitl) (g)) (5)
() =p = 31.2..




1.3 Estimations d’Erreur

On note y*(x) la solution exacte du probleme (1), Perreur de Ig solution du
probléme (4) par
(2) = y*(z) -y (2)

et celle du probléme (5) par

EO(z) = y*(z) — 29)()

bar soustraction de (1) et (4), (1) et (5), nous obtenons deux sous problémes
relatifs a erreur

— L 12 =0 dans o
e+ (0) = o (6)
€(i+1)($k) = E(i)(xk)

et

~EE  EECT =0 ggns @,

B (1) = e(+1)(g)) (7)
EHD(1) =0

calculons les solutions de (6) et (7). On pose e (z) = e™ | de I’équation

caractéristique on obtient

—r? 4 q2 = 0
= =g
= T2 =g
e (z)y = c1e% 4 cpe™ "
) = ¢
= c1+e=0
P = = —q
e(”l)l(x;c) = EW(z) =
cie®™ —cem™ = gO(g,)
E®(z) EO('zy)
= = TR

ed%k — p—qzg 2sinh qry



ce qui donne

e(i+1)(x)

donc

@(Hl)(z) _

De la méme maniére on
on trouve

_T2+q2 _
=
=
E(i+1)($')
E(i—f—l)(l)
cre? + e =
=
E(z’-f-l)(xl) —
=
E(i+l)(27) —
donc
E(i+1) I> —

E(i)(x;c)

E® (Z‘k) otz _
2sinh gz,

2sinh qz;,
2sinhqz .
— 7 p(d)

2sinh gz, (i)

e "

sinhqz . —
e E(Z>(.’Fk) sur €.

(8)

sinh gz,

pose E(+1) () = e, de l'équation caractéristique

Tag ==ty

€187 + g™

0

0

¢ = —cre™
c1e? — ceXe—am
€(i+l)<$1)
e(i“)(xl)

€T — p29p—qz;

C1 =
€2q€~qx

qx )
& et e (z)
€9t — p2qp—qz edTl — e2qp—qx

(z1)

S
eq [e‘lIeW’l. — eQ’e“qsz
—1+z) q(1-=z)
e‘]( —e 5
_\‘\6(7‘+1)(x1)

ed(=1+z) _ oq(1-z;)

9909 __ oq,—qx
e? [e7%e%® — ele J—e(i“)

i l—2) . . _
*s‘.mhqu—i-/r-em‘)(l’z) sur .
sinhg(1 — ;)

10



nous

Théoréme 1.3.1 Le

estimations sutvantes

@ < et ) | a) dans 2,0 1,9,

)E(i+1) (x)l

ot p, est le facteur de convergence
Po(Tz) = (

Preuve. Associons les conditions aux

sinh gz,
sinh gz,
sinh gz,

sinh gz,

e(z’—H)(xZ)

on pose

Polt, ) =
e(z’-H)(
de méme

E(H—l) (xk) 3

sinh ¢(1
on pose

Py (@1, T4) =

§ erreurs relatives auz problemes (4)

< B, Biy Be) ]e(i)(:cl)( dans Qy, Vi = 0, 1,2, ..

sinh g,
sinh g,

sinh g,
sinh qx;,

&) = py (1, 1) ()
sinh q(1— x)

sinh gz,
sinh qzy,

démontrons un théoréme d’estimation d’erreur.

et (5) satisfont les

(10)

(11)

) (sinh q(1 — z) (12)

\ sinhg(1 — z;)

)

limites aux solutions (8) et (9)

E® (xk )

_ 81_nh q(1 — xk)e@(xl)
sinhq(1 — z,) '
sinh g(1 — z4,)
sinh¢(1 — z;)

(13)

‘Lfc)e(iﬂ)(m)

- z)
— Iy) sinhqa

el EREL
sinh gz,

sinhq(1 — z,)
sinh ¢(1 — z;)

11



B (g) = Pe(@1, 2) B9 (g,) (14)

donc
e (z) = MF@@ )
sinh gz, %
sinh gz -
_ (i-1)
sinh gz, 77 .2 ) )
(i41) /. sinh gz ‘ (i=1)
e < k)| £
) (I)! B /Sinh(j‘flfzC pv(l”]k){E (xk”
S Py(@, @) [BOD ()|
avec w5
/S-m < 1,Vz € ]0, 2|
sinh gz,
et
A sinh(1 — z) .
E(z—H) x 'SIH\ (e+1)
(=) sinh(1 — z;) ‘ (@)
_ sinh(1 =) o V(i)
N sinh(1_z;) PulTn, ) )
. inhg(1 - z) /
E(2+1) < Sln\ T , e(l) €T
| (2)] < sinh ¢(1(—z;) Aal 2] |6 U
< Balm, ) Ie(i)@"l))
telle que _
S'L‘h/(l ) j < LV ez, 1].
sinh(1 — ;) |
CQFD. =

Corollaire 1.3.1 On a les estimations suivantes

e(i)(x) < (o (@ )) &Y ’E(O>($k)l dans)y

IB@)] < (g1, 2:)) D [BO(z)] - dans 0,

12



En effet, de 'estimation (10), on a
[e9()| < p, (21, 1) |EC2 ()]

appliquons (14) on aura

f(zm(}r’)/ = aylm T )Py (21, ) [E(Z“g)(:rk‘)[
< ez | B ay)|
< ool 2)]’ [BC-9(g,)|
< . < [pq<$1,.’17k)]m ’E(Z_m_l)(x/c)l
on pose m =i — 1, alors
)E(ZXJ)[ £ [pq(;m,;ck)yﬁl “E(O)(:L'k‘)[ dans Qy ,\Vi=12, (15)

de facon similaire, de I'estimation (11) on a
|EO(z)| < Pq(@1, 21, ’E(H)(@)!

appliquons (15) on obtient

< gl )] |EO(zy,)]

|EO@)| < p,(z,20) (a1 20)] 7% | BO) )|

1E9@) < [oyfa 2] 7 |BO@)] dans 0, viz1,2,..

Nous donnons maintenant un théoréme de convergence des suites de Schwarz
(¥*) et (26+Y) vers Ia solution exacte du probléme (1).

Théoréme 1.3.2 On 4
lim e@(z) =0 vz ¢ \9F

11—

et
lim E¥(z) =0 vz eq,

=00

13



plus précisément, on q
lim y@ = o v 92
—00

et
lim 2 = ¥, Yz e .

1—00

Preuve, Puisque le facteur de convergence 0 < p < 1, alors du corollaire
précédent on obtient le résultat. m

1.4 Valeur Maximale du Facteur de Conver-

gence
Posons
Ty =x;+d
de Pexpression (12), on aura
sinh gz; sinhg(1 — z; — d) ,
D\ Ty, Ty @) = | e 171 — 16
Po(as, 21 + d) <sinh q(z; + d) ) ( sinh ¢(1 — z;) )

soit d fixe

cosh¢(1 — d) — cosh g(2z, — 1 + d)

PPt d) = cosh ¢(1 + d) — cosh 92z, — 1+ d)

9p,  2gsinh q(22z; — 1 + d) [cosh (1 — d) — cosh g(1 + d)]
Oz, (coshq(1 + d) — cosh q(2z; — 1+ d))®
posons [
Op, _
0.271

= 2¢sinhg(2z;,—1+d) =0
= ¢z ~14+d)=0,g£0

14



donc,on obtient

1 =

T = ———

2 4 (17)

dans ce cas le facteur de convergerice Po(1, 2+ d) atteint sa valeur maximale

maxaerd) = o=t 120
_ sinh q(l_d) sinhg(1 — =4 _ g
~ | sinh g(i=2 + d) W

smhq(‘l;—) sinh ¢(15¢)

sinhg(1f9) ) \ sinh ¢(14)

1—d 144 sinhg(152)\*
- ¢ 2tdy [simhe(5) 18
Pl =5 =5 <smhq(1¥) e

1.5 Taux de Convergence

Corollaire 1.5.1 Le tauz de convergence du procédé alternatif de Schwarz

vérifie
1—-d 1+4d.
R> -1 Atdy
02— )
En effet
d 14+d
pq(wk,a:l) < p (——- T
d 1+d
= -hl/)q(xk,fb'z) 2 “hlp (T, T
- 1-d 144
= E = ul/)qkhv* \2



1.6 Cas ¢=0

Le probléme est

~% = f(z) dans Q
¥(0) =a
y(1) =1

de (12) et en utilisant la régle de I"'Hopital on obtient

polx, z) = limpq(ml,;z:k)
q—0

- iim [sinh gz, - sinh q(1 — m)l
=0 [sinh gz sinh g(1 — z)]

Z; cosh gz sinh (1 — z,) + (1 — ) sinh gz, cosh q(1 — z)

= ]
40 Zr cosh gz sinh ¢(1 — ;) + (1 — ;) sinh gz, cosh q(1—z)
— .27[(1—£L‘k)
$k<l —QL'Z)
ainsi 1 )
Z — Tk
1 X)) = ——— %7 19
AOO(‘ZL:L/V) .Z'k(l—l‘l) ( )
pour
1-d
Ty = ——
T
on a ,
le=g 1-4-d '1—d
— = (4 20
p02’2><1+d> (20)

qui est la valeur maximale du facteur de convergence py(zy, zy,).

16



1.7  Probléme d’Ordre 2, Cas Général

Soit le probléme sous la forme générale

—(ﬁ—g + Qb% + %y = flz) dans Q
y(0) =a (21)
u(1) =

Appliquons e procédé alternatif de Schwars, au probéme (21) et calculons les
erreurs relatives aux deux sous problémes dans {21 et .
Soit le probléme

2,1(+1) (i+1) j
—E B L e 2 g

e(Hl)(O) =0
e(i+1)(xk) — E(i)(.Zk)

de I'équation caractéristique on trouve

—r2+26r—+—q2:0

A = 40 +4¢4° > 0

2P
_ﬁ_igliizb+wm+f

=2

2 b— /b2 + ¢2
eUH)(LU) = G Vo 42 + cpeb= VPP +ePe

>
Il

de plus 4
e(l+1>(0) = () =5 G+ =0= Co = —

et

E(H—l)(xk) — E(z’)(xk) = ¢ (e(b+w/b2+q2)xk — (b= /b2+q2)xk) — E(i)(l’k)

= (] = - —
. c(b+ bg—!—qQ)mL. > e(b—\/bQ-qu)Cv}c

17



e(iﬂ)(l") =

donce

s - 7
ebzy [evbz—l-qziﬂk _ €—~\/bz+-<]2;rkll

i —b(zp—z) SIDL /02 + 22
<+1)(27)~9b(* )\\/ d E()a:k) sur ()

sinh \/b% + g2z,

Soit le probléme

d2§‘;2+]) 4 2de(7.+l; ZE(z—H) =0 dans \Q2
E(Z+1)(.CC> = eli+1) ( )
E(Z-H)(l) 0

de la méme maniére on obtient

B+ () =

ba,—a) SInh /b2 + ¢2(1

sinh /02 + ¢2(1 —

x) (H_l)(xz) sur Qs.

Si on pose le facteur de convergence

pbq (“Tl 3 fEk)
alors

e(iv}-l)(m‘f) —

ce qui donne

o~2b(ay =) ( Sinh /B F P sinh B+ ¢2(1 — z,)
_sinh \/mek sinh /22 + ¢ 2(1 -

e 0(@u—a;) (W) E(i)(x/d

sinh /b2 + g%z

(2)
E (:Ek?) . [ebz(ew /02 +q2x e—mx]

(22)

(23)

)(M>

e~ 0(zk—a;) (’lnh V i q xl) o—b(zE—2)) (Sinh Vb2 + q2(1 - xk)

sinh /02 + q2z,

—2b(z—g;) [ Sinh /b2 + ¢2z; sinh 1/62 4 ¢2(1 — z;,
. :
sinh \/b% + g2z, sinh /6% + g2(1 —

eV (z)) = Pog (T2, 1) ()

de la méme facon on trouve

E(H])(ﬂ?k) = qu(l"z, l’k)E(i)(iUZ)

18
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(25)

(26)

) e(i)(xl)



Théoréme 1.7.1 (estimations d’ erreur) : Les erreurs données par les ex-
pessions (22) et (23) satisfont les estimations suivantes

e (z)] < Pog(1,2e) [ECD(zy)| dans 0

]E(i“)(x)[ < Pug(T, i) ‘e(i)(xl)] dans (),
Preuve. On proceéde de la méme maniere que dans le théoréme précédent.

.
1.8 Probéme Discret

Dans cette partie nous approchons le probléme de valeurs aux limites par
un autre probléme discrét en utilisant la méthode des différences finies. On
divise l'intervalle ]0, 1] en IV sous intervalles de longueur (le pas) h = +.0n
considére les points du réseau z; =jh,5=1,2,..., N —1.La dérivée seconde
Ly ost remplacée par les différences finies centraux

dx?

2 9
d_gﬁyi_l—%ﬁyjﬂ’ =19

dx? h?

en substituant dans le probléme (1), nous obtenons le systéme linéaire

N -1

) Uy

[~y + (24 PR)y; — yjp1 = h2f;, = L2,.,N—-1
Yo=a (27)

yn =0b

ou
Yi = y(x;) = y(jh)

on considere les deux points z; et z, de la pseudo frontieres tels que !l < k
et k =1+ D, on note 2Q = (2 + ¢*h?), alors le probléme (27) est équivalent
a la résolution des deux systémes suivants

Y1+ 2Qu; — yi1 = h3f;, j=1,2 Ly
Yo =a (28)

Ye = 2k

19



et
_j_1+2QZj*zj+1:h2fj, j:l+1,,N—1
=1y (29)

ZN:Z)

ou ¢ > 1. On définit le procédé alternati
Et ant donné 7,50

y] Yiresp 2 ZH))

f de Schwarz discrét comme suit.
valeur initiale, trouvons les suites discrétes de Schwarz
solutions de

*yj(fjl) = ZQyJ(H_l) y](f:—ll) == hzfj: .7 = 17 27 sy k — 1

v =a (30)
y,EZH) = /V,SZ) 1=0,1, ..
et
g 190 i =R, j=l+10142,. N-1
Zl(i-t—l) (H—l) (31)
zi(\ﬁﬂ):b z=0,1,,..

On désigne par y; la solution discrete de (27) et les erreurs par

&) =y -y
O _ e 0
BT = yi—4

ainsi les erreurs satisfont les systemes suivants

_€§i1)+2Q?§i+l) (z+1) -1,

J=12,... k-1
(2+1) -0 (32)
eéfﬂ) = E(z) 1= O, 1,
et
—ED 4 aQEY _ BV =0, j=it10+2. N-1
B (1) (33)
E](;-FUIO, 720,1



1.8.1 Calcul du Facteur de Convergence

On note par

o= @ Q? —
e = g= \/ﬁ
T+ = 20
Prory = 1

cherchons la solution du systéme (32).0n a par exemple pour k£ = 4, J =
1,2,3

eQz-i—l) - Tz)egz'ﬁ—l) (z+1) —0
ei”’l) + (ry + rg)egﬁ'l) (“Ll) = ]

o+ (ry + r)el+V £z+1) —0
(H'l) ==}

2+1 %
o g

en utilisant la méthode de Gramer, la solution est

Ef
(1 +72) [(r1 + 75)2 — 2]
EY
P+ oy
PP 7
(r; — rg)(rf1+ r;—f— T+ 7o) 2
m = 2 50

= i1
Ty — 7Ty

(i+1)

(r1 +r2)EY
(7“1 + 7“2) [(r1 +79)2 — 2]

E(z)
Tl - 7'2

egi+1)




oD [(r1 +72)2 — 1] ()
(r1 4+ 73) [(ry + Ty)? —2] 4

3 _ .3 i
= 077 pa
rd _ pd
1 4

par induction sur j, la solution de (32) et (33) est :

7 & PRl
Ty — Ty
et
N—j N
(i+1) Ty — Ty (i+1) .
Ej e = Sy v J=I14+1,... N ~-1
&} Ty
ainsi on a
l
el(i+1) _ 1= 7"
- ok &k
ry =71y
l ! N-k N—Fk
_ ¥ —rg 7 — 1% e(i)
- / = i l
rF=rk ) \ P
et N—k N—k
A N—k _ _N—k
(1) _ [T =T T (@)
£, R U > NI = | £y
P == Ty =Ty

si on pose

donc
et

ou py(l, k) est le facteur de convergence.

22
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1.8.2 Estimations d’Erreur Discréte

Théoréme 1.8.1 On ¢ Jes estimations suivantes
i+1 % i—1 ;
!ey(-“}::ﬂq(l,k)]E,i )f, J=12.,k-1

et
Pﬁ“ﬂf@@@kpﬂj:l+LHﬂpr—l

Preuve. On a

J J
G+1) _ T1 =Ty
e; = \rf—rch/“
-k N—k
s A WA ) ©
rk_rk PN N ) €
= pi(l, k)e?
!
5 Ty Ty i—1)
= pq(] Mrk kElS
1 2
(i+1)] _ (1 B Tﬁ T-é £
= Jej ’::Pq(7>7;{c_7,§ k /
=
de méme
]\Th' N_..
E+D _ T ’ 7’2' o (1)
rlN Z—réy*l !
- (3222 (B e
PN V=l e
= pi(l,k)EY
N—k _ N—k
— *(Z k)rl T 6(7‘)
Pqlts PV N4



’/’N—k

N N_i
LS 4

= (E}Z’“) / o k) |2

- )Ej(i—l»l)! <

4

q(l,/f)/el /, d= - LI B, g 2
m

Ce corollaire prouve la convergence des solutions discretes

Corollaire 1.8.3 On a les estimations suivantes

/ejf'“)f < (62(0, k) [ <°)f =12 k-1 (38)
et A ‘

[@“ﬂ < (60 R)ED], j=14 1042 . N1 (39)

1.8.4 Calcul de 1a Valeur Maximale du Facteur de Conver-
gence
Onak=[+D ,ainsi on peut écrire
Tl _ 7,.1 T,N—Z—D ,,,,N—Z—D
po(li+ D) = | l\fw) (W) (40)
2 1 2
il est f;

acile de vérifier que p* atteint son maximaum sj
Pq

i W=D
2

ie
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1.8.5 Cas Particulier g =]

sig=0c ad Q=1 et 't =79 =1, alors on a

po(l k) = lim py(l, k)

T1—T9

) 7 — kY | et =g F

fm Ak = lm (0T TN

172 T1—=r2 \ Ty — Ty T T
. i+N k T{Téw‘k _ Té?“lN_k s TéJrN_k
= lim

N — oy - -
Fymrmg I bl kN L AN

on applique la régle de I'Hopital deux fois on obtient

' , (Z+N—/ﬁ:)ri+N‘k 1 = Pl il - (N - e T
lim p*(1k) = lim A N—I—1 N=l_ /c 1 kN —I—1
Py r=rz (k+ N — [)rk+ — kr} = (N = Drgr]

_ 2N -k
© 2k(N =)
_ LA(Nh —kh)
B kR(Nh — Ih)
ce qui donne
JUY e : 42
p0<7 ) (1‘$Z) (xl ':Uk) ( )
par conséquent, on a
o N—D N+D) _ (N-D\?
A ) = N+D
_ (Nh-Dn\?
~ \NA+Dp
_ [(1=4d)?
N1l
N<D N+D 1-d 1+d
5 =p | —), — 43



1.8.6 Taux de Convergence

Corollaire 1.8.7 [e tauz de convergence dy procédé alternatif de Schwarz
est

N-D N+D
Rz—lnp;(\ - )

2 [ 2
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Chapitre 2

Proceédé Alternatif de Schwarz

pour un Probléme aux Limites
de Neumann

2.1 Position du Probléme

Soit le probléeme aux limites suivant

dzy

22+ ¢y =f(z) dans Q= 10,1]
) gg y{z:O =a (1)
l ;% g=1 = b

ou ¢ est une constante. On
dent. Le probleme (1)
la premiére est :

garde les mémes notations du paragraphe précé-
est équivalent aux deux formes suivantes

y(0)=a (2)

{ ~¥' + Py =f(z) dans
Y(@e) = 2(zx)

et

Z(CL’[) = 7](171) (3)

—2 ¢ = f(z) dans Q,
Z(1)=b

27



la deuxiéme est :

¥(0)=a

—y" + Py = f(z) dans
, : (4)
Y (zx) = 2'(z4)

et

~2" + ¢z = f(x) dans Q,
2 (2) =y () ()
Z(1)=b

2ol Procédeé Alternatif de Schwarz Pour les

Problémes (2) et (3)

Le procédé alternatif de Schwarz pour les problémes

(2) et (3) est définit
comme suit : Trouvons la suite y(

“U sur O, solution de

—y 0" g2 (41) f(z) dans Q,
y(i+1)/<0> = Q

‘ a (6)
VD (z) = 20(,)
et la suite z(+1) gyr 25 solution de
— (1) 1 q2z(i+1) — f(a:) dans Qs
24 () = 4+ () (7)
Z(z+1)’(1) =5

ot 29 (z;,) est la donnée initiale

2.3 Estimation d’Erreur

On note la solution de (1) par y*(z) et les erreurs par

ez) = y(z) - y()
EO(z) = Y (z) — 29 (z)

28



alors les erreurs satisfont les problemes suivants
~eH" 1 geli4) L gome

= {) (8)
Zy) = E(“(I;’;r)
et

—EBO)" 4 2p+1) L 0, dans
el = ®
E(1+1"(1\

les solutions des problémes (8) et (9) sont donnees par les expressions sui-
vantes

e(i+1) (:E:) = —L(iﬂiz F i‘j'l%) sur £ (10)
cosh gz,
) coshg(1 — » Ie)
E(H—l)(l.) = 11 ‘_) (1 U(:pl) sur Qz
h(’(i == ”Ll)

(11)

Théoréme 2.3.1 Les erreurs re

latives qux problémes (6) e
¥ .2 \
estimations suivantes

t (7) vérifient les
(@(H‘”(:E),' po(ay, x

Aok

]:/(v l),\oy )[

dans
et

(12)
fE‘“LU(SE)[ < pyla1, ax) e (@1)]  dans Qq

cosh gz coshg(l — z
Py (31, ) = (\qﬂ ( q k))

cosh gz, /
est le facteur de convergence

(13)

cosh q(l —~ Ty

(14)

18]
©



Preuve. Associons les conditions aux limites aux erreurs (10) et (11)

(i+1) coshgz; 1
‘ () cosh qz;, (1)
_ coshgz coshg(l — mk)e(i) )
cosh gz, cosh q(1 — T
on pose
cosh gz cosh g(1 — z;,) i
cosh gz, cosh q(1 — )
cela implique que ‘ 4
€(Z+1)<$1) = pq(xl,xk)em(xl) (15)
de méme
(i+1) _ cosh ¢(1 — xk)e(i“) 1
B a) coshg(1 — z (z.)
_ coshq(1 — z;) cosh gz, B0 (g )
~ cosh q(1 — z;y cosh gz, s
on pose

cosh¢(1 — 2,.) cosh oz
q( A) o = /Oq(xlw,]:k)
cosh (1 — 2y cosh gz,

ce qui donne ' '
B (@) = py(a1, 24) EO (zy) (16)

donc

, coshqr _,.
(@) = I gy,
cosh gz,
cosh gz -
= —J-pq<xle T/C)E( 1)(xk)
cosh qz;,

cosh gz

,e(i-ﬂ)(x)‘ £ pq(l“z,fl?/c) ,E(i—l)(xk)‘

cosh qzy,

avec
cosh gz

—— < L, Vo &0, 2]
cosh gz,
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et
coshq(1 — z)

(i+1)
coshq(1 — e (@)

E(H—l) (x)

coshq(1 — z)
coshg(1 — z

Pq (s, zi)et (z1)

. osh g(1 — z) ;
Bl | o |98 @
| (2)] < o gl —a; Po (@i, ) [ ()|
tel que
coshq(1 —z)
— <
coshg(I—zy| = LV €z, 1]
m

Corollaire 2.3.1 On q les estimations d’erreurs sutvantes

@) < [oyfa1,20) |EO@0)|  dans 0 ar)

)E(i—#l)(z)‘ < [pq(g,‘l’ ij”l ‘E(O)@?k)' dans QQ (18)

En effet, on a

po(z1, 24) |[EC V) ()|

pq(l‘z, xk)pq (371, zk) ’Eﬁ_z) (mk))
[pq (71, 24)]? |[EC3) ()]

o < [Pl zi)] ™ ]E“‘m)(:ck)l

€6+

IAIA

IN

si on pose m =i alors
[e9(2)] < [py(as, 24)]' [E® ()| dans @, , ¥i=0,1,2,..
et de la méme facon, on obtient
|ESD (@) < py(ay, ai) |9 (a)]
< pyl@nme) [py (@, 24)] T |EO) ()]

[B0@)| < [oy(an 2] [BO )| dans 2, vi=0,1,..
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2.4 Valeur Minimale du Facteur de Conver-
gence

P <cosh qzl> (coshq(l - xk)>

cosh gz, coshq(1 — ;)

on a

posons
T =x;+d

cosh gz, > <cosh q(1 —z; — d)>

cosh q(x; + d) coshq(1 — ;)

po(Tr 2+ d) = <

_(9& _ 29sinhq(2z; — 1+ d) [cosh ¢(1 + d) = coshq(1 — d)]

Oz [coshg(1 + d) — cosh 92z, — 1 4 a))*

soit
ap,

= 2¢sinhq(2z; — 14 d) [cosh g(1 + d) — cosh q(1-d)]=0
= 2¢sinhq(2z, — 1 +d) =0

= q(2x1—1+d):0=f]#0

= 2z, —-1+d)=0

on obtient alors

Ty = o (20)
donc 1+ d
o= (21)

dans ce cas le facteur de conversence Ty, @y ) atteint sa valeur minimale
q 3

. 1—d 1+d
%Wu%%+@_%<7f*7_>
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et
l—d 144 cosh(1=¢
pq<2’2>:( h(i)> 22
cosh(1+4)
2.4.1 Le taux de convergence du procédé altenatif de Schwarz est

R < —lnp, <Ta] 12;d>

Corollaire

en effet

l—-d 1+d
e x (L5810

1-d 1+d
=gz, 2 < —lng, (T, T)
ce qui implique que

l—d 1+d
R< —Inp, <—T%>

.9  Procédé Alternatif de Schwarz Pour les
Problémes (4) et (5)

Maintenant nous appligouns le procédé alternatlf de Schwarz

pour les pro-
blemes (4) et (5).Soit les suites y(i+1) | L+

U tels que

—y )" Py = f dans O
| yfi“)/(o) :.fl (24)
YO () = 20 (3,

et
=200 4 2,64 = £ duns 0y
2D (z7) = o+ () (25)
S(i+1) <1> =b
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2.6  Estimation d’Erreur

Soit les problémes suivants

—elHD" L 026+ — 0 gams G
e (0) =0 (26)
eV (@) = B ()
et
—EC" L 2B+ — 0 dans Q,
E(i+1)’($l) - e(i+1)’($l) (27>
E(”l)/(l) =0

par un calcul simple les solutions sont données par les formules suivants

- 1 coshgz ., =
(1) () = 2 2O8RGT )
e (x) A kE () sur O (28)

et

. lcoshq(l—2z) ., =
E(z+1) —— % (i+1) Q 29
@) gsinhq(1 — z;) ‘ (o) ot 53 (29)

donc _
(i+1)" sinh qx
T =

EW(z0) sur 0, (30)

€ ;

sinh gz,

i inhg(1 - 2
E s inh g(1 _ml)e (z1) sur (31)

2.7 Calcul du Facteur de Convergence

Associons les conditions aux limites aux expressions (30) et (31)

sinhqz; _ .\
———F% (1)
sinh gz,

_ <sinh qx1> <sinh q(1— :z:k)> e(i)/(:cl)

sinhgzy / \ sinhg(1 — ;)

e(i+1)’(x[>

34



si on pose

<sinh qxz) <sinh q(1 — )

sinh gz, sinhg(1 — z;)

) = Py(@1, 21

alors
e (z,) = P(x1, 21 )e® (z)) (32)

de la méme maniére on trouve

E(i'f'l)/(xk) — Zq (]f[, ,Ek>E(Z>/<fC}v> (33)

Théoréme 2.7.1 Les erreurs relatives auz problémes (24) et (25) vérifient
les estimations suivantes

[e(”l)(x)' = [ﬁq(l’l,xk”iaq(xr’c) )E(O)l(x/c)/ ; dans ()

et .
)E(”l)(x)[ < [ﬁq(xz,xk)]zaq(l ~ ;) ’E(O)/(Ik>lr dans Q

Preuve. On a

6(i+1)(x) = e

Py (1, 2 ) Y ()

g sinh gz,

1 cosh ¢z oy
= 0@, k)P, (), z, ) B (o

g sinh gz, 7o (%0 T)Py (21, 7 (zx)

1 coshoz . T
o [P (a, 2] B ()

g sinh qx;,

par induction sur 7

, 1 cosh gz M i)
(i+1) —— — E(l m)
e () o [Py (z1, 21,)] (k)

pour m =i

, 1 cosh gz i /
(D) e = Po(z1, 21)]" E@' (2
€ (z) g sinh qz, [pq( ! k” ()
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’e““%x) & 1 cosh gz

~ gsinh gz, [ﬁq(xl’xk J /E(O) (xk)/

de plus on a

z Q,i.e 0xmw< =

S

= coshz < cosh T
coshgr  coshax

= \C] < ‘&
sinh gz, — sinh b

on pose
( 1cosh gz
Z) = =
%, ¢ sinh gz
donc ' _
[e¥9(2)] < [B,(e, 7)) 0, (z4) | EO (@)
de la méme fagon
E(Hl)(x) _lcoshq(1 - z) o1 ()

gsinh ¢(1 — z;)
Lcoshq(l—z)_ Gy
gsinh ¢(1 — xl)pq(:cl,a:k)e (=)

$ coshg(] =% 2,(i-1)
N _(_]m(pq(rhxk)) e (fpz)

par induction sur ¢

_lcoshq(l —2z)

— m ,(i—m+1)’
7 i e T
gsinhg(1 -z (Po(ar, 1)) ()

Ev(i—i—l)(x) —

pour m =i, on obtient

1 coshq(1 - z)
_gsinhq(l —
I coshq(1 — z)
_gsinhq(l —IT)

1 [coshg(1 — z) sinhqz; | . i (o)
= Tl —— Ly T F T
q [sinh q(1 — ;) sinh gz, [pq( . k” (zx)

EE () [Py (a1, 21)]" e (2))

i sinhqx; _ o,
0, (2, 1) || —2 (o)
[%@%M” sinh gz, (k)
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ce qui donne

, 1 [coshq(l — z) sinh ¢z ; '
Ei+1) & = q qz; | r_ i ( (0) /
| (o)l = q [sinh q(1 — z;) sinh quJ [pq(xl’xk I'|E® @)

on a

1 coshg(1 — ) sinh gz, _ 1 fcoshq(l—z) sinhgz _
q |sinhg(1 — x;) sinhqz, | = ¢ |sinh q(1 —z;)sinhq(z; +d) | — g

{h, ie zy<z<1

—x; 2 —x > —1
l—z,>21-2>0

coshg(1 — ;) > cosh (1 — z)

b U U m

donc
1 coshq(1 — z) < 1coshq(l — z;)

gsinhg(1 —z;) ~ gsinhq(1 — x)

de plus la fonction coshz est croissante pour z > 0 [(coshz) = sinhz > 0 vz > 0] ,ce
qui donne

z;+ d

sinh gz; < sinh ¢(z; + d)
' sinh gz, &

sinh q(z, + d) —

Zy

L VA

donc
" Lcoshq(1l — z)

~ ¢sinhq(1 — ;)

on pose

. 1 coshq(1 —:

{1 —mg) = 20— o)
g sinh ¢(1 — ;)

alors ; !
|EC ) ()| < [B,(1, 2)] ag(1 — z) lE(o) <$k>’

CQFD. m
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Chapitre 3

Expérimentations N umeériques

Dans cette section nous considérons un test numérique simple. Soit le pro-
bléme aux limites de Dirichlet
—Ly Py=sinlz, dans O
dx 27
y(0)=0
y(1)=0

on prend zx = 4/7, z; = 3/7, 2, = 10,4/7],9 5 = 13/7,1[, 2@ = 0, etle
test d’arrét epsilon = le — (g, Ou & chaque macro-itération (itération de

de Gauss Seidel.
Table 3.1

1 4.664e + 00
1/112 | 18 [ 2115 | 2052 | 3.0904e + 01

13, indique le macro-itération de Schwaryz ( itération extérieure),
it1,4t2, indiquent les micro-itérations de la méthode itérative de Gauss Seidel

pour chaque sous-probleéme (itérations intérieures).
On remarque que le facteur de convergence est p, (z;, z) = 0.536766 < 1.
Table 3.2
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2.90093e — 02

7.60865¢ — 02

y"(1/7) | 2.88625¢ — 02 | 2.88631s =3

28 (4/7) 7719038 — 02 | 7.719022e — 02

on remarque que la solution numérique en ces deux points converge

2.896860e — (2
7.714485¢ — (2
solution ezacte
2.899788e — 02
7.749180e —
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courbe de la solution numerique dans omega?
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courbe de 1a solution numerique dans omega2
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T TR,

P i it

Festaan

courbes de la solution numérigue dans omega
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function|y,
t=cputime;

short e;

oThlS Program s

o0

oe

-d/dx (d

o

o

ffunc

e

h=4/7/n1;

(d
u(0)=0, u(1)=0

= Jnline('sin(pi/Z*x)’x');
% maximum number

maxit = 10000;

nl n2 q,max1t1 smaxit2
epsilon =le-6;

z]= differencesfinies(
timetot=0;

solves the obstacle problem
/dx (u u) ) +grqrus=f

right hand g
of iterations

206
%4

xl= 3/7

for i=1:n1-1

k1(i,1)

oh2 4/7/n2

=2+q*q*h/\2 2

k2 (i,1)=2+q*q*h"2;

l:nl-2

(1,i+1)=-1;
(1,i+1)=-1;
(1+1,i)=-1;
(

1
k2
k1
k2 (i41,1)=-1;

for i=l:n1-1
1) h*h*>1n((pi/2)*

yl=zeros(nl
zZl=zeros (nl-

F2(i,1)~h*h*51n((pi/2)*

=1y 1):
.10

while (it3 < maxit3)

fl=F1; f2=F2;

Solves

fl(nl-1,1)

*h)/sinh(q)+sin((pi/2) *i
x1+i*h))/sinh (q)+sin( (p1/2)* xl+i*h>));

=4/ (pir2+44%gr2)

(-sinh (g*i
=4/(pit2+4*q"2)* (~sinh (g* (

probleme one

=Fl(nl-1,1)+z1(nl/4,1);

= zeros(nl-1,
y = uoldl;
itl = 0;



sl

% Gauss

9
o

[)

whi

end

o ol

-seidel method

le (itl < maxitl)

for i=l:nl-1

for probleme one

y(i) = (f1(i) - kl(i,l:i—l)*y(l:i~l)

end

- kl(i,i+1:n1~l)*uold1(i+1:nl—1)
/ kl(i,i);

relerrl = norm(y-uoldl, p2) ;
if (relerrl < epsilon )

break;
else
uoldl = y;

itl = itl1+1 ;

relerrl; y;

y=k1\F1
y=inv (k1l)*f1;

)

]

5 o o e

while (it2 < maxit?2)

end

for f=1:nl=1

Gauss seidel method for probleme two

z(i) = (f2(1i) - k2(1,1:i~1)*%z(1:1-1)

end

= k2(i,i+1:n2-1)*uold2(i+1:n2-1)
/ k2(i,1i);

relerr2 = norm(z-uold2,p2) ;

if (relerr2 < epsilon )

break;
else
uold2 = z;

Ay o
ena

it2 = it2+1 ;

)



it2; relerr2; z;

relerrll=norm( —yl p2) ;

relerr2l

2

and

i

Xl= [O.h 4/7}, X
X1=x1(:);:x2=x2(:
figure(l), plot
xlabel ("axes des X
title (' courbe de

figure(2), plot(x2 2 grld

m(y-ul,p2)
orm(z=zl,p2) ;
relerr2=norm(z- uz2,p2)
1f and(relerrll < epsilon , rel
break;
else
yl=y;
zl=z;
end
1t3=it3+1;

grid on,
ylabel (Taxes d

la solution

err2l < epsilon )

1E3,1t1,4L2, relerrl, relerr2, relerrll,relerr2l, uul,uu2

erreurexacty~norm(uui -y,inf), erreurexactz=norm(uuZ-z,inf)

&8

I
O

plot(xZ z), grid omn,

xlabel (: X'); ylabel(

title (' coux de la solution m
figure(3), plot(xl Y, 'r"), hold on,
xlabel(‘axes des X'); ylabel('axe“ des Y');

c

('i"U

bes de la solution numér

90090000940 g.aoc
,u'::)r,o. ’60'060 T T

ique dans omega
(e}

2 0.0 Qg
TEE"

s=cputime-t, tlme(1t3) cputlme ot timetot=timetot+time(it3)

eurconvw(81nh(q*xl)/Sth(q xk))*

(sinh (g* (1-xk))/sinh (q* (1-x1

)))
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