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" Une cuu,se tris 'pet:ite, 
I

qIrc nou,s ne pouljons r)o,s
d,il, au hasard,. S,i nous c,
situation d,e faniuers d, l,i
la si,tuation d"e ce m€me
que les lois naturelles n\
connattre la situation initi
prduoir Ia si,tuat'ion

f4rcnces dans les
'plr,€rr,ornErt es Jinu,w; ; (I,ne

lnorme sur les d,emi,ers.

Jules-Henri poincar6

nous faut, nous d,isons que
lois; Mai,s 'i,l n'en est pas t

i ytous €,cltup'pe, tl*ttrvnirrc wt effet corrcidiruble
Ttos uoir', et nl,ors nous disons qu,e cet e.fiet e.st

tns eractement les lois d,e la nature et la
initial, nou,s pourri,ons pr6d,ire enactentent

n'iaers d, un'instant ult1rieur. Mais, lors m€,me
ri,ent plus de seeret pour nous, nous ne paurrions

qu'approrimativement. Si cela nous permet d,e
au.ec la m€me approri,mation, c,est tiut ce qu,i.l

le phdnom\ne a 6t€ pr€au, qu,il est r6gi par d,es
)!i9ur1 ains'i, i,l peut arv,iuer que d,e peti.tes di,f-
initi,ales en engend,rent d,e tres grand,is d,ans les',te 

er"reur s'ur. Ies'prerrfiires,prciuirait,urrc erreur
pr€d,,icti,on deui,ent alors impo s sible.,,

Sciences et M6thodes
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R6sum6

Dans ce trauail, nous nous int€ressons d, une techni,que qui d,ite mdthod,ede perturbat'ion qui, permet d,e d,dtermi,ner u,ne sorution appro*imatiue d,,unedquation diff€rentieile ord,,ina,ire non, rin€airc, now nou, ri*itons d, des 6qua_ti,ons diffi,rentielles d'ord,re E, du type :

I t'(r,i,!j) : ef (v,y)
[ 0<e(1

nous etpkci,terons des m€thod,es d,e perturbations rLguri.ires ainsi, que dem€thodes d,e pe,turbations s,ingur,iares en d,onnant t", orio*oges et res incon-udni,ents de chaque m€thod,e.
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Abstract

In tlis work'use inuestigate a tet:rudque tlmt ta.rt be used t, Jintt art u7t,p,a.t:,i_m'o'te soht'tion o.f a system, of rrifferenti,ar egn,tionr, o,* ,,ii e.rpra,in m,ethods ,.f
:f:!ilX!;::f.".r 

per-turbati,ins i'n giu'ins the aiuantns"* and, d,isad,uantases

In thi,s work we focus on a techn'ique caued, per.turbation method, whi,challows to determi,ne an approd,mate sorut'ion of o'oain y nonli,near d,i,fferen_tial cquati,on, u)c rcstrict our.sclucs to dffircntta 
"ir.ili""s of or.d,cr. 2, of thctype :

{ t(r,a,!)) : ef (a,a)
[ 0<E(1

we erpli'cit regurar perturbati,on method,s and, method,s of singular pertur_bati,ons in gi,ui,ng the ad,uantages and, d,isadaantages of each method,.
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Introduction g6n6rale

Beraucoup de probrdmes importants en ing.nierie, en sciences physiques r:ten sciences sociares; une fois iormurds en termes math6matiques, exigent .[ad6terrnination d'une fonction qui satisfait une 6quarior, 
"orrr*rrant 

cette fonr:-tion et un certain nombre de ses d6riv6es. De teiles 6quations sont connumsous le nom d'6quations diffdrentielles. Les 6quations iitrerentietles sont ap-parues d6s le d6but du calcur diff6rentier ea'i," - ti#-rtucre), avecdiversesmotivations, g6om6triques ou m6caniques. Eiles sont particulidrement impor_tantes pour la description des mouvements, ou d.es systdmes dynamiques. E:nparticulier elles apparaissent de fagon spectaculaire dans l,ceuvre de Newtornqui a :montr6 leur importance fondamentale dans |explication des mouve_ments plan6rtaires sous linfluence des forces grooitutioirneiles.
Dds Ie d6but du XVIIIe sidcle, la thdorie des perturbations a 6t6 utilis6r;par les astrorrornes pour les besoirrs tle ra rn€cariq".-"gi*te : erl effet, les6quations diff6rentielles d6crivant un systdme de .A/ corps en interaction gra_vitationnelle n'a pas de solution exacte g6n6rale po,r, rtr > 3. cet aspect d*la th6orie des perrurbajionl a 6t6 synthetise a ra fin du xIXe sidcre dans lesrouvragr)s classiques de Laplace, Tisserand et poincar6, o .rt d.e connaitre dernouveaux d6veloppements dans la seconde moiti6 du xXe sidcle avec l,avd_nement en 1954 de la 'f th6orie KAM *, du nom de ses trois concepteurs :Kolmogorov, Arnold et Moser.

La rn6thode a par ailleurs 6t6 abondamment utilisde au XXe sidcle pourles besoins de la physique quantique, d.'abord en m6canique quantique nonrelativiste, puis en th6orie quantique des champs perturbative.
Le sujet du travail propos6 ci-dessous.est l'6tude th6orique et approxima_tive des 6quations non rin6aires qui se notent sous ra forme :

I t'(r,i,!i) : ef (a,y)
L 0<E(1

et I'application des_m6thodes r6gulidres et singulidres dr savoir : m6thode deLindsteclt, des 6chelles de temps *uttipl*, et & h;"tu;;*.
Cette probl6matique est scind6e en quatre chapitres :

(1)



Chapitrel :

ce chapitre va principarement porter sur ra pr6sentation de r,6quationdiffFreniielle sous ses formes.
Chapitre2:
Dans ce chapitre, nous allons d6veropper et appriquer Ia m.thode r.guridresur l'6quation (1). En particulier, la r6sorution a- r'cq"Jon (1) ainsi que laconvergence de la fonction approximative au ,csultat exam.Chapitre3:
L'objet de cette section est d'expliciter 6videment res m6thodes singulidres- 
tffffiXH 

leurs agencements pendant la resolution-i;cquation (rJ.

L'objet de ce chapitre est de cornparer les differentes m€thodes explicit6es.



Chapitre 1

hlotions prdliminaires et
96n6ralit6s

Dans ce chapitre, on donne un rapper succinct de certaines notions fon_dame'ntales' on introdtrira dans ce rappel les rlefinitior:^s rl,6q'ation 6iff6ren-tielle, solution p6riodique,...

1.1 Gdn6ralit6s

D6finition :

Soit f : {-l -r IR rune o,pplicati,on dffini,e srff,trn otmertA d,e I x R?+1.on appelle €quation d,lffereitieile orddrai,re (EDo) d,,ord,re n ,ne equati,on
fonct'ionnelle de la forme :

f(t,u,ut,.'.,u@)7:6 (1.1)
On d,it que I'EDO (1.1)est sous forme impl,i,ci,te.

Ddfinition :

on di't qu'une EDo d,'ord,re n est sous forme norrnare (enpri,ci,te) s,i eileest donnde par :

Y@) : f (t,y,a',. . .,,a@-t))

D6finition:
une EDo linni're d'ord,re n est une *quati,on 6cri,te sous fortne :

aott)a * a{t)y' + . . . + a*ft)y(") : bft)
Dans le cas contraire on d,ira que I'*quation d,iffdrenti,elle est non rin€ai,re.



D6finition:
- ort' di,t (tu'une EDo rindaire est d, ueffic,ierfts consktr$s s,i, res crffic,ierftsU(t) sont tous constants;
- on di,t qu'une EDo tiniaire est homag,ne si son second, membre b(t)est nu*e, dans re cas contraire e*e est" d,ite nri- io*ogcnr.Remarque :

* La solutiort gcnirurc rl,urrc EDo dipcrur d,a,utant dc cansta,ts arbi-tra'ires que I'ordre d,e I,EDO.* Il apparattra dans res cas €tud,i,€s que ra sorution gen€rare d,,une EDopouryt prendre les formes su,iuantes :
o Forme erpli,ci,te : y: y(t) + c;
o Forme i,mpli,cite : f (t,y,,c) :0;
c En caordonn€es polai,re ; y: f {0) * c.

L.2 R6solution d'une EDo lin6aire d,ordre 2
sans second membre

On considdre i'6quation difiErentielle homogFne :

ai)+by*cV:0, a,,b,ce JR al0 e.Z)
Pour rdsoudre ce type d'6quation, on commence pa,r chercher res sorutionsde la forme :

d,oi 
u: eh

'i : )e^', ,!j : A2e^*

On substitue : gf,y,y dans (1.2), on obtient :

(aAz + bA + c)e^, : 0 =+ aA2 +b,\ + c : 0
donc : y : e\'est ra sorution de (1.2) si et seulement si ,\ est racine del'6quation

a.\2+b)+c:0
Cette dernidre s'appelle : €quation caractCristique de (1.2).

10
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La solution g6n6rale de.(1.2)repose sur le nombre et la nature des racinesde I'equation (1.8) qui revient au^m€me sur ra'aleur du discriminant A :b2 - 4ac de l'6quation (1.3) :

o A > 0 : l'6quation (1.8) a deux racines r6elles distinctes :

)r:-b:rA. )o:-b*4- 2a '' "z - ---t"
=> elt' et e)r' sont deux solutions de (1.2) et comme
W(e^,',e^"1 l0 x; Alors la solution g6n6rale de (1.2) est :

y:cte\rt*qg^zt
o A -= 0 : l'6quation (1.3) a une racine.double :,\r :,\2 : fi + Ut : e*,est une solution de (t.2). on utilise la mct*de dl r.duction d,ordrepour obtenir une deuxidme solution gz d,or)

A : QUt * czqz: cleAt' * c2glt*
o A < 0 : l'dquation (1.J) a deux racines distinctes comprexes et conjugu6es

Ar:l*i,lt, A2:1- i,1t

ai 1, tt, e lR. Alors la solution g6n6rale de (1.2) est :

U : ctel' cos l.r.J; * c2ea" sin u,u

(*)W: wronskien

1.3 R6solution d'une EDo lin6aire d'ordre z
avec second membre

Elles sont de la forme :

alj + bit * cv : s(x), o,* a, g@) * o (1.4)
M6thode de Lagrange :

o Pour appliquer cette m6thode, il faut connartre un systdme fondamentare
de solution yL,Az de l'6quation homogdne :

e!)+W*cy:0 (1.b)

11



dans ce cas Ia solution g6n6rale de (1.b) est :

y:ctyr*czyz
r Le principe d'e la m.thode de Lasrangg est de remplacer les composantese et a2 par des fonctions-u1(r) u! urt{ i".*;;;;;u,on va d6terminerde tel gue ue: {Jryt * tlzuz 

"om" r'eqir"ti"" .r;tiorrrogdne (1.4)t 
"o11 

trouver 4(x) et, tr2(x) on a besoin de deux conditions, 1u ldre concli_tion est

qu'on appelle Cquation
pose :

U$r t {JzUz:0

arbitraire de compatibilit6. Dans ce cas, on

Up: UrUt * UzUz + Ap: (J$t * Uziz
et

'!jp : (Jryt * Utih * Uziz * Uzilz
On substitue ilp,0p et gp dans (1.4), on trouve :

Ugt * (r2yr: g(r)
a

qui repr6sent" 1u 2dme condition. on obtient alors un systdme :

I ura, * (J2v2: Q

I ury, * uzoz: +
Le d6terminalt d9 ce dernier systdme n,est autre que le wronskien quiest non nul, d'or) la solution unique de ce systdme est :

( tl,(*\: - algi(a)

t;;;) :W(+ao:r, I ffid,r*vzlffi*,
A:4gr*czgz*Ap

Remarque : En gd2€rat, i,r n'y a pas d,e m€thod,e g€nhrale pour rdsoud,re
les 

-d.quations 
diff'.rent'ielles non li,ieai,res. La m€thode d,e perturbati,on est unetechni'que qui, permet de trarner une sorution approni,mi*ue d,une dquati,ondi'ffirenti,elle non liniaire ou d'un syst\me d'"qiitto* irfferenueues non ri_n€aires.
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l'4 rntroduction au m6thode de perturbation
La th.orie de perturbation est une m6thode math6matique g(n6rale quipermet de trouver une solution approch6e d,une eq".lJ" *ath6ma,tiqu e (nr)d6pendante d'un paramdtre u roirqrr* ra sorution a" 

-r 

e".rion (Ef), corres_pondrent d ra valeur e : 0, est connue exactement. L,.quation math6ma_tique (E ) pe't 6tre rme 6q'ation arg6bririrr", ,r* uorralon 6ifferer:rielle, rme6quation aux vareurs propres, ... La m.thoae corrsiste J'chercher ra sorutionapprochee de l'6quation (E') sous la ror** J'un.ffi;;;-ment en s6rie despuisser,nces du paramdtre e, cette sorution approch6e ct*nt ,uppos6r: Qfls u1'sapproximation d'autant meilreure de la sorui** 
""".i-, **, ,n.o,onue, quela vahur absolue du paramdtlg r *rt plus ,,petite,, 

(e < 1).Dans ce trava'on va consid6rer rer lyilons 1ar) comme 6tant des 6qua_tions difi'erentielles. on va appriquer la th€orie a-i.r1t"ru.tion pour r.6soudredes dquations diftrentielles nonlineaires du second ordre sous la forme

&y d,u

Tfr+a*ef(v,;;):o (8,)
ori s est un petit param.tre et / est une fonction anarytique non lin6air,ede y et ff'-Paut bien comprendre Ie principe de cette m6thode, on considdrr:cet exemple :

Exemple 1 ;
Soii; le probldme d valeuur initiale

U'(0) : 1

Sa solution est :

aett): e+(1 - e)"''
La solution du probldme non perturb6

e(o) :1
est :

u(t) : e*t
et Ia diffbrence entre ra soiution du probldme non perturb6 et pr.obrdmeperturb€r est :

la,(t)-y(t)l:le -ee-tl:el1 - e-tl<e, Vr>0.

13
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on rema.rque que ra sorution approch.e tends vers ra sorution exacte.

Exemple 2 ;
La situation est dift€rente pour le probi€me

dYu

E -Ue: €t U,(0) :1
La solution est :

u'(t): -t+(1 *e)et
Le probldme non perturb6 :

du

fi-a:0, U(0):1
a la solution : y(t) : st

ly,(t) - y(t)l: el1 - e'1.

sur I'intervalle 0 S t < r,l'erreur est de rordre de e. ce n,est pas re caspour f ) 1 of la diff6rence croit sans 6tre born6e.

1.5 Solution p6riodique
On dit que y(t) est une solution p6riodique pour l,6quation

#y d,u,

dft+Y+ef(a,#):o
s'il existe un constante positive f > 0 qui v6rifie :

y(r) : y{o) (1.6)
cm qualifie de p€riode le plus petit ? v€rifiant (1.6)
Remarque :

Les multiples de la p6riodicit6 est aussi une p6riode.

L4



Chapitre z

Methode de perturbation
r6guli6re

2.1 D6flnition
supposons que on aprobrdme (8") avec un petit parametre 0 < e ( r. etla solution y(e), e > 0. Si

jg r(e) : y(o)

alors on dit que le probldm 
" 

(8") est r6gulier.
Soit l'dquation differentielle'du second ordre,

conrenant un petit paramdtre 0 < e ( 1 suivante :

d'y d,u -

dtr+A+€J\y,#):0
- On suppose qu'une solution de l,dquation (2.1)
folme d'un d6veloppement en s6rie des puissances
suit :

non lin€aire, perturbde.

(2.1)

peut-Otre 6crite sous la
du paramdtre 6 comme

y _ yo(t) + ey1(t) + ezy2(t) +... + e"y.(t) + ... (2.2)
ori les coefficients des puissances du pararmdtre e sont des fonctions de lavariable inddpendante t.

. 
orr justifie l'€quati'rr (2.2) par le prerrder r6sultat trouv€ par p.irrcar. etqui montre que si une 6quabion diffcrentielle conbienne ries rennes avec un pa-ramdtre, alors la solution est une fonction analytique d" 

"* 
puru*dtre. Ainsi,si e est suffisamment petit, res s6ries qui soni trouvees par r,6quation (2.2)convergent. Les fonctions y?l sont trouv.es pax substitutioii au r,*qrutio' ii.ijdans l'.quation diff6rentielre (2.1) et qu'on d.termine r.cursivement en 16solva''t u'enseurble infird d'equaiiorrs difldrerrtielles lirrcaire ilolr hornogd'e.

15



ceci est l'avantage majeur de cette m.thode car elre permet de remplacer

*r::J::'1,:g;entieue 'c,' li'eaire (2 1t; ;;,;;,,,* d,6quatic,rrs diff6_

,*T::il?1Trt|ff.l'id6e 
de base de la th6orie de perturbation r6gutidre

Exemple B ;
soit un systdme qui est model. initialement par r,6quation :

A+2Y:9, Y(0):f
Ce systdme aprds perturbation est devenu :

a + Zy * eyz : g, g(0) : coshe (2.g)
or) s est le paramdtre de perturbation 0 < e < 1.
On cherche la solution :

y(t,e) : Uo(t) + ey1(t) + ezy2{t) + ... (2.4)
En substituant (2.4) dans (2.3), on obtient :

(uo + zyol + r(0, * 2a, + yril + ur(y, + Zyz + zuoyi* . . . : 0

go(0)+egr(0) +e2y2(g)+... : coshs

Fz t'4: ,*T* %*...
En regroupant les termes de m6me puissance de e, on a le systdme suivant :

d I'ordre €o , io*2gs:g, go(0):1
d l'ordre €t : ir*2yr: _A&, gr(0) :0
A ltordre ,' t y, * 2y, : -2\oyt, az(O) : ;

on trouve en r6sorrrant une d, une ces dernidres 6quations :

yo(t) : €-%,
1

a{t) : i7-n -"-rr),
1yz(t) : 
|(s"-r, * e-ot - 2e-n )



La solution est :

g(t):e-h +|tu-n' - "-rr)* ntlru-o *e-6t -ze-at)+...
On voit que Ie 

"?:*:o"t de cha,que a, est born6 et comme 0 < e ( 1 lacontribution du (n+t)dme terme est ietite compar6e uu nr"*e. En vu de cela,nous pouvons tronquer re d6veroppement apr6s re second terme et consid.rerceci comme une solution approximati* O* I,6quation f2.S)

Remarques :
Si nous obtenons A{t) : 0 d,ans le d,dueloppement on uti,li,se yo(t) +€2u2Q) conlrne soruti,on ipprod,matiae, prus geneior"i,"nt s,i: y1(r):...:A.-(t) : A ; abrs ta solulion opprori,*oti,ue est , yo(t) * e*yn(t).Notons que Ie ddueropement ie perturbotton niiiice r,,quation (2.s) quiest non li'ndai,re par u? systime d,'iquati.on rinda,ire non h',omogdnes. cec,i estt'un d'es auantages majeur d,e cet opiro"h, car,* nrg ,i* i, mdthad,e q,nerare'pour ,esoudra lcs itguut'iorrc rt'ifferiitterlcs ,avr r,irzu,;rc.- 

-
Cette techni,que fai'te poui u* equation peut-€tre utili,s*e pour chercherune s o luti,on approuim ati,u e d,'un ry rie*u d, dquati,ons.

Exemple 4 :
Soit le systdme :

Posons :

{ ":ro+€nL+...[ 9:Ao*eYrl'"
On remplace dans le systdme, on obtient d,l,ordre e0 :

(t:-2r*a*eyz
7 A:n-2y*exz
[ "(O):y(0):1, 0<s<1.

( uo: _2no*yo

{ Yo:no-2ao
( "o:ao:L

d, I'ordre el :

{*

- -2q+at+a8:fr1- 2W+nB
:91 :0

17



On obtient :

{ 'o: uo: e-t
I rr : Ur: e-t - e-2t

Alors :

i)+a+egr3-0, e )0
Avec conditions initiales :

{ ;ttl 
= 

:-:i ;gr - ::;li"}';l
Parfois ra m6hode de perturbation r6gulidre ne d.onne pas res fonctions

ftfl}},]*6es' 
Dans ce cas nous utilisons la m6rhode aes perturbations sin-

comme exemnle. pour cette id6e, on corusidire r,6quation difi6rentielre nonlindaire suivante qu,on appelle 6q;; de Duffing :

(2.s)

y(0): A et y(o):s
on cherche ra solution sous ra forme de l,6quation (2.2). En substituantl'6quation (2.2) dans (2.b), on obtienf :

{il0 + eE' * u'i)r+''') * fuo + cut * ezyz+ - . . ) * r(vo * eu, + €ry, +. . . )s : 0
et en assembrant res termes de la m6me puissance de e, ceci donne :

(i)o + yol + e(i)t * h +y3) + ur(ii, + vz+ Bfi,sr1+ ur(...) +,.. * g (2.6)
Puisque l'dquation (2.6) est un d6veroppement en s6ries de puissance dee identiquement nul, les diff6rents coefficients de puissance de s doivent 6tretous nul. Ainsi on trouve un systdme infini d'6quutiorm differentielres rineairenon homogdne d, r6soudre :

: f"(ur,Ut,Uz,. . .

i)o * Ys

**Y1
iiz * Y,

ii* + u:

0

-y3
4v3v',

18
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on "f" est un polyn6me anao,at,az,. .. tan_r.On remarque que ce systdmepeut-dtre r6solu r6cursivement. - "-'
Les conditions initialer y(0-) : A eti(O_) : 0, aprds substitution de l,6qua_tion (2.2) conduisenr aux conditions iniiiares,"i;; 6;;endent du y,(t)) ,

yo(a) : A
Ut :0 pou,r i ) 1

0r(0):0 pour k>0
o A I'ordre z6ro de e : est facile d, trouver et qui est :

Yo(t) :,4, cos r
r A I'ordre 1 : L,6quation pour p1 est :

!h*Y' ' '3A2 'A3r:-U6--( + )cosf _(|)cosSr
Qui est lin6aire non homgdne, sa solution particulidre est :

*: t$lcosBr - (f),,rn,
Par cons6quent, sa solution g6n6rale est :

at(t) : Cl cosf * C2sint + 'A" ' 3r3
( 
sz ) 

cos 3f - (f-)r si" r
Les conditions initiares de r'6quation (2.?) permettent de d6terminer resconstantes Cl et C2 on rrouve :

nQ) :f$1rc*rr - cosr) - ($)r,,n,
Ainsi, ii' l'ordre e , ra sorution de r'6quation (2.b) est donnee par :

A : Acosf * u1S)1q.o*Jf - cosf) - 12f sinrl

(2.7)

(2.8)

Malheureusement, l'6quation (2.s) montre que g(t) n,est pas bornde quandf -+ oo, mais aussi non p6riodique'ce dernier irrconv6nient montre qu,unesimple application de.l'6quati an (z.z) conduit d, de sdrieux probrdmes si notrebut 6tait de trouver des solutions pdriodiques. l

19



2.2 Tlerme S6culaire

"-rrlH :*:}jf 
de partie precdden-t ont montr6 que nons ne pouvons pas

o"rcqu*,to;iilitii,J#ln*??,r::":l*'**:l*:TdfrlHH
que le rapprochement qui en r*sulte.peut 6tre apcrioJique. ce manque dep6riodicir6 vient du faif que, *ut* *i v est une f;;;;;;; p6riodiqrre de t, lernaintiea de seulenrent un nornbre fini de termes a-r"lc,rurtion (2.2) peutdonner une fonction qui n'est pas p6riodiqu*. nu t"'*-rituution est arriv6e sion prend Ie d6veloppement d,une ionction pdriodique sin(1 + e)t

sin(1 + e)f : sinl * ef cos t _ f#lsinf * .. .

si no's retenons rm nombre fini de terme.s do lo*br de droite, on obtientune fonction qui est non p6riodrqr- -t non born.es quand f + oo.Les termes fu cos f ou tnri'i *'upperent *"r** -e""raires I c,txt craireque I'existence de te'e expressions nri "* devenu ,ro, uorne*, quand f _+ md6truisent la pdriodicit6 d" f -"o*ri*"
une technique pour 6viter les termes s.curaires est donn€e par Lindstedtqui est I'une de mdthode aes perturluriorm singulidres.
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Ctrapitre 3

Methode de perturbation
la rsrngulr€re

#.v+er(a,#r:o

En la th60rie de Ia perturbation un probrdme de periurbation singuridreest un probrdme contenant un petit paramdtre qui ne'peut pas 6tre approxi_matif par mettre re paramdtr. a uur"i, nur. c,esi *r, .itr*re d un probrdmede perturbation r6guli6re pour ruqu"ilu approximation peut_.tre obbenu parsimplernent mettre le petii p"r*itr. ri, z6ro.
La th6orie de ra perturbation singuridre est un riche des domai.ne pourles ma1;h6maticiens' 

-Dans 
..tt" purti nous allons introduit : m6thode deLindstedt, rn6thode des 6cheile* o, t**p, rnurtipres, m6thode de ra uioyenne.

3.1 Mdthode de Lindstedt
La rn6thode de Lindstedt s'apprique aux 6quations de ra forme :

(3.1)

La base de ra m6thode consiste d,introduire une transformatio' de lavariable ind6pendant' cette transformation nous permet d,6viter les termes

|!:rjt:t*t 
dans les solutions sous forme de s6rie a* p"rt*tation de l,6quation

L'id6e fondamentare de cette mdthode consiste d, faire un chanSSementrl'dchelle de temps en introduisant une nouvelle variable T : lrtet les deuxy el w sont d6velopp6s en s6rie des puissances d.u paramdtre e comme suit :

y(r,e): uo(r) + ey1(r) + e2y2(r)+...+ eny*(r) +... (J.2)
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a,,(e):l*eq*ez.;,2+...+ €n,,)n+... (g.B)
ori les {r.rg sont des constantes inconnues.
si on subsrirue res 6quario* rliJ er (8.3) dans l,equation (8.1) et on

;:[J,:XTff6rerrts 
coefficierits .t". p-#ro*ees rre e nuiles, et si on ut'ise Ia

fofu,y) - af 
lvtv) , fr(s,r) : gW

alors on obtient pour les Un lesdquations suivantes :

(3.4)

(3.5)

t,:fu ,,-&ao dr a_fi
et

Uo*Y6-g

ih * yt : -2wtilo - f(vr,ya)

iiz * y, - -zuih - (r? t zw2Bis - fn(uo,so)yr + fn(yo, go)(rria+ il) (3.6)

Un*y": Gn(UorAt,... tAn_1Jyoryt,. -. rUn_t) e.T)

"^- 
!,i t @ ' #) est 

'ne 
fonction polynomiale de y 

"i #,alors G," est aussi unetonction polynomiale de ses arguments.
Notons que la condition ae u p6riodicit6 en nouveau variable r 6critcomme:

y(r):y(r+2r)
La condition correspondant pour les yn est, :

A"(r):y"(r*2n)
Le second membre du systdme rin6aris6 ne doit pas contenir des murtipresde 9o1r et sin r, sinon il y aura des termes seculaires.
L'6limination de ces termes permet de dcterJn", t", parametres crr6.
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D'ot cette d6termination et avec les conditions initiales, on peut r6soudre
facillernerrt les Oquatiorrs diff6rentielles (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7).

Finalement, on trouve la solution de la forme (3.2) de l'6quation (3.1).

Illustrons la m6thode avec les deux exemples suivants :

Exemple 5 : I'4quation d,e Duffing :
Soit l'dquation de Duffing :

#u
ffi+u*ey':g (3.8)

avec conditions initiales

y{U:A a oolo):o 
(s.e)

dt
Posons r : r^)t, on obtient :

,'&' o

ffi+u*ey':s' u(o):A, i(o):o (3.10)

ot g - g(r). On pose

y(r,e) : yo(r) + ey{r) + ezy2(r)+ ... + e"yn(r) + . -'

u(e) : 1* ewt * e2w2+ .. ' + €nun + "'
les conditions initiales deviennent :

I y@: A+ uo(o) = A, g*(o) - o, vn ) 1

I oto) : o =+ vo(o) :0, i*(o), vn 2 1

Aprds substitution on a :

(L+eu1+ezuz*' ' ')2(uo+ei)t+e2yz+" ' )+(go+e g1*e2y2*" ' )+s(go+ eut*ezyz*' ' ' )s : 0

En iclerrtifiarrt les tennes de m€ne puissa,nee de s on obtient :

to t yr* go :0, go(o) : A, yo(o) :0
ut , i, * yt: -U8 - 2wi)o, g1(0) : yr(O) :0
€" iz*uz: -3y3g,-Zuih* @?*2w2)go, gs(O): uz(O) :0
.: '..
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La premidre 6quation a pour solution g6n6rale :

Uo(r): Acosr
on porte arors cette dernidre expression dans Ia seconde .quation difi6.rentielle, et on trouve sa solution g6n6r"le ,

ih * yt : ZwtAcos r - As cos3 r
On r6utilise Ia formule trigonomdtrique :

coss r = 
nl,u 

cos r + cos Sr)
D'oi:

h * Y1: (Zw'A- 3'43' Ag

l_)cosr_( n)cosSr

oor*r3r*,t*" 
seculaire peut-etre 6liminer si Ie coeffcient de cosr est nul, en

2wrA*\As -n ^'^ .. 3A2-wrrr -A- - v ?'.e 0,t: 
J-Alors la solution de la d.euxidme dquation est :

AB

a{r) : (;X- cosr * cosar)
La troisidme €quation devient :

ilz ,21A4r-uz: ( us *2w2)Acosr* N.S.T
N.S.T : non secula.r terms
On a utilisd :

cos2r:t+cos2r ^ 1.-T- et cos?rcos3r: j(corr+cos5r)
D'ori:

,2TA4
i)z* y2: (r# * 2w2)Acosr * f#l cos3r _ f#l cosbr

Pour 6liminer le terme s6culaire on pose :

;

l

I

l,
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w2: -u{256
La solution de la troisidme 6quation est :

yztr) : tffiletcos r - 24 cos 3r * cos 5r)

Alors la solution d'6quation (3.8) est :

A3^A5
y(r) : Acosr+.e(;X- cos r+cos sr)+ez{ffi)(23 cos r-24cos 3r*cos 5r)+. . .

Orir:otet
?A2 _,r,2LAn\*...c,.'(e) :t+a(f) -,2b6,

Exemple 6 ; l'€quation de Van der Pol :
On considdre l'6quation de Van der Pol :

&Y ra ,,dAffi+a-€(7-u')fi:s (3'i1)

avec conditions initiales donndes par l'6quation (3.9) dans l'exemple pr6-

c6dent.

r--wt
a2!i?) + uU) - s(1 - yz(r))wg(r) : o
rr,'(e) : 1* eq * ezw2+ ... + €nt)n*'"
y(r,e) : yo(r) * ey1(r) + e2y2(r) + .. . + e*yn(r) + - .-

Aprds substitution on a :

(L +ear1 *e2w2+..')'(io *edir * e'vr+...) + (ao+eat*t'yr+ ")

-s(1 - (ao+ ey, * t'ar+' . - )2) (1 + €aI + €2 az * - . . )(uo + ein * u'ttr* "' ) : 0

Les 6quatiorrs difl€rentielles pour Uo{r),y1(r) etg2(r), sont obtenues faci
lement et sont donn6es par les expressions suivants :

iia*yo : o

ih * y1 : -2wiio+ (t - yilito

i)z * Y2



Avec les condiions iniiales :

I uo(o) : a, so(o) : o

{ ur(o;:9, ur(o):6( vzlo; : 6, 0z@) : o
La solution 6u 1u ldre 6quation est :

Ys(r): Acosr

,ro,fl 
substituant cette solution dans la 2d*" eqrr.tion et e' sir'plifia't, orr

ih -t yr:2w1Acosr * A(1 A', A3

En 6liminant res termes s.curaires ,' 
- t'stn r * 7 sin 3r

avec Af A

['t:o ^ l'r:o\A':E *\o':i
et

ih * Y1: #sin3r: 2sinJr, sr(0) - fr(0) : 0
cette 6quation a pour solution

.1
h(r):f(S.i"r_sinBr)

La troisidme 6quation devient :

ilz*y2: (4uz+ 
|).o, , -:cos3r+ fcossr

On 6limine le terme s6culaire en posant :

4rr+l:o*.' 1- 4 - n2:-16
On obtient :

Uz*Y2: 3 - 5: -; cos 3r + 
4cos 

5r, Az(0) : Uz(O) : 6
Ona

Uz:C1cos"+Gsin 5r - g6cos5r



l.-

Remarque 1 ;

&y d,u,

W*a+€J\y,fi):a
On introduit les 6chelles de temps :

To: t: tof, T:=:)T

Tn: €nt
7211 :6n*17

27

D'orj

uz= 13 1

L,.quation rr.rrll "ff ff;;*t18cos3r 
- 5cos5r)

y(r) : 2 cos r+ f qlsin r - sin g") + d' 4\. , g6(-lScosr * lgcos3r _ bcosbr)
ot:

^2T:r^)t, w(e):1-l+...
16

cette mdthod"e ne d,onne pas toutes res soruti,ons d,u probrdme car nousaaons suppos4 que ehaque terme y*(t) 
.dtart 

purni,|i*-,*ra m6thod,e d,e Li,nd,_stedt ne donne que les soluti,ons iiiJah""r.
Remarque 2 :

En g€n€rar pour.une ualeur querconque d,e A, i,I n,eriste pas d,es soruti,anspdriodiques (pour d'autres lquations pas pour Duffing)

3'2 Mdthode des 6che'es de temps murtipres
A la lumidre des_ exemples pr6c6dents, on va construire ra m6thode des6chelles multipres. cette mcthlde ratioaaJise |uppro*i*ation des Ampri_tudes Lentement variables. Formellement, eile 

"o*irt* d: chercher une so_lution y(t,e) sous forme g:-q*a"op**"n, asymptotique en 6chetes mur-tiples To,Tr,"' ,h (consid6r6es ro*** des variabre, i'odcpendantes). Eiles'applique aux 6quations de la forme :

(3.12)



f*

avec Toal { Tn
On cherche Ia solution A(t,s) sous Ia forme :

a : uo(T) + €al(T) + ezyz(T)* ...+ €*yn(T) + ... (3.13)Les op6rations de d6rivation s,6crivent :

#:h#.##.##.
d a a ,0dt:m+tfrr+t'ft+...
=>D- Do*sDr+szDz+...

on D: *, D,.: * 
-t I o u21- "' (3'14)

on utilise 151rs1 it 1sii4.,, donc Ia d6riv6e premidre de y esr :

du

#: Dovo* e(Dsy1+ D*o)+ e2(Dsy2* Dgt* Dzao)+... (g.lb)

&u
# : D6yo + e (DBa t * 2 D 6 D 1v s) + ez (nfiuz *2 D 6 D ru t + Dlyo az D s D 2y6) 1. . .

Les conditions initiales :

{'&=^\dt
devient, si on faire les calculs jusqu,d, l,ordre ez :

( vo(o): a
I u"(o):6, n) r
) ovo@) _ n
\ aln -v
l%#+%'9:o
t W+gup+*#:o

Aprds, en substituant res 6quations (3.1s) (g.16) dans r,6quation (8.12),et regroupant les termes de m6me puissance de s ei on r6soud les 6quationsqui est trouv6. Mais. ces 6quations peut-Otre contient des termes sdcuraires onimpose alors leur dlimination
Finalement, on trouve la sorution de la forme (3.rg) de l,.quation (3.12).

(3.16)

(3.17)



Exemple 7 :
Soit l'6quation :

&a , ^. __ _2rg
dt"*Y:-o'A

Posons :

y(t) : yo&) + ey{t) + e2y2{t) + ...+ e*yn(t) + ...

On obtient aprds substitutions :

Pour I'ordre z€ro de € 3 Uo * Uo : 0

Pour ltordre un de € t yt*h: -Zijs
Pour ltordre deux de e : !)z* y2: -Zit

La premidre 6quation donne :

9o:Acos{t+0}
or) A et d sont des constantes.
Une solution particulidre de la 2*u 6quation est :

v{t):-Atcos(t+d)
Une solution particulidre de la 3"* 6quation est :

yr(t) : |Af cos(t + O) +l1atrintt + d)

d'ot:

On sait que:

(3.18)

1

y{t) :Acos(t + d) - eAtcos(t+ d) + 
Uez.lltzcos(f 

+ /) + tsin(r + d)l + .

Pour approximer, il faut que t,et,ezt soient petits, plus clairement :

La solution exacte est :

y(t) : ae-d cos(G-ezt + 6)

f te) :/(o) + a/,(o) + fir,o) + .. .

alors :
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e-et:1-et-+-

cos(tT.Vt + O) :cos(r + d) + jertsin(r + d) + ..
d'ori:

y(t) :ocos(r + d) - eat cos(t + #) + lerolt cos(r + f) + rsin(* + d)l + . . .

Ru*1on tronque r-t1, q"*tg qui est la variable importante et non f.
Quand on tronque cos(t[=8t * {), c'est e2t qui 

"ri 
lu variable impor_tante et non J.

c'est pour cela que on d6finit ]es nouvelres variabres :

To: t: e}t
Tt: ert
Tz: e2t

Tn: gnl
Tn+t: €n*lt

OnaTrral<T*
Pour utiliser ces variables dans l'6quation :

i)+Y:-2e0

#:&#.##.##.

#:#+'#+*ffi+

on introduit :

Alors

Ce implique que

dy ,o
-: 

l-dt 'Afo
a ,a+ u 

ATr+ 
u"m+...)U
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+d-a, a,^2a
azb 

* u4* u'fr* "'
=+D: Do*eDt+ezDrq...

On D:#,Dn: a

L'dquation ft.rsi *jff* ,

Ce implique que :

n9u-A+U:-2eDU

(D'+l)y:-ZeDy
AIors

l(Do+entat'D'+"')'+l](yo+eyt*ezyz*"')- 
-ze(Da*eDt+ezDz+...)(ar+uyr+e2vz*...)

(Oo + €Dt * urD, +... ), + 7 : Dro + 2eDsDr+ .. . + 1
En identifiant les coefficients d'une m6me puissance de e, on trouve :

On a:

(D3+ 1)yo:0
(DA + 1)y, : -ZDsD$s - 2Doao

gq:.4cos(To+ d)
ori

A: A(T:,T2,,...) et d: d(Tt,T2,...)
La deuxidme dquation s'6crit :

(D?o+ 1)s, : zDiAsio(ro + 6)l+ZAsin(Ta+ 6)
Alors

@3 + 1)y, : 2(DA+ A) sin("s + d) + zA(Dft)cos(To + d)
Pour avoir des solutions bornfus, on doit supprimer les termes s6culaires:
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La premidre 6quation donne :

[ ,9: Acos(?o + d)
[ 4 : .A(T:,T2,...), 6: 6(Tr,T2,...)

La deuxidme 6quationL devient :

(Dfi + ly1
(Dfr + L)y1

(Dl + 1,)y1

avec :

a,lors :

-2DsD1 {,4 cos(fs + d)] - As cosi(f6 + 4)
2D1(Asin(To + d)) * as cosl(rb + J)
2['zisin(ftv + il + A$cos(Ts + d)l -fts*rtr, + 6) +cos(J(?6 + d)))

@3 + I)h :2Asin('.r6+ d) + (2AS -$l *rqn + 6) + N.s.r
N.S,T: non secular terms
Pour supprimer les ternres sEculaires, on pose :

A:a et 2Ag-f :o

A:a(72,Ta,...):o

4: prrA: #, 6: D&: #,

+2,2$-ry:0.+ 6:Y

, 3a2

': t'' * unst
La solution g6n6rale est :

y(t) :a,cos(f +Yut + const) * .. .
8

La m6thode des 6chelres de temps murtiples donne n,importe queile solu_tion et non seulement les solrutions p6riodiques.
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3.3 M6thode de Ia moyernne
Ia m6thode de Ia moyenne donne n,importe quere sorution et non seure-

ilfi:* solution pdriodiquer. C"ill iurhoo" s,aplique aux 6quations de la

#. wzv + rf(y,#) * a, o < s < 1

pour 6 :0, la solution g6n6rale est :

utt) : Asin(wt + g) 
(g.20)

oorlru, 
A et' $ sont des constantes. La mdthode de la moyenne consiste d

{ ,.lll: A(r)sin(r,,rr + 6ft))
t t(t) : A(t)wcos(c..rr + dGD

of ,4(t) et S(t) varient lentement avec Ig temps et

(3.1e)

(3.21)

n:U
d'ot

i:-w2v-ef(U,r) g'Z)
nous.cherchons une solution sous la formp :

{#tl:x[t]J:J3.L1 l'i,,I, (323)
or

d'ori 
t : i

A(t)w cos (r..rf + d(t)) = A(t)sin (r^.,r + 6ft)) + A(t) (w + d@))cos (a.,f + 6(t))
ainsi

.,i1r;sin1,.,r + d(t)) + A(t)dg)"frr, + g(t)) : s (s.24)
substituons (8.23) dans (3.22), on aura :
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A(t)wcos(a.'t*r/(t))-A(t)u(w+,l,Q}sin(c,,,r+/(r) 
) _ _rrA(t)sin(wt+g(t))_ef{y,r)

En r6sorvant r'6quati.n pr6c6d.ente et l,.quation (3.24), on obtient :

I ottl - = cos(o t + d(t)]f (A(t) sin.(w,t + dft)), A(t)u cos(wt, + d(t)))t d(t) : rfu sin(c'rr + o(illra(rjsin(,* *b(;ji,;6w cos{r,tt + dQ)))

r*i:#-*""1rr*: 
la movenne consiste €' remplacer A(t) et fip; aun, [3.1i]

commeo-,."*,"1lllTi;'#ffi ,:TXi:#;rJ?;:"ll?r*ll"****:
m6thode de la moyenne conduit d, :

(

I +y,) 
: # tr;"o.stlt1t + o).f (Asin(wt * 4),Arcos(r,.,f + o)) dt| 6@ : # [o# sin(wt+ d)/(,asin(a.,r * 6),Arcos(c,..,r + 6D dt

posons 0 : wt * /, on ia, :

{ + = #; fi. ̂ *rof 
(Asing,Awcoso) do

I d : *; Io'" sinlf (Asinl, Au "o"i,1ae G.26)
Les 6quation exactes de (8.2b) sont remprac6es par res .quations approxi_matives de (s'26)' u,,ne 

{ois ^r9s 
int6grares ;."r"6"r,;;;;r- a r6soudre des6quations diff€rentieiles du. t"r orarelour,a(f) * oirj.-d a les formules quipeuvent Otre trouv6es par irrtegration par partie

sin*(g) cos"(y) d,y

, TL-7_
Intrn: ------:-I_._r_nx+n '- -'.. (3.27)

, n-7

Les equations (8.22) ., r,rlrll'ffi1J", ,rro",d, ce qu,on arrive:*'
Ig,g :27t

Notons que:

I*,n # A

,**: I

seulement pour rn et n pairs.
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Exemple g ..

Appliquons ra m6thode de Ia moyenne d, r,fouation de van der pol

i)+v-6(1 -yx)u:O

f{y,y): -(1 *f)y
et

C^f: I
Le systdme (8.26) devient :
telle que :

f (Asin|,Acosl): *(l _ A2sinz g)Acos|

{ + : * t'! z,1t- r? sin2 o) cas2 o do

I d : ffi I;" A0 - A2 sin? e; 
"o, 

g sino do
Alors

A(t) :

A(t) :

A\t) =

ffQr,, - A2Iz,z)

#rt " - o'i*ra

(rn- o1

*l#: f**_A,)*fffi:El*
Aprds les calculs, on obtient :

^[#s] :*
Supposons que.4(0) :,4s ce implique que : C : &.

l
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+ A2(q:

d'ot:

A(t):

&-r) e"+l
Notons que '4(t) -r 2 quand f -r oo est ind6pendarnment de ,40

,i(t) : fittr,, - Azr",ry : s
Ce implique que :

6(t) : do: 6(0) = canst
La solution approximative est :

u(t):Asin(t+6)
c.d,.d

a(t) :

Si "4:2, on a la solution :

A(t) :2sin(r + do)
c'est une solution p6riodique, de p6riod e T :2r.

+ do)(t2 sin

(*-r) ed+l

ffie"
t

2
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Chapitre 4

Avantages et inconvdnients de
chaque m6thodes

.Darm les chapitres pr6c6dent orr a consid€rd urrtechniqrres poru rdsorr.re,es Eqrrations .iffF.retielles
Iorme :

#.v+ef(u,#r:o,o<e <<1
ou r est un petit paramrdtre, 0 < s ( 1, et / est une fonction polynomialnon lin6aire. Le but de cer chapitre est d.e dorrrre, ,*-p-rit r6sum6 sur resavantages et les inconv€nients de ces cliff*rente, techniqrier.

4.L M6thode der perturbation r6gulidre
Le principal avantage de I'application de Ia m6thode de perturbation 16_gulidre pour obtenir des solutior* upproch6e de |equaiion (4.1) est que latechnique est simple d applliquer. En outre, la m6thode nous permet d,obte_nir des expansions uniform6ment varables pour t*, ,oiutions p6riodiques.le calcul des approximations d'ordre sup6rieur peut 6tre compriqu6.

4.2 M6thode de Lindstedt
L'avantage principale de cette m6thode qu,est une technique pour .viterles termes s6culaires.
La m.thode de Lindstedt a deux inconv.nients majeurs : cette m6thodene donne pas toutes res soru'r;ions du probrdnie, eile rr* d*. que res sorutionsp6riodiques.

uourbre tle difl6reutes
non lin6aires sous la

(4.1)
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L'inconv5nient maje'r de cette mdthode est que res carcurs d,ordre sup6.-rieur sont long et compliqu6.

4'3 M6thode des 6cherles de temps multipres
La m6thode des 6cherires de temps multipres a deux avantages majeurs :cette m6thode.peut Otre appriquee d. des systdmes qui ont des termesdissipatifs (forces dissipat;iver rort d.es forces ae h natur* tur. qu* l,6nergie estperdue d partir d'un systdrme de quand le mouvem*i 

"ll".l, par cons6quent,la d6pendance temporeller d.e l'ampritud,e peut 6tre d6termin6e.Dans les probrdmes ori prusieurs different, ph;;;;"*eot significativesdes 6chelles de temps se produisent natureilement, ra m6thode des 6chelesde temps murtiples permet ra dFpendance de tu *otuiion sur ees diff6rentes6chelles de temps pour 6tre fac'ement obtenu. cera permet souvent d,inter_pr6ter la signification phy'siqrre de la sohition ot a*J i", 
"n*p*aisons avecles donn6es exp6rimentares. bette mdthode dorrrr* Jes rJs,rrt.t, proches de rar6alit6; c'est la m6thode pr6f6r6 des physiciens, chimistes,-..

L'inconv6nient majeur de la meihode des 6chelles d" t"*p, murtiples,c'est que, en g6n6ral, m€me pour obtenir des r6surtats de premier ordre,on doit r6soudre un certain nombre de I'equation u*-d6riv6es partieres,Les d6tails algdbriques peuvent devenir trds difficil* pou, une 6quation quicomporte une fonction f (y,ft) 
"on 

rin.aire qui est une fonction compriqu6ede ses arguments.

4.4 M6thode de Ia moyenne
La m6thode de Ia moy€rnne pr6sente trois avantages majeurs :Le calcul en premidre approximation se rdduit i |integr*tion de deuxint6grales d6finies pour res derives de l'amprit"a" 

"f r.'phase. L,ampritudeet la phase peuvent 6tre 
'btenus, 

en g6n6ral, en utilisant des techniquesd'int6gration 6l6mentaires riu calcul.
cette Methode peut-6t:re appriqu6e a des systdmes qui sont assortis demodalit6s d'amortissement ou des forces dissipaiive--if"r;r dissipatives sontdes forces de Ia nature.tels.que l'6nergie est perdue d partir d,un systdme dequand le mouvement a lieu.) et ne peurdon. iorrn", r" a"p"ra*ce temporellede I'amplitude.
si les cycles iimites (cycle limite est r11e sorution p6riodique isor6e) etpoints limites existent pour une 6quation differentieile non rineaire donn6, lam.thode nous permet de lers d6terminer. En outre,;;;;;"rvons obtenir le
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comportement du systdme d mesure qu'eile s'approche de ces cycres limiteset les points.
L'inconvdnient majeur de eette m6thode est que les calculs d,ordre sup6rieur sont longs et compliqu.s 

_et, 
en g6n6ral, la quantit. d,effort n.cessairepour calculer des termes d'ordre supirieut o" ,* ;usiirre pa6 par Ia petitequantit6 de renseignements suppl6mentaires obtenus.
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Conclusion

Tout au rong de ce trava' nous avons 6tudi6 certaines techniques de 16solution concernant l'6quations ; 
-_ -

L(u,it,i): ef (u,i)
qui sont :

- Ia mdthode de pertrubation rdguli€.re:
- les mdthodes singulieres. o

En parcourant ces m6thodes, on aperqoit que Ia methode de perturbation

iitri:j:" 
nous donne une solution dift:e,rente (un* *otutlo* tr€s tointai"-;;l;

ce qui rait que Jes m61;hodes singuridres sont beaucoup me'reures com_pa'r6es a celle de la. m6thod.e regufiire. En travailr*i ,* Ia m6thod.e deLindstedt, on obtient uniquemeni des sorutions p6riodiques, ce qui rendentla m6thode inutile l1- fii, qu,on "{O* de solution pdriodique.cependant ra m6thode a" tu *oy*ne et des ochetes de temps murtipresdonnent toutes les solution* porribi"*
Par cons6quent, il est pr6f6rabtJ; choisir la m6thode de r6sorution avantde travailler sa,ns recourir aux inconv6nients 6ventuels. Daineurs chaque m6_

i[xl;u|x1:,ne 
sorution approximaii,r* *t s'avdre acceprabre compar6e au
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