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“Une cause trés petite, qui nous échappe, détermine un effet considérable
qike nous me pouvons pas ne pas voir, et alors nows disons que cet effet est
di au hasard. Si nous connaissions exactement les lois de Ig nature et lg
situation de I’Univers a linstant initial, nous pourrions prédire exactement
la situation de ce méme Univers a un instant ultérieur. Mazs, lors méme
que les lois naturelles n’auraient plus de secret pour nouUs, NOus ne pourrions
connaitre la situation initiale qu ‘approzimativement. Si cela nous permet de
prévoir la situation ultérieure avee lg méme approzimation, c¢’est tout ce qu’il
nous faut, nous disons que le phénoméne a été prévu, qu’il est régi par des
lois; Mais il n'en est pas toujours ainsi, il peut arriver que de petites dif-
férences dans les conditions initiales en engendrent de trés grandes dans les
phénomenes finauz ; Une petite erreur sur les premieres produirait une erreyr
énorme sur les derniers. La prédiction devient alors impossible.”

Jules-Henri Poincaré Sciences et Méthodes
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Dans ce travail, nous nous intéressons a une technique qui dite méthode
de perturbation qui permet de déterminer une solution approrimative d’une

€quation différentielle ordinaire non lin€aire, nous nous limstons des égqua-
tions différentielles d’ordre 2, du type :

{ L(y, 9,4) = ef(y, )
0<ex1

nous ezxpliciterons des méthodes de perturbations régulieres ainsi que de
méthodes de perturbations singuliéres en donnant les avantages et les incon-
vénients de chaque méthode.



Abstract

In this work we investigate a technique that can be used to find an approzi-
mate solution of a system of differential equations, we will explain methods of
reqular and singular perturbations in gwing the advantages and disadvantages
of each method.

In this work we focus on a technique called perturbation method which
allows to determine an approzimate solution of a odinary nonlinear differen-
tial equation, we restrict oursclves to differential equations of order 2, of the
type :

O<ex1l

we explicit reqular perturbation methods and methods of singular pertur-
bations in giving the advantages and disadvantages of each method.

{mew=#mw



Introduction générale

Beaucoup de problémes importants en ingénierie, en sciences physiques et
en sciences sociales: une fois formulés en termes mathématiques, exigent la
détermination d’une fonction qui satisfait une équation contenant cette fonc-
tion et un certain nombre de ses dérivées. De telles équations sont connues
sous le nom d’équations différentielles. Les équations différentielles sont ap-
parues dés le début du calcul différentiel (15" — 17*™m¢siecle), avec diverses
motivations, géométriques ou mécaniques. Elles sont particuliérement impor-
tantes pour la description des mouvements, ou des systémes dynamiques. En
particulier elles apparaissent de fagon spectaculaire dans I'ceuvre de Newton
qui a montré leur importance fondamentale dans I'explication des mouve-
ments planértaires sous I'influence des forces gravitationnelles.

Dés le début du XVIIIe siécle, la théorie des perturbations a été utilisée
par les astronomes pour les besoins de la mécanique céleste : en effet, les
équations différentielles décrivant un systéme de N corps en interaction gra-
vitationnelle n’a pas de solution exacte générale pour N > 3. Cet aspect de
la théorie des perturbations a été synthétisé a la fin du XIXe siécle dans les
ouvrages classiques de Laplace, Tisserand et Poincaré, avant de connaitre de
nouveaux développements dans la seconde moitié du XXe siécle avec I’ave-
nement en 1954 de la " théorie KAM ", du nom de ses trois concepteurs :
Kolmogorov, Arnold et Moser.

La méthode a par ailleurs été abondamment utilisée au XXe siécle pour
les besoins de la physique quantique, d’abord en mécanique quantique non
relativiste, puis en théorie quantique des champs perturbative.

Le sujet du travail proposé ci-dessous est I’étude théorique et approxima-
tive des équations non linéaires qui se notent sous la forme :

O<ex1
et 'application des méthodes réguliéres et singuliéres & savoir : méthode de
Lindstedt, des échelles de temps multiples et de la moyenne.
Cette problématique est scindée en quatre chapitres :



Chapitrel :

Ce chapitre va principalement porter sur Ig présentation de I'équation
différentielle sous ses formes.

Chapitre2 :

Dans ce chapitre, nous allons développer et appliquer la méthode réguliére
sur I'équation (1). En particulier, la résolution de 'équation (1) ainsi que la
convergence de la fonction approximative au résultat exact.

Chapitre3 :

L’objet de cette section est d’expliciter évidement les méthodes singuliéres
et de présenter leurs agencements pendant la résolution Iéquation (1).

Chapitre4 :

L’objet de ce chapitre est de comparer les différentes méthodes explicitées.



Chapitre 1

Notions préliminaires et
généralités

Dans ce chapitre, on donne un rappel succinct de certaines notions fon-
damentales. On introduira dans ce rappel les définitions d’équation différen-
tielle, solution périodique, ...

1.1 Généralités

Définition :
Soit f:Q = R une application définie sur un owvert Q) de I x R,

-

On appelle équation différentielle ordinaire (EDO) d’ordre n une équation
fonctionnelle de la forme :
fud, - u™) =9 (1.1)

On dit que 'EDO (1.1)est sous forme implicite.

Définition :

On dit qu'une EDO d’ordre n est sous forme normale (explicite) si elle
est donnée par :

y(n) = f(t, Y, Z/I’ e ,y(n—l))

Définition :
Une EDO linéaire d’ordre n est une équation écrite sous forme :

Gty +a(t)y' + - + an(t)y™ = b(z)

Dans le cas contraire on dira que Uéquation différentielle est non linégire.



Définition :

= On dit qu’une EDO linégire est a coefficients constants si Jes coefficients
ai(t) sont tous constants 2

= On dit qu’une EDO linégire est homogene si son second membre b(t)
est nulle, dans le cas contraire elle est dite non homogeéne.

Remarque :

= La solution géncrale d’une EDO dépend d’autant de constants arbi-
traires que lordre de I’EDO.

= 11 apparaitra dans les cqs €tudiés que la solution générale dune EDQO
pourra prendre les formes suivantes -

» Forme explicite : y = y(t) +c;
o Forme implicite : f (t,y,¢) = 0;

® En coordonnées polaire : r — f(6) +ec.

1.2  Résolution d’une EDO linéaire d’ordre 2
sans second membre

On considére équation différentielle homogéne :

aj+by+cy=0, abccR a#0 (1.2)

Pour résoudre ce type d’équation, on commence par chercher les solutions
de la forme :

@
Il
o

d’otli
y ___)‘ex\x7 y: AZe/\:z:
On substitue : y, 7, i dans (1.2), on obtient :

(@ +bA+0)e =0 = a2+ bA+c=0

donc : y = e’ est la solution de (1.2) si et seulement si ) est racine de
I'équation

aA +bA+ec=0 (1.3)

Cette derniére s’appelle : équation caractéristique de (1.2).
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La solution générale de (1.2)
de Péquation (1.3) qui revient
b* — dac de I'équation (1.3) :

* A >0: I'équation (1.3)

repose sur le nombre et la nature des racines
au méme sur la valeur du discriminant A —

a deux racines réelles distinctes :

y _Th-VA 3, b+ VA
e B T TR 2a
[ ] = eMZ ot 2

“ sont deux solutions de (1.2) et comme
W (eM=,

e*®) £ 0 *; Alors la solution générale de (1.2) est :

Y = M7 gehe

o A =0 : Iéquation (1.3) a une racine double : A; = )y = ;—‘f =y = e3a®

est une solution de (1.2). On utilise Iz méthode de réduction d’ordre
pour obtenir une deuxiéme solution 3, d’o

Y= cth + cayy = €M%  cpeMi®
e A <0:’équation (1.3) a deux racines distinctes complexes et conjuguées
Al =7+ip, Ay =1y —ip
ol 7, u € R. Alors la solution générale de (1.2) est :

= €1€7* €O8 px + coe™* sin px
L

(*)W : wronskien

1.3 Résolution d’une EDO linéaire d’ordre 2
avec second membre

Elles sont de la forme :
aj +by+cy=g(z), a#0, g(z)#0 (1.4)

Meéthode de Lagrange :

o Pour appliquer cette méthode, il faut connaitre un systéme fondamentale

de solution y;,y, de I'équation homogene :

aj+by+cy=0 (1.5)

ii



dans ce cas la solution générale de (1.5) est :

Y=y + cys

e Le principe de la méthode de Lagrange est de remplacer les composantes
¢1 et ¢ par des fonctions U, () et Uz(z) inconnues qu’on va déterminer
de tel que y, = Uy, + Usys vérifie I'équation non homogene (1.4)

* Pour trouver U (z) et Us(z) on a besoin de deux conditions, la 167 condj-
tion est

Uy + Usyy = 0

qu'on appelle équation arbitraire de compatibilité. Dans ce cas, on
pose :

Yo = Ui + Usyo = 3, = Uy, + Usa
et

G = Ungh + Uiy + Usgiz + Usi
On substitue Yp: Up €t y, dans ( 1.4), on trouve :

. R ® . x
Ui + Usypg = #

qui représente la 2°™€ condition. On obtient alors un systéme :

{ (:f1y1 + (:]2312 ={
Usih + Ung, = 42

a

Le déterminant de ce dernier systéme n’est autre que le wronskien qui
est non nul, d’ou la solution unique de ce systéme est :

Ur(z) = - fase), vg((x) / ng((z)
. a é? = = ———dz+ T dzr
{ Ug(w>=—-a$€ff,;2) = %=u Wlym) 2] aW (g, g™

Yy=ay+cy+y,

Remarque : En général, il n’y a pas de méthode générale pour résoudre
les équations différentielles non linéaires. La méthode de perturbation est une
technique qui permet de trouver une solution approzimative d’une équation
différentielle non linéaire ou d'un systéme d’équations différentielles non li-
néaires.
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1.4 Introduction au meéthode de perturbation

La théorie de perturbation est une méthode mathématique générale qui
permet de trouver une solution approchée d’une équation mathématique (E,)
dépendante d’un parameétre ¢ lorsque la solution de I'équation (Ey), corres-
pondant & la valeur ¢ — 0, est connue exactement. L’équation mathéma-
tique (E;) peut étre une équation algébrique, une équation différentielle, une
équation aux valeurs propres, ... La méthode consiste 3 chercher la solution
approchée de I’équation (E.) sous la forme d’un développement en série des
puissances du paramétre €, cette solution approchée étant supposée étre une
approximation d’autant meilleure de la solution exacte, mais inconnue, que
la valeur absolue du paramétre ¢ est plus ”petite” (¢ < 1).

Dans ce travail on va considérer les équations (E:) comme étant des équa-
tions différentielles. On va appliquer la théorie de perturbation pour résoudre
des équations différentielles non linéaires du second ordre sous la forme

d’y dy,
@“HH‘W%%E)-O (E:)

ou € est un petit paramétre et S est une fonction analytique non linéaire
de y et %. Pour bien comprendre le principe de cette méthode, on considére
cet exemple :

Exemple 1 :
Soit le probléme & valeuur initiale

dy.
—_ e =€, EO :1
7 TY =& (0

Sa solution est :
Ye(t) =+ (1 — g)e?
La solution du probléme non perturbé
dy
— ty=0, y(0)=1
7 T y(0)

est :

y(t) = e
et la différence entre la solution du probléme non perturbé et probléme
perturbé est :

[9:() —y(t)| = e —ce| =¢ll et <&, V>0,

13



On remarque que la solution approchée tends vers la solution exacte.

Exemple 2 -
La situation est différente pour le probléme

d
%‘ye:& ys(o):“l

La solution est :

Pell) = =g 4 (1+¢)e

Le probléme non perturbé :

dy _ .

a la solution : y(t) = et

19:(£) — y(8)] = €]1 — €.

sur l'intervalle 0 < ¢ < 1, Perreur est de I'ordre de ¢, Ce n’est pas le cas
pour ¢ > 1 ou la différence croit sans étre bornée.

1.5 Solution périodique
On dit que y(t) est une solution périodique pour I’équation

d?y dy
d‘t2+y+€f(yyzﬁ) ={)

s’il existe un constante positive T > 0 qui vérifie

y(T) = y(0) (1.6)

on qualifie de période le plus petit T" vérifiant (1.6)
Remarque :
Les multiples de la périodicité est aussi une période.

14



Chapitre 2

Méthode de perturbation
réguliére

2.1 Définition

Supposons que on a probléme (E) avec un petit paramétre 0 < ¢ < let
la solution y(¢), e > 0. Si
limy(e) = y(0)

alors on dit que le probléme (E:) est régulier.
Soit I'équation différentielle du second ordre, non lingaire, perturbée,
contenant un petit paramétre 0 < ¢ < 1 suivante :

d%y dy
W+y+6f(y,a—t)—0 (2.1)

On suppose qu’une solution de 'équation (2.1) peut-étre écrite sous la
forme dun développement en série des puissances du paramétre £ comme
suit :

Y=%(t) +en(t) + ) +... + E"Yn(t) + ... (2.2)

ot les coefficients des puissances du parametre ¢ sont des fonctions de la,
variable indépendante ¢.

Ou justifie Péquation (2.2) par le premier résultat trouve par Poincaré et
qui montre que si une équation différentielle contienne des termes avec un pa-
rametre, alors la solution est une fonction analytique de ce paramétre. Ainsi,
si € est suffisamment petit, les séries qui sont trouvées par 'équation (2.2)
convergent. Les fonctions y, sont trouvées par substitution de I’équation (2.2)
dans I'équation différentielle (2.1) et qu'on détermine récursivement en ré-
solvant un ensemble infini d’équations différentielles linéaire non homogene.

15



Ceci est 'avantage majeur de cette méthode car elle permet de remplacer
Péquation différentielle uon linéaire (2.1) par un systéme d’équations diffe-
rentielles linéaires.

Nous introduisons I'idée de base de la théorie de perturbation réguliére
par I'exemple suivant :

Exemple 3 :
Soit un systeéme qui est modelé initialement par I’équation :
Yy+2y=0, y(0)=1

Ce systéme apres perturbation est deveny -

Y+2y+ey® =0, y(0) = cosh e (2.3)

ol € est le paramétre de perturbation 0 < ¢ « 1.
On cherche la solution :

Y(t.€) = yo(t) + ey () + 2ya(t) + - - - (2.4)
En substituant (2.4) dans (2.3), on obtient :

(%0 + 2y0) + (g + 2y1 + 12) + * (2 + 2y + 2p011) + - - = 0
Y0(0) + €1 (0) +e%0)+ -+« = coshe
-
= Lo tort

En regroupant les termes de méme puissance de ¢, on a le systéme suivant :
a ordre £° : gy + 2y, =0, ¥(0) =1
a 'ordre ¢' : g + 2y, = ~¥, %(0)=0
a Tordre 2 : g + 2y, = —2y0y1, ¥2(0) = %

On trouve en résolvant une 3 une ces derniéres équations :

y0<t) = e_2t7
1, .
yl(t) — §(e 4 e 2t)7
yo(t) = i(Be”zt +e% — 2¢7%)

16



La solution est :

2
y(t) e -+ g(eﬂlt — 6‘2’5) -+ %(38‘21’ + 76t _ 26_4t) i 8

On voit que le coefficient de chaque e est borné et comme 0 < e < 1lg
contribution du (n+1)™e terme et petite comparée au n'éMe. By vy de cela,
nous pouvons tronquer le développement aprés le second terme et considérer
ceci comme une solution approximative de I’équation (2.3)

Remarques :

Si nous obtenons y, (t) = 0 dans le développement on utilise Yo(t) +
82y2(t) comme solution approzimative, Plus généralement st:y(t) = =
Yn-1(t) = 0; alors la solution approzimative est : yo(t) + €"yn(t).

Notons que le dévelopement de perturbation remplace l'équation (2.3) qui
est non linéaire par un systeme d’équation linéaire non homogénes. Ceci est
l'un des avantages mageur de cet approche car i n’y a pas de méthode génerale
pour résoudre les cquations différenticlles non linéaire.

Cette technique faite pour une équation peut-étre utilisée pour chercher
une solution approzimative d’'un systeme d’équations.

Exemple 4 :
Soit le systéme :

T = -2z +y+ey?
V=2 — 2y +ez?
z(0)=y(0)=1, 0<e< 1.

Posons :

T=Xp+ex;+---
Y=Y +ey + -

On remplace dans le systéme, on obtient 3 Pordre €0 :

Ty = —2zo + Yy
Yo = xo — 2y
To=yYo=1

a lordre ! :
T = -2z, +y, + y§

271 = *le +.'17(2)
x1:y1:0

17



On obtient :

Top =Yg = et
Tr=y =et—e2
Alors :
)=ty g(e™ — e~ %) + o(e?)
y(t) = et glet - e + o(e2)

Parfois la méhode de perturbation réguliére ne donne pas les fonctions
Ya(t) bornées. Dans ce cas nous utilisons la méthode des perturbations sin-
guliéres.

Comme exemple pour cette idée, on considére I'équation différentielle non
linéaire suivante qu’on appelle équation de Duffing :

J+y+ey® =0, >0 (2.5)
Avec conditions initiales :

y(0)=A4 et §(0)=0

On cherche la solution sous 1a forme de 'équation (2.2). En substituant
I'équation (2.2) dans (2.5), on obtient :

(Yo + €ijy +52y2+...)+(yo+sy1 +52y2+~--)+€(yo+ay1+52yz+---)3 =0

et en assemblant les termes de 1a méme puissance de €, ceci donne :

(o + o) + (it + 11+ 9) + £2(fho + v, + 3yoy) + %)+ - =0 (2.6)

Puisque ’équation (2.6) est un développement en séries de puissance de
¢ identiquement nul, les différents coefficients de puissance de ¢ doivent étre
tous nul. Ainsi on trouve un systéme infini d’équations différentielles linéaire
non homogeéne & résoudre :

Yo+y = 0
h+y = —y

oty = —3ydy

gn_‘"yn = fn(y03y17y127"':yn—1)

18



ou f, est un polynéme en Yo:¥1,Y2,- .., Yn—1. On remarque que ce systéme
peut-étre résolu récursivement.

Les conditions initiales y(0) = Aet ¥(0) = 0, apres substitution de I’équa-
tion (2.2) conduisent aux conditions initiales suivantes (dépendent de Yn(t)) :

y()<0) = A
¥:=0 pour ¢ >1 (2.7)
- (0)=0 pour k >0

e A Tordre zéro de ¢ : est facile & trouver et qui est :

~ Yo(t) = Acost
® A Pordre 1 : L’équation pour ¥; est :
2

3
3;4 ) cost — (AZ) cos 3t

~ Qui est linéaire non homgene, sa solution particuliére est :

z'/'1+y1=—y3=—(

A3 3A3
yij = (':5) cos 3t — (?)t sint
Par conséquent, sa solution générale est :

- : A3 3A3
Y1(t) = Cycost + Cysint + (3—2-) cos 3t — (?)tsmt

D

Les conditions initiales de 1’équation (2.7) permettent de déterminer les
- constantes Cy et C, on trouve :

3 3
yi(t) = (?—2)((:0537& — cost) — (i‘gl—)tsint

Ainsi, & Pordre ¢ , la solution de Péquation (2.5) est donnée par :

3
y=Acost+ 8(%)[(008 3t — cost) — 12tsint] (2.8)

Malheureusement, I'équation (2.8) montre que y(t) n’est pas bornée quand
1 — 00, mais aussi non périodique ce dernier inconvénient montre qu’une
simple application de I’équation (2.2) conduit & de sérieux problémes si notre
but était de trouver des solutions périodiques.

19



2.2 Terme Séculaire

Les calculs de de partie précédent ont montré Que nous ne pouvons pas
essayer une solution de la forme (2.2) pour obtenir une solution périodique
de I'équation (2.1) si nous ne retenir qu’un nombre fini de termes. C’est parce
que le rapprochement qui en résulte peut étre apériodique. Ce manque de
périodicité vient du fajt que, méme si y est une fonction périodique de t, le
maintien de seulement un nombre fini de termes dans équation (2.2) peut
donner une fonction qui n’est pas périodique. De telle situation est arrivée sj
on prend le développement d’une fonction périodique sin(1 + )t

i

Sin(l + &)t = sint + et cos ¢ — (T) sint + - ..

Sinous retenons un nombre fini de termes de membre de droite, on obtient
une fonction qui est nop périodique et non bornées quand ¢ = oo,

Les termes " cost oy t"sint s’appellent termes séculaires; c’est claire
que l'existence de telle expressions qui est devenu non bornées quand ¢ — oo
détruisent la périodicité de Pexpression.

Une technique pour éviter les termes séculaires est donnée par Lindstedt
qui est 'une de méthode des perturbations singuliéres,
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Chapitre 3

Méthode de perturbation
singuliére

En la théorie de 1a perturbation un probléme de perturbation singuliere
est un probléme contenant un petit paramétre qui ne peut pas étre approxi-
matif par mettre le parametre a valeur nul. C'est en contraste & un probléme
de perturbation réguliere pour laquelle approximation peut-étre obteny par
simplement mettre le petit paramétre 3 zéro.

La théorie de la perturbation singuliére est yn riche des domaine pour
les mathématiciens. Dans cette partie nous allons introduit - méthode de

Lindstedt, méthode des échelles de temps multiples, méthode de Ia moyenne.

3.1 Méthode de Lindstedt

La méthode de Lindstedt s’applique aux équations de la forme :

d?y dy
Yy 3.1
gz Ty+ef(y, dt) 0 (3.1)

La base de la méthode consiste d’introduire une transformation de la
variable indépendant. Cette transformation nous permet d’éviter les termes
séculaires dans les solutions sous forme de série de perturbation de I’équation
(3.1),

L’idée fondamentale de cette méthode consiste a faire un changement
d’échelle de temps en introduisant une nouvelle variable 7 = wt et les deux
Y et w sont développés en série des puissances du paramétre ¢ comme suit :

y(1,€) = wo(r) + eYi(T) + E2ya(1) + - - + E"Yu(T) + - - - (3.2)
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w(e) =1+ ew, +£2w2+...+e"wn+... (3.3)

ou les wy, sont des constantes inconnues,

Si on substitue les équations (3:2) et (3.3) dans P'équation (3.1) et on
wet les différents coefficients des puissances de € nulles, et si on utilise la
notation :

_dy . d
y*d’l‘ y_ﬁ

et

o _ 9f(y,9) . 9f(y,9)
fy(?:', y) = T; fy(y, y) = T
alors on obtient pour les y, les équations suivantes :

Yo+yo=0 (3.4)

Y1 +y1 = —2uwiijp — f (Yo, 90) (3.5)

Yo+ Y2 = — 2wy — (W + 2uws)ijy — Fy(¥o0, 90)y1 + £, (%o, Yo) (w1 + 1) (3.6)

gn *= Yn = Gn(y()»?/l’ Ty Yn—1; 3)0: i[/l’ e 7?)11—1) (3'7)

Si f(y, %) est une fonction polynomiale de y et %, alors G,, est aussi une
fonction polynomiale de ses arguments.

Notons que la condition de la périodicité en nouveau variable écrit
comme :

y(7) = y(r + 2n)
La condition correspondant pour les v, est :

Yn (7) =yn(T + 2m)

Le second membre du systéme linéarisé ne doit pas contenir des multiples
de cos 7 et sin 7, sinon il y aura des termes séculaires.
L’élimination de ces termes permet de déterminer les parametres W.
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D’oui cette détermination et avec les conditions initiales, on peut résoudre

facillement les équations différentielles (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7).
Finalement, on trouve la solution de la forme (3.2) de ’équation (3.1).
Illustrons la méthode avec les deux exemples suivants :

Exemple 5 : [l’équation de Duffing :
Soit 'équation de Duffing :

d?y

T2 +y+ Ey3 =0 (3.8)
avec conditions initiales
dy(0
w0 =4 e HY _g (3.9)
dt
Posons 7 = wt, on obtient :
2 dy 3 . ,
w'—=+y+ey =0; y(0)=A4, y0)=0 (3.10)

dr?

ot y = y(7). On pose

y(r,e) = yolr) +en(r) + e2y0(T) + ...+ EYn(7) + -+
we) = l4ew +ewe+...+€"wn+ -

les conditions initiales deviennent :

y0)=A=y(0)=A, y.(0)=0, Vn>1
{ y(0) = 0= 10(0) =0, #(0), ¥n>1

Aprés substitution on a :

(14ewr+e%wat- - - ) 2(fotedr+eijat - )+(Yoteyi+eiyot - )+e(yoteyi+eye+---)* =0

Eu identifiant les termes de méme puissance de € on obtient :
e o+ =0, %(0)=A4, %(0)=0
el hi+y= —y8 — 2w1do, Y1 (0) = ?)1(0) =0
e2 1 fio+ Y2 = —3ydy1 — 2widi — (Wi + 2wa)Po, ¥2(0) = 32(0) =0



La premiere équation a pour solution générale :

Yo(7) = Acosr

On porte alors cette derniére expression dans la seconde équation diffe-
rentielle, et on trouve sa, solution générale -

Y1+ 91 =2wiAcosT — A3 cos® 7

On réutilise la formule trigonomeétrique :

1
cos® 7 = i (3cosT + cos 37)
Dot :

3A3 A3
Ui+ =2 d — T)COST - (?)00337

~ Le terme séculaire peut-étre éliminer si le coefficient de cos T est nul, en
posant :

2 A3 2
] 2w1A—%:Oz‘.e wl:-?i

Alors la solution de Ia deuxiéme équation est :

AS
(1) = 5)(— COS T + cos 37)

™ La troisiéme équation devient H

. 2144
Yo+ Yo = (m + 2wy)AcosT + N.S.T

N.S.T : non secular terms
On a utilisé :

. 1
cos? 7 = i 0208 o7 et cos27 cos3r = —2—((:057 + cos 57)
- D'ou :
2144 3A° 3A5
& e — o I il 5
Yo + Yo (128 + 2wp)Acos T + ( 5 ) cos 31 (128)cos T

Pour éliminer le terme séculaire on pose :



21 A*

256
La solution de la troisiéme équation est :

Wo =

5

1024
Alors la solution d’équation (3.8) est :

Yo (1) = ( )(23cosT — 24 cos 37 + cos 57)

3 5
y(1) = Acos T+€(é—)(— cos 7+cos 37) —1—52(‘4—)(23 cos 7—24 cos 37+cos 57)+. ..
32 1024
Ou 7= wt et
3A? 21A4
= J ok g ) = e
wfe) = 1+2(3) — () +

Exemple 6 : [’équation de Van der Pol :
On considére '’équation de Van der Pol :

d,

Y 1 -y)¥ =0 (3.11)
dt

avec conditions initiales données par I’équation (3.9) dans I’exemple pré-

cédent.

T=uwt

w(1) + y(7) — (1 — y*(7))wy(r) = 0
w(e)=1+ew +ewy+ ... +e"wy + -

y(7,¢) = yo(7) + eya (1) + %y2(7) + ... + "Yu(7) + - - -

Aprés substitution on a :

(1+ew +wa + -+ )?(fo + e + %+ ) + Yo+ ey + ey +--+)

—e(1—(yo+ep +e%a+- - ))(L+ew +2wa+- ) Ho+ed +E%%o+ ) =

Les équations différentielles pour yo(7), y1(7) etya(7), sont obtenues faci-
lement et sont données par les expressions suivants :

Yo+y% = 0
ity = —2wifio+ (1 —35)w0
Jo+ys = —2wifh — (WF + 2w2)iio — 2yov1P0 + (1 — ¥3) (31 + widh)
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Avec les condiions iniiales -

%(0) = A, g(0) =0
¥2(0) =0, 7(0) =0

La solution de 1a 16re équation est :

Yo(T) = Acost

En substituant cette solution dans g 26me équation et en simplifiant, on
trouve :

: A? A3
Y1+ =2wAcosT — Al - T) sinr + ?sin37

En éliminant leg termes séculaires -
avec A £ (

w1 =10 5 w1 =0
A2 =4 A=2

3
hi+uy = T Sin3r = 2sin3r, 4 (0) = 71(0)=0

. et

cette équation a pour solution

1
o) = Z(S sin 7 — sin 37)

La troisiéme équation devient :

1 2 5
Y2+ y2 = (dwy + 1) CoST — : cos 37 + 1 cos 57
_ On élimine le terme séculaire en posant :

1

1
401}24--4-—0:}0.}2—-—%

On obtient :

3 ] .
- Uo + 90 = = cos 31 + r cos 57, 32(0) = 72(0) =0
On a

5
Y2 =Crcost + CysinT — %60357‘
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D’ou

—-13cos 4 1(1’8 37 —5cos5
Yo = 96 5T * 5g (18 cos 37 — 5 cos 57)

L’équation (3.11) a une solution :

e . 2
y(7) =2cos 7 + Z(Ssmr —sin37) + ;}:(-13 €oS7 + 180837 — 5 cos 57)

ou :

€
= wt, =1-=_4...
T=wt, w(e) T

Remarque 1
Cette méthode ne donne pas toutes les solutions dy probléme car nous

avons supposé que chaque terme Yn(t) étast périodique ; la méthode de Lind-
stedt ne donne que les solutions périodiques.

Remarque 2 :
En général pour une valeur quelconque de A, il n’eriste pas des solutions
périodiques (pour d’autres €quations pas pour Duffing)

3.2 Méthode des échelles de temps multiples

A la lumiére des exemples précédents, on va construire la méthode des
échelles multiples. Cette méthode rationalise Papproximation des Ampli-
tudes Lentement Variables. Formellement, elle consiste & chercher une so-
lution y(¢,€) sous forme de développement asymptotique en échelles mul-
tiples 7y, 71, -, T}, (considérées comme des variables indépendantes). Elle
s’applique aux équations de Ig forme :

d?y dy
ks ] -2y =0 3.12
On introduit les échelles de temps :
T() =1 = Eot
T1 = Elt
T2 = €2t
s = &%t

Tn+1 = En+1t
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avec 1,11 < T,
On cherche la solution y(t,¢) sous la forme -

y= LUO(T) + ayl(T) + 82y2(T) + -+ gnyn(T) o 5 4

(3.13)
Les opérations de dérivation s’écrivent :
W _ oy oyor | oy e
dt 9L, 3 " an o Tanar t
L0 nl o
dt 9L, " o, Tt
=>D=D0+€D1 +E2D2+"' (314)
On utilise (3.13) et (3.14), donc la dérivée premiére de y est :
dy "
2t = Dovo + e(Doyr + Dyyo) + & (Doyz + Diy; + Dyyp) + - - - (3.15)
d*y 2 2 2/ 2 2
a2 = Dovot+e(Diy1 +2D0 Dy yy) +e (Doy2+2D0D1y1+D1yo+QDoD2yo)+' =
(3.16)
Les conditions initiales
{ y(0) = A
M ==
dt
devient, si on faire les calculs Jusqu'a Pordre £2 -
Y(0) = A
(0)=0, n>1
2e0) — 3.17
oulh) om0 _ )

Ty T o
Aprés, en substituant les €quations (3.15) (3.16) dans I
et regroupant les termes de méme puissance de
qui est trouvé. Mais ces équations peut-étre cont
impose alors leur élimination.

Finalement, on trouve la solution de la forme (3.13) de I’équation (3.12).

équation (3.12),
€ et on résoud les équations
ient des termes séculaires on
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Exemple 7 :
Soit ’équation :

d
— 4+ y=—-2— (3.18)
Posons :
y(t) = yo(t) + ey (t) + €242 (t) + -+ + "y (t) + - - -

On obtient aprés substitutions :
Pour l'ordre zéro de ¢ : g+ yo =0
Pour 'ordre un de ¢ : §; +y; = -2
Pour ordre deux de ¢ : 4, + yp = —21;

La premiére équation donne :

Yo = Acos(t + ¢)

ol A et ¢ sont des constantes.
Une solution particuliére de la 2¢™¢ équation est :

y1(t) = —Atcos(t + ¢)

Une solution particuliére de la 3°™¢ équation est :

1 1
yo(t) = §At2 cos(t + @) + SAtsin(t + ¢)

d’ou :

y(t) = Acos(t + ¢) — e At cos(t + @) + %52A[t2 cos(t + ¢) +tsin(t + @) + - -

Pour approximer, il faut que t, £t, €2t soient petits, plus clairement :
La solution exacte est :

y(t) = ae"* cos(V1 — 2t + ¢)

On sait que :

2
fle) = f(0) +ef'(0) + %f"(o) C—

alors :
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e e - T il
3
et

cos(V1 — g2t + ¢) = cos(t + @) + %SQt sin(t + @) + - - -

d’our :

y(t) = acos(t + ¢) — eat cos(t + }) + %5%[752 cos(t + @) + tsin(t + ¢)] + - - -

Quand on tronque e °t, Cest et qui est la variable importante et non ¢.
Quand on tronque cos(V1 — 2t + ¢), c'est 2t qui est la variable impor-

tante et non .
C’est pour cela que on définit les nouvelles variables :

To=1=¢%
Tl = Elt
Tz = E2t
15 = ™t

Tn+1 = En+1t

OnaTu<T,

Pour utiliser ces variables dans I'équation :
Y+y=—2y

on introduit :

dy _ Oy 0Ty oy T | oy Lt
dt — 9Ty ot ' 81y ot O, ot

Alors

@: % +S(‘3y + &? %

dt ~ 9T, ' " aT, o,

Ce implique que

dy _ 0 0 . 50
dt ‘9T, " ‘o1 " ° om,

+...)y
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[(Do+eDi+€? Do+t )241] (Yot+ey+e2yy+-

d 0 0

0
&~ oL, T Car “ﬁ*

#’D=D0+€D1+62D2+~--
Ou D:diD ==

7 0Ty

L’équation (3.18) s’écrit :

D% +y=—2:Dy
Ce implique que

(D* + 1)y = —2:Dy
Alors

(D() +eD; + 821)2 + - )2 +1= D2 + 25DOD1 +---4+1

En identifiant les coefficients d’une méme puissance de ¢, on trouve :

(D§ + 1)y, =
(D§ + 1)y, = *QDoDlyo — 2Dy,
On a:

Yo = Acos(Ty + ¢)
ou

A:A(T’laT%) et ¢:¢(T,15T27)
La deuxiéme équation s'écrit :

(D§ +1)y1 = 2D, [Asin(T, + $)] + 2Asin(T; + ¢)
Alors

(D§ + 1)y = 2(D, A + A)sin(Ty + ¢) + 2A4(D; ¢) cos(T; + ?)

Pour avoir des solutions bornées, on doit supprimer les termes séculaires ;

31

-y e —2e(Dy+eD1+e*Dyt- - -

)(@'o+5y1+62zyz+- ze

)



La premiére équation donne :

{ Yo = Acos(Ty + ¢)
A= AT, Ty,--), ¢=¢(T1,T3,---)

La deuxiéme équation devient :

Di+1)y; = —2DoD; [A cos(Ty + )] — A% cos®(Tp, + @)
(Df+1)y;, = 2D, (Asin(Ty + ¢)) — A3 cos®(Tp + ¢)

Di+1)y; = 2[A sin(1y + ¢) + Aécos(To +¢)] - %3(3 cos(Tp + ¢) + cos(3(Tp + ¢)))

avec :
: 0A - 0
A = .D’ A == == = = —
1 Eivk ¢=D¢ a7,
2 i . / g 3./4.3
(Dg+ 1)y =24 sin(Ty + ¢) + (244 — T) cos(Ty + @) + N.S.T

N.S.T : non secular terms
Pour supprimer les termes séculaires, on pose :

. . 3
A=0 et 2Aq§-§?4i:

.4=a(T2,T3,--~):a,

) 2 I 2
=>2a¢—§Z—:O=>¢=§§—
alors :
32
gZ):—g—Tl—f—const

La solution générale est :

3a?
Y(t) = acos(t + —g &t +const) + -

La méthode des échelles de temps multiples donne n’importe quelle solu-
tion et non seulement les solutions périodiques.
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3.3 Méthode de 1a moyenne

la méthode de Ia moyenne donne n’importe quelle solution et nop seule-

ment les solution périodiques. Cette méthode s’aplique aux équations de Ig
forme :

d? d
Ezy—f-wz’y—kef(y,d—‘? =0, 0<ex1 (3.19)

pour & =0, la solution générale est -

y(t) = Asin(wt + o)) (3.20)

ou A et ¢ sont des constantes. La méthode de Ia moyenne consiste 3
poser :

y(t) = A(t)w cos(wt + o(t)) '
ol A(t) et ¢(t) varient lentement avec le temps et
T=y
d’ou
= -wly - ef(y, x) (3.22)
nous cherchons une solution sous la, forme :
y(t) = A(t) sin(wt + o(1)) (3.23)
£(t) = A(t)w cos(wt + B(t))
or
T=y
d’ou

A(t)w cos(wt + ¢(t)) = A(t) sin(wt + ¢(1) + A(t)(w + 4(t)) cos(wt + ¢(t))

A(t) sin(wt + ¢(t)) + A(t)d(t) cos(wt + o)) =1 (3.24)
substituons (3.23) dans (3.22), on aura :
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Alt)w cos(wt—f—gb(t))~A(tj)w(w+c/}(t)) sin(wi+g(t)) = —w?A(t) sin(wi+(t))—e f(y, )

En résolvant équation précédente et 1'équation (3.24), on obtient -

A(t) = =£ cos(wt -+ é(t))f(A(t) sin(wt + é(t)), A(t)w cos(wt + #(t)))
() = Ao Sin(wt + ?(8)) F(A(t) sin(wt + é(t)), A(t)w cos(wt + é(1)))
. ' (3.25)
La méthode de la moyenne consiste & remplacer A(t) et ¢(t) dans (3.25)
par leurs valeurs moyennes sur une période 21, A(¢) et ¢(t) sont considérés

comme des constantes en prenant la moyenne. Ce procédé connu comme
méthode de la moyenne conduit 3 :

Alt) = 7= fo%r cos(wt + ¢) f(A sin(wt + @), Aw cos(wt + ¢)) dt
6(t) = 525 |1 sin(wt + ) F(Asin(wt + @), Aw cos(wt + ¢)) dt
posons 6 = wt + ¢, on a

3.26
= 55 fo27r sindf(Asin 6, Aw cos 6) do ele26)

Les équation exactes de (3.25) sont remplacées par les équations approxi-
matives de (3.26). Une fois les intégrales trouvées, on aura & résoudre des
€quations différentielles du 16T ordre pour A(t) et ¢(¢). On a les formules qui
beuvent €tre trouvées par integration par partie

{ A= e fozw cos 0 f(Asin @, Aw cos ) do

2
" A—— / sin™(y) cos™(y) dy
0

m—1
el 5 3.27
m-+n & ( )

1
- T—ZTE[m,n_g (3.28)

et (3.28) sont utilisées jusqu’a ce qu’on arrive 3 :

mn =

Les équations (3.27)

[(),0 =27
Notons que :

Lo, A1)
seulement pour m et n, pairs.
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Exemple 9 -

Appliquons la méthode de la moyenne 3 P'équation de Van der pol :

Jry—e(l—yPy=0
ol

FW,9)=-1 -4y
et

Le systéme (3.26) devient

telle que :
f(Asin6, Acosf) = — (1~ A%sin?0)Acos @
A= 2’; 0, A(l ~ A%sin?0) cos? 0 4o
=== o 0 TA(1 - A%sin? 0) cos O sin 0 do
Alors

: A

A(t) == 'E—(lo 9 = Az.[g’z)

. _ .- 2-—
Alt) = —(Z2r-4 42277)

Alt) = ?(4—142)

dA A 9
— = —4-A
dt /8( )

dA €
:>/A(2—~A)(2+A) - §/dt

Aprés les calculs, on obtient -

[O(T:‘ZJ I

2
Supposons que A(0) = A, ce implique que : C' = ﬁ’g'

In
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4A2 et
= A(t) = — 24

A3 et
I+ (= a7 ) €

d’ou ;

At) = 2
\/(Z% = 1) et +1

Notons que A(t) = 2 quand t — oo est indépendamment de Ay
b(t) = —2 (I, — A%L. ) —
P(t) = o =A%) =0

Ce implique que :

P(t) = o = B(0) = const

La solution approximative est :

y(t) = Asin(t + ¢)

2sin(t + ¢y)

(;{%ﬂ-l)e“—t—l

y(t) =

Si A=2, on a la solution

y(t) = 2sin(t + @)

c’est une solution périodique, de période T = 2.
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Chapitre 4

Avantages et inconvénients de
chaque méthodes

Dans les chapitres précédent on a considéré un uombre de différentes
techniques pour résoudre des équations différetielles non linéaires sous la
forme :

d*y dy
W+y+6f(y,a =0, O<ex1 (4.1)

ou ¢ est un petit parameétre, 0 < ¢ < 1, et f est une fonction polynomial
non linéaire. Le but de ce chapitre est de donner une petit résumé sur les
avantages et les inconvénients de ces différentes techniques.

4.1 Meéthode de perturbation réguliére

Le principal avantage de l'application de la méthode de perturbation ré-
guliére pour obtenir des solutions approchée de ’équation (4.1) est que la
technique est simple 3 appliquer. En outre, la méthode nous permet d’obte-
nir des expansions uniformément valables pour les solutions périodiques.

le calcul des approximations d’ordre supérieur peut étre compliqué.

4.2 Meéthode de Lindstedt

L’avantage principale de cette méthode qu’est une technique pour éviter
les termes séculaires.

La méthode de Lindstedt a deux inconvénients majeurs : Cette méthode
ne donne pas toutes les solutions du probléme, elle ne donne que les solutions
périodiques.
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L’inconvénient majeur de cette méthode est que les calculs d’ordre supé-
rieur sont long et compliqué.

4.3 Meéthode des échelles de temps multiples

La méthode des échelles de temps multiples a deux avantages majeurs :

Cette méthode peut étre appliquée & des systemes qui ont des termes
dissipatifs (forces dissipatives sont des forces de la nature tels que I’énergie est
perdue & partir d’un systéme de quand le mouvement a lieu.), par conséquent,
la dépendance temporelle de 'amplitude peut étre déterminée.

Dans les problémes oi plusieurs différents physiquement significatives
des échelles de temps se produisent naturellement, la méthode des échelles
de temps multiples permet la dépendance de la solution sur ces différentes
échelles de temps pour étre facilement obtenu. Cela, permet souvent d’inter-
préter la signification bhysique de la solution et dans les comparaisons avec
les données expérimentales. Cette méthode donne des résultats proches de la
réalité; c’est la méthode préféré des physiciens, chimistes,...

L’inconvénient majeur de la méthode des échelles de temps multiples,
c’est que, en général, méme pour obtenir des résultats de premier ordre,
on doit résoudre un certain nombre de I'équation aux dérivées partielles.
Les détails algébriques peuvent devenir trés difficile pour une équation qui
comporte une fonction f(y, %) non linéaire qui est une fonction compliquée
de ses arguments,

4.4 Meéthode de la moyenne

La méthode de la noyenne présente trois avantages majeurs :

Le calcul en premiére approximation se réduit 3 'intégration de deux
intégrales définies pour les dérivés de amplitude et la phase. L’amplitude
et la phase peuvent &tre obtenus, en général, en utilisant des techniques
d’intégration élémentaires du calcul.

Cette Méthode peut-étre appliquée & des systeémes qui sont assortis de
modalités d’amortissement ou des forces dissipatives (forces dissipatives sont
des forces de la nature tels que I'énergie est perdue & partir d’un systéme de
quand le mouvement a lieu.) et ne peut donc donner la dépendance temporelle
de l'amplitude.

Si les cycles limites (cycle limite est une solution périodique isolée) et
points limites existent pour une équation différentielle non linéaire donné, la
méthode nous permet de les déterminer. En outre, nous pouvons obtenir le
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comportement du systéme & mesure qu’elle s’approche de ces cycles limites
et les points.

L’inconvénient majeur de cette méthode est que les calculs d’ordre supé-
rieur sont longs et compliqués et, en général, la quantité d’effort nécessaire
pour calculer des termes d’ordre Supérieur ne se justifie pas par la petite
quantité de renseignements supplémentaires obtenus.
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Conclusion

Tout au long de ce travail nous avons étudié certaines techniques de ré-
solution concernant Péquations :

Ly, 9.9) = ef(y, y)

qui sont :

— la méthode de pertrubation réguliere :

— les méthodes singuliéres.

En parcourant ces méthodes, on apergoit que la méthode de perturbation
réguliére nous donne une solution différente (une solution trés lointaine de la
réalité).

Ce qui fait que les méthodes singuliéres sont beaucoup meilleures com-
parées & celle de la méthode réguliére. En travaillant sur la méthode de
Lindstedt, on obtient uniquement des solutions périodiques, ce qui rendent
la méthode inutile une fois qu’on n’a pas de solution périodique.

Cependant la méthode de la moyenne et des échelles de temps multiples
donnent toutes les solutions possibles.

Par conséquent, il est préférable de choisir la méthode de résolution avant
de travailler sans recourir aux inconvénients éventuels. D’ailleurs chaque mé-
thode donne une solution approximative est s’avére acceptable comparée au
résultat exact.
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