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Boudjehem Amina Equation de Boltzmann linéaire

Introduction

[’équation de Boltzmann linéaire (1872) est une équation intégro-différentielle
de 1a théorie cinétique qui décrit, entre autres, I'évolution d’un gaz.

Elle est utilisée pour étudier le comportement hors équilibre d’une collection
de particules a une composition uniforme et une température et une densité
constantes, cette composition peut étre en fonction de la position et du temps.

La premiere solution analytique compléte a été obtenue dans le cas des inter-
. actions de type “sphéres dures”par Ukai dans les années 1970, mais seulement
pour des solutions proches de I'équilibre.

La plus grande avancée reste la théorie des solutions renormalisées de Ronald
DiPerna et de la médaille Fields Pierre-Louis Lions qui fournit I'existence de
solution, méme loin de 'équilibre. Leur régularité et unicité reste un Probleme
ouvert trés important.

Il est impossible de calculer explicitement les solutions des équations aux
dirévées partielles d’otl la nécéssité de recourir au calcul numérique pour es-
timer ces solutions.

Les méthodes de résolution numérique permettent d’obtenir des valeurs numéri-
ques discrétes (en particulier en nombre fini) qui approchent, d’une maniere a
préciser, la solution exacte.

Superviseur : Mr Hitta Amara
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L'une de ces méthodes est celle des différences finis. Elle discrétise le
Probléme en représentant des fonctions par un nombre fini de valeurs. Notre
but est d’utilisé cette méthode des différences & la recherche d’une solution
approchée de ’équation de de Boltzmann linéaire :

Nous commencons par considérer 1'équation de transport dans le cas station-
naire sans collision puis avec collision.

Ainsi, nous allons décrire une méthode de différences finis en espace et en
vitesse, applée méthode Sy utilisée, plus généralement, pour résoudre des
modeles de transport plus complets. Les points du maillage seront équirépartis
en x, mais pas nécéssairement en vitesse. On parlera, aussi, du schéma dit dia-
mant qui n’est pas positif dans de nombreux cas, c’est a dire qu’il peut donner
des valeurs négatives de la solution méme si les sources sont positives, ce qui
peut étre génant du point de vue physique. Pour remédier a cela on utilise un
autre schéma dit décentré amont.

Le plan de ce mémoire est le suivant:

@  Dans le premier chapitre, on donne la définition de I’équation de Boltz-
man linéaire et traite le probleme de Cauchy et d’autres aspects de

résolution de cette équation dans le cas continu.

@ Dans le deuxieme chapitre, on traitera le c6té numérique pour résoudre
’équation de Boltzman 4 savoir : I'utilisation de la méthode des différences

finis pour approcher la solution.

3 Dans le troisieme chapitre, on énumére d’autres méthodes numériques
pour résoudre 1’équation de Boltzman linéaire, a savoir : Méthode intégrale,
Méthode de flux pair etc ....

Superviseur : Mr Hitta Amara
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|
Chapitre

Probleme de Cauchy pour ’équation de
Boltzmann

1.1 Définition et notations

L’équation de Boltzmann est donnée par la formule

] :
i (8: + vV )u(t,z,v) + o(t, z,v) f(t, z,v) = Ku(t,z,v) + Q(t, z,v) I
l :

"B

sachant que l'on a :

@ u= u(t, z, v) est une fonction de distribution inconnue qu’on supposera con-
tinue sur 0, T[x € x RV . Elle représente la densité des particules se trouvant
a U'instant ¢ & la position x et sont animées de la vitesse v.

® A =€ S Ul
@  On notera Ku(t,z,v) :-—:/ k(t, z,v,w)u(t,z, w)dp(wp). . [ 4
RN S Iwd

Lc taux d’absorption o = o(t,z,v) > 0 ct lc taux dc transition & =

k(t,z,v) > 0 sont des fonctions données sous des conditions qui restent
& définir.
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@  La mesure de Radon > 0 est définie sur RV,

®  La fonction Q = Q(t,z,v) est continue bornée sur |0, T[xQ x RV,

D’une maniére pratique, on écrit cette équation sous la forme abrégée :

(8: + vVz)u+ ou = Ku+ Q. |

Définition 1.1.1 La fonction u est dite solution généralisée de [’équation de
Boltzmann linéaire si et seulement si, pour tout (t,x,v) €]0, T[xQ x RN la fonction

s—=u(t+ s,z + sv,v)

est de classe C* pour z + sv € Q et vérifie pour tout s € R :

d
a——u(t+ s, x+sv,v) +0o(t+s,z+sv,v)u(t+ 5,2+ sv,v) = (Ku+Q)(t+ s,z + sv,0).
s

Ceci dit, On va étudier le probleme de Cauchy dans le cadre des solutions
généralisées.

1.2 Existence et unicité pour le probleme de
Cauchy

Soit X un espace topologique, on notera par C(X) I'espace des fonctions continues
et bornées sur X et & valeurs dans R.

Commencons par un résultat d’existence et unicité de la solution généralisée du
probléme de Cauchy pour I’équation de Boltzmann linéaire posée dans ’espace des
phases X = RY x RV,

Superviseur : Mr Hitta Amara
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Théoreme 1.2.1 Soient une donnée initiale ug = ug(z,v) € Cyp(X) et un terme
source @ = Q(t, z,v) € Cy(|0,T] x X).
Supposons que 0 < g € Cy([0,T] x X) et 0 < k € Cyp([0,T) x X x RY) tels que

sup /]RN k(t,:c,v,w)cjéw < 00,

(t,2,0)€[0,T]|x X

alors le probléme de Cauchy suivant

{Btu +vVu+ou=Ku+Q,t€]0,T[,z,v € RN

40 = uo. |

admet une unique solution généralisée u € Cyp([0,T] x X).

Remarque. En réalité, la méthode des caractéristiques conduit aux deux formu-
lations intégrales suivantes pour ’équation de Boltzmann linéaire :

® Premiére formulation intégrale : Pour tout (¢,,v) € [0,T] x X,

u(t, z,v) = exp (— /Ot a(s,z+ (s —th, v)ds) up(z — tv,v)
+/Ot(Ku +Q)(s,z + (s — t)v,v) exp (—— /Sta(v', z+ (1 - t)’U,’U)dT) ds

@ Deuxiéme formulation intégrale : Pour tout (¢,z,v) € [0,T] x X,

u(t. z,v) = uo(z — tv,v) + /Ot(Ku +Q —ou)(s.z+ (s —t)v,v)ds

Pour obtenir la premicre formulation, on applique la méthodce des caractéristiques
a Péquation de transport (0; +v-V;)u+ ou =S avec S = Ku + Q. Autrement dit,
on écrit que

ad— (u(t—{-s,m—l—sv,v)exp (/ o(t-{—T,er'rv,v)dT))
g 0

= (Ku+ Q)(t + s,z + sv,v) exp (/ ot+ 1,2+ Tv,'v)dr)
0

Superviseur : Mr Hitta Amara

9



Boudjehem Amina Equation de Boltzmann linéaire

Pour obtenir la seconde formulation, on applique cette fois la méthode des car-
actéristiques & I’équation de transport (8; + vVz)u = S avec S = Ku — ou + Q.
C’est-a-~dire que l’on écrit que

d
Eu(t—ks,xﬁ-sv,v)=(Ku—au+Q)(t+s,:v+sv,v). [ |

La démonstration du théoréme ci-dessus est basée sur un argument de point
fixe pour la premiére formulation intégrale. Autrement dit, on cherche une fonction
u € Cy([0,T] x X) telle que u = Ulug, Q] + Tu en posant

gt x,0) = /t Kg(s,z + (s — t)v,v) exp (— /t alr @ £t =1}, ’U)dT) ds
et
¢
Uluo, Q)(¢, z,v) = ugexp (— / o(r,z + (1 — t)v, ’U)dT)
/tQ(s z+(s—1t) 'v)ex(; (— /tO'(T z+(T—th U)d’l‘) ds
0 ' 7 s ' ’

Démonstration: Nous allons chercher la solution généralisée u sous la forme d’une

série
15 = ZT”’U[U(), Q.

n>0
~ Commencons par vérifier la convergence de cette série. Les hypotheése du théoréme,
notamment le fait que o > 0, impliquent que

U0, QllLee o, 77x x < [luollLeoxy + TNQllLoo(o,77% x)
Notons

M = sup / k(t,.’lﬁ',’l},’w)dﬂ(w) < +00.
(trzfv)E[O,j’] xX JRN

Alors, pour tout g € L*°([0,7] x X), on a p.p. en (¢,z,v) € [0,T] x X :

1
gt 2,v)] < / Kr™tg|(s, 2+ (s — t)v, v)ds
0

M /0 (s, ., JIIE°(X)ds

IA

Superviseur : Mr Hitta Amara
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de sorte que, p.p.en ¢ € [0, 7],

i
179t M=y < M / 7Y g(tr, - Yllpee oo din

tl tn 1
< Mn// / lg(tns s Lo (x)dn...dE1

&

Par conséquent, pour tout n > 1, application linéaire 7 est continue de lespace de
Banach Xt :=L*([0,T] x X) dans lui-méme, et sa norme vérifie, pour tout n € N

2 MT)"
I lLx o) < 1

En particulier, d’aprés ce qui précéde

7V, Qe < ) 0o, @l

(e

IN

(luollzeo (x) + TN QlIx)

de sorte que la série } ., 7"Ulug, Q] converge normalement dans Xt. De plus,
on vérifie (par exemple en appliquant le théoréme de la convergenc dominée) que
chacun des termes 7"Ulug, @], n > 0, est continu sur [0.7T] x X. Donc la série
3= “n>07 Uluo, Q] converge uniformément sur [0,7] x X, et donc sa somme est
continue comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues. Autrement dit

u € Xt NC([0,T] x X) = Cy([0,T] x X)
Evidemment, comme ’application 7 est linéaire et continue sur X, on a

u = Uluo, @+ Y ™" Uluo, Q)

n>1

= Uluo, @ +7 | > 7" Uluo, Q]

n>0
= Ulug, Q] + Tu

ce qui montre que la fonction u définie par la série ci-dessus vérifie bien la lére for-
mulation intégrale de I’équation de Boltzmann linéaire sur [0, T| x X. En particulier,

Superviseur : Mr Hitta Amara
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posons 5 = Ku + Q € Cy([0,T] x X). On vient de montrer que
¢
u(t,z,w) = exp (—/ o(s,z + (s — t)v, v)ds) uo(z — tv,v)
0

4 /(:S(s,m + (s — t)v,v) exp (/:0‘(7’,.’1’: + (7 — t)'u,v)d'r) ds

ce qui, d’apres le théoreme (1.2.1), équivaut & dire que, pour tout v € RY, la fonction
(t,2) = u(t, ,v) est la solution généralisée du probléme de Cauchy

{(at +uVa)ul., ., v) + (.., v)ul., ., v) = S, .,v),
U(., oy IU)!tZD = 'U'O(-a U)'

Donc la fonction w définie par la série ci-dessus est bien solution généralisée de
’équation de Boltzmann linéaire. Montrons que c’est la seule. §’il existait deux
solutions généralisées u; et up du probléme de Cauchy ci-dessus pour I’équation de
Boltzmann linéaire, 1'on a

u1 = Ulug, Q] + 7uy,
ug = Ulug, Q] + Tug,

de sorte que, par linéairité de I’application 7, 'on aurait (uz — u1) = 7(ug —u1). On
conclut alors que u; = uy grace au lemme ci-dessous. B

Lemme 1.2.1 Avec les mémes hypothéses et notations que dans le théoréme ci-
dessus, l'unique élément g € Xt vérifiant g = 7g est g =0

Démonstration : Si g € Xt vérifie g = 7g alors g = 79 = 7(7g) = 7"g pour tout
n € N. Or, on a établie dans la démonstration du théoréme que, pour tout n € N,

(MT)"
nl

I7IIE(X-) <

(MT)"

Comme —
n!

— 0 pour tout T > 0 lorsque n — +00, on conclut que

(MT)"

llgllxr < 17" lLxen l9llxz < ——llgllxr =0

lorsque 7 — +o00, d’olt le résultat. W

Superviseur : Mr Hitta Amara
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1.3 Estimation L* pour le probléme de Cauchy

il est important de savoir estimer la solution généralisée d’un probléme de Cauchy
pour I'équation de Boltzmann linéaire & partir de bornes sur sa donnée initiale et
sur le terme source. En réalité, il est encore plus important de disposer de ces
informations dans le cas de ’équation de Boltzmann linéaire.

Proposition 1.3.1 Soient une donnée initiale fo = fo(z,v) € Cy(X et un
terme source Q = Q(t,z,v) € Cy([0,T] x X. Supposons que 0 < a € Cy([0,T] x
RY xRY) et 0 < k € Gy([0,T] x RY x RN x RYN), et que de plus

N
sup / k(t, z, v, w)dp(w) < +00
(t,2,2)E[0,T] xRN xRN JR

St on a

fo>0surRY xR et Q> Osur[0,T] x RY x RY
la solution généralisée f € Cy([0,T) x X) du probléme de Cauchy
{Btf+v.vzf+af= Kf+Q,t€]0,T[,z,v € RY,
fle=0 = fo,

vérifie
f20 sur [0,T]xRY xRN

Superviseur : Mr Hitta Amara
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' vg—z- +a(m)u} (z,v) = f(z,v) pour (z,v) €] - £, +4[x] — 1,+1]

J (2.1)

u{—L,p) =1 pour v >0
| u(+£,v) =0 pour v < 0
ol
® o(z) > 0 est la section efficace d’absoption.
o f(z,v) est le terme source.

o 20> 0 est la largeur du domaine géométrique.

Les conditions aux limites sont de type Dirichlet ou vide (pas de particules
rentrantes).

Remarque. La méthode des caractéristiques nous fournit la solution exacte de ce

Probléme. M

Néanmoins, nous allons décrire une méthode de différences finis en espace et en
vitesse, applée méthode Sy utilisée, plus généralement, pour résoudre des modéles
de transport plus complets.

Les points du maillage seront équirépartis en , mais pas nécéssairement en vitesse.
Pour ecla, considérons une famille finie (vk) de vitesses non nulles discrétisant
lintervalle [—1, +1].

Pour j € {0,1, ..., N}, posons

ct (2.2)

Le schéma dit diamant, utilise les points milieux définis par

4

1
w; = —+ (j - ) Az pour j € {1,2,.., N}

Superviseur : Mr Hitta Amara
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Pour tout indice de vitesse k, on note u;? une approximation de u(z;,vx) ot j €
{1 s N ]

Ainsi, le schéma diamant est donné par

(2.4)

Les o; et ff seront, respectivement, les approximations de o(z) et f(z;,vr).

La résolution de (2.1) est totalement explicite : En effet, pour v; > 0 on résout (2.1)
selon les valeurs de j croissantes en partant de la condition aux limites

u’f/Q = 0 pour v > 0

¢t en éerivant

) (2uy, — ajAm)u;?gl/z + ZAa:f]’-“

U =
J+1/2 2u; + oAz

pour 7 > 1 (2.5)

tandis que pour vx < 0 on résout (2.1) selon les valeurs de j décroissantes en partant
de la condition aux limites

ufvﬂ/‘?:()pour v <0

et en écrivant

S _ (—2v — ajAa:)u;?H/z + 2Aacfj’fi
i~1/2 —2v; + oAz

pour j < N. (2.6)

Ceci met en évidence la supposition que la vitesse v est non nulle qui ne permet pas
de résoudre (2.1) par cet algorithme de marche en espace.

Superviseur : Mr Hitta Amara
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Supposons désormais, pour simplifier, que 1’absoption o(x) est constante, c’est &
dire que 0; = 0 > 0 pour tout indice j. Pour v; > 0, on en déduit de (2.5)-(2.6) les
formules exactes de la solution discrete :

28x f 5 2, — oAz
k E : —ick k
2 e —— A J—t f£f A e
Yi+1/2 2u + oAz izl( £Y T avee Ay 2u, + oAz
et pour vp < 0 :
2Ax d 5 —2u, — oAz
k —j ek k
; e O S A, )i f Mg, e = T
S 7 e gy ;( k) f avec Ay I

Lemme 2.1.1 Le schéma diamant (2.3) est consistant et précis d’ordre 2 en espace.
De plus il est stable au sens L™, c’est-a-dire que, pour tout j € {0,1,..., N}, on a :
, 2/

k \
U, 40 £ — max x,vL)|.
! g+1/2!~ ’Ukl,ré(fﬂ;fﬂ!f( , Vk)|

Démonstration : Par un développement de Taylor en z autour du point z; il est
évident que le schéma diamant est précis & l'ordre 2. Par ailleurs, on vérifie que
|Ax| < 1 pour tout k, puisque o > 0. Dong :

Ax
k < =N :
Ui 1/al < T |f (2, ve)

d’ou le résultat de stabilité. W

Lemme 2.1.2 Le schéma diamant (2.8) vérifie le principe du mazimum discret

sous la condition )
o 2ming, |vg|

Az

o
Démonstration : Il faut vérifie que, si ff > 0 pour tout j, alors la solution discréte

vérifie aussi uf 172 > 0 pour tout j. C’est vrai si Ay > 0 ce qui correspond a la
condition annoncée lorsque k varie. W

Superviseur : Mr Hitta Amara
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Le schéma diamant n’est donc pas positif dans de nombreux cas, c’est a dire qu’il
peut donner des valeurs négatives de la solution méme si les sources sont positives,
ce qui peut étre génant du point de vue physique.

Pour remédier a cela on utilise un autre schéma dit décentré amont -

uk — ok 1
J s ok rk
vk——Aa: +ojuj = fi pour v >0
(2.7)
k k
ur,  — U;
g+l J k _ rk
va +ojuj = fj pour v < 0.

Dans ce cas, il vaut mieux revenir i I’ancienne définition des points z;j qui permet
de décrire simplement la condition aux limites d’entrée

i =0 pour v > 0

u]f\,ﬂ =0 pour v < 0.

Encore une fois on résout (2.7) pour les j croissants lorsque vx > 0 et pour les j
décroissants lorsque vy, < 0.

Lemme 2.1.3 Le schéma décentré amont (2.7) vérifie le principe du mazimum
discret (sans condition sur les pas de discrétisation). Par ailleurs, il est consistant
et précis a lordre 1 seulement.

Démonstration : On réécrit le schéma sous la forme

& vku;-”'_l + Axfj"'
U === mnr g, > D
Vi + 0

et
—vkufﬂ + Aa:fjlC I
= our vy .
—Uk + 0;

k
u j

On vérifie par réccurence, que ka > 0 implique U;V > 0 pour tout 7. Par un

dévelppement de Taylor en z, le schéma décentré amont est précis & ’ordre 1 mais
pas plus. Wl

Superviseur : Mr Hitta Amara
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Par ailleurs le schéma centré, qui est instable pour I’équation de transport, est définis
par :

(28)

2.2 Formule d’intégration numérique

Cette section est consacrée au choix de la famille de vitesse discretes (vy) qui doivent
appartenir & Uintervalle [—1, +1] et &étre non nulles.

Lorsqu’on doit discrétiser des opérateurs de collision en transport il est nécéssaire
d’évalucr des intégrales par rapport & la vitessc v. Pour ccla on introduit des poids
wp € R et, pour toute fonction f, on approche son intégrale par une somme de

Riemann

+1

/ fw)do = Y wif (vi).
o k

Par conséquent, la motivation principale du choix des vitesse discrétes (vg) est la
précision de cette formule d'intégration numérique ou quadratique.

Pour des raisons de symétrie, on se restreint & des distributions symétriques par
rapport & l'origine, c’est & dire que les vitesses sont impaires et les poids pairs :

V_j = —v, W_j=wg pour tout k.
On note 2K le nombre total de vitesses ordonnées ainsi
~1<v g <V-g41 < ..<v-1<0<m <. <UK-1 <VUK =< +1

Pour des raisons de positivité il est aussi souhaitable d’avoir des poids positifs wy >
0.

Superviseur : Mr Hitta Amara
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vitesse conduit & des artefacts numériques connus sous le nom d’effets de raie. Cer-
taines directions sont privilégiées, ce qui peu conduire & des solutions non monotones
en espace.

Remarque : Pour éviter la singularité crée par la vitesse nulle dans la résolution de
I’équation du transport on choisit la formule dite double quadrature de Gauss.
L’idée est prendre sur chacun des intervalles [—1, 0] et [0, +1] une formule de quadra-

ture de Gauss & KX points et d’ordre 2K + 1.

Remarque : Lorsque 'on définit la formule de quadrature (2.9) avec les vitesses
discretes v, qui sont les racines du polynéme de Legendre Pyj, et avec les poids
wy donnés par (2.14), la méthode des ordonnées discrétes, ou méthode Sy, est
équivalente & la méthode Py, ou méthode des polyndmes de Legendre. L’idée de
cette derniére est, a partir de I’équation de Boltzmann (2.1), de ne pas discrétiser
en vitesse, mais plutdt d’approcher I'inconnue u(z,v) dans la base des polynémes

de Legendre
2K

u(@,v) = Y (2K + 1)6x(2)Pe(v)

k=0
On utilise alors la propriété d’orthogonalité des polyndmes Py, ainsi que la rela-
tion (2.12) pour montrer que (2.1) peu étre approché par un systéme d’équations
différentielles ordinaires

k' dop—1 k+1 dép
2k+1 dr 2k+1 dz

+o(z)dr = fu(z),0 < k< 2K

avec fr(z) =1/2 ffll f(z,v)Py(v)dv et, par convention, ¢gi; = 0.

Il n’y a plus alors qu’a discrétiser par différences finis ces équations différentielles
ordinaires. H

L’intérét de la méthode Py est que les noyaux de collision s’écrivent aussi tres
simplement dans la base des polynémes de Legendre. Les deux méthodes Sy et Py
sont équivalentes dans le cas uni-dimensionnel (voir [3]).

Superviseur : Mr Hitta Amara
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2.3 Le cas stationnaire avec collision

On considére maintenant ’équation de Boltzmann lindaire stationnaire dans les
meémes conditions que la section précédente mais en tenant compte désormais des
collisions :

([ du a*(z) [T g
[v$ +o(m)u} (@) =22 /_ @' + f(a,0)
pour (z,v) € (=4, +£) x (=1,+1)
! (2.15)
ul=Lv)=10 pour v > 0
\u(+€, p)=0 pour v < 0.

Pour que le Probleme aux limites (2.15) soit bien posé, nous faisons ’hypothése que
Ic milicu cst sous-critique, ¢’cst-a-dire qu’il existe unc constante g > 0 telle que

0 <09 < o(x) — o (z) pour z € (—4,+4). (2.16)

Nous décrivons la méthode Sy des ordonnées discrétes dans ce contexte.

Le maillage en espace est toujours défini par les points Tjy1/2 définis dans (2.2).
Choisissons une des discrétisations symétriques en vitesse décrite par la Formule
d’intégration numérique, (v) ot I'indice k € [{K,...,—1} U {1,..., K}]*.
Les poids wj, sont aussi symétriques et positifs et la formule de quadrature étant
(2.9).
Dans ce cas le schéma diamant est donné, pour 1 < j < N, par
k ik
I Yi+r/2 — Yi-1/2
Vg
k Agz k
I k_ Y12 T Y1y
u%® =
J 2

Ou la deuxiéme ligne est la relation diamant (2.4) et n; est la moyenne angulaire

+ ojuf = o*u; + fF
el d (2.17)

d¢éfinic par :

| 4 k
U= Z WY (2.18)
k=—K k0
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Comme d’habitude o, o} et f;‘: sont des approximations de o(z;), o* (zj) et f(zj,v)
respectivement.

Les conditions aux limites de flux nul entrant sont
uk,, = 0 pourv > 0, et u” =0pourv <0
1/a = T PR > Uy ek Wy =0 piu

Commec pour le schéma sans collision (2.3)-(2.4) de la scction précédente, la précision
de (2.17)-(2.18) est d’ordre 2 en espace.

Lemme 2.3.1 La solution u(z,v) de l’équation de transport (2.15) vérifie
+£ e+l 1 [+ p+1
/ / [u(z, v)[Pdzdv < —5/ / |f (z,v)2dzdv (2.19)
- J-1 05 J—2 J-1

Démonstration: On multiplie I’équation (2.15) par u et on intégre par parties. Le
terme de transport devient

+ e+l 1 g+t +1 2 +e 1
/ / ouldrdy < < / o* ( / udv) dx + / Sudzdv
2 J-1 2/ ot T

Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

+1 2 +1
( / udv) % 9 / u?dxdv.
=] —q
On en déduit

+€ 41 ; +€ ptl +€ pt1
ao/ / [u(z, v)|2dzdv < / / (0 — o*)uldzdv < / Sudzdv
-2 J1 -2 J-1 - Ja

Une nouvelle application de Iinégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure. Bl

On adapte ’argument de la preuve du dernier lemme pour obtenir le résultat suivant
de stabilité.

Lemme 2.8.2 Le schéma diamant (2.17 )-(2.18) est inconditionnellement stable L2

au sens ou sa solution discréte u;? vérifie

1
)l < ol DI (2-20)
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K

N
IWDIF =D "Aaz > wlup? (2.21)

i=1  k=—Kk#0

Démonstration: On multiplie (2.17) par

Azwy,(uf it1/2 T uJ 1/2) = 2A.1:wkuk

et on somme sur j et k. Le terme de transport devient

N K
Z: Z Wk Uk ((“f+1/2)2 - (Uf'—uz))

i=1 k=—K k#0

K
2 k2
e Z lUkU]c(UN+1/2) - Z wkvk(ul/Z) 20
k=—K kD k=—K k40

a causc des conditions aux limites imposées. Par conscquent, le reste de (2.17) donnc

22 Z Azojwi( k)Q 2 4ZAJ}G (ﬂ;)z—l-ZZ Z A.kaukfk

=1 k=—K,k#0 j=1 k=—K k#0

Or, par Cauchy-Schawrz et grace a I’hypothése de sous-criticité (2.16) :

ng Z Azwi(u <Z Z A.rwkukfk

=1 k=—Kk#0 =1 k=—K k#0
Une nouvelle application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure. @

Nous revenos maintenant & la définition du schéma diamant et expliquons comment
on peut calculer sa solution.

Solution discréte du schémal diamant :

Résoudre simultanément toutes les équations du schéma (2.17 )-(2.18) revient &
résoudre un grand systéme linéaire pour le vecteur inconnu ayant 2K N composantes
(u;C oo /2). Cela requiert beaucoup de place mémoire surtout en dimension 2 et 3.

Mais, on préfere utiliser une méthode itérative trés simple, connue sous le nom
d’itération sur les sources. Son principe est de supposer connu le membre de

Superviseur : Mr Hitta Amara
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droite de (2.17) (y compris la moyenne angulaire), de résoudre 1’équation de trans-
port sans collision par un schéma de la Section du cas stationnaire sans collision,
de mettre & jour le membre de droite de (2.17), puis d’itérer ce procédé jusqu’a sa
Convergence .

Plus précisément, on note n > 0 le numéro d’itération. On initialise Palgorithme
(dit d’itération sur les sources) en posant, pour n = 0

puis & l'itération n > 1 on résout

kn kn kn
U =" U . U
+ s %412 =1 /9 _ ;
g I 4 arjd i e MPLEV Ly gk (2.22)

Ax 2 77 J

et on met & jour la moyenne angulaire

k,n

Vi

K k,n k,n
. By ig— g
w=2 % wkm__ﬁmg e (2.23)
k=—K k0

La résolution de (2.22) est identique & celle de (2.3)-(2.4) dans la section précédente
et est donc trés facile par simple remontée des caractéristiques.

L’intéréet de cet algorithme est qu’il ne nécessite aucun stockage de matrice ni
résolution de systéme linéaire :

Lemme 2.3.3 L’algorithme d’itération sur les sources (2.22)-(2.23) converge, lorsque
n tends vers l'infini, vers la solution discréte du schéma (2.17)-(2.18).

Démonstration : Afin d’étudier sa convergence lorsque n tend vers 400 nous
réécrivons (2.22)-(2.23) sous une forme matricielle plus compacte. On note :
k.n

® U™ le vecteur de composantes (u"

+1/2), F le vecteur de composantes ( f}').

e T la matrice de I'opérateur de transport discrétisé dans la membre de gauche
de (2.22).

e K lamatrice de 'opérateur de collision discrétisé défini par (2.23) que multiplie
le coefficient o*.

Superviseur : Mr Hitta Amara
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Avec ces notations U™ est la solution de
T =K1 . p (2.24)

La suite U™ converge, c’est & dire que la méthode itérative converge (pour tout
second membre F), si et seulement si le rayon spectral de T71K est strictement
plus petit que 1 ¢’est-a-dire p(T7'K) < 1. Comme

PTTK) <1<||IT7K| < |IT7Y)IK]),

il suffit de montrer que IT~Y||K]|| < 1, pour cela on s’inspire de la démonstration
du Lemme(2.3.2).

Pour un second membre G on appelle U la solution de
TU =@ (2.25)
On multiplie (2.25) par U et on somme sur toutes les composantes, ce qui est

équivalent & multiplier le terme de transport de (2.17) par Amwk(u;.“ et u;.“_l /2)

et & sommer sur j et k, calcul que nous avons déjé fait dans la démonstration

I 1/2
WWi={3"az 3 wubp?
J=l k=—K k£0
On a montrer que
olUI* < GU < |G||U |
c’est & dire 1
ITT el = v < =l
Par ailleurs, on vérifie que
N K N
IEUIF =) Az Y wpfmf2 = 200" Y Azfg,[?
=1 | k=—Kk#0 j=1

et, par Cauchy-Schwarz pour T+ %Zé;_ K k0 wku;-“ ?
K

N
IKUI? < (0" YAz 3 welu? = (0" U2

j=1 k=—K k#0

d’ot 'on déduit que [T}/ K| < 0* /o < 1 & cause de I'hypothése de sous-criticité
(2.16). m
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2.4 Accélération par la diffusion

Dans cette section nous allons expliquer comment 1’algorithme d’itération sur les

sources (2.22)-(2.23) peut étre accéléré afin qu’il converge en un plus petit nombre
d’itérations, et ceci grace & Iapproximation du transport par la diffusion. Afin
d’expliger le principe de cette méthode d’accélération, commencons par réécrire
I’équation de Boltzmann (2.15) sous la forme abstraite suivante :

Tu=Ku+ f (2.26)

ou T est I'opérateur de transport, muni de ces conditions aux limites

i}
T = va—z +ou  pour (z,v) € (=€, +£) x (=1, +1)

u(—4,v) =0 pour v > 0, u(+¢,v) = 0 pour v < 0,

et K est opérateur de collision

*(x +1
Ku(z,v) = 1u/ u(z,v")dv'
2 Ja
L’opérateur de moyennisation angulaire est défini par

i

U(z) = 5 /:1 w(z,v')dv'

Introduisons un opérateur de diffusion D qui soit une approximation convenable du

transport, il ne s’applique qu’a des fonctions %(x) ne dépendant pas de la vitesse v
Du = —div(DVTG) + opu
et il est muni de conditions aux limites convenables.

Une version continue de I'algorithme d’itération sur les sources (2.22)-(2.23) s’écrit

Ty = Kyn—1 = K1
{ v w4 f T+ f (2.27)

un :,UTL
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ol nous avous introduit une inconnue supplémentaire 1"
L’idée est de modifier 1a relation donnant 4" en fonction de v,

Pour ccla on remarque qu’cn intégrant (2.26)

ct cn additionnant / soustrayant I’opératcur
D on a

DEzf—(T—K—D)u

On propose alors le nouveau schéma itératif :
Tv™= K1 4 f
Dyt =f - (T~K—D)v"

que P'on peut réécrire plus simplement en remarquant que la seconde équation est
équivalente a

Dur —o%) = F - T K)o = K — o1 = K(v® — 41y

ou I'on a utilisé une moyenne de la premiére équation pour éliminer la source f.
Ainsi donc, ’algorithme d’itération sur les sources accéléré par diffusion est

{Tv” =Ku"l4f

2.28
Tt =7"+ D7IK (v — yn-) (2:28)

Formellement, si P'opérateur de diffusion D ”vaut I'infini”, on retombe sur Ialgorithme
précédent (2.27). Sinon, comme D! et K sont des opérateurs positifs, la deuxiéme
relation de (2.28) s’interpréte comime une extrapolation entre 7" et g1 pour obtenir
L7

La résolution de (2.28) est un peu plus chére, & chaque itération, que celle de (2.27)

puisqu’il faut résoudre d’abord une équation de transport pour obtenir v™ puis une
équation de diffusion pour obtenir 7"

D’un point de vue algébrique et discret, ’algorithme précédent (2.27) s’interprétait
selon (2.24) comme

TU" =KU™ 11 F

ol U™ est le vecteur des composantes de la discrétisation de u™. Si on élimine ™
dans (2.28), sachant que

v =T+D'K) '@ + DKL )

Superviseur : Mr Hitta Amara
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e, s IR

ce nouvel algorithme est modifié (on dit préconditionné) comme suit

T(I+D7'K)™ (Um + DKUY = gyn-l | p (2.29)

La matrice d’itération de (2.29) est

T 'K - D 'K(] - T 'K)
dont on espére que le rayon spectral est plus
vrai si on sait déjé que P(T'K) <1 et que D
Bien sur, si la suite U ", définie par
limite que celle définic par (2.24)

petit que celui de T~1K, ce qui est
1K est suffisamment petit.

(2.29), converge, alors elle converge vers la méme

2.5 Equation instationnaire ou cinétique

On considere I’équation compleéte de Boltz

mann linéaire dépendant du temps (ou
modele cinétique) pour inconnue u(t, z, v)

(Ou  du o*(z

+1
Eri V5.t o(z)u = ) /1 u(z, v)dv’ + f(x,v)

J pour (t,z,v) € Rt x (—¢, +£€) x (=1,+1)
u(t=0,z,v) = u®(z,v) pour (2,v) € (€, +£) x (-1, +1)
u(—4,v) =0 pour v>0 et u(+£4,v) =0 pour v < 0.

(2.30)

Pour que le Probleme aux limites (
le milieu est sous-
savoir,

2.30) soit bien posé nous supposons encore que
critique, mais avec une hypothése un peu plus faible que (2.16), a

0 <o(x) - o*(z) pour z € (—2,+2) (2.31)

Nous reprenons la méthode Sy dans ce context.

On note u;."k une approximation de la solution u(ty,

Zj,v), le schéma diamant
est donné, pour 1 < j < N, par

WHE ik WYk nt1/2k

J 4 J+1/2 Jj=1/2 ontl/2k
v +o,u, =
At * 0 Az 75

o3 TV 4 2 (939
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avec les relations diamants
n+1.k nk __  n+l/2k n+1/2, n+1/2,k n+1/2,k n+1/2.k g
Ut = 172 f2u; =Y T, (2.33)

et la moyenne angulaire
kU ’ (2.34)

Comme d’habitude o,c* et f"H/ Lk

sont des approximations de o(z;),0%(x;) et
i /22 Zj, V) respectlvement

La premiére relation diamant (2.33) permet d’éliminer I'inconnue u; i

1/2 P
la seconde relation diamant permet d’éiminer u”’Jr 2 et @ obtenir un schéma implicite

1/2)k sk,
pour les valeurs u"jl //2 en fonction des valeurs u;“

" tandis que

ntl/2k n+1/2k n+1/2.k n+1/2.k
YUivija — % 1p 2\ Yipip TU_y
v As + agj + —

= 5 (2.35)

qui est égal &

nHl/2k | entl/2k | enti/zk . 2 g
(U)Jﬂ/z a0 +fj + Az

Lemme 2.5.1 Le schéma diamant (2.32)-(2.83)-(2.34) est inconditionnellement
stable L? au sens ou, pour tout temps final T > 0, 1l existe une constante C(T)>0
telle que la solution discréte u verzﬁe pour tout n < T'/At

16591 < o(T) (H(u?”“)uz + 3y Atuf;‘“/“lﬁ) (2.36)
m=0
avec la norme discréte définie par
N
ll(u;’k)llz iin ZA:L‘ Z wk[u;-"’kF (2.37)

3=l k=—K#0

Superviseur : Mr Hitta Amara

32



Chapitre

Autres méthodes numériques

3.1 Meétodes intégrales

Les méthodes intégrales de résolution numérique de ’équation de Boltzmann linéaire
sont basées sur la formule de représentation intégrale de la solution que I’on rappelera
d’une maniére succincte.

Considérons I’équation (pour Vinstant sans collision)

{atf(t, 2) +0.Vof(t,2) + o(x)f(t,z) = S(t,z),2 e RV £ > 0 61)

f0,z) = f(x),

qui admet une solution f € C! (Ry xRN ), donnée par la formule de Duhamel -

t_fffw x) = f*"(z — tv)e f@z—tv) | Jo e t@a—l=ags _ g 4 sv)ds. (3.2)
avec le trajet optique 6 défini par
t
O(z\z — tv) = / o(x — sv)ds (3.3)
0
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Remarque.Par analogie avec la propagation de la lumidre le long de ses rayons,

le trajet optique 0(z, z — tv) est une mesure de I'absoption totale entre les points
Z et x —t. Le trajet optique est toujours positif et, plus il est grand, plus grande
est 'atténuation d’une particule partie de z — #v pour aller en z, c’est-a-dire la
probabifité est plus grande pour que cette particule ait été absorbée en chemain. B

La formule (3.2) permet de calculer une solution approchée de I’équation (3.1) sans
avoir utiliser la discritisation de 'opérateur de transport.

Evidemment, il y a un Prix a payer qui est I’évaluation du trajet optique et le
calcul de I’intégrale du terme source le long de la trajectoire.

C’est précisément le principe des méthodes intégrales de résolution numérique.
Désormais (3.2) devient (en indiguant & nouveau la dépendance en )
t
Filan) = / e‘g(z’x_(t“s)”)a*(x - 59} J(t—=s,2 — sv,0)dvds
0 J8|=1

i
+™ (@ — tv, v)e0@a—tv) +/ e"B(‘”’I_(t_s)“)Q(t = 8,x — sv)ds. (3.4)
0

On intégre cette équation par rapport a v pour faire apparaitre la seule inconnue
T = [ ftwo
jv|=1
et on obtient
— t —_—
fit.x) = / / e“e(z’x—(t_s)”)a*(,’c = sv)f(t - s,z — sv)dvds
0 J=1

+ fm(l‘ — tw, U)e—ﬂ(z,a:—w)
jo]=1

t
+/ / e“g(z’m_(t“s)”)Q(t = 8,% — sv)dsdv (3.5)
0 Jlv|=1

ui n’est rien d’autre qu’une formulation intégrale.
q q

Remarquons que la double intégrale en (s, v) devient une intégrale en espace sur
la boule de centre 2 et de rayon ¢t. De maniére abstraitc,(3.5) est équivalent & unc
équation linéaire

f=T -+ F 0 (3.6)
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“ \“

Ot 7 est un opérateur intégral et Fife, Q] est un second membre fixé.
L’idée des méthodes intégrales est de discrétiser (3.6) et de se ramener ainsi & la

3.2 Meéthode de flux pair

Nous expliquons briévement le principe de la méthode de flux pair qui permet
d’utiliser tout I’arsenal des formulations variationnelles et des méthodes d’élément
finis comme études dans le cours [5].

On suppose que tous les coefficients, ainsi que le térme source, de l'équation de
Boltzmann linéaire sont isotropes, c¢’est-a-dire indépendants de la variable de vitesse.
Par ailleurs, on se place dans un cas stationnaire.

Autrement dit, on considere 1’équation
Ve f(2,v) + o(x) f(x, v) — a*(:c)/ f(z,v)dv' = S(z) (3.7)
|v/|=1

Ou, pour simplifier, on a pris la sphére unité comme espaces des vitesses.
On introduit deux nouvelles inconnues:
le flux pair défini par :
I @) = 3 (F(2,) + (@, ~0)) (38)
et le flux impair :
I™@0) = 5 (f(@,v) - £(z, ) (39)
Bien str, on trouve que
@)= fH(z,0)+ f~(mv) et f(@,~v) = f*(z,v) = f~(z,v),

On écrit ’équation (3.7) pour la vitesse —y

~oVaf(2,~v) + o(z) f(z, ~u) — &F*(z) J(@,v)dv' = S(z) (3.10)

% ivllzl
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Par addition de (3.7) et (3.10) on obtient

vV f (z,v) + o(z) fY(z,v) - o*(z) iz, v)dv = S(z) (3.11)

|v’|=1
car [v'|=1 fd’l}, = jf‘v’lzl f+d'UI
vV ft(z,v) + o(z)f (z,v) =0 (3.12)

L’équation (3.12) permet de calculer [ en fonction du courant de [T sous ’hypothase
que le coefficient d’absoption o(z) > 0 est strictement positif.

En reportant dans (3.11) on obtient une équation du deuxieme ordre pour fT

—vV, ( (1 vV$f+(x,v)) +o(x)fT(z,v) - o* () ffav' = S(z) (3.13)

ag .’L') Jo!|=1

Si on note D le domaine spatial, les conditions aux limites de flux nul pour (3.7)
flz,v) =0 pour (z,v) €™ = (2,v) € D x [v'| =1 tel que v.n < 0

deviennent

1

U= f+($7v) + f_(CL‘,U) = f+($, v) — o(z)

v.VefT(z,v) pour v.n(z) < 0.

Mais la condition aux limites de flux nul est dit aussi que f(z,-v) = 0 pour v.
n(z) > 0 et donc que

1 ,
0=fz,v) - f(z,v) = N (z,v) + mv.vzf+(x,v) pour v.n(z) > 0.
On vérifie aisément qu’au total la condition aux limites est équivalente &
.V fH(z,v) + sign(v.n(z))o(x) f*(z,v) = 0 pour z € dD (3.14)

On introduit alors la forme bilinéaire symétrique

alf;g) == /D/H—l (;%)U.szv.vzqua(x)fg) dzdv
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—/Da*(a:) (/[v]=1 fdv) (L':l gdv) dz

+/ falnw|dzdv (3.15)
8D Jiv|=1
et la forme linéaire
L(g) :// 9(z,v)S(x)dzdv (3.16)
D Jl|v|=1

Lemme 3.2.1 Soit une Jonction réguliére fH(z,v). Alors ft(z,v) est une solution

de Uéquation (3.18) avec la condition auz limites (8.14) si et seulement si fH(z,v)
est une solution de la formulation variationnelle :

Trowver f* € W tel que a(ft,9) =L(g) Vgew (3.17)

avec ’espace

W ={g(z,v) e L*(D x {|v] =1}) et v.Veg € L3(D x {Jv| = 1})}.

Démonstration : On multiplie 1’équation
intégre par partie pour obtenir

1
/D ngl (;@v.vxfﬁj_vxg + ‘T(ﬂf)fg) dzdv

—/Da‘*(a:) (lel f+dv) (Ad:l gdv) dx — ./aD - [t gln.v|dedy

= 9(z,v)S(z)dzdv.
D Ju|=1

(3.13) par une fonction test 9(x,v) et on

Comme d’habitude on a supposé que la mesure dv est
flv§=1 dv = 1. En remplagant v.V, f+
intégrale de bord, on trouve bien la fo
le méme

normalisée de maniére que
par la valeur de la condition aux limites dans
rmulation variationnelle
calcul en sens inverse permet de passer de la formul
Péquation (3.13) avec la condition aux limite (3.14).1

(3.16). Réciproquement
ation variationnelle 3

ik

A partir de la formulation variationnelle (3.16)

il est classique de construire des
meéthodes d’éléments finis(voir par exemple [5])
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Signalons, enfin, utilisation de Ia méthode des éléments finis pour la formulation
variationnelle en flux pair de 'équation de Boltzmann. 11 est aussi possible d’utiliser
directement les éléments finis pour I’équation de Boltzmann sous s, forme usuelle.
Nous renvoyons pour cela aux travaux de P. Lesaient et P.A. Raviart.

Les algorithmes probabilistes de type Monte-Carlo (méthode de Monte-carlo) sont
aussi trés populaires pour la résolution de I’équation de Boltzmann. 11 sont basés
sur I'interprétation probabiliste de I’équation de Boltzmann.
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