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em Amina Equation de Boltzmann lindaire

L'6quation de Boltzmann

de la th6orie cin6tique qu
6aire (1872) est une 6quation int6gro-diff6rentielle

d6crit, entre autres, 1'6volution d'un gaz-

EIle est utilis6e pour le comportement hors 6quilibre d'une coilection

de particules a u.ne com ition uniforme et une temp6rature et une densit6

constantes, cette comPosi on peut 6tre en fonction de la position et du temps'

La premibre solution complbte a 6t6 obtenue dans le cas des inter-

:'J'.';'actions de tYPe "sPhdres par Ukai dans les ann6es 1970, mais seulement

pour des solutions Proch de I'6quilibre.

La plus grande avancee ]a th6orie des solutions renormalis6es de Ronald

DiPerna et de la m6dai Fields Pierre-Louis Lions qui fournit I'existence de

solution, m€me loin de I'd ibre. Leur r6gularitr4 et unicit6 reste un Problbme

ouvert tr6s important.

Il est impossible de ler explicitement les solutions des 6quations aux

n6c6ssit6 de recourir au calcul num6rique pour es-
t)r'xl

Les m6thodes de r6solu num6rique permettent d'.obtenir des valeurs num6ri-

ques discrbtes (en en nombre fini) qui approchent, d'une manidre a

pr6ciser, la solution

Superviseur : JV{r Hitta Amara

dir6v6es partielles d'or) I
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Boudjiehem Amina Equation de Boltzmann lin6aire

L'une de ces m6thodes est celle des diff€r€nces finis. Elle discr€tise le

Probldme en repr6sentant dQs fonctions par un nombre fini de valeurs- Notre

but est d'utilis6 cette m6thqde des diff6rences i Ia recherche d'une solution

approchde de I'dquation de {e Boltzmann lin6aire :

Nous commengons par consifl6rer l'6quation de transport dans le cas station-

naire sans collision puis avec collision.

Ainsi, nous allons d6crire u[re m6thode de diff6rences finis en espace et en

vitesse, app16e mdthode Sry utilis6e, plus g6n6ralement, pour r6soudre des

modbles de transport plts co{nplets. Les points du maillage seront 6quir6partis

en r, rnais pas n6c6ssairemeqfr en vitesse. On parlera, aussi, du sch.6ma dit dia-

mant qui n'est pas positif dfns de nombreux cas, c'est h dire qu'il peut donner

d.es valeurs n6gatives de la splution m6me si les sources sont positives, ce qui

peut €tre g6nant du point dg vue phvsique. Pour rem6dier i, cela on utilise un

autre sch6ma dit d6centr6 Bmont.

Le plan de ce mdmoire est lq suivant:

O Dans le prcIqiet-chsplEe, on donne la d6finition de l'dquation de Boltz-

rnan lindaire et traite ie problbme de Cauchy et d'autres aspects de

rdsolution de cette 6qqation da"ns le cas continu.

@ I)ans le deuxibme chripitre, on traitera le c6t6 num6rique pour r6soudre

l,6quation de Boltzma4 A, savoir : I'utilisation de la m6thode des diff6rences

finis pour approcher 14 solution.

@ Dans le troisibme chdpitre, on 6numdre d'autres m6thodes num6riques

pour rdsoudre 1'6quatiQn de Boltzman lin6aire, i savoir : M6thode intdgrale,

Mdthode de flux Pair Qtc .--.

Superviseur : JV{r l{itta Amara
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Problbme de

Boltzmann

1.1 D6finition

L'6quation de Boltzmann

sactra,nt que I'on a :

O u = u(trro u) est une

On notera Ku{trtrts

Lc taux d'absorption
l*{t,r,o) > 0 sont
ir, d6finir.

auchy pour 1'6quation de

notations

donn6e par la formule

ibution inconnue qu'on supposera con-

fonctions donn€es sous des conditions qui restent

f .yt"*r',v{ J(
,: I le(t,a,u,ut)u(t,tru)d,p,(tap,).'

JRx 
'u\b, u)'tn lrr'F\'"rltt ' * t /r)w.-,'

: o(trnru)

tinue sur ]0,?[xO x . Elle reprdsente la densit6 des particules se trouvant
h l'instant t i,la rrositi r et sont anim€es de la vitesse tr. l

L,.,"'foo, g""HnxgvR

io-':i..it * '' ''{:s{

e"&

(Ot * uY*)u(trrra) o (t, t, u) f (t, r, u) : Ku(t, n, u) * Q(t,, u, u)



Boudjehem Amina Equation de Boltzmann lindaire

@ La mesure de Radon;^l o est d6finie sur IRtr.

@ La fonction Q : Q(t,e, ) est continue bornde sur 10,?[xfl x lR.N.

D'une manibre pratique, on cette 6quation sous la forme abr6g6e :

D6finition L.L.L La fonct:ion u est d,'ite solution g€n6ralis6e de I'4quation d,e

Boltzrnann li,nd,aire si et si, pour tout (t,r,u) e10,"[xO x ]RN /o fonetion

* u(t * s,n t su,u)

est d,e classe CL pour u * su €

d

E"Q* s,rt su,u) +o(t+ s,r

et u€rifie pour tout s € IR :

su,u)u{t* s,n+ su,o) : (Kz* Q){t+ s,* * su,u).

Ceci dit, On va 6tudier le
g6n6ralis6es.

de Cauchy dans le cadre des solutions

L.2 Existence et unicit6 pour le problbme de
Cauchy

Soit X un espace topologique, notera par C6(X) l'espace des fonctions continues
et born6es sur X et i, valeurs

Commengons par un r6sultat
problime de Cauchy pour l'6q

'existence et unicit6 de la solution g6ndralis6e du
ion de Boltzmann lin6aire posde dans l'espace des

phasesX:RfxRf.

Superviseur : Mr Hitta Amara
I
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Boudjehem Amina Equation de Boltzmarrn lindaire

$
0'
0;l

as(c, u) € Cb(X) et an terrne

il I il eto l& e c5([o,r] * x * M) tets que

t suhtant

* rlrr :]Ku* Q,t €J0, ?[, r, u € RN

Tbnhratrs€eu € Cd[qq x X).

Remarque. En r6alit6, la
lations intdgrales suivantes p

O Premibre formulatio

u{t,a,r; : 
"*n (

ft
+ | (l<u+QXs,

Jo

@ Deuxibme formulatir

u(t. r,u) : uo(n

Pour obtcnir la prcmidrc for
il l'6quation de transport (86

on 6crit que

d(
;la(t*s,fi*su,u0s\

: (Ku.t

rdthode des caractdristiques conduit aux deux formu-

ur l'6quation de Boltzmann lindaire :

int6Erale : Pour tout (t, *,u) €. [0. ?] x X,

ft\
I o(s,t + (s - t)u,u)ds I ur(* - tu,u)
Jo/

lft\:* (s- t)u,a)exp { - | o(r,t* (r -t)o,u)dr I ds
\Js /

n int6grale : Pour tout (t, r,u) €.lA,T)x X,

1.t
- tu,u) + 

Jo 
$u + Q - ou)(s. r * (s - t)u,alds

rulation, on appliquc la mdthodc dcs caractdristiqucs
- u.Y r)u I oLt : S avec S : Ku, * Q. Autrement dit,

,"p ( [ o(t + r,r { ru,r)dr))
\/o ))

Q)& + s1ft + s1)1u) exp (1"" "n * r,r + ru,4a)

Superviseur : Mr, Hitta Amara
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La d6monstration du th ci-dessus est bas6e sur un argument de point
fixe pour la premibre intdgrale. Autrement dit, on cherche une fonction

Uluo,Qj l ru en posant

*"0* s,n*su,u)

u € C6([0, T] x X) telle que u

ftrg(t,x,u):: I Kg(s,r *
JO

et

Boudjehem Amina

Pour obtenir la seconde

act6ristiques !r, l'dquation de

C'est-4,-dire que l'on 6crit que

Alors, pour tout 9 e L6([0, ?]

lrng{t,r,u)l

Equation de Boltzmann linr6aire

on applique cette fois la mdthode des car-
(0t* uVr)u: S avec S : Ku - ou* Q.

: (Ku, - ou+Q)ft+ s,n* su,a). t

U[us, Q](t, r,u) :

D6monstration: Nous allons
s6rie

la solution gdndralis6e u sous la forme d'une

': f r"TJlus,Q].
n)_O

Commengons par v6rifier la de cette s6rie. Les hypothdse du th6orbme,
notamment le fait que a ) 0, uent que

llU[ro,8]l[,*60, "x 
< llrollr-1x; * TllQlll-1go,4xx;

Notons

- t)u,u) exp (- I"' o{r,r + (r - t)u,Qdr) d,s

(- l,' "n,r * (r - t)o,qdr)

fo' ot",r * (s f)u, u) 
""o (- f ,' orr,r * (r - t)u,{ar) a"

f k(t,u,u,u)d,1t(w)( *oo.
xX JRN

X), on & p.p. en (t,r,u) e [0, T] x X :

7t

Jo lx""-' ol(s, r * (s - t)u,u)d,s

ftuf llr"-le(s,.,.)llff(x)ds

Superviseur : Mr Hitta Amara
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Boudjehem Amina Equation de Boltzmann lindaire

de sorte que, p.p.en t € [0,

ll"^sQ,., .)llr-rxl
7tu /- ll""-t e(h,.,.)l[,-txtdtr

JO
ft fh ftn-rM"ll l llg(t*,.,.)lly*61d,t*...d,t1

JO JO JO
(M)',, ,,-;ll9llt-1xl'

1, I'application lin6aire r' est continue de I'espace de
dans lui-m6me, et sa norme vdrifie. pour tout n € NI

,-n, - (MT)"
lt7 ilL(xr) - --;!-.

En particulier, d'aprbs ce qui

llr"u[us,Q]ll

de sorte que la s6rie f,,rro U[uo,Q] converge normalement dans X1'. De pius,
on v6rifie (par exemple en

chacun des termes rnUfus,
iquant le th6ordme de la convergenc domin6e) que

, n 2 0, est continu sur 10. Tl x X, Donc la s6rie
u : Ir,>o r"Ufus,Q1 conver uniform6ment sur [0, ?] x X, et donc sa somme est
continue comme limite d'une suite de fonctions continues. Autrement dit

u€Xa C([0,"] x X): Ca([g,"] x X)

Evidemment, comme I'ap ion r est lin6aire et continue sur Xr', on a

Par consdquent, pour tout n
Banach X1 :: L*([0, T] x X

ce qui montre que la fonction
mulation int6grale de l'6quati

uo,Ql +\r"TJluo,Ql
nlIt\

uo,8l +"lIr"U[us,Q] 
|\"N I

{ug,Ql + ru

d6finie par la s6rie ci-dessus v6rifie bien la ldre for-
de Boltzma,nn lin6aire sur [0, T]x X. En particulier,

Superviseur : JV[r Hitta Amara
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posons S : I(tr, + Q e Cb([0,?]

u(t,r,u) : ,"o (- lr'
+ 

fo' 
str,* +

t{a' + uv,)u(.

tr(.,., u)lt:o :

comme ry -r o pour tout

Boudjehem Amina

lorsque n -+ *oo, d'oi le

Equation de Boltzmann lin6aire

X). On vient de montrer que

Superviseur : Mr Hitta Amara
t2

ce qui, d'aprls le thdordme (1.2.

(t,r) * u(t,r,o) est la soluti g6n6ralis6e du problbme de Cauchy

\
(s, r * (s - t)u,u)ds ) us(r - Lu,u)

/
/ tt

s - t)u,u) exp ( l- "(r,r t- (r - t)u,u)ar\ ds
\Js /

), 6quivaut !r, dire que, pour tout u € lRtr, la fonction

ili(x") = 
(*#) 

.

) 0 lorsque n 1 *6t on conclut que

= $ttnllx, + o

,a) + o{., .,a)u{., .,u) : s(., .,u),

(', r,') '

Donc la fonction u d6finie la s6rie ci-dessus est bien solution g6n6ralis6e de
I'6quation de Boltzmann . Montrons que c'est la seule. S'il existait deux

problbme de Cauchy ci-dessus pour l'dquation desolutions g6n6ralis6es u1 et u2

Boltzmann lindaire, I'on a

: U[zo, Q] + ru,
: U[ro, Q] + ruz,

de sorte que, pa,r lin6airit6 de l' lication r, l'on aurait (uz - ur) : r(uz - u1)- On
lemme ci-dessous. Iconclut alom que u1: u2 grine

Lemme 1.2.L Auec les hypothises et notati,ans que dans Ie thdarime ci-
airifiantg:rg estg:0ilessus, l'unique €l1ment g € X

Ddmonstration: Sig€X1
n € N[. Or. on a 6tablie dans la

g : Tg alors g - Tg : r(rg) : rng pour tout
6monstration du th6orbme que. pour tout z € SI,

llgllx' S ll"" ,lllgllx'

I



Boudjehem Amina Equation de Boltzmann liudaire

1.3 Estimation * pour Ie problbme de Cauchy

il est importarrt de savoir Ia solution g6n6ralis6e d'un problbme de Caudry
pour l'6quation de Boltzm lin6aire i, partir de bornes sur sa donn6e initia,le et
sur le terme source. En , il est encore plus importarrt de disposer de ces

infonnations dans le cas de I' uation de Boltzmann lin6aire.

Superviseur : I{r Hitta Amara
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Superviseur : Mr Hitta Amara
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Boudjehem Amina Equation de Boltzmann lindaire

l?u I
lo * + o{n)ul (r,u) : f (*,u) pour (r, o) €l - {.,+lfxl- 1, +1[Lv& I

u(-{.,u):g pouru>o {2'1)

u(+t,u):g pour o(0
ou

t o{r) ) 0 est la section efficace d.'absoption.

. f (s,u) est le terme source.

o 2l ) 0 est la largeur du d.omaine g6om6trique.

o Les conditions aux limites sont de type Dirichlet ou vide (pas d.e particules
rentrantes).

Remarque. La mdthode des oaract6ristiques nous fournit la solution exacte de ce
Problbme. I
Ndanmoins! nous allons d6crire une m6thode de dif6rences finis en espace et en
vitesse, applde m6thode ,5,r,' utilisde, plus gdndralement, pour rdsoudre des modges
de transport plus complets.

Les points du maillage seront 6quir6partis en r, mais pas ndc6ssairement en vitesse.
Pour ecla, consid6rons une fa,Tnille finie (tr6) de vitesses non nulles discr6tisant
l'intervalle [-1, +1].

Pour j € {0, 1, ..., N}, posons

'j+i : -!' * jar ct d* : K. {2.2)

Le sch6ma dit diamant, utilise les points milieux d6finis par

/ 1\
(, - ;J Ao pour i e 1t,2,..., N).ti--{+



Boudjehem Amina Equation de Boltzmann lindaire

Pour tout indice de vitesse k, on note ul
{1, "', N}.

Ainsi, le sch{ma diamant est donn6 oar

une approximation de u{ri,ua) oi j €.

{2.3)

{2.4}

(2.5)

(2.6)

u*uf+rtr:uf -rt, + oiu! : 7f

Les ai et /r& s"too,, respectivement, les approximations de o(r) et f (ri,ot).
La rdsolution de (2.1) est totalement explicite : En effet, pour u1, ) 0 on r6sout (2.1)
selon les valeurs de j croissantes en partant de la condition aux limites

et la fbrmule 6(diamantt' 
:

ct cn icrivant

et en 6crivant

,.x -u!+t1r-u!-r'1,-j_-__-'--

u!/z :0 pour ?r* > 0

,,h _ (2u* - oi\r)u!_t1z* 2Arfb'ui+r1z 
Wpourj)l

ulv+r/z: 0 pour ah < 0

..k _ F2ou - oiAr)t$or1z*2Arfbuj-t/z: pourj(N.

tandis que pour u* < 0 on r6sout (2.1) selon les valeurs de j d6croissantes en partant
de la condition aux limites

Ceci met en 6vidence la suppqsition que la vitesse u est non nulle qui ne permet pas
de r6soudre (2.1) par cet algorithme de marche en espace.



Boudjehem Amina Equation de Boltzmann lindaire

supposons d6sorrnais, pour sidpplifier, que I'absoption o(r) est constante, c'est a,

dire que oj = o ) 0 pour tout ipdice j. Pour us ) 0, on en ddduit de (2.5)-(2.6) les
formulm exactes de la solution discrbte :

;

uf*t1r: = 
2L* 

' flnor'-;'* ^ Zuk- oal,
= T;;;;* L\Akr -Jt avec Ak: z;;;;at

et pour up <D:

,2Arru!-rn: ffi"6;Dtnil'i t! avec 41": -Zup - oAr
-2up * oA,r

Lemme 2.1.\ Le schdma di,ampnt (2.3) est cons'istant et pr€.cis d'ordre P en espace.

Deplusileststableo,usensL*1c'est-h,-d,ireque,pourtoutj€{0,1,...,N}, oyla:

.L 2l
l4*tpl = b-l ,#ffiotlf@''*)l'

D6monstration : Par un d6v$loppement de Taylor en z autour du point c3 il est
dvident que le sch6ma diamant est pr6cis i I'ordre 2. Par ailleurs, on v6rifie que

l,4rl < 1 pour tout k, puisque o ) 0. Donc :

,Ary
lul+rnl S 

=N 
ryrq+ .. lf (",rx)lr ' ^t- lukl re(-t,+t)

d'ori le r6sultat de stabilit6. I

Lemme 2.1,2 Le schdma d.ianvant {2.3) u&ifi,e le pri,ncipe d,u maximum disuet
sous la cond,iti,on r

rmin* lu*lA'n 1-

Ddmonstration : Il faut vdrifie que, si ff >- O pour tout j, alors la solution discrbte
-t"vdrifie aussi uf*rr, ) 0 pour tdut j. C'est vrai si ,4; ) 0 ce qui correspond d, la

condition a.nnonc6e lorsque & va,rie. I

Superviseur : Mr Hitta Amara
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Boudjehem Amina Equation de Boltzmann lindaire

Le sch6ma diamant n'est donlc pas positif dans de nombreux cas, c'est a, dire qu'il
peut donner des valeurs n6gafives de Ia solution m6me si les sources sont positives,
ce qui peut €tre g6na^nt du pqint de vue physique.

Pour rem6dier h, cela on utilise un autre sch6ma dit d6centr6 amont :

t2.7)

Darrs ce cas, il vaut mieux revenir A, I'ancienne d6finition des points ai etti perrnet
de d6crire simplement la condlition aux limites d'entr6e

("t:o pour u1,)o{"
|.rh*, :0 pour u6 < 0.

Encore une fois on r6sout (2.7) pour les j croissants lorsque uk > 0 et pour les j
d6croissants lorsque u;, ( 0.

Lemnui 2.t.3 Le schdma ddcentr|. amont (2.7) udrifie Ie principe du ma,rimum
d;iscret (sans cond;i.tion sur les pas de d,iscrdti,sation). Par ailleurs, il est consistant
et prdci,s d, l'ord,re I seulement.

D€monstration : On r66crit le sch€ma sous la forme

* uku!-t + Arf!
"tr:-ffpour04)0

et

r" -aku!+1+ ArffIt'i: ----uk+;= Pour ui€ < u'

On v6rifie par r6ccurence, qqe t! > a implique utr > O pour tout j. Par un
d6velppement de Taylor en fi,le sch6ma d6centr6 amont est prdcis A,l'ordre 1 mais
pas plus. I

Superviseur : Mr Hitta Amara
l-v

I'r*# 
+ oiu!: /r& Pour u > o

l'-%;'t + oiu!: ff pour u < o'



Boudjehem Amina Equation de Boltzmann lindaire

Par ailleurs le sch6ma centr€, qui est instable pour l'dquation de transport, est ddfinis

pa,r :

,-&#=+aiutr: f!. {2.8)

2.2 Formule dtint6gration num6rique

Cette section est consacr6e au choix de Ia famille de vitesse discrbtes (u;) qui doivent

apparternir i, I'intervalle [-1, +1] et 6tre non nulles.

Lorsqu'on doit discrdtiser des op6rateurs de collision en transport il est n6cdssaire

d'6valu,or dcs intdgralcs par rapport A,la vitcssc u. Pour ccla on introduit dcs poids

tti. € SR et. pour toute fonction J, on approche son int6grale par une somme de

Riemann

Pa,r cotrs6quent, la motivation principale du choix des vitesse discrbtes (T.';') est la

pr6cisicm de cette formule d'int6gration num6rique ou quadratique.

Pour des raisons de sym6trie, on se restreint A, des distributions sym6triques pa,r

rapporrL i I'origine, c'est i dire que les vitesses sont impaires et les poids pairs :

1)-k : -Uk, 'ttJ-k : U.,A POUr tOUt k'

On not,e 2K le nombre total de vitesses ordonn6es ainsi

-11a-x<u-K+r

Pour des raisons de positivitd il est aussi souhaitable d'avoir des poids positifs urt )
0.

+1
{
lf(u)du

-1
= I wxf (un).

k



Boudjehem Arnina Equation de Boltzmann

vitesse conduit i, des artefacts numdriques connus sous le nom d'effets de raie. Cer'-
taines directions sont privi
en espace.

, ce qui peu conduire i, des solutions non monotones

Remarque : Pour dviter la s gula,rit6 cr6e par la vitesse nulle da,ns la rdsolutiorr de
l'6quation du transport on
L'id6e est prendre sur chacun

ture de Gauss A, y'f points et

Remarque : Lorsque I'on it la formule de quadrature (2.9) avec les vitesses
discrdtes u;, eui sont les

rrl donn6s pax (2.14),\a
du polyn6me de Legendrl P26, et avec les poids

des ordonndes discrbtes, ou m6thode ,9p, est
6quivalente A, i.a m€thode , ou m6thode des polyn6mes de Legendre. L'id6e de

l'6quation de Boltzmann (Z.l), de ne pas discrdtisercette rlerni6re est, A, partir d
en vit,esse, mais plut6t d'
de Lesendre

I'inconnue u(r,u) dans la base des polyndmes

2K

) = f(2,t +r)91,@)p1-@),
/c:0

'orthogonalit6 des polyn6mes Pg, ainsi que la rela-

{2.1) peu 6tre approch6 par un systbme d'6quations

k ddx-r k
2k+1 d" t 

zl

1I d,At+'r
# + o(n)Sa : f*(x),o < k < 2K

&fr

t la formule dite double quadrature de Gauss.
intervaJles [-1,0] et [0, +f] une forrnule de quadra-

'ordre 2K + 7.

u(r,

On utilise alors la propri6t6
tion (11.12) pour montrer que

diff6rentielles ordinaires

+1

avec fi,(r) : 112 [il f @,u) {u)du et, par crxrvention. $2ga1:0.
Il n'y a plus alors qu'i, di par diff6rences finis ces 6quations diff6rentielles
ordinaires. I
L'intdr'6t de la m6thode P1,'

simplement dans la base des

sont dquivalentes dans Ie cas

que les noyaux de collision s'dcrivent aussi trls
de Legendre. Les deux m6thodes .91y et Pnr

i-dimensionnel (voir [3]).

Superviseur : I4r Hitta Amara
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2.3 Le cas statio avec collision

On considdre maintenant ion de Boltzmann lin6aire stationnaire dans les
m€mes r:onditions que la
collisions :

pr6c6dente mais en tenant compte d6sormais des

, o*(r) f+74: --tr J_, 
u(*,u')du' + f (*,u)

{r,u) e (-t,+l) x (-r, +1)

pouru>0

pour u ( 0.

(2.15)

Pour que le Problbme aux li (2.15) soit bien pos6, nous faisons l'hypothdse que

lc milicu. cst sous-critiquc, c' irc qu'il cxistc unc consta,ntc os ) 0 tcllc quc

0(oo( r) - o* (r) pour r e (-(,,+l). (2.16)

Nous d6crivons la m6thode S des ordonndes discrbtes dans ce contexte.

Le maillage en espace est touj

lou ...].
L, * * o\r)ul\

u(-{.,u) : g

u{+1.,u) : g

Choisissrrns une des discr6tisati

Or) la deuxi6me ligne est Ia
difinic pa,r :

d6fini par les points ni+t1z d6finis dans (2.2).

sym6triques en vitesse d6crite par la Formule
d'intdgration num6rique, (ug ori I'indicc k e [{K...., -1} U {1, ..., I'( }]*.

Les poids rrl sont aussi sy
(2.e).

et positifs et la formule de quadrature 6tarrt

Dans ce cas le schdma dia est donn6, pour 1 < j <ly', par

-r/2 -f oiu! : o*u5 -t f!
* u!-t1z
,
ion diamant

(2.17)

:1 \-2 z-t
k:-K,k+o

(2.a) et Z7 est la moyenne angulaire

*xul. (2.18)

Superviseur : Mr Hitrb_a Amara
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Comme d'habitude oi,o] et
respectivement.

sont des approximations de o(fij),o*(rj) et f {r5,u1,)

Les conditions aux limites de flux nul entrant sont

ul/": o ) O, et u?u+r/r: O pour o ( O

Commc pour le schima sans on {2.3)-(2.a) dc la scction pr6c6dcntc, la pr6cision
de (2.17)-{2.18) est d,ordre 2

Lemme 2.3.L La solution u

espace.

,u) d,e l'4quation d,e transport (9.15) u€rifie

D€monstration: On multi
terme de transport devient

(2.1e)

l'6quation (2.15) par z et on intbgre par parties. l,e

fl,' '. (l:,' udo)' *. l:,' l-' vuo*^,

0r, par f in6galit6 de

On en d6duit

ona

Une nouvelle npplication de I nlit6 de Cauchy-Sctrwarz permet de conclure. I
On adapte l'argument de la
de stabilitd.

du dernier lemme pour obtenir le rdsultat suivant

Lemme 2.3.2 Le schdrna di, ( 2. 1 7 ) - ( 2. 1 S ) e st in cond,iti,onnellernent stable L2
au, sens od sa solution d,iscrite

"' l:,' f*r' lut*,u)l2dndu
= l*,' l_,', - o*)uzdrdu 

= !:,' l:,' rud,*d,u

u! udri,fi,e

r("f)lt = *trflrr

1 12 r+!
ud,ul <z I u2dadu.

/ J-t

Superviseur : Mr Hitta Amarar25-
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il(uf)l

Ddmonstration: 0n mul

Axwp(

et on somme sur j et k. Le

,*rr (1u!*

A, causc dcs conditions aux

N2r
j:l ,k:

N:faz
j:l k=

(2.17) par

)' - @l-rn))

ut1,up(ufu*rp) wpup(u!1)2 > o

,fiu!1,
0

t2.21)

Nr
J:L

TL
k:-K,k+o

K
\-L

k:-K.l

K
\-
/-,1
-K,k+o

k:_K,k+o

imposics. Par consdqucnt, lc rcstc dc (Z.Ly) donnc

NN
< 4I a,rcj(til2 + 2I \-Z-/

-K,k+o

A*o5w6(u! a.xwx"! f!

Or, par Cauchy-Sctrawrz et i, l'hypoth6se de sous-criticit6 (2.16) :

NK
("f)'< I I

j:L k=-K,k*O
arwpu!ff

Une nouvelle application de I'i de Cauchy-Schwarz permet de conclure. I
Nous revenos maintenant A, la
on peut calculer sa solution.

ion du sch6ma dia,mant et expliquons comment

Rdsoudre simultandment

rdsoudre un grand systbme

les €quations du sch6ma (2.17)-(2.18) revient A,

pour le vecteur inconnu ayant2KN composantes
fu!*tt)- Cela requiert de place m6moire surtout en dimension 2 et 3.

lhode it6rative tr6s simple, connue sous le nomis, on pr6fbre utiliser une

'it€ration sur les strurc€s. principe est de supposer connu le membre de

j:1 j:r k:

NK

"OI Tj-l k=-K,k*O

Mais,
d'it€:

Superviseur : Mr Hitta Amara26--
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KI
*K,k+

,p* u!-rp):ZLnunrt

de transport devient
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droite de (2.17) (y compris
port sans collision par un

puis d I'it6ration n ) 1 on

Equation de Boltzmann lin6aire

moyenne angulaire). de r6soudre l'6quation de trans_
6ma de la Section du cas stationnaire sans collision,

droite de (2.I7), puis d'it6rer ce procdd6 jusqu'dL sa
de mettre A, jour le membre
convergence.

Plus pr6cis6ment, on note n B le num6ro d'it6ration. On initialise l'algorithme(dit d'it6ration sur les sou ) en posant, pour n: O

d?:o

* oi4l',,!r"l'!r,, : oirij-, + ff

*r4f,rp -"!'1,,n.

rlaire

K
\-.{-/
-K,k*0

La r6solution de (2.22) est id ue i, celle de (2.3)-(2.4) dans la section pr6c6dente
remont6e des caract6ristiques.

qu'il ne n6cessite &ucun stockage d.e matrice ni

Lemme Z.B.B L,algorithme d, sur les sources (p.gg)-(g-pT) conaerge, lorsrtruen tends aers I'i,nfi,ni, uers la discrite du sch€ma (2.17)-(9.ls).

D6monstration. : Afin d,6t rer sa convergence lorsque z tend vers +oo nous
r66crivons (2.22)-(2.23) sous forme matricielle plus compacte. On note :

{/" le vecteur de ($irp), F le vecteur de composantes (/j).
T la matrice de I' de transport discr6tis6 dnns Ia membre de gauche
de (2.22).

r Klamatricedel'op6r
le coeff.cient o*.

de collision discr6tis6 d6fini par (2.25) que multiplie

zz

-.k,n -.h.n-u. -1- |
ak Ar

et on met i, jour la moyenne

d7:

et est donc trds facile par sim

L'tnt&6et de cet algorithme
r6solution de systEme lindaire

t2.22)

(2.23)

o

a
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Avec ces uotations U" est la ion de

La suite {/a converge, c,est d,

Equation de Boltzmann lindaire

second membre -F ). si et
plus petit que I c'est-A,-dire p( 'K) < 1. Comme

p(T-'K)
il suffit de montrer que ll"-1llll
du Lcmmc(2.3.2).

< 1 < Ur-r Kll< ll"-'llllnll,
ll < 1, pour cela on s'inspire de la d6monstration

(2.25)

Pour un second membre G on U la solution de

0n multiplie (2.26) par U et
6quivalent A, multiplier le terme
et A sommer sur j et ,t, calcul q

TU"-KU"-r+F
{2.24)

ire que la m6thode itirative converge (pour tout
ent si le rayon spectral d,e T-r K est strictement

nous a,vons d6j6 fait dans la ddmonsiration

Ar
r"*o'!') 

''

In sonune sur toutes les composa,rrtes, ce qui est
de transport de (2.12) T lrru(4nrp+ u!_tp)

ll,ril: f
On a montrer que

c'est $, dire

oll

lPar aillcurs, on virific quc

.|{

IIKUll2:1o.)2f A
j:7

ert, par Cauchy-Schwarz pour T5

UKUll" s (o.)'

d'or) I'on ddduit que 
ff f-1llll/{ll

(2.16). r

ll, . G.u < llcllllr/ |

'cll :llr;ll <jlrl
K

f .*lr,il" : 2(o*)2f a*6,1,
k:-K,k*o j:r

iDf:-*,u*gwtu! ,

t
-K,k

Ac
KrZr

-K,k#0
,6lull, : {o-)zllullz

o* /o < 1 d cause de l,hlpothbse de sous_criticitd



2.4 Acc6l6rati n par la diffusion
Dans cette section nous

Amina

sources (2.22)-(2.2J) peut
d'it6rations, et ceci grace
d'expliqer le principe de
1'6quation de Boltzmann {2.1

ori ? est I'op6rateur de

{'":'ff*
l"(-t,u) :0

Equation de Boltzmann lin6aire

expliquer comment l,algorithme d,it6ration sur les
a*c6l6r1 afin qu,il converge en un plus petit nombre

I'approximation du transport par la diffusion. Afin
m6thode d'acc6l6ration. commengons par r66crire

) sous la forme abstraite suivante :

Tu: Ku* f {2.26)

muni de ces conditions aux limites

pour (r, u) e (-1,+!) x (-1, +1)

pour u > 0,u(+t,u) : 0 pour u < 0,

et K est I'opdrateur de

I{u( 4 : ?"@- 
l),, ,r*,a,)du,

L'opdrateur de moyennisation est ddfini par

*l:i 
t),' ur*,u')dr"

Introduisons un op6rateur d.e ffirsion D qui soit une approximation convenable dutrarsport, il ne s'applique qu des fonctions d,(r) ne d6pendant pas de la vitesse r.r :

et il est muni de conditions

: -d,iu{DYT.) * ona

limites convenables.

Une verxion continue de I' d'itdration sur les sources (2.22)-(2.2g) s,6crit

lro",
1," :

Kun-t*f=K*-1 +f
t2.27)
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0u nous avons introduit une suppl6ment aire an.
L'idde est de modifier la donnant u' en fonction de u'.

:7- F _z=6;
On proposc alors lc nouvcau itiratif :

{r*
lDd'

:KW-t+f
:7_@:Fqa

que I'on peut r66crire plus sim
6quivalente i

en remarquant que la seconde 6quation est

u" :@7;5 : K(un - un-r)
od I'on a utilisd une moyenne la premidre dquation pour 6liminer la source t.Ainsi donc, l,algorithme d,it6 sur les sources acc6l&6 par diffrsion est

{r*
[il^ :

Kd"-l + f
* D-rK1u" - u"-1)

LFormellement, si l,op6rateur d,e
pr6c6dent (2.22). Sinon, comme
relation de (2.2S) s'interpr6te
17n.

une extrapolation entre D' ett,"-r pour obtenir

La rdsolution de (2.2S) est un
puisqu'il faut rdsoudre d'abord. u
6quation de diffrsion pour 8.
I)'un point de vue alg6brique et
s,elon (2.24) colnme

, I'algorithme pr6c6dent (2.27) s,interprdtait

":KU"-r+F
oi. U" est le vecteur des
dans (2.2S), sachant que

de la discr6tisation de un. Si on 6limine s,

u":(I* -rY1-t{* a p-tyun-t1

,O 
Superviseur : Mr Hitta Amara

Pour ccla on rcmarquc qu'cn
Dona

a,rft (2.26) ct cn additionnantfsoustrayant l,opdratcur

(2.28)

usion D "vaut I'infini',. on retombe sur l,algorithme
-1 et K sont des op6rateurs positifs, la deuxidme

plus ch6re, d chaque it6ration, que celle de (Z.ZZ)
: 6quation de transport pour obtenir on puis une
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ce nouvel algorithme est (on dit pr6conditionnd) comme suit
T(I + D-tI{ -r (Un + D-tK(-In-t) : K(Jn-t + F t2.2e)

La matrice d'it6ration de { ) est

IK - D-1K{1- T-1r4;
dont on espbre que le rayorl
vrai si on sait d6j6 que p{T-t

Pour que le problbme aux limi
le milieu est sous-critique, mais
savoir,

0<o(r
Nous reprenons la m€thode 

^g

On note 4'n * approximatic
est donn6, pour 1 Sf S ff, ptr

ectral est plus petit que celui de T_rK, ce qui est
) < 1 et que D-rK est suftsamment petit.

Bien sur, si la suite [/", ddfini par (2.29), converge, alors elle converge vers la m6me
4).

limitc quc ccllc ddfinic pax (2.

2.5 Equation i ationnaire ou cindtique

de Boltzmann lin6aire d6pendant du temps
u(t,,n,u):

ry ll,' ut*,u')d',' + f (r,u)
(-1,+l) x (-1, +1)

(ou
considbre

[]le cindti

(a"

lE
{ Rou

|"ft'
|."r-

(2.30)
) pour (r,u) e (-1,+l) x (_1, +1)

A et u(+1, u) : 0 pour rr < 0.

n*l/2,h
-l

(2.30) soit bien pos6 nous supposons encore que
)c une hypothbse un peu plus faible que (2.16), A,

- o.(r) pour r e (-1,+l)
dans ce context.

de la solution u(tn,fr5,ak),le schdma diamant

(2.31)

o,n*7,k ^.n,k ^.n*!/2,k*j - uj ui+t1z'---Ar- -;"tz- + oiu:+I/2'o : o;{ntr' * fn,*t,, (2.32)

,, 
Surrerviseur : Mr Hitta Amara
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avec les relations dia.urants

unt-L,k + "i,r 
: rllltli,r

et la moyenne angulaire

-z-F1ui

qui est 6gat i
A,n

Twt;iilie

"r,*',t'/r+t/2,k - ^.n+t/Z,k , - n+L/2,k
"i+lii, + Ii;:;i;* (2.33)

ut6ui+t/z't"

Equation de Boltzmann lin6aire

t2.u)

K
\-Z-r

--K,k+o

I:-
2

E

Comme d'habitude o, o* et sont des approximations de o(sj),o*{*) etl(to+r/z,fii,un)

La premilre relation dis.mrol
la seconde relation diamant
pour les vateurs $illi'o "" des valeurs af,ft:

#il:'r-q:i

.33) permet d'6liminer l,inconnue d:+r.; tandis que
ret d'6iminer u[+t/z et d'obtenir un schdma impiicite

* (",. *)
q::li,r + tlil|,r

2 {2.35)

Lemme
stable L2

telle ry,e

auec la naryne

n $Iill'r * f?+t/z't' * *rui,n.

2.6.L Le schi,ma di ( 2. 3 2) - ( 2. 3 3 ) - ( p. g /, ) est inconditionnellement
au sens oil, pour tout
la solutiort disertte ul'j

nps finalT > 0, il existe une constante C(T) > 0
udri,fie pour tout n < T I At

(ttr,;'-ltt' . p, tilr:+ln,np)

1\i/

Io"
j=l /c=

(2.36)

I
-K,k

*1,1ui,k1, (2.37)

,, 
Superviseur : J\4r Hitta Amara
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G3
Autres m6tho es numerlques

3.1 Mdtodes in 6grales

Les m6thodes int6grales de on num6rique de l'dquation de Boltzmann lin6aire
sont bas6es sur la formule de
d'une manibre succincte.

Considdrons l'dquation (pour 'instant sans collision)

!at{r,r) +u.v,f (

[/10,r; : fn"(*),

n) + o(r)f (t, r) : S{t, r),r € RN, t > 0 
{3.1)

qui admet une solution J € (lR+ x R.N), donnde par la formule de Duhamel :

(3.2)

avec le trajet optique d

(3.3)

ion int6grale de la solution que I'on rappelera

par

ft
-tu): I o("-so)ds

JO
o(s

33

f(t,t): fo"(r - ta)e- -tu) * fie-e@,r-lt-s)a)g11_ s,ft_ su)d,s.
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Remarsue.Par analogie a
le trajet optique O(n,r _ tu)
x et s - J. Le trajet optique
est I'attdnuation d'une

3
probatilit6 est plus grande

La formule (S.2) permet de
avoir utiliser la discri
Evidemment, il y a un prix d
calcul de l,int6grale du terme

C'est prdcis6ment le principe

Equation de Boltzmann lin6aire

la propagation de ra rumitre re rong de ses rayons,
;t une mesure de l,absoption totale entre les points

toujours positif et, plus iI est grand, plus graade
partie de c - tu pour aller en z, c,est_i,_d,ire la

que cette particule ait 6t6 absorb6e en chemain. I
ler une solution approchde de l,6quation (8.1) sans
r de l'opdrateur de transport.

payer qui est l'6valuation du trajet optique g et le
rurce le long de la trajectoire.

f'" (r - tu, uls-o(''"-t'1

,,:ru '(t'' 
(t-s)a)e$ 

- s,fi - su)d,sd,u (3.5)

int6grale.

m6thodes intdgrales de r6solution num6rique.
Ddsormais (S.2) devient (en d, nouveau la d6pendance en u) :

+f'"(n - ta,u)a-o(","

On intigre cette dquation par i t' pour faire apparaitre la seule inconnue

n): I f(t,r,u)d,u
.t lul:l

7(t

et on obtient

7(t,*): f: 1,,,:,"
qa-{t-s)u)o.@ 

- su)j(t- s,r - su)d,ud,s

* I,:
* 

lo'
qui n'est rien d,autre qu,une

Ilemarquons que la double i
la boule de centre a et de r&von
diquation lin6aire

e en (s, u) devient une int6grale en espace sur
De manibre abstraitc,(3.5) est dquivatcnt d unc

: rT *F[fi.,e] (3.6)

,n 
Superviseur : Mr Hitta Amara
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Ori r est un opdrateul i et F[fin. QJ est un second membre fix6.L'id6e des m6thodes int6
r6solution d'un systbme I
afief.

3.2 M6thode flux pair
Nous expliquons bri
d'utiliser tout l,arsenal des
finis comme 6tudes dans le

On suppose que tous les

es est de discr6tiser (3.6) et de se ruunener ainsi A, laire pour calcuer une approximation de la solution ex_

principe de la m6thode de flux pair qui permet
rlations variationnelles et des m6thodes d,6i6merrt

Boltzmann ]indaire sont
Par aiileurs, on se place dans

Autrement dit, on considbre I

uV,f (r,u) + o( .f (r,u) - o*(r) 
I*,:rf 

(r,u,)du,:,s(r)
Ori, pour simplifier, on a pris sphdre unit6 comme espaces d.es vitesses.
On introduit deux nouvelles i

,nts, ainsi que le tbrme source, de l,6quation de
c'est-a-dire ind6pendants de la variable de vitesse.

l5l.

un cas stationnaire.

6quation

nues:

(3.7)

le flux pair d6fini par :

et le flux impair :

Bien sfir, on trouve que

f (r, u) : f+ (r,u) + f- (

On 6crit l'6quation (3.2) pour I

-uV,f (r,-t,') + o(rlf (

"):*ff@,r)+f(x,-o))f*(

f- (,,

(3.s)

(3.e)):|$@,u)- f (n,-u))

')) et f(n,-u):f+(r,u)_f-@,u).
vitesse -u

-u) - o.@) 
{, ,, . f (r,u,)dn,: ,S(c) i3.10)J lutl:l

,U 
Superviseur : Mr Hitta Amara
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Par addition de (3.2) et (3.1 on obtient

uV,f- (r,u) + o{r)

cw f1r,1=1fdu' : f1u,1:rf+d,u'

L'6quation (9.12) permet de
que le coefficient d,absoption

Si on notc D lc domainc soati

f {r,u): 0 pour (a, o)

deviennent

0 : /r(c, u) + f- (a,u) :

Mais la condition aux limites
n{n) > 0 et doac que

0: f*(r,u) * f-(r,u):

On v6rifie aisiment qu,au total

u.y,f+(r,u) + sign{u.

On introduit alors la forme bili ire symdtrique

Equation de Boltzmann lin6aire

En reportant dans (3.11) on une 6quation du deuxibme ordre pour J+
*uv, (h"o,r*(*,4)

(*,o) - o*fu) 
|,,,,=rf*(r,a,)du, 

: s(u) (g.11)

uV, (r,u) -t o(r)f- (x,0) : 0 (3.12)

:uler /- en fonction d.u courant de /+ sous l,hypothbse
(r) > 0 est strictement positif.

o(x)f+(r,u) - o"(r) 
fr,,:,,f+do,: s(r) (s.13)

lcs conditions aux limitcs dc flux nul pour (3.2)

f- : (2, u) e DDx lorl : 1 tel que u.n < O

'l

(u,') - ftr-V,l+(r,a) pour u.n(u) < o.

flux nul est dit aussi que f(r,-u): 0 pour u.

*(r,o) + 4u.V,f+(*,u) pour u.n(r) > o.

condition aux limites est 6quivalente i
(r))o(n)f+(r,u) -0 pour n € 0D i3.i4)

a{f,g) : 
.1, f,, (#,.o, fu.v,g + o(df s) dndu
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est une solution d,e la fr

aaec l'espace

W:{g@,u)eL2(

Equation de Boltzmann lindaire

- 1r",,, (1,.,:,,^) (/,.,=,,0) *
* 

Juo 
j,,,-t'f ol'''w*a' 

{3-15)

et la forme lindaire

{3.16)

Lenrrne 3.2.1 Soi,t une rdguliire f+(r,u). Alors f+(t,u) est une solutionde l"6quati,on (5.13) auec Ia ion aur limites (g.ljr) si et seulement si, f+{r,u)
uariationnelle :

Tlouuer f+ w tel que a{f + 
, s): r-k) vs e w (3.17)

x {lol : 1}) et u.V*e e tz(n x {lof : 1})}.

D6monstration : On multi ie l'dquation (3.13) pa,r une fonction test g(rr, o) et onintbgre par partie pour

l,l^*(#. "
- tro.'*' (1,,,:,

r,u)S(r)drd,a.

Comrne d'habitude 0n a su

I1u1=1rtu: 1. En rempla4ant
I'int6g:rale de bord, on trouve
le m6me calcul en sens i
I'dquat;ion (3.13) avec la condi ion aux limite (9.14).f
A part,ir de la formulation iationnelle (3.16) il est classique de construire desmdthodes d'6l6ments finis(voir par exemple [5J).

,, 
Surrerviseur : Mr Hi.tta Amara

rs€ que Ia mesure du est normalis6e de maniEre que
.V rf+ par la valeur de la condition aux limites dans
rn la formulation variationnelle (8. 1 6)- R6ciproquement,
permet de passer de la formulation variationnelle i,
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Signalons, enfin, i,utilisation
variationnelle en flux pair de I
directement les 6l6ments finis
Nous renvoyons pour cela

Les algorithmes probabilistes
aussi trbs populaires pow la
sur I'interprdtation de l'dquation de Boltzmann.
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le la m6thode des 6l6ments finis pour la formulation
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