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Chapiire 1

iniraduciioft

Oe eppelle fuide tcut mllieu mat6riei ccntinu., d€fcr:nable, se:rs rigidit6,
qui peut s'€couler, c'est-d,-dire suhir de grandes veriations de forme sous
l'ecticn de f+rces qul s+nt d'autant plus lentes. P*rmi ies fluiides, cn disti*g:e
les liquieles, les gaz et les plasmas- On s'int6resse iei d l'6e*ule-rnent el,un fl*ieie
r.lsqueux inc*:npressible dans le cas ste,tiennaire.

On dit qu'un fluide est incornpressible si sa masse volumique varie fai-
blenent a'"'ec la pressi*n ctJ la te*rp€r*t*re. Et *n dit que s*n ec+uierne:rt

est staticnnaire si toutes lm variables et les dcnnEes d€crivant le mouvernent

scnt independ.antes du temps.

Dans le deuxiirne chapitre de ce rn€moire, on p€sente quelques €spaces

f+nctionnels u+-iles da:Is t*rite !* sr;ite, les espeees de s+b+ie,;, ies especes de

sobolev avec poids et lee espaces reliGs aux opdratetux div et rot, de plus on

pr*serte queiq';ee. thScrdmee et r6sultats impcrtants.

Dans le troisiAme chapitre qni contient la partie principale de notre travail,
+n s'int€resse d,1'€e+ule:r:ent permanent d,un flnide',"isqt:eu,x ir**mpressible,

et on peut pr6senter c.ette 6eouleuner*, par le probrldrr,re de St<rkes dans u1
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P=:=ll DE MsHdMrreuEs

c+:naise tr:cinensi*Ene! {-} e*ge:rcr€ Fsr ls rst*tlcn d,r$r d*:naise bicisieii_
sionnel x autour d'axe {oz}- cornrrie re cas tridimensionner pose treaucoup
de pr+bld:ne s::rter:t cens le si:nuleticn nu:n€rique? cn psnsera i ra r€c,;cti+:l
dirnensionnel et reci pa,r'utilisation des coordonn.es {r,z) ex et le eas
des d.':rs€es e-.=s;e6trlq*es, ce qui ne.rus dc*ne sne n*,;r,"elie p::cc6dure dite
formulation courant-tourbillon o& Ies inconaues s*nt les fonctions scalaires
ccwant{ru,i et tc::rbillcn d,.

Dans le dernier chapitre, on donne un€ persp€ctive pour r,€tude du pro-
bldme de I'4:cstenee et de !"":*iEit€ d""rne s$lut!+:l faibre de !a fcrncureti+r:
courant-toubillon du prabldme de Stoles-

Lc prcsc*t tra'r'ai! e cti rcalisf cn suir,u,at dcs idics cq:csccs dans lbl.



Cirapiire 2

P ,l' . .r-eirHunaffe

A=.'ant d'e*taner I'ehlde c+npldte du prci-.ldme de stcl,.es, c:l rappelle
tout d'abcrd certaines noticns utiles d'analyse f<rnctionnelle qui comporte le

cedre fcncti*nnsi du pr*bl*rne et qr:el.ques d€Sniti*ns, pr*pri€t€s et rssultats
pr6liminaires,

2.L Rappels math€matic;iies

2.1.i H-ui,iuir,s fu*tian*e*i,aies sur leu e$!,**,e*i tie tu-l_ruiev :

-qc!t Q u:r +urert de IRo mulri de !a. &+*ti$.re | - a* asse? r6glliF.re.

on d€finit d'abord les espaces appelds res espaces d,e Lebesgue. soit p un
eiernentcieii.+ooj.O*a.1-nreii. es'w,eri.eF,e-he"senreer:{"}nr.,.rr*;r,ii})i,*:snan:e

vectoriel des classes de fcnctions nunrdriques s ddfinies sur Q d valeurs dans

C, me:urables au sens rie I,ebesgpe, €rifient jes releticns

{ .{. j:r1+*)1n dr <- r.^r, r! r;" <- } *rI ;SZ t \"/l

')! ess sup ls{rr)l < *cc si ,n - *oc,.
| --Aa &c!,
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cu esFis'.rF la'ie)i : i-:f t M,!,;ixli < ]"it p- j.
On munit cet espa*e de Ia norrne

lloll-tnr :(i fu{r)ledn\* ro,* p<+oo.
\Jo/t''

llo'ili*f*; : esss:ip i.uir)l psur p : *€.e€o
Cn ,'^::.nr-:*!le *r:e e1:rns le **jlc r-!i] ?:2, !reep*;=e {e I^^he*grr* ,fp{S) : lz{O},
qui est: par d€finition l'espace des fonctions d carr€ int€grable d6finies sur f),
est un espace rle tlilbert mr-rn! d* pr+4uit sealair-e 1.,.,i;:irii ddiini pa,r

,ru, r)r,t,,i - ! r.rr'r Etrld;
-ln

et de la norme a-esoc!€e ll . ilr.rr.,:d€finie rrar :

lltrllrrrot : {u, a)!r,nr,

c'est-i-iire :

,,,r { r );
llallrrnr : tj, u(r)2drl

Pour I'unicit6 de Ia pression, qu.'on pr€cisera plus tard, on introduit aussi
i'espace :

f
Le{q - {u € r2(CI), I u@)d,r: o]

soit p un dldnrent de lI, +*], on apperre'lr**u a" s*irt*rd'ordre rn, et on
ie noie'"*''pi|i), iespace d€fini t;ar

-14,r*,r{Q) - {t, € {,e{e) ljlon-, € {p{e}, Va: € N". lc,t, < m} ,

oti Do ddsigne la d6riv€e partielle d'ordre &: (cur,G?,""."rco.) € N[- d6finie
Par-

DoL,: - . Eo'u
8t?' ' fir|" "'flrou'
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n
ou jaj : Iau.

;-1

L'espace de sobsle' T$'''p{.n\ est un espace *e Banach psur !a ncn?e :

/ \l
ir ri / .-- \;
tt'jttwn.p$t.\ -i L iii.'"ii?"rnl j .i pifix,.

\'asbl<* j
iiuii*-.-1",) : 

oSH* iiD.-riji1.*i.,) si p : +oo.
Dans le cas crl p: 2, I,espaee Sobolev W,*,p{t}} : W,n,z{{l} est un espace deHilbert, cc:n:ni:n€rnent nct6 rJ''{tl}, mr:ni cu pr+dult scaraire

i,,, -)H*1ni * >l ! D*rD*, *.
05jf,5* -"'

ct' prtariui' scer,l;r,irc csi, cu'iur'rc ir, ia, d€ii'i.iu'tie ia,'ar'.r ii . ii s_1r1) pr€c€_
demerit intro<llrite; en effet on a

i -iI 12

ll alls*,ny: I f ilD"ulf?,rnrl
1n51f[* - '"",j

Particulidreraent, pour e?l : 1, l,espace f{1{f}) est d€fini comme suit

ir'(r)) : ioe ;2ic;,* . rrirli, a : i...ol.t "i)L, -"'"J'
Gn rappelie que scn produit scaiaire est

iu,r)rr,,,-1r : !^ut*)aiajdaj i {lyPr;*,Jit E Ja Ori aiTi

et sa tc.:'r4* 
, I

llalls,lnl: 
f ll,ll?,,n)+i n*ll,r,,nl .

L t:i
On introduit le saus-espa,ce ffot(ft) de fr(n) d6fini par

,',tiQ) - {,,. I/,(fi),u ir_ 0i,

-I
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D€pnmguenr De ivl*ndumlrluE

c* r est ia frcetidre ie Q. Ei{ai est r,. =E}sce ds H'bert a."€c ie ,*e,*eproduit scalaire et la rn€rne norrne que fJi(e), c,est d dire

(o,*)*&ot: [u@)CI(*itu"i f j $.*r{7 H Jn }rn}rn*
et

fn^'
ffrff 1..r,^, : lllr,ll?",^, * f- ,,@ ,, I t,, ii;.'ii{i.i - ! t!r/itr3ii, ** ii;, _ll!:,r.,. j fZ.f t

tjfnl peut 6rre munidu pr+C*it scleire

(r,.)s+ini:i [ *F*,
et du norme correspondaute 

J 'ts Ji4 GLi

,,,ri-. - i+ n ou ,,t iil'vrlrlDl(rl) : lr* ll;lli'1or 
I

qui est dquivalente d la norrne (2.1i de ffon(fr)

Preu:'e du reme.rque

Pour d€montrer que les deux nor,nles scat €quivalentes, il faut m<rntrer qu,ir
existe der:,x e*aster:tes circ2 )> 0 te! qtre

c' iiuiiqir:; i !jujis"'1a; < aiiuii;i;1c;. lz.zl

Cr ::.

I".n2
ii ''iifr;i521

f n .', 12Ir- u?,tz I
i L_- ii5;iii:i,;; i
L;:r v&?' j

i=l-. &.t It
L7- 

" dfrt""-i"'i i
rr rrnO \r!/

F r')| ,.
-r- i li?rii-,,,^, i

L" il r_ (idi I
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ce q:_1i prc::',€ la prem.i€le inSgalit6 de {2"?}.
D'autre part, d,apris l,ia€galitd de poincar€ on a

!-n ,r tZ
lt,lt,";rnr : iE uffr1!,otl + iil,tt?,,*,j''"; 

"

L':-; 
" i""' 

-r !- 1:r - *'' 
I

f n rr- -12

' : 
t ?, 

t';ti :" itt; i

ce qu! pr+il*"re la deu-*$ne la6g*lite ie i2.2).
L'6quivalence des deux normes est d€montrde l.
Ltlaintenent, cn intrccuit res eepa,ces de scbcre',, des ibncticr* i€€nies sur t)
d, va"leur dans iRtr (I/ > 1, N e IV)- On d6$nit d,abord

,lti*;Rt)- {o- {ur,}izr...ta3".),a; gi,2{[}), e- i...Lr }.
rruat dc piodiiit scaiairc

lIr
{t-'. r:')irin,s.*) : f l r, ?L,.; dE.

d:l - ra

et de Ia norme

ilulir,,rn,m,r : ii llrull?"tntiL;:; 'J
De ls m€rne n*ridre, +n d6finit

!1|{!:;Rffr} : {a, : {2,i, }-,2, - . -,L,;;},r_,.i€ ll1{f},1,, ? : i _ - - g },

muni de trxoduit scalaire

$.iv-n;

lalw)*{a;Rtr): T, i^r, w,;a,r +\-\- i + '#O*,
,-r "'rr -- 

?:, li Ja 1ri 0* j-*'
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et dr !a Ecrae

r nr 1;
iit:ll ,,'',j,:.pi;, - l\- " "' I,. !,.- \-!.-;' , iz- 1;ttn!iir,'^'l

Ld:l J
De m6rne on d€finit

;roti*;Rt] - {r- {erl, ti2;...;xtv},r;,€ r,'o'iCIi, i-i...}i i,
qui e !e *r€rne pr*duit scalair.e e_t le n€me n+rgle q,:e li.{i},&.*).
on d6signe par F/-1(f)) r'espace dual de Ff,i{ft) muni de Ia narme

ii,f ii"-,tnl : sup ,,i'i'tin .

o#a€Hl,c.) llulltli(a)

Et cn d€finit €galenent

n -ifi;R-*i) : ti: (.fo, iz,...,it^t'),J,;+ rr ,(fr1.r.: r...rl.-i.

ini:iii --ie la l].-rrm*

1!- 1*
i!"tilr"' 1(o;RN) : i L ii.f,iie '(c) i\,;:i i

2.!.2 Les espaces de S*b+Iev ai.,ec pcids :

Or. c.r*sid€r-e uri .io*raiire r r Fi* ;< R Gut-r, Ieo lieirre.r.i; s*tt ii...ri=J iT, z'i.

Nous distinguons les deux parties de la fraati€re Ex de x; on pose

fo : {{r,:i e 3Ii r:0},

i-r : it*, z) e A7,! r > rii.

On e Svislement

SX : f'o U li, lij il l, : $.

ItJ
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DEpamuelt oe MeH6\arreuEs

Olr istr*d':it premidrement i,espaee :

t'ii'l"; : {r,, { 1r,i*.2\izrri,rd,z. *}.
[ ,rut 

\;-; "'t"rt; -'"Jtt

qui est; rlii csuauc ic iliiLcrt *.t*l.ri ri* pr."d_*it seai*ie

{'r:,:::}u,qz1 - {rir, z}t::{r, z}r-:*,d2,
.tL

et de !a n+rme

lloll"Tot : i i a(r, z)zrd,rdr\i .[./r ''-'-*J
Pct:r !'::mcit* de 

'a 
preselcn, que !'cn pr€ciser* plus tarc, cn intrccuit i,espaee

L?,oi4: {'' € i'i(r}. { ,,tr. z'irrirriz: i,} .tjxJ
Auosi, o.;ii ti€fieiii i'csprix= rie iiiiLe., { i:; eu*iirirr suii

r-'iir) {,,= r,?rv) g,t-;,# = I?(I).iruili. - - t,rl',
J

muni Cu pr*d:lit scalair*

{pt,.r,)r;iirj : {r,{,r,2\tt:{r,rt\rr!.rdz, \- / Au Er*,1*.t^
Jz / \'

+t Ce !e ;i+Fms

ori rr : T, fi2: 7.

Oa i::trc<luit le scus_espace gio{X) Ce }fri(X} d€fi:ii pai

Hior.)ji : itr € r.r11>;,i,trl;,, : r,ii

| - -_rll..ir | ,, 1,, - + u 6, u, Itriuirr.i(x): lllullZTp)+Lll6^ll?71"1f (28)
L?:.t-';

1i
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qu! €st +n espace de lrilbert mu*i de la:n.sre norsle de #i{r) dcnnee d*ls
(2.3) .

A ce pr*pcs +$ reln,uque que d+::s cette e*r:ne c:t $e;)e,J-y pas inpcse::
la condition u lro:0, comrne on le voit clans l,exernple sui'a,nt.
Exemple

SoitX -,]0, &[xlO, tf.

On cc*siCdre la fam*le de f*n*ti**s Lr,* : Lto{r, z}, fr : !,g, ..- difi:,.Cs }ar

J-ft. z'1 : 0iz'tw--('r't

Ona
f;-zrtI'" 9 t eI- ,-l- I

I n-rdr_n,ld:"
JU

donc tou's les termes du deuxidrne merurbre de I'in6galit6 sont born€s,

aior:s, 1.r,, converge ponctr:ellement vers 7

1?

t;lt
!,14, po'.rr 0<z<A
I?iz\:i i Dorlr *<z<ii i-- T *
I
I| 4{1-z) p+ur }121"!

{r, pour0<rS*
!

ri,,,\r): I i pour;1?"< Ri_i
I
i-. fir - r porirfrr - i . 7" =r Er

On remarque que U* € F/i(X) pcur tout rc,

lrt nz !' r.E!-l-.., r ali
iiu'lifu;1ry : i iU-i'r,irriz r i i:lli2rrirdz i i 1':::1zr4r4,
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ou

O : eqzlry:*qr1

{ I pciir C1.r1,Ri 1/ /\ I
?""(r/ : {ln[, rrl -, ; pour j?.r * L < r -> Rt

Rernarque

On suppcse que X est bcreS dens jR* x R.

L'espace de Hilbert trio(x) peut €tre muni du produit sclaire

?, \ E-- i frutw(u,?,)af,oi>;>:2 I ^-^ rdrd,z.
,!t J' dradt6

et du :l{}r:::e
12 A-. 1+

Jlt,!l*i.".-r:l)-ir31!l?'.,! . {2.4\" 'I.4i,o\g/' ,L7, " (tr.; i;u:L\Li i ' .

c'est-d,-dire 1a norrne d€finie dans (2.4) est €guilalente i la nqrrme de ,Fr],u

,l^g*;^,i--oft ?luui.aiiu uoaiJ\r.9/.

D€monstration Il *st €vident que

iin'll *. < lt"'ii ..ii" itHi,o(x) - ii u iiaai,or.tl

(voir i2,;:,r, iz o'i)

Il nous reste a d6m<rntrer qu'il existe une crrastante c > 0 te[e que

!!+rii .-, ,-. { r,ii.-'rlf *. /r} E\ilviifil^,0(r,] -: ?liuilHiotl) \z-Ji

r:e crri revient d. Inont,rer nrr'ii exrste nne (:onst,a,rrte ri ) li teiie rrrre

iir.,,ii.r.-, . .i* i i&\,t rrtrttzii- iiLl\Li 
- 

' lJ ,- i H-_ j '='-.. -

,_, JE \u&i /

i.3
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ilSeo*roexr DE ivisdE*srel*

Pc':r sinplifer la ddrncnstraticn, suppcscns q!:e
X: {{r,z) € lR+ x lRfzs{r} < z < zr{r),0 < r q fir}
{!s cas g$:r6rel psut Otre trajt€ sl,e* la :n$:ne ides}.
Alors ca a

: I u(r, z)rrdrd,z
J'
f Et 1z;i: ;:: I r i alr,z)zdz drrQ J zo(r)

1"44
J,oir';

il,li?ia1

i-z i']*t: alr, z) I -;_.d,2,
J a1r1 0z'

fJr on a

ei donc

a{r, z)'

't,2 r!.,

.1
, \,{iz ii

Fr:,:= c'::rs€qlie:it r,:.i e

f 
*' f'.(4f ': ! ::(:,, :)2,i: {,J0 i 4{r)

f' { . ["'(n] ,-, 
"),,;r] 

r 
(,,. {",,,, f p) rr.\ *,,,.,. 

,1e n\ia \' ,,,*t,r 
i'\'i i*i :i; i 

\t'i*,,", \e;ri u, 

i 
ti,r' \-..r,:

! {*, gz,\r\ \} 1 "",i i^'", f""' a(.r,2)'d,zd,r! I i r"(') !0t'\-2 \ *

\Jo J,te) ' ' ' ---' J \1, ' j^@ \ii azar j
il,ii,?ru, (l; ,e)" a,a,');:

fflaa
"t*!

1.2 t /fr,,\2 1*uii41t1iE I ,i- \ ,r-a-i
\?i.lr t 6'i *'*" j
\4

De ces. in€gdit€s cn d€dr;it

t{

"

il",liz /ii"lltf{rl --
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Daas ce paragratrhe, acus ccnsic#rcns f) ua o:;i,eit bcrnS de R"s a,rv€c iiiic
frontidrer A assez rEguli€re_

Lcs principar:-x +p*ratcr:rs dis6rc*ticls{* s*i.*ir lc gl*dicnt, la di-,,clgcncc ct
le rotation) peuvent se d€finir d. r'aide de l,op6rateur 'r nabla,

lx \["*' I

-_l^ |v'-! u'sz 
atl\a'I

En ef;et, pc+r les f+ncticne 4 i,'.raieur r€elles et pcrir les fcncticns t, A.,,aleur

dans trR3 cn d€finit

ou

^ i.' f laa\t \;!!o!l?t,,:. {I ! ,t+l a,a,l .\.1] 'rr \uz i i
ce qui prouve l,in6galit€ (2.b)f

2.1-3 Frcpri€t€s des espef,e= reli*s au:< *p*rateurs div
et rot :

grc,Cg:Ye, d'iu:,t::V.a,, Tci-T:VLn,

f;s op€raleurs soiri bieu d6finis iorsque <r, (resp tri appariieni i, i'es{race Dtizl
(resp D{fJ,IR3))ori D{n) est I'espace vectoriel des fanctions ind€finiment dif-
f€rentiables d suppcrt ccripact iaclus dans f) *e Rr,

et

j'r{i?,1R3} - ii; - {ur,u",il.2),n,€ tini, i - 1,2,3}

Gn *.cre par iio{{}i {resp s'{*,Rti} i'espac-- .juai de l}ift} {r-esp r{*,Rti)
qui est I'espace des formes lindaire sur 8{f}i(respo(f}, mt)) *.valeur dans lR..
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DEpemtusNr DE lvtrsiliM.{leuEs

on pr*cise 
'naintenenf, 

les +p6rateurs di{Frentiels y*i-,e:rts

Pour u : (ut,a2raslt an a

Va; : {Vu,, Yi;2,V4}t,

a\/€c

_ Eu, }uo Eat,V'u4: \E;, O;, O;)
aussi

- -. _ fr,, , E?,, fru, a\ 4r,,,v 'u: 
a*, - o*r- orr: * a;,

Pcrrr { tr lR *rl *.

v6: (y.:9.9s\
\E"r'Er2'84)'

On !*tr+duit !.'esp*ce de Hilbert suivant

iiiii,i,t;.0) : itr + i:ifr. R?'r.ri.i.it rt + L2€tt'y .

.,,=,.,-,i -!-- *-._ ^:__:; _- _ t,:_-^rrrutti tlu IJr.r_r(r u,iu DLata,ii C

i.\uteJT(riiu.ft)- /, i ,io;t).*i i .i;trr),ir;*rio,
-;:r.!fr 

ja

^- _;_ :
C tJ t-l.C i€l .ii'J-t Ii-iC

1

lluil"iu,",n; : iliulit.1,,,xr,1 * ll.cii.,,;lfz,,a,,,l 
; 

.

On intrad':it aussi !e saus-est:ace de,ff{dg?'. O)

Hq{d,iu,CI) : {r, e H{di,a,f,t}" o !r1: 91 .

qui est un espsce de l{:!bert pcur !e m€me prcdult scalaire et !+. meme ncrrae

queff{dda, CI).

Iti
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On d€finit meintenent le rctsti+nei
alors

Pcri"r z € R.3 on a

rot',: i?t - o'z dc' 
- !" o', &.', \- \8", ons'04- arr, o.r- d*)

{.-)n intrnotrit i,espa,r:e de Hiiilert -ourlrra,nt

{,{{rat,,fi-\: {ar F {,2{n,JR3).:"n* t; s 1?1g^Rr)},

muni du produit scalaire

3^3^
{u,w) so"rs) : f | ,u*n a* n L i tr* u); (rot w)a d,r,TtLa ?Jn\ --'a

et de !e. ::crgre

'tl, tl,r,r, -r,rr; : j- 
|i,., II ?.,,,,r<") + 

f irot,,,iif, in; I 
+ 

.

On d€finit l'op€rateur C* l,upt*"* uot€ : A **** *n
poiii: a; € R3 ei <f e JR on a

3 a'lr
Ld : \- q-e

? s*?'

2-1-4 Pr+pri€t6s des espefes reli€s ar:x a-e€rateurs drt,r.,
ei roto :

rdeintenant, ncrJs c+nsiddrens !e dcmsine {"} engendr€ p*,r !e rctatica de
E oi XclR_.xlR..

17
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on c€fin't lee e*crdcnn€es r, s et z de !-I ar.ec ee!!e e*rt*sie*nees Ei,E2 ?! E3

ona
--i.)ti:\_iI1 +E;

/\
.. I ,iit \g: arcEan | -: i\r. I\*r,/

& 
- &:i

et
,r' ,., : l" cr1s fl
I

! ,.,. :r. sin 4

I
l- rt: z

Dans ce C+mai*.e an ccleid*e un ch^anp de,,,!tmse {u1ru2,u*}.
on d6finit la cornposante radiale wr,lacomposante tange*tieJlewe etla com_

pcsente --'erticale u" F# les relati.cns

ur : tjic*s9*u2si*9

?rt* : -r;1 si&6 { t*xcosg

Wz : ?it

€i i€s coi:eF*saijnes,iu champ de vitesse par

f rr : ureosQ -tuussin?
i
I

1ur:u,sin0-wacos?
I
i
i ut-*,.

i
I

I
)\

I
i
I\

1R
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DaEs !a eurte *s. suppose {ue : ?16 : rJ

alors' les composantes du cha,mp de srifesse deviennent

!:::;::.
l, *, : *,.

On reppelle que
( A ^d singd
I h:c'svtu_;nfi

A ^A cosdd
:;- : slll t/::-u&z iir 'r d6

aa
det Ez

Maintenant on ddfinit I'op6ra.teur A, dans les mord<rnnEes (r, z), qui corres_

pc'nd i I'op€ratei:i: de Lapiace A d*:rs f] C IRa engeadr€ Siar la roiaiisn de

XclR*xlR.

'lQ
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c-est-i,-Cire

L, : V'V
: {3_ a a \/a a a\

\rrr' ar.r' t*,1 L. 'arr's*b,j
{ ^8 sin6E _: ^A cos$d A\: 
t."o*oa" - ' ag'sinefi;'; *'*)
*("*g'd sin#d d *cos#o'\\ E, -;*'sing* * tf 

aa, *)
I 

^ 
-i*B Fr'r r': i "o"49 - {-i 

a \ i^^^ ^! - sins-a \1 
i\ or- , M)\"*oa, , ar),

i-. ,A ccsFry't i A eosf E.r A2lstn#^ _!isin#irr"ra'I''l i | _\"'^'"a" r oa/ \ ar* , as)*'ur"
,i2

..,...2 n r- , **s#sir,f # "c*#si*# ^2 siit2# # sil#c.x# &2: cus- u5"z - --*-fu - -t;:dffi+ , ar- 
_;--1 ffi +

+*lq:TsE *itf$02 ,-,-=*# singc{hsg0 singcoss #, 
12 - N -r ,, A0, 

-f-sln- u- - ,, N + ____:::_ 
*A *

cosd2 E I iqqglg a2 
- cosf sind 6 . cos02 62 a2

Tz Ar ' r d{ldr rz * t ," Ae, 
} 

Ar,a2 1A 1& #: ---+--lii,:z ,r 0,r :"2.2.02 ' E=2.

D'nne rnani€re analcgue on rl€finii 1'cp6rateur d,,ia, dans les coordonn6es

{r,r}, c*i ccrrespond d I'op6r"aiei;-i-dda da's f} c l,Rs eagendr€ pa,r ia ro-
tationdeXclR-xR,
c-est-A-dire

,.AEEuiur'tl : 
Irr"t, A*r*rf r*"^

: { ",*n.a- - 
tTP9.),r,,-r.r,o#'r, {rrnrg, cosd a \, . 4\ . 0

\"--''-n" T dH ri 
''"'" 

\ dr ; - d# j{'t', einf) ! l-ut.

: 
"o*" 

t)!.*,* *-,, + sin2 e!.r_u, 1tur" 
0 

,_,_,, * !rn={}'r 'r' iS,r T. Uz0 .trlr E: 
ar*'+ --- * **''

?n
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On intrsduit I'espace de Hi'bert def,nit s,Jr c*E:.II}e suJt

:i / "j:-. {-\, {^-. r?.,n *?rii11l"i,iLty.,Lj - iii t nii:.,.ii'i-j J-:-. -=.- r2ls-rlLt'0uyu=t-i\Lj(.\

f
I diu,u d,iu,w rd,rd,z.

./x

1
tf !. rr9 i'2
ilam,ullL?:tl

0 - ,.2"i.t II, c:,'1 \t-il.

u € H!{8) rnqplrq':e q':e

D€pamualr os ivlsn6usreues

une fafln-- biliniaire

)0,e>Btellesque

m':m du produit scalaire

z?
{rs,w}s,g;,,,.,r} : }l / u; w; rdrd.z

-,,y.
et de la ff]rme

iiaiis,l*;"",>r) : Llluii??(x,mz; 
*

cn i::trcd';it l'eepace

!.,,1:,i-) !'^. - r2ir.,, t ... ,lv1 \Lj - I v = .Ij7\zrlaljrurUz

Remar:quon-c que les candlt!*ns i € I?(r) et

L'CnC,Cn e !e scus espSce

I_,-1 i\-.: _ _{ .. ,:: T.-1,,s.\ -, i _ n} _ f .." .-yl-O\zrj 
- 

.l-v c vl\uJt u lt,r: irf : it € ';tiri, u i,.n: il,r i1.r: cri .

2-1-5 Th€*rdnies et R€sultats i rrr'::"fer:*c .

Lemme 2.1 fiernm.e de Lm-Mdlgrarn)

ln( r, ,r\i <. h/Fil",li __ il",ii -,iw\wt ull __:: rr't ttelirl ii ullat patar t*at t;.u € gr-T' --

^^-.- t-^.t ^- r ff
wLLr i,ltuL t sii,

l -/-. ^-\t \ ^ il^.ilz
icii.u,, tn,, | -- u iii,iilfl

zi
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A!*':-s, p*ur toute f+r*ze !;i*d*tre csr*inue L ses Ir, d! *iste urz unique u 
= 

I{
tel que

a{u,u}: L{a}.

P;-ci:;'e ',clr [i]

Th6ordrne 2-L Pour torrte fone*i,mr u de Lz(lJ,lRz) qui satisfait

a: rottp tZ.T\

lvotcns qup, tomme T. est csnnere, h tcncticn coursnt .J, :ie t est un,n+ue d

une constante ndd,i,ti,we pris.

Er, partituli,er, si, a € lt,1{E}, olcrc *a a

fr."1,v'Y 
^;-:u swr ET,ilr

i]- i.vYl n , .fs

arr:* a'et$" uL,)

=i r =t iz s*':1t les ze-ieurs xzzi!':i:.zs t*:-rgewtie! ei fti:o:-rna!"

Note ; En uey-tw d,e {2.5)et d,w fai,t qas 4) est d;{ten-ni,ni i,

rt.dd.iillp m.o'ie nm 'nest! nhnicir oi, Ao *ollo cnq*o no,opta' v.ilt.J ri rr. *L t=ilna Jf,:; tc ii.;=

/^ o\
\2.6 )

/^ a\
\4.r i

rt.-rfip?+;iip+n r.'i,

u,r^e corLstilnce

"/, - f] ".,",.. .aFY

DGrrroastration

Pcur l* densit€ de l'ensemble d* f+neticns r€gulidres, il st:frt de d€s+ntrer

la relation suivante

.. r rlifFj\ ti? n l-=.- {1 . --r .- - zr2rr.r _^r ._ ^. r^-^^ r.ut.t \Ljtv 'r,l-u Liil,ilbzr---?Jy e.y ir.Jr i'ulv-.U ria,ias2J-

4A
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IjNtvrrcrri 08 Mar 11i45-GuELM I)6PAwMENT DE fuImn€Mrtaus

cette prcpri$t€ est un r6sultat classiq";e, r,1+lr[3f page ?bl.

On d6montre maintenant la deuxidme paqtie du th6or6ure

Ona

a:rodq): ( ::f,,\
\ "?'Y I

- { -ru,\ {n,\7:[ !et"n__l
\ '"r ,/ \'"2 /

en efiet, corllme u e l4{X) alors

",-nl^__tlv i iCiL- v

ce qr:i impiirule qrre

c'est-d-dire

et d'apr6s {2"7) on a

na ^ttr nnttc rlnnno

nrri imnlicrro

l'^t\

-8"$ n" - E,?b ftr : 0

E"rh n" + Art* $r. : 0

,.("')*o
\7q !\ -/

/-rc"\
?r. I - l:ti

\nrj

/I
rotrr- |\

-nz l:Orln I

frilt
* :0 sur 0X
c'ii

.t2
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?,!.)s ?o.+, nulle d€finies ci dessus. ]e s;'stdme (J.1) s'€crila d.<-'nc ccmn:e sui+"

i i!j'o, l#w* X. $'a',.* . ^| -u i ^+*_ o_ - ,ur+ A-2 i*d,p:f, ciansl,| \dr" ror r"
| ' 

vP /

I
| ,/^, ' n qt \

| -, {ry | !ry t -'l^*:\ t a,y, : S" dans x,
I \ flr2 r ffr fr22 J '""- rz 

/1 D\I
I

I A .'rrr A
! ;ru"+ 

-' * ^ ?'Dr:A dansE'
lutiuL
t
I( (.,", u,) : (0,0) sur f.

Pqr lsr q:ritc nn nr5qontp !!Eq E4!!tfe!!o *^*o l" ^o^Lnl8*- ;^ q+^L* i? 1\i is to 6si*Lt vii iiiudullUu r.^ftu Evuiuilt iuiiii- *u iJiUJiUij;U iiu Uiriiilu- ia;,ij

bas6e sur une fo,rmulation nommde forrnulation fonction courant-t*urbillon-

L':rrgntlrrp rlp npttc tcahninrro aqf rrrra inc nnrrrrolloc inonnnr:oc cnni rioo f^no-LJL t+L :L- !U* lL;ir-J i:iLL-:riULJ JL-ii! G.J- i-UiiL

tions scalaires) c€ qui rend la discrGtisa,tian du probl$rne moins cotteuse nu-

m6rlq*ernent.

D-^-^-:+:^- e 1 rr*^ $^*^+;^* ^, S- r2i\-'r}z\ ^-t;^f^;+r auPu-iniuii ri.i Uir, -iuirUbbuio,-L uO L \.u1L{ ) JULLDJULL

tiin*u,: {l ?i. n: i} sur" I

^i^*- ;! -;-+- ",^ ^ €^^ ^+;^- -4.",-*-+ .!. ;- {.r11E-\ +-!!- --...,&t.rt d ? tx a&@tt 6tot Jutouu*ua! u|'&r st!! .{ -8L v I \uJ uartu tluL

4, 
- 

Fn+ oli

ou
r' r 1;

. t I o r L ln I rrr IfotrA : I O"W, --lo,lfvl t It // ,

\r/
(a.oi*o innn*inn mrrroni alr aci rrninrromeni r{6i.omin6e i -rno .mnciqn}o oJJifitro

DTdS,

'/6
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D€menstr*tien

Rappelons que
1

d'iuru -- Arw, -r 1w, * 0,u;,r
rltr troi-srime iigne rltr -s;r-rtFme \:S.Z), on peut Fcrrre

I

.S,at, + i*t -t- 3",u;" :8 .iaas I ig.4)

r,.n rn*lti+le {.3.4) !}.."}.r. srn {,-htient

r0rlnr*wr+r},w,:fi

ce qui :r+us dcn::.e

}rir u;ri i lrj'utr'i: <iiuit ui:A- (J.j)

,C+nr, !* i'*ctc:_il r?,!: {T?j,i.ye;,",\t € *?{X,R2} cst,&_4irr+igcnrc n,_i!.

D'apr€rs le lemme 2.2 (le formule de divergenee), on aura

frj diu(ru) dr,i,z : j {ru) .izds
JD Jr

: i(r'"i .ra, i)r. ili.iji

De {-:.5) d {.3-fi), tn +-hiirnt

i(ra)'n..1)',:0 (.f.2';

d, partir du ih€or*me 2.]., il existe iiae fcactica tr € ,Ifrl{}]} asscci* d ra diie

fonction courant, telle que

r?;: rct e iJ.S)

{ tt i

r' ;+,^ \
rot ,P: | :A',^ )\vrvr\ 'r 1

27
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Ddplmeuenr oe ivlmnEurreus

pcscns ?: r+1#! a

t uiv - t'uii, ,it) -

I at,
+ rof.tn : r i. ^ 

":'t' 
.' \ -d,v-;?P

De i3.8) et {3.9J, on aura

ru: r7t(mb)

oll en{:ore

E"{rth) \
i

-tjr\i'er) j

{ fl=th \:Tl 1..--. i
\ -;(4tr?P)) /

{
t

\
t
I
t

{ a.d} \r I L{i-{*,t,\\ }\ f \ '\'r// /

Arlh

-iQ,vrfi)

rst,:!)

| Lil,:
I

-t'\
II w":

Ft +

i:J.:|

d'ori !+: :"+s::!tel !
On intrcd';it '.:n nc,.1',regu

rot de la vitesse & :

cn c#rt

tI'\rU

rotr{Er't:;= - f=u:,} .:

is*sc:l:.re a'appel4e

t,r 
- 

Fr*Dt*_tvu&)

i? 1n\

t+urb!!!s$ si4$nie c+mme ie

f? i'i \

w : rotu, <+ t"t : Eru], - 0"w,

+ rclru : ratr{Ar*^, - )rur)

f -t \
{0={fl4r- - E ar-). }A-\1n,rr, - fl"r1.),} 

)\,
( 0"a,*= - 03*,,]@,*, - E,u), t rffw,- 

"E,a,r'))\,ti
(^^ nD 1 1^ \
1.A,0,w" - E!*,, -Al*" - ;U,t" + |A,w, i A,O"w,)
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en utilisant im relet!+:]e i3.3;r,{3.1i}, ig.lz}, {3.13i et ie rh€*resre?.1, ie prc
bldme {3.2), ori les inconnues so$t la vitesse u et }a pre$sion p, irnpnique le

s.ysterne :

u rotra t gradp: 1, dans I

u: -A.rtp, dans I

?ii - lt sr_.!r l.

t #:+ s:-irf

(3.14)

ou ies inconnues sont

ioirutiun iorrri;iiic*.,,

ia fonction srurarrt eiefinie a partir du reiation (3-3), ia

ti€iiiic pa i;.iii ci, ia. prcss titl' y.

-T.5 E,a fi-trnrr:iai,ie-iu L1(-rlrs'a$il-[,r-iru l-iiiic_tu r*lu ;_rr-cr
bl6me de Stokes :

P+';r €tu+ler !e pr+bi€me de Stokes da:rs l+ fcr:n::latic:r. c+urant-tc::rblilon,

on va premi€rerne.nt r€duire les inccnnues, c'est d, dire d6,u-r-upler la vitesse u

de la pressicn p dens ie bet d'4hl:ri*ry cette d-,rn!dre. !a premidre 6quati+n

du probtrdme (3.14) est €crite sous la fornte :

u ( a"*,Ja,(rr) ) * (8,p,6"p) : if,, f,)\ r '/
qu! es.t Qu!',e,lant e';-x 6qr;aticcs

{ v7,u t E,F: f,

| -v|6,(rw) + E p: f,
Cr.t ti€rivc ia i-rrcigidrc €qua.iliuu ciu rvsl*cre f5.i5i iiiu.r.i4ii_rilril i.; ril ia

deuxidme par rapport d r, on obtient

i.J. ibl

i u}ja i 0"0;p : 0".{,
)\
i. "4 {1.4"{l;)) i t,3,p:0,f 

"

30
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et +n s*us*:sit !a de';-xid:ne 6qreti+:l du s;et*me {*?.16i *e }a prems::e p+,.:r
avoir

uola * ,a, (ia,1r*;) : E"f, - E,.f ,\r /
c'est d dlre que

" {r:* 
*)a;* - :* + a2":1

uii si:irpi.enie:ii

.-iArt,t: 
-fOtft,l

La relati*n {J.1si pelmet d'€cri::e le prcbl€n:e {J.lai d,u.ne iagc:r plus si:nple
corntrnr: suit :

_!- _ll\-bJ : ;16, i dans I

a : -L"r-lt dans I

t.J.r/l

{3.18)

(r.ru)
r! :0

#:o
-3-3-i Eirr.ie iie i,a fr:rrrriulai,iun errur.amt-ir_iur.i_riiiori riu

probl€me de Stokes :

On p.+se

x: {# e r,fqx;,A.g e I1-t(E}i (3.20)

o'i I,1-1{X} est !e dual de l'rto{:;
On va chercher la, fonctian tourbillonar dansX d€fini en (3"20) et la fonc-
trcn ccuraat t/ dans r"110{f}} *a urultiphe la premi*e €q*atian d..r pi.chldrie
(3'19) par rille f,oncti*n p de v.i.o{x} et on intdgre sur E Erars rap'ort a h

sur f

sur I

aa
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On obtient alors

/A .. \ 
- 

-1 f-^^t t \(Ard' tt)fie): ; \rd i,p)L?{D) poilr ,r € t'r;(X) (3.21)

ot

\roi i,r)r1s; 
: l;.t;",_i;t;, _ ;r.,t )r?t>t

I
-{1",:E'{"p}irrtrl * (f,, E,ro}"761 mr;t" € yrlo(t)

: { i.rci,1t,1r,1r,

Alc'::r, *c {3.21,} r! lr1:u!te que

( A-,,t r;) -",. - 1

\. -;"-., t..i;iiui: i {f ,r"t,it}ziizi I}r}:rT. r.r € lrrr,.{ry {g ??i

De m€me. si *n murtipre ra rle.rrxi€me €4uati'n du prnbrdvne {3.1g) rrar ra
fonction cp de X, il resulte que :

{-A**,f}r,1121: {i,', f}qp) pslx p € X {3.13)

3t
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i-tlrt0. elr2rst : -ioilt * )a,4, - \ri,+ Eizl:,e)tlir;

-tE:'J',ipi::i::; - {la,'1,,1p..)i?ri: +{.},1:11}r;1r: -1a:11,_9)iiir;
{&"ol', E" v} r?ot n {)rp 

-, 

6, v} t7qz7 + t*qr, v) a761 + $,$},1a," (ne) )rl rrl
-t l,Tdri@) + kb,, )a,d"irr, + {\h, }d"iau1 - {r1,,}r;u*))"ir,1^ ! r
-\4', _di{r,ii - _d,'p - pf * dlp}a?A:,

t t 1^ 1^ ^ 1 r-(1,,!4 n * )0,,, i 4,r - |0,,, - )7 | t,iriiz.,
-{,b, 4p * la,* - 3* + E?v} r,?ot

-?h, &vln761

sJ+rs {ii.23) s'ecrit :

it.t 'ar | ;.it,'")Lir)L?r(Z'j + 14"1tr, ,!,)i7i21 :17 rxlllr. ,o F_ h i:t.'ze'r

Ii_cip-t-.t''quer:re*io e* pieilnilr ir c*rs tiEi po-.u i;.22 \ *i v,ialis ,iiii poui
(3.24).

on tF*:i..'e Ia premidre *quati*n et ia de'axie::re du. pr*brdme irt.t1,i} au. sens
des distributions.

les c+::diticr.rq a{Ly ri:::ites ce cet prcbl€rne 6taet ess,;r6es p:,r !,appartengnce
de r/ d l,espace yi.{fl.
on pe';t ete*ire res relatia*s {3"?z} et {3.?a) $ t*ute res f*neti+ns p de
I1ln(x) po'r Ia premi€re et ip de x pour ra deuxidne par tra densit€ de D{E}
da;:sl.!i.(X), a:;ss: dans X.
on rerna'rque qu€ le r:rotrl&rae {3.x9) peut s'€crire da's la versioll faible sous
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!a fcre.e -,erieticnnelle sui,.ra:rte

trourrer ar dans X et dr dans tr/r1"{X} tels que :

Vs e x,(tt,vlrTps + (&v,rhlz7p:,s: il
Vp e iz*iD), {L,*,,lo,iriqr; : +i/, rot,tt)r,?{z)

(3.25)

(3.26)

ou encole

f trouvm r.., dans X st rt'r dans Vrlr{X} tels que :
I
I

{ Ve € X, a{w,p) +b{p,i.4 : A
I
i
t Vp e t/,,'o(X), bft_,p): tlf ,rot,ttlL?$)

avec af .. .i er &i., "i ti€finies nar :

a{u,*}: ird, F)ilrxi pc,ii .ts € X ci &i € X

b{u,it} - {4"r._,,#};1iz; Fnr:r Fj e E$ xt .r, € l(
ot M: yl,r(X) 

, X est I'ensemble d€fini dans (3.20).

34
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Ce que scus s:.en€ €tabli ca:rs les crrapitres pr€cedents ccnstitue !a base
de la frrrrnula*icn courant-t*urbillon du prob*rne de stokes. s*r cette base
cn p+Effsit :ea-me esseJrer d'et*biir i'esste$ce et !,u*ieit€ de ls sclr:ti**. cu
probldrne. A ce propos, dans fb| Mme Gasmi Fropose [a strategie suivante de
l'Stride :

Ponr d6rna*trer 
'existence 

et 
'unicit6 

d,une solution w,ls r)uprobr€me
{r?.?5), il fa*dre d*:ncntre'l* hSpcthdsee sui..,*}tes
Soient X et M deux espaces de Hilbert

1. Le fc:me bili::€eire e{., -) est

v€rifie la propri€t€ d,€llipticit€

ccntin*e sur X x X de ::ctir:e il . jlxut
pour un€ constante a > 0.

verrtie .ia conrlitton

*{a,a})*ii ciil paur a€x
La torrne blirn€arre tr1., ; est contrnr:.e sr:r x x IW et
inf-snp pour une constaate 6 > 0 :

vq e iur,,#fg, ffi > F il q il*

35
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o') ,? epFe!6 c+r*tas"re de ccndlti*,n i:rf _ suF tel que :

!1 : inf silo b{.'g.!t}
w u+ r,r r.!**; x il p li x li ltil u

oonc. Bour tout €iemenr j
unique(a.,,t/) dans X x M
de pli:s, cette scluticn l€rifie

e X" ie proiiieme i3.2oi aomec une soiuricn

ii'iit : lii:iit, *r ii,piiv o lri * fiii rii.,0"" "-= - li\- ' (I;ii; "'-

I*iii cct'pi€tci i'ei-rlrie iiii prcLie.::* d* Si,-;iies iiaa; la fcri:r*iaiio'.;vii:-aiii-
tourbillon, on es'aJrera d montrer l,existence et |unicit€ de la pression p don_
nde pa la premiSre equatisn Cu prcbls:ne {:l.l+} :

?t rr.ti,rr,t + y;r.aciyt - f :> r1rrtri,p _ f _ ?.1 r"s{..q,; (4.t 
I

c. sappuse i-i-e la rl*ini€c.;'" est uii €i€ir.reili ci* iiiz,,K.?i, ei .,,. ia*sx
solution avec $ du probldme(g.ig)

trn mctipliant {4-1} pa; le gracie;it d'une funct;c;r E ce fr}{x) et int€:
grant surx pa,r rapport .{, la rnesure rd,rd,z,on atNrutira :

{rgraCp, grad Q} qlxl : tj, grad g}xi,,xi - a {rct,a, gr.ed e}t7.x; {4.2i
si c'ii rher'&e !a s+lutie:i;r 'ie {a.?) da-: !'espa,:= :rl {li, ii =si =!ai= ,q,:e rett=
solutian p n'est d€finje qu'i une constante prds, on va donc lui impaser d,6tre
a m+;'enue nelie p*ur s,ssurer s*n uni*itq c,est s dlre d,app,srte*lr * I,espp-ce
f{i (x) n I,? ,}{xi
eJcrs' !e prcbl4:ne sur ie pressicn pcu,=e €tre 6cit scus la fcrme .,"e,',aticn_

?6



uNrv€rurr6 Oli M_rr 1g4i_GuerM
DEcemeMerr oe Mmnrinarrqua

ne!!e :

f trouver p dans FIrt(I.} n .L?"*{I}tel que :

(4.3)

L'€tuce ce cs plcblBme est bas6 sur res prcpliit6s de ia fcr*:e -bi!:a€eile 
r,,i., .)

dFfiriie par :

o'i., .i _ {grad, p, griid q} L?{E} potir F, e €IIi iX)

por:r denrcntrer i'e:.-ist€:rc€ et !,unic!t6 de !a .eresslcn p, !r laudra d€montrer
l'hypothdse suivante

La fcrine bilia€a;re irtt-,-) s_-i,a c*atian:a s-*:rIIr1{E} x Hli:} :

fc>0.Vp,E€i{rt{E),

la' {p, q}l S til' ;llr,,ir4 ll rli,r;i>;;

er v6rrhera la eonclrtron sruvante sur fijil:i :

1o>0,Vpeffr1(X)

io"w,fi! > 
"iipii?lrrr

.i<;iic pe i; ;;;:i: iii.rrfiie ,f C"- i?{X, tr_2} ci i"., rlc .y, :i,_;,ce .}f. i,:-liiirji:e sci,:;ii_ri. .iu
probldme (3.19i , le probrdrne (4.3) adrnet une sorution uniqrie p qui v6rifie :

liFll*,r1:i;1n < cilf llr?t,:t

Portr cxrncirrre' nclttr rrne ei*nrre.e .r tie i,?ilr" IR:.i- n*rrs Jlrlrrrr.{xrs e.sr-}F-r.er"

que le prnbldme (3-14) dit probldnre de stokes dans Ia formulation courant-

t-
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tcurbil!+n qr;i s'ecrit :

{ u rot,:rt 1- tto-rd.? : f da.rLsl

tS : -hre

4; :0
?t!::_l- _ ai
A'n*u

a'uiit--r,i,u utie uifquu ;uiuiiuii iaiLic iw, v,-,p.i ,.ia*s ),{ o,.r,'-,.,,/:.j .-. ..,J-e.,.;1:., -_'l.fl!-i ^ itit\Liii
t-f,o(I)i) qui v6rifie :

ii t ii.o i- ll li iiu,'1"; + ii p iiairz)i*"i c }i f li.r,i1t. i4.4)

darr.sl

suri.'

suri

<.x
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