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fntroduction

Dans la th6orie de la fiabi1it6, 1'6tude d.'un systdme, consiste soit d calculer
(ou approximer) sa fiabilit6 (ou sa probabilit6 de panne) par des techniques
probabilistes, ou algorithmiques ou bien d trouver un encadrement de celle-ci
lorsque la configuration du systdme est trop compliqu6e. on s,int6resse 6ga-
lement au calcul de la limite (lorsque la taille du systdme augmente ind6fini_
ment) de ia fiabi1it6, ce qui por:.rrait Otre aussi utilis6 comme approximation
de la fiabilit6 du systdme quand sa taille est suffisamment grande.

Pour des systdmes dont la configuration est en s6rie ou en paralldie des
travaux approfondis ont donn6lieu d des r6sultats trds d6veiopp6s (voir [1]).

Dans ce travail, nous nous intdressons A des systdmes dont Ia configlration
est compliqu6e; r:n montage en parandle de blocs constitu6s d'6l6ment dispo_
s6s lin6airement et qui opdrent selon un systdme en s6rie. Nous les appelons
systdmes paralldle-s6rie.

Donc un systdme paralidle-s6rie tombe en panne si et seulement si tous les
blocs sont en panne, et chaque bloc tombe en panne si au moins un parmi ses
composant est en parlne. Dans Ie cas of les composants sont ind6pendants
et identiquement distribu6s, Krzysztof. Koloqrrocki en 1991[8] d montrer que
pour des systdmes en paralldle s6rie il n'existe que trois types de lois as)rmp
totiques possibies pour leur fiabilit6 :

Rt(r): 
{ i'- exp(-r-.) r } o,

rlA
a>0

R"(r\ : { \- exp(-(-z))" r 1 0, a ) 0

L u r)0,
Rz(*) - 1*exp(-exp(-r)), r e lR.



Plus pr6cis6ment, 
firous allons d,abord pr6senter quelques propri6t6s d6ter_

ministes de ce systdrnle,. ensuite nous allons 6tablir un resun*t asymptotique
concernant ta fiabilit{ du syst0me.

Ce rn6rnoire est cqrnposO de deux pa^rties :

Darrs la prernidre, on expose, cl'une fagorr brdve, res nptiorrs cle base de ra
fiabilit6 et les systdm{s en s6rie et en paraildle.

Dans la cleuxiF.rne,l qrd est le font cle c:e travail, nous traitons cl,une faqol
pr6cise les systdmes $aralldre-s6rie. on commence par d6finir ces systdmes,
ensuite on prEserrte q'{relques resultats obtenus, concerrriurt ce tytrre des sys-
tdmes.

llI



Chapitre 1

Notions g6n6nales sur la
fiabilit6.

Dans ce chapitre on donne quelques d6finitions qu'on utilisera par la suite,
et on rappelle bridvement quelques r6sultats sur les systdmes en s6rie et les
systdmes en paralldle.

l.L D6finitions :

1.1.1 Dur6e de vie d'un svstdme :

Le terme de systdme au sens large, il peut n'avoir qu'un composant. ce
systdme est mis en marche d la date f : 0 et il s'agit d'6valuer la date de
premidre d6faillance que nous noterons, dans la suite, ?. C'est une variable
al6atoire positive de fonction de r6partition F.

La va.riable ? est appel6e la dur6e de vie (life time) du systdme (ou bien
le temps de d6faillance du systdrne).

On a:

F(r): PQ 3t).



CHAPITH]I 1. AIOTIOAIS GENERALES SUR LA FIABNITE.

L.L"z Fiabilit6 d'un systdme :

La fiabilit6 (reliability) d'rrrr systdme est not6e R. C,est la probabiiit6 de
la dur6e de vie de bon fonctionnement du systdme.

R(t) : iy;nl
Remarque :

La foncti,on de fi,abi,ti,tE R est une fonction d,1croi,ssante continue d, droite
en tout poi,nt de IR*.

De plus, on a :

,gL R(r) : s.

1.1.3 Distribution limite :

Soit X1, Xz,.'.Xn et;X des variables al6atoires r6elles d6finies sur le meme
espace probabilis6 (ft,ll,p), telles que F1, Fz,...Fn et F sont leurs fonctions
de r6partitions respecti'uement. La distribution F est dite distribution limite
de la suite .Fi, s'ils existent an et bn € R telles que :

.\y(o", + bn) : F(r), r € Cp,

ori Cp est l'ensemble der continuit6 de F.
Consid6rons mainterrant un systdme de n 6r6ment (composants), en sup

posant que tous les composarrts sont ind6pendants. On prdcise qu'un compo-
sant ne possdde que deux 6tats; il fonctionne ou il est en panne.

Si & est i'6tat du composant ?, on pose :

o. _ | \ si Ie 'i"*' composant fonctionne..' - I 0, s'i le i"*u composant est en panne.

Cette dichotomie esl; valable aussi pour le systdme,

A(r) : { ^1' 
si Ie sYstdme fonctionne,

[ 0, si le systdme est en panne.

La fonction O est appel6e fonction de structure du systdme.
Aiors, on d6duit que la fi.abilit6 du systdme peut s'6crire :

R: P(o(r):1;
: r(o(r)).



1,2. SYSTEME EN SEHIE :

I.2 Systdme en s6:rie :

un systdme en s6rie est un systdme compos6 de n composarrts dispos6s
.lin6airement. Ce systdme tombe en panne si au moins un composant est en
panne.

* La fonction de structure du systdme est donn6e par :

o(t') : H\Xn
;-
n 

"o,i.:l
ori Xr, X2,...,Xrr. sont les 6tats respectifs des composants 1, 2,...,tu.

* Le temps de panne (la dur6e de vie) du systdme est donn6 par :

,,: &2.T,
ori fr est le temps de panne du composarrt i, 'i: I,2,...,fl.

* La fiabitt6 R est le produit des fiabilit6s,

n

R(t): f{a{t),
i:L

ori ft(t) est la fiabilitd du cornposant i, ,i: I,2,...,n.
En effet, on a :

R(t) : P(1'> t)
: P(.t+ir_, Tr.> t)'1.(i(n

: P(r:r; t,T2 2 t,...,7* > t)

: fI P(u t 
')'i:1

p,uisque on a suppos6 que les com.posarrts sont ind6pendants.
Donc.

n

R(r): il&(f).



cHAPrrRrl r. r\roTrolvs GENERALES suL LA FIABhITE,

1.3 Systdme en paralldle :

un systdme en paral.ldle est compos6 de n 6l6ments (composants) dispos6s
en paralldle, tels que le systdme tombe en panne, si et seulement si tous les
composants sont en parure.

* La fonction de structure du systdme est donn6e par :

o(") : g?T Xt
L1i<n

: r-fffr *x;).
i.:I

x Le temps de panne du systdme est donn6 par :

': EY-'u'
x La fiabilit6 est donn6e par :

R(r)-t-IIrt *R"t(t)).
i:l

of ft(t) est la fiabilit6 du composarft i,,i :7,2,...,fr.

En effet, on a :

R(t) : Pg>q
: 1_ P(r :: t): 1-P(€&*r"<q
: I - P(T :i t,Tz 1 t,...,7. < t)
: 1- Ipgr < t), p(72 < t),...p(7, < t)l
: 1- [(1 - ],(7, > r)), (r- p(72 > r)),...,(1 _ pg,>t))l

rL: 1_lJV--PQ,>,)1.
i:1

Donc, 
n

a(f):1*il(1 _R"(t)).
;-1



Chapitre 2

Lois asymptotiques du systdme
paralldle-s6rier.

Ce chapitre est ie font du travail, premidrement on va 6tud"ier le sys_
tdme paralldles6rie dans le cas of tous les composants sont ind6pendants
et identiquement distribu6s, deuxidment on va dorurer les trois types de lois
asymptotiques possibles pour la fiabilit6 de ce systdme; c,est un r6sultat d&
montr6 par Krzysztof Kolowroiki en1991. ( voir [B] ). plus pr6cis6ment on
va calculer les limites de la fiabilit6 du systdme quand sa taiile augmente
inddfiniment; c'est d dire on va trouver les lois limites possibles de la fiabilit6
qua.nd le nombre des composantrs du systdme tend vers l,infi.ni.

2.L Notions et d6finitions
On note par.E;1 of ,i: !,',2,...,k, j : I,2,...,1t l,ensemble des com_

posants d'un systdme paralidles,Srie (not6 ,g ) et par Xi; la dur6e de vie du
composant .E;3.

Dans tous ce chapitre, on considdre que toutes les variables al6atoires X6y
sont ind6pendantes est identiquement distribu6es.

D6finition L :

un sgstcme s est di,t parallile - s6rie s'il est compos€ d,e k blocs dispos€,s
en parallcletels que chaqie bloc i,, otj'i : 1,2, ...,k, est form6 d,e li compisants
en serie.

A-lors un systdme paralldle - s6rie tombe en panne si tous les blocs sont
en pame, et un bloc tombe en panne si au moins un parmi ces composants



cHAt>rrHE 2. LOB AsyMprorrQws DU sysTEME
PARALLELEsEmg.

est en panne.

D6ftnition 2 :

Un sgst|me paralld.l'e - s6rie S est di,t rdguli,er si,

h: Iz: .../,n: L

D6ffnition B :

un systcme parallcr!,e - scrie r€guli,er est d,it homogcne si, toutes les ua_
riables alfu,toi,res Xii oli i: L,2,...,k, j : I,2,...,\i, op,t Ia m€me fonction
d'_e r4pati,ti'on F(r), c'est d, dire tous res composants E4 ont ra m€me fonctionde fi,abi,lit|

R(r):t-F(x), relR.

2.2 Etude du systdme paralldle _ s6rie.

2,2.L Dur6e de .yie.

On note les blocs d' systdme parall.ie_s6rie par C',i, : I,2,...,k, et on
note par Ya la dur6e de.vie de chaque bloc mrm6io i. .

Le systdme 
^9 tombe en panne si tous res brocs ci sont en parure. si on

note par X la dur6e de vie du systdme ,S, on obtient :

': ryrn.
Maintenant, le bloc (7a tombe en panne si au moins 'n parmi ses compo-

sants .E;7, j :1,2,...,1est en panne,
donc

': H2,'rt'
Alors,

r)X: m&x { min {Xr,} l.t<i<k [l<j<i 
- -' )



2.2. ETLIDE DU SYSTEME PARALLELE - SEHIE.

2.2.2 Fiabilit6 du syst;dme !

considdrons ,n systdme 
^9 parandle - s6rie r6gulier et homogdne et sup

posons que k : kn et I : ln tels que kn ou In tend, vers I'infini avec n-

Th6or6me L ;

La fiabi,li,td, d'un systcme parallcle - s6rie r1gulier, homogine est d,onn€e
par :

R",*1-[1 -(R(r))t]u", 0€lR,rr€N (1)

Preuve :

on sait que, la fiabi]it6 d'un systdme de composarrts en paralldle est :

['. IR(r):1- 
III(1 

_e("))1,
Li:l J

c'est d. dire
n-(") - 1 - [(1 * &('))]'",

car ie systdme est r6gulier.
D'autre part, on a la fiabilit€, d'rin systdme de composants en s6rie est :

ft(r) - f["r("),
j=l

et comme ie systdme est de composants en paralldle - s6rie et en plus ii est
r6gulier et homogdne, on d6duit que :

n",(") : 1-[(1 -R(r))'"]
: 1- [(1 - (R(r))0")'"].

Dans la suite on remplace n par un nombre r6e1 positif I et on suppose
que &s et I des r6els positifs, on obtient alors une farni.tle des systdm"r 

"or-::espondants au couple (kr,Ir), donc une farnille des fonctions de fiabi1it6.

no(r)-1-[t-(A(r)),,fr,, *€]R,r€R+. (1,)

* D'aprds ce qui pr6cdde, on tlouve rure relation explicite entre la fonction
de fiabilit6 R(r) et la fonction de, distribution F(r) donn6e par :



CHAPITHE 2. LOE ASYMPTOTIQUES DU SYSTEME
PARALLELE.SEHIE.

R(r) :7 - F(r), u e R. e)
D6finition 4 :

La fonction de fi,abi,tit€ R(x) est d,i,te d,EgErftrfue s'il existeus € rR, ter que

(t
fi(r)-{ ^1' 

t<t'rs
I U, I )'. xo.

Corollaire :

La fonction
R.(r):1- exp(-Z(r)), r e R, (g)

est une foncti,on de tiabiktd, si et seurement la foncti,on v est non negati,ue,
non d1croi,ssante et untinue d, droite.

De plus on,

,I* V(:c) : t eo et ,Ix; V(x) : g.

D6finition E :

une foncti,on v d'fi'nie szr iR, posi,ti.ue, ani,ssante et conti,nue d, d,roi,te
telle que :

"IIL 
tr/(r) : ass et ,If;* v(r) : g,

est di,te deg*ndr€,e s'il eriste us € lR, tel que :

r/t_\ ( x, n{rgv\r)- 
{ O,' r};rs.

Corollaire :

La foncti,on de f,abil;ite R d,onn\e par |euati,on (s) est d,6g€,n6r(e si, et
seulement si, la fonction V est d1g\n1r*e.

2.2.3 Lois asyrnptotiques du syst,bme.
D6finition 6 :

une foncti,on de fi,abilit€, R est d,i,te foncti,on de fi,abi,ti,t€ asgmptotique d,,un
systdme parallcle - s€ri,e regulier homogcne, s,i,I eristent d,es constantes an ) 0
et bn € R, telles que :

"I1;F.,"(anr*b,.): 
R(r), pour tout r od R est enntinue.



z.z. nrvnn ou sysrDun ,p,qRALLEtn _ sErun.

La sui'te (an,b,.) est apper*e su'ite d,es constantes tr,e nomnal,isati,on.

D6finition 6' :

une foncti,on de f,abi,ri,tE R est d,i,te foncti,on d,e fi,abi,ri,tE asymptotique d,e Ia
farni,lle R,(r),s ',il eri,stent d,es foncti,on, or: a(t) > 0 et bt : b(t) e R.,fel/esque :

,jfl llr(op * b): rl(r), pour tout x ori H est continue.

Le coupe (ar,br) est appel€ rcuple d,e normali,sati,on d,e ta foncti,on.

Lemme 1 :

Soi,t donnEes :
1) R /a foncti,on d,e fiabilitE, d,onn€,e par (3).
2) Rn est donn*e par (1,).
3) K, -+ *oo aae* t ---r *crc.
4) o, > 0, br € R sonl d,es fonctions.

Alors les deux erpress,ions :

,IruRx(a1r +br) : R(t), r € Cp,

et

,lim fu(R(atr *br)),, :V(r), r € Cv,

sont Equ,iualentes.

Preuve:
Daprds (1'), on a

R'(r) : I - ft - (R(r))t"]k,,
pourtout r €JR, et f €1R..,,

donc,

R (oor+ 4) : 1 - [1 - (R(a1r + br))h,]h,

etona:

,Iru R1(a1r + bt) : R("),

9

(4)



CH}IPITHE 2. LOIS ASYMPTOTIQWS DU SYSTEME
PARALLELE.SEHIE,

polrr x € Cp, tel que :

R(r) : 1- exp(-y(r)).

€+

,ltTLIt - (R(a1r * b))t^lr"t : exp(*V(r)).

e>

. ( .)t" 
t,_lirutt - (R(oo, + b,))^lo j : -v (x).

{*>

,Ig {tn[i - (R(oo*+ a,))t]h] - -v(r).
s

,jn(k' ln[1 - (R(a1r + br))t"]) : -v(x).

+::+

,-ljXi(r't* (R(a1r + b'))'"1) : -v(r).
<=:r>

-,Jif, k1(R(a1r +br))t" : -V(r).

+=)

,.1i11 
kt(n( atn * br))'" : V (*).

10



2.2. ETT.]DE DU SYSTEME PARALLfrLE. SEHIE.

Lemme 2 :

si, R1(r), t € IR.+ est une famille d,es foncti,ons d,e fiabili.td telle que pour
toute fonction a1) 0, b1 € IR,

,Ig A(o 6x * b): fto("), r € Cpo, (b)

otr R4 est une fonction de f,abi.li,t€ non d,eg1n€,r1e.
Alors I'mpressi,on :

,I+L R1(a1r + Ft): Go("), r € C6o, (6)

(od Gs est une foncti,on de fia,biti,t€, non d,€g6n1r€e et a1t 0,0, € R sont d,es

fonctions) est u€rifi€, si, et seulement s',il eri,stent des constarrtes a> 0. b e R
telles que :

-finm 
]3: o et 1t:u' :u. (T)t-+oo tnt A1

De plus on a,

Go(r): ^R6(ar * b), r e R. (8)

Preuve:
Supposons que (7) est v6riifi6, c - A, - d :

lm3:aet0'-b'-r.t-+6 At At

On pose :

U:ar*btelqueg e C*o,

poru e ) 0, et f suffisarnment grano, on a :

g'-€<a<a+€.

<=::+

a-€<9r+or-bt .-u*€,
04 a1

ce qui donne :

at(a - e) + h, 1 a1r * Ft < o,t(a * e) + br,

11



CHAPITHE 2. LA:.s. ASYMPTOTIQUES DU SYSTEME
PARALLELE.SEHIE,

donc,

&(or(a+ e) + br) < &(a$ * 0t) < R (ar(u- e) + b,),

(puisque Rt est non croissante).
Alors,

'If- 
R'(o'(s + e) + b')

D'aprds (5) on d6duit que :

Ro(a + e1

S Ro(y-e), e>0.
II r6sulte que & est converge vers une fonction not6e Gs, c _ d, _ d

'-lifl. 
R1(a1r + F): Go(n),

donc (6) est vdrifi6e, de plus, on a :

Ro(a+e1 < co(")

ga implique que

lim .Ro(y * a) S Go(*)6++oo

Comme a € Cnn, on ddduit que :

aa(fi S Go(r)

T2



2.2, E1:UDE DU SYSTEME PARALLELE - SEHIE.

alors,

Go(r) : Ao@)

: Ra(ar + b).

D'autre part, on suppose q1ue (b) et (6) sont v6rifi6es,
soit rlet 12 sont deux poinbs de continuit6 de Ge (*r, *, e ce) tels que :

{t 1 nzet 0 ( Go(rz) < Go(sr) ( 1,

alors, il existe UuAz e C16 tels que :

Ra(ai > G6(r1) et Ra(az) < Go(xz).

De (5) et (6), on obtient qrre :

a1!1* bg

S atuz * bt,

etona:
I orr, * ot < atuz * bt

I u',vt * bt I atnt * Ft
==+

t atxz.f 0r 1 arAz* fu.....(*)

| -*r*t - Ft < -atAt - b6 ...(*x)
De (x) et (xx),on a:

at(sz-rr)<at(Uz-A).

atAr * bt

si on ajoute (-arpr) on obt;ient

atlt - a1Ty.* b1

s
5

13

RPt

atfr2-atrt*0t
atAz - ag1* fu,



CHAPTTRE 2, LO$ A,SyMpTOrrQws DU SnSTEME

donc

o,ttvt-atfrt s Fr_b,
S dtx2' atrt * F, - b,

Ona:
at(rz- rr) < at(Az - yr), (at > 0)

---i

?kr- "r) 
< %(r, - ar), (x, - rt > o)At' -

==+

O < 
*r < Uz,- At . (*.\

- A1 - fi2,- frL \-'l
Otr a awsi,

AtAt - attt
S atUz - rJtfiz,

ce qui donne

d'1 - 1r-bt
At - ;frt

a4 a1

S az - !x2, (*'),04
De (x) o{r d6diuit que,

0< 5m 9 < y* az-Ut
t++6 a,t t++6 t2 _ lL

*+

0< [m 3 auz-at
t**oo O+ - ,XZ - frt

==+

nm at:o, 
olio<,a aaz-At.t+*a at fiz - frt'

donc, I est born6.
A1

I

T4



2.2. E'.IT]DE DU SYSTEME PARALLELE - SEHIE.

De (x'), on d6duit que

,rif1(u, - ff.'l
t-+oo' A+

R -tce qui donne T est born6.

Donc, il est possible d.e trouver une sous suite (t,) tel que

lim3: a, 6*Ft-bt-ot++6 At t+foo O+

", ,Igr, : *oo.

D'aprds (5) on d6duit que :

,I1;(o," (*. - ry) * b,,) : Ra(ar * b).

et d'aprds (6), on d6duit clue :

- 
liqr (a6 ( ?* * +b^ )* b," ) : Iir,n (o ,^r * 0r*) : Go(r)

n**oo' -"'04n Ar,, ' 'n ' nd+oo' -'"

+
Go(t) :Ro(az*b).

Lemrne 3 :

;i1,

1) fu --+ m quand, f -+ *oo.
2) as et b1 sont deuc foncl:i,ons uCri,fi,ent a1 ) 0 et b1 e R telles que :

Iim k1(R(a1x + br))t' :V(n), pour tout r e Cv. (9)
,++oo

3) pour tout u ) 2 et tout r, Cuo

,]iru k1t(R(a,,r + b,"))" : Vo(r), (10)

orj ru : r,(t), t € IR+ 'r', € 1R.., et R(r) est une fonction de fiabi'li,t€'
d'un composant quelconque d"un systCme parallCle - s4rie rEguli,er homogCne.

V(r),Vs(r) sont deu,x foncti,ons non d€g1n1r€,es @ef 5 ).

15



cH,LprrHE 2. LOIS ASyMprOrrQWS DU SYSTEME
PARALLELF-SEHIE.

Alors,

i,I eil,ste au > 0,1?, € R tel que pour tout o € IR,

7o (r) :v (aur + P"). (11)

Preuve:
Soit ft la farnille de fiabilit6 d'un systdme paralldle - s6rie r6gulier home

gdne.

Donc,

& : 1- lr - (R(r))"]o ,

ce qui donne

,IH R1(a1r + b) : ,If_ 1 - [1 - (&(orr+ a,))"]o

= 1- tim lr-(A(o,n+u1))t'lwt++oo

- 1 - tim exp(ln lt - 1n 1arr +q)l,f")
f++oo

: 1 - exp(,]iru lt' J - (n@rn + ur))I'lk)

: 1 - exn(,lfm tuln it - (a(o,r +b))t'))

: 1 - exn(,lim fuln(*&(oox +b,))h)

: 1 - exp(-,ltru furn(fu(ap+ b')),')

: 1- exp(-r(r))
: R(r) ,

ot
R(r) :1 - exP(-V(r)'

On a:
Rt:1- [r - (R("))"]o ,

et

,liru k1(R1(a1"ot *bt,))t' : l4('),
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2.2. ET,UDE DU SYSTEME PARALLilLE - SERIE.

alors,

,lim ,ft(a1,otr+br,o)" : t -.li1rl l - @r(o",on+br,))"fot+*oo t++oo'
: 1 - lim^ exp(fu ln(1 - (R (or,or + b1,o))t'

t++oo

: 1 -,Iruexp(fu(-(Et(at,or +br,))h

: 1 - exp(- rlig(kt((&(ar,or+ b,,o))"

: 1 - exp(-Vs(r))
: Ro(r),

et

no(r) - 1- exp(-Vs(r)), (L2)

et le iemme 2 permet de p:rouver ia relation (11).

Ddfinition 7 :

Les fonctions de fiabili,tds Ro(r) ef R(r) sont dites d,e m€me type s'i,l

eui,ste a > 0, b e lR tels quello(r) : R(ar *b), pour tout r e lR.

D6finition 8 :

Les foncti,ons V6(r) et V(r) auec les propri,6t€,s de la d'Efiniti,on 5 sont
dites de m€me type s'i,l eristetnt a > 0 et b €IR tels que V6(r) : V(ar * b)

pourtoutr€R..

Lemme 4 :

J1'

1)fu--+m quand t-'f-.
2) o, > 0, br € IR sozlt des .fonctions.
Alors d'aprd.s I'erpressi,on :

Iim R1(olzr+ bt) : R(r), n e CP' (13)
t+*rc

(od R(r) est une fonction de: fr,abili't| non ddg*nEr*e donn€,e par l'€,quati'on

(3) v6rifi6e pour tout naturel u 22 et tout r € Cy), on a :

,rim fu,k1&"/D 1;,nr1?(a6r *br"))"] 
(t'"/tt) : v(r). (14)

f++oo
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CH,LPITHE 2. LO/s ASyMprOrrQws DU sysTEME
PARALLELF.SEHIE.

otl Tu: ru(t), t € IR-r, ", € IR"..?u -+ oo quand I -r *oor et V(x) est une
foncti,on non degenerCe dans le sens de la dEfi,niti,on 5.

Preuve:
D'aprds l'dquatiorr (13) on a :

,1i15&(otr *b) : R(r),r € Cp,

et d'aprds le lemme (1) on a :

,IT- h(R(atr + b'))" :v(r),

d'ot, pour u ) 2, on d6duit que :

,ltru k1,(R(a4r + br,))"" : V(n).

Donc,

fu,(R(a4t * br'1)t" - kr, l(R(ar,r * br,))t'(t'"/t')1

: kr,f(R(ar"n + ur,))t'l(1""/k)

: kr, k;(t" / t') k!" / tt 
l(n@r, r + br" ) )h] 

Q" 
" 
/ tt)

: kr,k;(I'" /t') lnrlil(ar,r+ br"))h] 
(t"'/It) 

.

AJors,

lim kx,,b1 
(t."" tt.") 

lrt(R(oo,r + br,))',](t" /tt) : v @).t+-j-m

Lemme 5 :

5x

7) lq:t, lt-c(lnt)0, od c)0,0< p17,t €lR+.
2) La fonction de fi,abi,li,t€ non d€g1n1r1e R(x) donn1e par l'Quati,on (3)

est la li,mite d'un systidme parallCle - s*ri,e r1guli"er homogCne.

Alors, pour tout y ) 2, i,l eri,stent des r\els a, ) 0 d, e R, tels que pour
tout r e R' 

uL-ov(aur + B,): v(x). (15)

18



2.2. ETUpE ptJ sysTEME IARALLELE _ silmn.

Lemme 6 :

Les seules possibles formes 'po,o que Ia fonction non d6g6n6r6e z(r) soitla solution de l'6quation (1b) ..rnt ,

t1frs.
o < tr1(e) ( oo, tr ) 16, of ro: 

= 
P, (16)

r*do

v1(r) -{ T;,",,

Vs(r): ws(r),orj 0 < ,r(r) ( oo, pour r e IR. (1g)

1t tur(z), ,r(r),rt(r) sont des fbnctions d6croissantes et continues d droite.En outre, 
'ne 

fonction de la fo'ne [(r) est 
""" ,"r"ii"n de r,.quation (1b)si et seulement si a, ) 1,pour tout u ) 2; 

'ne 
fonction de ra forme v2(r) estuae solution de i'6quation (1b) si et seulement si o, ( l,pour tout u ) 2;ret une fo'ction de ia form e w(:r) est 

'ne 
sorution de r,6quation (1b) si etseulement si o, : L,pour tout u ) !;

D6finition g :

une foncti,on posi'ti,ue u(x) d,efinie pour tout r € R+, uarie r,guri,drementtI I'i,nfini, s',il eriste r € IR, tei qur,, pour tout r € lR+,

.. u(tr\
,jf,L 6: *,.

Le nombre r est apper, ra pui,'sance d,e ra uari,ation r€gulicre d,e u(r).
Lemme Z :

une fonction rnonotone positi.ue u(r) definie pour e € JR_'., uarie rdgu_t:I::*' si' et seulement s'i,r eris'tent d,es sui,tes ie termes positifs d,, et c,

0 < w2(r) < oo, u ( co. or) ,o: a
1* a'I)ts,

n-
lim *'+1 

- l
0+*oo d_

Iim c, : oo.
u--Foo
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et

wz(r),

0,
(1.2\
\1r,/
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CH.,EPITHE 2. LO$ ASyI[pTOrIQws DU S4YTEME

WALLELEshwn.
telles que pour tot:tt z € lR_.

"Iru 
duu(c'r): f ('),

En outre,

f(*)
7@:',

ugfi"'tout 
x € lR+, oil r € JR, esf la pui,ssance d,e la uariati,on r,guli,cre d,e

Th6or6me 2 :
Si

kt:t, lr-c(lnf)p, orir10, 0 < pll,t€R+. (2L)
Alors, les seules fo,ctions li,rni,tes p,oss,ibles pour ra fi,abitit€, d,,un syst€meparallCle - s€rie r€guli,e,r homogdne ,oi,, ,

Rr(r) : 
{ ,l exp [-r-.] pour r ,%X""i%

(
R2(z) -- { t^ - .*o [-(-*)"] pour / < 0, ou a ) 0-\ ' t 0

et 
pourz)0

Rs(r)-1-exp[_exp(_r)] pour re lR.
Preuve :

Cor.rsid6rons que,

!1"==t, 
/, - c(lnt)n, or) . I 0, 0 < p 1 l,t€ R+,

R(r): 1 - exp(_tz(z))
est la limite de la fiabilitd d,un systdme paralldle _ s6rie.D'aprds le lemme b, c,n a :

u'-pV(qor + p") : V(r), pour tout u ) 2et r e lR. (A.2)

"' ;:"3:ix?;T {':tr?il,Xi = 
2), ou de ra rorme v2 si a< 1(vu > 2),

(22)

(23)

(24)

(A.1)



U 
"_s*run.1" cas :

Si o > I (Vu ) p), d,aprcs (,,4.2) et l,6quation (16) on :

aL-rv(aur + Bu",l : wt(s),pour u ) 2 et fr ) *s,
et si on prend F,t :0, oa trouve eue, /6 = 0, et :

uL-Pwt(qrt) : rr(r).

v1(x):{*,,, s<o
Arors, on d6duit *"";:::'lr";*: il*|3 ; :;

u,r(m) : 0 et ,I1; ul-p : +oo.

l-''o,::..(A.g) (vL-rw{a,r) = w.(r)),
on d6duit que :

w{a,x) :'\@)
uL-P

-+

,Iru w1(o6r) = hry Wv++co UL-p
w{r)

Iim u1-pu+*oo
0.

(A.3)

(A.4)

Ona:

donc,

("IL w1(aur) 

:*
-:+
--+

o) +e 't[]ip* aux) : s

"]iru 
d11r: {6

r lim @, : *oou++oo

"]iL 
0u : *oo,

,ll[" 0u = *oo.
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cEtAprrHE 2. Lo$ AsyMpToTrews ou svsrfuwnH

De plup, on a :

(ut-rrr(o,x) : w{4)
++

".Iiru 
u'-owt(a,r) : ,*L w{x) 

(4.6)
= wr(x),

on a auspi

,]i1.(" *7)L-orr1a,x) - 1
et

/rr a 1\ t-r

\T/ ----r I quand u --+ *m.
On pose, co : e, et d,u = IJL--p

orr l,'untus 
le remnre 7' on dcrui ique w,(x) est varie r6guridrement, puisque

"litl 
d,wt(c,r) : ,llg uL-owr(aua)

= wt(r).
Cornme ?u1 va,ri

existe r e IR ,!, n r"t, 
tt6gulidrement (d'aprds ra d6finitiong), on d6duit qu,il

Iim wt(a'r) 
- ^,

donc 
ue+oo wt(a") - r' 

'

r' : lim ?t(a'r)
au+*oo W{Ou):,]jruffi,

puisqu'on a:
u --+ *oo -> au _+ *oo.
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2.2. ErUDE Du sysTEME p,ARALLEr,g _ sfimp.

Alors,

r, : lim u!.-P w{a,r)
o+*oo ut_p wt(ar)

: t'(')
w{7)'

ce qui donne

w1(r) 
= 

d:w1(r)

D'aprds (A.4) on a :

wt(a): a.fr' ) 0,

cornme uld6croissante on d(duit que r _ _a (o e JR4),
donc,

w{t)=,a.x--d,o)0,a)0.
En fin, d'aprds re rdsultat de Jr'6quation (A.a) et ra ddfiaition (6), on trouveque:

v(r\:Ie r<o-\ / 
L "-" r)o,o)0.

2E^" cas :

*r"r*.?":,t'oo* 
tout u ) 2, alors d'aprds les equations, (A.2) et (17), on

uL-pw2(aur + pr) == wr(r), poiu u ) 2 et fr { frs,

si on prend 0, : 0, on trouver eu€,J?s : 0 et :

1-^u' 'u)2laDr) : wz(r). (^.7)
Ponr u ) 2 ete e (-oo,0), o:n a :

v2(r) : {',('), x 1' o,o < w2(r)( *oo.
[0, r>0, (A.8)

on a aussi,

uL-Pwz(arr) : rr(r),
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cEtAprrHE 2. Lo$ AsyMpToTrews ou svsrhvn
een"u,tilresEmn.

-r",ii";::tno " =' {e4 et on substituons dans l,equation (A.7), on

tlz(r) : ur-,r1r(! ( r\\ -

puisque, on ait 
'\ Qu\-/'t' (A'9)

u,- P wz(a,(* f- il:,rrz (a (- r) ).Qu' -'art *t/'
c-d-d,

uL-o wz(- r)) : rr( !(-r))'0'u' t/

wz(-r): lrrllf-rll
onpose: 

' 'uL-' 'Qu' '/

,fr2(r) = wz(-r).
alors, '\-'/ -z\ e)' (A'10)

fiz(x) : ro-'r7r(!(*\\.
du' "

comme 6z(x) est une fonction positive, d6croissant e, fi2(x) < oo pourr € R+,,llru tz(r): oo et dil 
"!*;-t :;;;;j?o*, 

nu"

lim -1u+*m - o,' (A.11)
de plus d'aprds (A.g) on a :

fi2(r): _.li+ ",r-rrlr(7 (r)\.u++oo
donc: 

v?T€ Qu""

_,t... tfrz(r)wzl-(rl) -'Qu' " pP-r

-
,lill a,(*@D : rm yg-t'oo Au' " u-J6 pp_I

: 6z(t)

,119"-': oo.

(A.12)



2.2. E ,vDE DU sysTEME yARALLfrLE _ sfiarc.

Alors,

rm d2(J-(r)) : oo +:+ .ar(",I+ (l("))) : *,1r-+oo 'e,u " rr_+oo.cr \ /

==+ lim (!1") : oo.t'-*o'Aa'

:*,IT- 1 : *.
donc

,12(r') : ro-'Ar(!@)).
(lu

De plus, on a:

1(r,-rfrr(A("))) = fiz(x) ** ,If_ @r-r,frr(t("))) :,]iru ,frr(r)

*"+ 
'I1; 

fiz(t): frz(x)'

on a aussi

/tr + t\ 1-'

t , / --+1 quand u--+*oo'

On pose,

1

^: ,; et d":'t)P-r,

d'aprds le lemme Z, on d6dui t que 62(r) est varie r6gulidreaeat ; il existealors r e lR. tel que :

ri* frr(d"4 
- *,um -;-,

"_T.o ,fr2(4) _&,

I

et pour 4: *, or trouve clue :
au

- r1
a': iim "\4

;*-;'" xr(L\''otu'
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cHA,prTHE 2. LOB ASyMpTOrrQws DU S,.ISTEME
PARALLEL]LSEHIE.

alors,

,i,r(!r)
r, : 

,lim
i*+* ,i,z(:)

- , rou,wz\-r)
: lim o",

u+*oo _,1,,r\A)

"'o-'t''(!'):limueu
o++eyp-I _ , 1.wz\;)

: '12(r)
fiz(r).

Donc,

ttz(r) : fiz(l)r, pour 0 e (0, oo),
d'aprds i'6quation (A.10), on trouve que :

wz(r): wz(-7)(-r), : a(-r), pour r € (_oo,0),
et d'aprds l'dquation (A.g), on trouve que :

a: wz(*7) > o.

o 
'a'l*" 

u2 est une fonction d6croissante, on d.6duit que r : e tel que

Enfin,ona:

,z(*)=,a(-n)o pour /€JR, o)0,a)0,

donc, d'aprds re r6sultat de l'6quation (A.g) et ra d6finition (6), on trouveque :

v2@):{ !-")", tlo,a>o
t U' r>0,

alors, d'aprds l'cuu1!i91 (A.1) et ra continuitd a, droite de fonction defiabi1it6, on trouve que ll(r) est jonn6e par l,6quation (23).



U, Er,n _ sEntn.

3d-" cas :

,."i;?;"1' Pou tout u ) 2, alors d'aprds les equations (A.2) er (1g), on

ut-ova(r + F,) : vs(r) pour r € R, (A.18)ot .' ,ll?_ ',JL-p - oo et I,/3 est 1ne fonction d6croissante, alors :

,If- oo: &'

On substitue dans l'6quatjion (A.1J)

z,: es pour r € R.,

ao == g9o pour u ) 2 et

(A.14)

(A.15)

H(z) : \\(tn z) pour z e (0, m), (4..16)
on trouve que :

donc,

uL-PH(aoz): H(z) poiu ze (0,m), (A.12)

uL-Pva(r:' : vs(x)

or-ova(lrr- z -f In ao) : Vs(ln z),
on obtient

ur-,oH(auz) : H(z).
Alors ie r6surtat pr6c6dent est identique avec l,6quation (A.3), et si onpr6cdde comme dans le 1'. cas, on obtient :

H(z) : az-o, pour z € R+, tel que a ) 0,o < 0,

en utilisant (A.lb) et (A.12), on trouve que :

Vs(r) : H(r') : e,o-o,, pour u € lR,a > 0,a < 0.

D'aprds la d6finition(8)_, % est de type Vs(r) : s_a,r € lR,donc, de (A'1) on concrut que R(zj est donn6e par r,6quation (24).
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CHApTTHE 2. LO$ ASrMPTOTTQUES DU SySThI/rE
PARALLEL]+SEHIE.

Exemple z soi,t i] un systcme paralrcle s6rie r,gurier homogcne ter que :

R@):[ t '=o*f t-exp[-.4r-"],*>o,Aro,blo, Qs)

si les 
.couples (fu,l) et (ay,b) u€rifi,ent les conditi,ons :

(o) ,Y k1: &,11,: C,i > 0," pour r e (0, oo).
(ii) U:O,at: (k,t!c)L/BC pour t e (0, m).
Alors la foncti,on tte fiabi,ti,tE

Rr(r,) :{:' r -- t.-o
[ 1-exp[-r-Bc], r)0

est la li,mite de Ia foncti,on d,e fi,abi,li,t6 d,u systCme S.

Preuve:
Comme a1) 0, por:r tout t € R_p, alors on a :

fr.(a1r + bi) : R(axr) car bt : [.
On remplace d.ans J:'6quation (25), on trouve que

R(ap):{l , ., z(o
[ 1- exp[-A(a7r)-"), 

" J0,
d'apr6s l,6quation (1,), on a :

donc,

,lim Ra(a1r * b) = 1, pour r 1 0,

Pourr)0,ona

,\or, : r\{ttr'e")'/u" r,
: (A1L/BC n,\y!rrlt/t",
:F,

I
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R,6(a.c4tr) : R(aor)

: {t z(o
\ r _ lr _ (R(a1r))tlo, 

" Jo,



2.2. ETT]DE DU SYSTEME PARALLELE - SEHIE.

donc,

,!5.*p[- A(arn)-B] : exp[-.A r$(or")-t]
: e*p[-a;]-r---rr 

t\@tr)a'

: 
exP(-m)

D'ou pour tout r > 0 et f sffisarnment grand, on a :

exp(-A(o1 4-\: f 
[-/(alr)-B]k

k=0

., A(on )-' , A(a1r)-28 A(a1r)*38
'---l! -*--z*-- gl +"'

: r - A(a1r)-" * f; ye@:?)lr' " - o(i:9'i.=l','" 
1

?* t 2k'! (2k, + 7)t J

Et comme

$ fa(atr)2k'B _ A(arr)Qtl+\al , n

?L 2k'l (zk,+r)t l-"'
on conclut que :

1- A(as)-r < exp[- e@o*)-t] (*)

et

exp[-A(a1 r)-"]S 1 - A(a1r)-B] - ]tg,{-"l, (**)

de (x) et (xx), on trouve que :

L - A(ap)-B

S r - A(a1r)-" lt - !,+6r*1-"1.\v/"2



A(oo,

d'ot,

CHAPITRE 2. LoB ASyA,IPToTIQuas DU SYSTEME
SEHIE.

le dernier r6sultat et l,6quation (25) :

-B > 1 - exp[-, ( atr)-B] > A(ap) rfr _ 
*A@rr)_r],

f(atr)-'ft - iA(orr)-"] s R@1r) S A(oor)-B.
Pour tout 

P 
t O, on a : ,l$ r*p1_ A(ap)-a1: 1, on d6duir que :

rI* *'(a( arq))c 

: 
,g*@rn 1a-Bc t-Bc

D'aprds, Ie 
femrne 1, on a :

,$"&{or u + bx)= f - e;co[-z-ac;, poul r > 0.
Donc' *r(rl est la rimite de la fonction de fiab'it6 du systdme ,s.
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