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Introduction

Dans la théorie de la fiabilité, 1’étude d'un systéme, consiste soit & calculer
(ou approximer) sa fiabilité (ou sa probabilité de panne) par des techniques
probabilistes, ou algorithmiques ou bien 4 trouver un encadrement de celle-ci
lorsque la configuration du systéme est trop compliquée. On s’intéresse éga-
lement au calcul de la limite (lorsque la taille du systéme augmente indéfini-
ment) de la fiabilité, ce qui pourrait étre aussi utilisé comme approximation
de la fiabilité du systéme quand sa taille est suffisanment grande.

Pour des systémes dont la configuration est en série ou en paralléle des
travaux approfondis ont donné lieu & des résultats trés développés (voir [1]).

Dans ce travail, nous nous intéressons & des systémes dont la configuration
est compliquée ; un montage en paralléle de blocs constitués d’élément dispo-
sés linéairement et qui opérent selon un systéme en série. Nous les appelons
systémes paralléle-série.

Donc un systéme paralléle-série tombe en panne si et seulement si tous les
blocs sont en panne, et chaque bloc tombe en panne si au moins un parmi ses
composant est en panne. Dans le cas o les composants sont indépendants
et identiquement distribués, Krzysztof Kolowrocki en 1991[3] & montrer que
pour des systémes en paralléle série il n’existe que trois types de lois asymp-
totiques possibles pour leur fiabilité :

: (1, %0
Ri(z) = { l=gxpl—a™) w20, as>D-

; 1 - exp(—(-z))* z<0, a>0
ray = { 7o) =<0, a

R3(z) = 1 — exp(—exp(—z)), z€R.
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Plus précisément, nous allons d’abord présenter quelques propriétés déter-
ministes de ce systéme, ensuite nous allons établir un résultat asymptotique
concernant la fiabilité du systéme.

Ce mémoire est composé de deux parties :

Dans la premiére, on expose, d'une facon bréve, les notions de base de la
fiabilité et les systémes en série et en paralléle.

Dans la deuxiéme, qui est le font de ce travail, nous traitons d'une facon
précise les systémes paralléle-série. On commence par définir ces systémes,
ensuite on présente quelques résultats obtenus, concernant ce type des Sys-
témes.
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Chapitre 1

Notions générales sur la
fiabilité.

Dans ce chapitre on donne quelques définitions qu’on utilisera par la suite,
et on rappelle briévement quelques résultats sur les systémes en série et les
systémes en paralléle.

1.1 Définitions :

1.1.1 Durée de vie d’un systéme :

Le terme de systéme au sens large, il peut n’avoir qu’un composant. Ce
systéme est mis en marche & la date ¢t = 0 et il s’agit d’évaluer la date de
premiére défaillance que nous noterons, dans la suite, 7. C’est une variable
aléatoire positive de fonction de répartition F.

La variable T' est appelée la durée de vie (life time) du systéme (ou bien
le temps de défaillance du systéme).

On a:

F(t) = P(T < 1),
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1.1.2  Fiabilité d’un systéme :

La fiabilité (reliability) d’un systéme est notée R. Clest la probabilité de
la durée de vie de bon fonctionnement du systéme.

R() = P(T>1%)
= 1-F(t).

Remarque :
La fonction de fiabilité R est une fonction décroissante continue & droite
en tout point de R.
De plus, on a :
lim R(z)=0.

1.1.3 Distribution limite :

Soit X3, Xs,...X,, et X des variables aléatoires réelles définies sur le méme
espace probabilisé (€, B, p), telles que Fy, Fy, ... F,, et F sont leurs fonctions
de répartitions respectivement. La distribution F est dite distribution limite
de la suite F,,, s’ils existent a,, et b, € R telles que :

lim (anz +b,) = F(z), z € Cp,
n——o0
ou Cr est ’ensemble de continuité de F.

Considérons maintenant un systéme de n élément (composants), en sup-
posant que tous les composants sont indépendants. On précise qu’un compo-
sant ne posséde que deux états; il fonctionne ou il est en panue.

Si X; est 1’état du composant i, on pose :

1, sile 1™ composant fonctionne
b
‘(i : ‘eme
0,¢sile? composant est en panne.
b

Cette dichotomie est valable aussi pour le systéme,

o(z) = ’ 1, sile systéme fonctionne,
~ | 0, sile systéme est en panne.

La fonction ¢ est appelée fonction de structure du systéme.
Alors, on déduit que la fiabilité du systéme peut s’écrire :

B = P(B(z)=1)



1.2. SYSTEME EN SERIE :

1.2 Systéme en série :

Un systéme en série est un systéme composé de n composants disposés
linéairement. Ce systéme tombe en panne si au moins un composant est en
panne.

* La fonction de structure du systéme est donnée par :

®(z) = min X;

1<i<n

1%
i=1

o Xy, Xy, ..., Xy sont les états respectifs des composants L B, oy B

I

* Le temps de panne (la durée de vie) du systéme est donné par :
T = min T;,
1<i<n
ou T; est le temps de panne du composant 4, 1 = 1,2, .... n.

* La fiabilité R est le produit des fiabilités,

R(t) = [ [ Ba(o),

ou R;(t) est la fiabilité du composant 4,7 = 1,2, ..., n.
En effet, on a :
B(t) = B(T >1)
= P(min T; > t)
1<ikn
= PNy >t,Th>t,..,T, >t

n

= HP(Ti > 1),

i=1
puisque on a supposé que les composants sont indépendants.
Donc,

n

R(t) =[] Ritt).

i=1
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1.3 Systéme en paralléle :

Un systéme en paralléle est composé de n éléments (composants) disposés
en parallele, tels que le systéme tombe en panne, si et seulement si tous les
composants sont en panne.

* La fonction de structure du systéme est donnée par :

O(z) = max X;

n

= 1-JJa - x).

=1

* Le temps de panne du systeme est donné par :

T = wax T},
1<i<n
* La fiabilité est donnée par :
n
R(t)=1-]](1 - Ri(t)).
i=1

ol R;(t) est la fiabilité du composant 7, i = 1,2,...,n.
En effet, on a :

R(t) = P(T>t)

= 1-P(T <)
= 1-P(max T; < t)
1<i<n

1-P(T1 <t,Tp<t,..T,<t)
1= [P(Ty < 8), P(Ty < t), .. P(T, < £)]
1=[(1= P(Ty > 1)), (1~ P(Ty > ¢)), .., (1 - P(Ty > ))]

n

= 1-J[0 - P(T; > 1)].

1=1

Donc,

R(t) = 1- [[( - Ri(x).
i=1



Chapitre 2

Lois asymptotiques du systéme
paralléele-série.

Ce chapitre est le font du travail, premiérement on va étudier le sys-
téme parallele-série dans le cas ou tous les composants sont indépendants
et identiquement distribués, deuxiément on va donner les trois types de lois
asymptotiques possibles pour la fiabilité de ce systéme ; c’est un résultat dé-
montré par Krzysztof Kolowrocki en1991. ( voir [3] ). Plus précisément on
va calculer les limites de la fiabilité du systéme quand sa taille augmente
indéfiniment ; c’est & dire on va trouver les lois limites possibles de la fiabilité
quand le nombre des composants du systéme tend vers I’infini.

2.1 Notions et définitions

On note par Ejou i=1,2,..,k j=12..1 Pensemble des com-
posants d’un systéme paralléle-série (noté S ) et par Xij la durée de vie du
composant E;;.

Dans tous ce chapitre, on considére que toutes les variables aléatoires Xij
sont indépendantes est identiquement distribuées.

Définition 1 :

Un systéme S est dit paralléle - série s’il est composé de k blocs disposés
en paralléle tels que chague bloc i, o i =1,2, ..., k, est formé de l; composants
en série.

Alors un systéme paralléle - série tombe en panne si tous les blocs sont
en panne, et un bloc tombe en panne si au moins un parmi ces composants
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est en panne.

Définition 2 :
Un systéme paralléle - série S est dit réqulier si

ll = 12 = lk = l

Définition 3 :

Un systéme paralléle - série régulier est dit homogéne si toutes les va-
riables aléatoires Xigon 1=1,2 ..k j= 1,2,...,1;, ont la méme fonction
de répatition F(z), c’est a dire tous les composants E;; ont la méme fonction
de fiabilité

R(z)=1-F(z), ze€eR.

2.2 Etude du systéme paralléle - série.

2.2.1 Durée de vie.

On note les blocs du systeme parallele-série par C;,1 = 1,2,....k, et on
note par Y; la durée de vie de chaque bloc numéro i .

Le systéme S tombe en panne si tous les blocs C; sont en panne. Si on
note par X la durée de vie du systéme S , OIL Obtient :

X = max Y;.

1<i<k

Maintenant, le bloc C; tombe en panne si au moins un parmi ses compo-
sants Ejj, j = 1,2, ...,] est en panne,
donc
X = min X;.

1<5<1

Alors,

I<i<k | 15

X = max {min {Xm}}



2.2. ETUDE DU SYSTEME PARALLELE - SERIE.

2.2.2 Fiabilité du systéme :
Considérons un systéme S paralléle - série régulier et homogene et sup-

posons que k =k, et | = I, tels que k, ou [, tend vers I'infini avec n.

Théoréme 1 :
La fiabilité d’un systéme paralléle - série réqulier, homogeéne est donnée
par :

R.,=1-[1-(R(z))"]*, zeRneN (1)

Preuve :
On sait que, la fiabilité d’un systéme de composants en paralléle est :

ln

R(z) =1- |J[(1 - Ri(2))]

i=1

c’est & dire
Rn(2) =1-[(1~ Ry(2))",
car le systéme est régulier.
D’autre part, on a la fiabilité d’un systéme de composants en série est :

et comme le systéme est de composants en paralléle - série et en plus il est
régulier et homogéne, on déduit que :

Ra(z) = 1-[(1-R(z))"]
= 1-[(1-(R(z))"™)"].

Dans la suite on remplace n par un nombre réel positif ¢ et on suppose
que k; et [, des réels positifs, on obtient alors une famille des systémes cor-
respondants au couple (&, l;), donc une famille des fonctions de fabilité.

Ri(z) =1 - [1 - (R(z))"]*, z € R,t € R,. @)

* D’apres ce qui précéde, on trouve une relation explicite entre la fonction
de fiabilité 1(z) et la fonction de distribution F(z) donnée par :

i
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R(z)=1-F(z), z€R. (2)

Définition 4 :
La fonction de fiabilité R(z) est dite dégénérée s’il existe zo € R, tel que

I, &R
ifz) :{ 0 z> a:(?.

Corollaire :
La fonction
R(z) =1 - exp(-V(z)), z € R, (3)

est une fonction de fiabilité si et seulement lg fonction V' est non négative,
non décroissante et continue & droite.
De plus on,

lim V() = +c0 et lim V(z)=0.

T——00 T— 00
Définition 5 :
Une fonction V' définie sur R, positive, croissante et continue & droite
telle que :
lim V(z)=+o0 e lim V(z)=0,

T——00 e N e's)

est dite dégénérée s’il existe z, € R, tel que :

_ 00, T < I
Viz) ﬁ{ 0, T > Ty,
Corollaire :
La fonction de fiabilité R donnée par | ‘équation (3) est dégénérée si et
seulement si la fonction V' est dégénérée.

2.2.3 Lois asymptotiques du systéme.

Définition 6 :

Une fonction de fiabilité R est dite fonction de fiabilité asymptotique d’un
systéme paralléle - série régulier homogéne, s’il existent des constantes an, >0
et b, € R, telles que :

lim Ry(anz + bn) = R(z), pour tout = ot R est continue.
n—-+oo
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La suite (a,, br) est appelée suite des constantes de normalisation.

Définition 6’ :

Une fonction de fiabilité R est dite Jonction de fiabilité asymptotique de la
famille Ry(z),s"l existent des fonctions ar=a(t) >0 et b, = b(t) € R, telles
que ;

tliin Re(a: + b)) = R(z), pour tout z ot R, est continue.
100

Le coupe (as, b:) est appelé couple de normalisation de la fonction.

Lemme 1 :
Soit données :
1) R la fonction de fiabilité donnée par (3).
2) R: est donnée par (1').
3) Ky = +00  avec t — 400,
4) a; > 0,b; € R sont des fonctions.
Alors les deuz expressions

tliin Ri(a2 + ;) =R(z), =z € Cp, (4)

et

liIEl k(Rlaz + b)) =V(z), z¢ Cy,

t—

sont équivalentes.

Preuve :
Daprés (1'), on a

Re(z) =1 - [1 - (R(z))"]*,

pour tout z €R, et te Ry,
donc,

Ri(az +b) =1 [1 - (R(asz + by)) ],

etona:
tliin R.(a:z + b;) = R(z),

9
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pour z € Ch, tel que :

R(z) =1 - exp(-V(z)).

lim [1 — (R(a,z + b,))"]* = exp(—V(z)).

t—-+o0

<

In {t lim [1 - (R(az + bt))’"]’“*} = -V (z).

<~

lim {Infl - (R(a,z + b))%} = ~V(z).

t—+-00

—
Jim (ks 1nf1 — (R(ae + b))"]) = ~ V().
<~

i (k= (B(ae + b)) =~V (2).

<~
~ Jm k(R + b)) = ~V(3)
<>

Jim k(R(aww + b)) = V(z).

10
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Lemme 2 :
Si Ry(z), t € Ry est une famille des fonctions de fiabilité telle que pour
toute fonction a; > 0, b; € R,

lim Rt(at:I: + bt) = Ro(ﬂ:), T & CRO, (5)

t—+4o00

ot Ry est une fonction de fiabilité non dégénérée.
Alors l’expression :

t—lj—lzloo Rt(atl' 4+ ,Bt) = GO(:C)’ T € CGO’ (6)

(o Gy est une fonction de fiabilité non dégénérée et o > 0,5, € R sont des
fonctions) est vérifié si et seulement s’il ezistent des constantes a > 0,beR
telles que :

lim = =g et ﬁt—_——bizb. (7)
t—-+oo at at

De plus on a,
Go(CE) = Ro(CLQJ + b), z € R. (8)

Preuve :
Supposons que (7) est vérifié, c- 4 - d :

: O =
lim — =g ethb.
t—+o00 Qg ag

On pose :
Yy =az+0b tel que y € Chg,,

pour € > 0, et ¢ suffisamment grand, on a :

y—e<y<y-te.

=

= j
y—€<9-3:v+—m——t<y+5,
ay a

ce qui donne :

a(y—€)+b <z + B, < oy +€) + by,

11
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donc,

Ry(ou(y + €)+b) < Ri(owz + B,) < Ri(au(y —€) + be),

(puisque R; est non croissante).
Alors,

} h—r}floo Rt(ozt(y + 8) + bt) < tll_l;_n Rt(at:c + ,Bt)
lim Ry(oy(y —€) + b,).

t—+oo

IA

D’apres (5) on déduit que :

Ro(y+e¢e) < t_lifrnoo Ri(az + 8,)
< Ro(y—c¢), €>0.

Il résulte que R, est converge vers une fonction notée Gy, ¢ - 4 - d
lim Rt(a‘tx + /Bt) = GO(I),
t—+4o00

donc (6) est vérifie, de plus, on a :

Wy+e) < Go(z)
< Ro(y—e), €>0,
¢a implique que
Jim Ro(y+e) < Go(z)
< L lm Ro(y—e), e>0.

Comme y € Chg,, on déduit que :

Ro(lim (y+¢)) < Go(s)
RO( Bi_n (y—E))7 €>0.

—

IN

Ro(y) Go(z)

Ro(y), g > 0,

IAIA

12
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alors,

Go(z) = Ro(y)
= Ry(az +b).

D’autre part, on suppose que (5) et (6) sont vérifices,
soit z1et T3 sont deux points de continuité de Gy (z1, z2 € Cg,) tels que :

Ty < Ty et 0 < Go(z) < Go(z1) < 1,
alors, il existe y1, 1, € Cpr, tels que :

Ro(y1) > Go(z1) et Ro(yz) < Go(z2).
De (5) et (6), on obtient que :

asy + by o1 + B,

QT + f3,
atY2 + bh

IN AN

etona:
{ T + By < agya + b
aryy + b < oyzy + B,
—_

Ty + By < @Yy + by..... ()
—ouTy — By < —ayy — by (**)

De () et (x*),on a :

ai(z2 — 71) < ar(y2 — v1).

ey +b < oz + B,
< aze + By
< atyz + btv

si on ajoute (—oyz;) on obtient
Y1 — Ty + by B

atTy — 04Ty + B

asYo — 04T1 + by,

IA A A

—t
W
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PARALLELE-SERIE,
donc
a1 — oy < f,— b
< T — oy + By — by
< oy — oy
Ona:
ay(ze — 1) < ai(y2 — y1), (o > 0)
== 18" o
't 't
—(z9—1;) < — (12 — 1), (20— > 0)
Qg ag
ey
ag To — I
On a aussi,
;Y — oy < :Bt -
< Y — o,
ce qui donne
15" -
- —z < b
ay a
Qi
< Yo— —2x. (*)
ag

De (%) on déduit que,

. Qi : Y2 — Y1
0< lim — < lim =22
t—-+oo Q4 t—+o00 Ty — I

==

.« ~
t—4-o00 a To — T

=

! Qg < Y2
lim —=a, oul0<acx< —,
t——+oo Qg T9 — I

(0 73 ,
donc, — est borné.
ay

14



2.2. ETUDE DU SYSTEME PARALLELE - SERIE.

De (%'), on déduit que

| o . —-b
lim (y — —z;) < lim 'Bt—f
t—+o00 ag t—-o00 ay
; O
< lim - —Z
e t__)+oo(y2 a; 2),

— B

B
ce qui donne =& est borné.

t
Donc, il est possible de trouver une sous suite (¢,) tel que

; Qy " — by

lim — = a, lim By - =D
t—+oco (4 t—too O

et lim t, = 4oo.
t—-+o00

D’aprés (5) on déduit que :

ﬁ - bt
-2 ")+, )= Ro(az +b).

tn

. o
lim (e, (—=2z +
n—-+o00 a'tn

et d’apres (6), on déduit que :
- b,

)+0b,)= (@2 + B;,) = Go(2)

; B
lim (o, (-%la: + —=
ag

lim
n—+00 n-—-+400

n tr,

—_
Go(z) = Ro(az + b).

Lemme 3 :

Si ‘

1) ky — 00 quand t— +o0.

2) a; et by sont deux fonctions vérifient a; > 0 et by € R telles que :

Jim k:(R(asz + b)) =V (z), pour tout z € Cy. (9)

3) pour tout v > 2 et tout z € Cy,
lim k(R(a,,z+ b)) = Vo(z), (10)

t—-+to0

ot T, = T,(t), teR, 7, € Ry, et R(z) est une fonction de fiabilité
d’un composant quelconque d'un systéme paralléle - série régulier homogéne.
V(z), Vo(z) sont deuz fonctions non dégénérées (Déf 5 ).

15
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Alors,
il existe an, > 0,8, € R tel que pour tout z € R,

Vo(z) =V (az+8,). (11)

Preuve :
Soit R; la famille de fiabilité d’un systéme paralléle - série régulier homo-
géne.

Donc,
kt

R,=1-[1-(R(z))"]",

ce qui donne

lim Ryaz+b:;) = lim 1—[1— (Re(az+ Dt))ltl

t—4-00 t—-+oo

= 1- lim [1 — (Re(asz + bt))lt:] "

t=>4co

= 1- lim exp(ln [1— (Ry(aez + bt))lt]kt)

= I~— exp( hm In [1 — (Re(acx + b)) }kt)
= 1-exp( lim keln[1 - (Ru(aw+br))"))
= 1-exp(] lim 1k In(- Ri(asz + b))*)
= 1-exp(~ hm ke In(Re(asz + br))*)
= 1-exp(- (a“))
~ R(z),
R(z) =1 - exp(-V(z).
On a:
Ry=1- [1- (R(z))]"
et

Jim ke(Re(a,, o + biry )" = Vo(2),

16



2.2. ETUDE DU SYSTEME PARALLELE - SERIE.

alors,
Jim Ri(a,, o+ b)) = 1 lim 1= (Re(a, @+ be,,)]"
= 1- lim exp(kIn(1— (Re(ar,,z +by,,))"
= 1- t_l}_r&o exp(ke(—(Re(aw,, z + by, )"
= 1- exp(— hm (kt(( (@1, T + by, )"
)
Ro(),
et

Ro(z) = 1 - exp(~Vo()), (12)

et le lemme 2 permet de prouver la relation (11).

Définition 7 :
Les fonctions de fiabilités Ro(z) et R(z) sont dites de méme type s’il
existe a > 0, b € R tels que Ro(z) = R(az + b), pour tout z € R.

Définition 8 :

Les fonctions Vo(z) et V(z) avec les propriétés de la définition & sont
dites de méme type s’il existent a > 0 et b € R tels que Vp(z) = V(az + b)
pour tout T € R.

Lemme 4 :

b

1) ks > o0 quand t— +oo.

2) a; > 0, b, € R sont des fonctions.
Alors d’apreés l’expression :

tllll_*l’%’l Ri(aiz + b:) = R(z), g Cg. (13)

(o0, R(z) est une fonction de fiabilité non dégénérée donnée par I’équation
(3) vérifie pour tout naturel v > 2 et tout © € Cy), on a :

lim &, k7 [ky(R(ar,z + b2,))%] " = v (@). (14)

t—-o0
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ot T, = Ty(t), t € Ry, 7, € Ry, 7y — 00 quand t — +oo, et V(z) est une
fonction non dégénérée dans le sens de la définition 5.

Preuve :
D’aprés 1’équation (13) on a :

tlifl Ri(azz + b)) = R(z),z € Ch,

et d’apres le lemme (1) on a :

lim ki(R(acw + b)) = V(z),

t—4
d’ou, pour v > 2, on déduit que :

lim k. (R(as,z+ b)) = V(z).

t—+o00 /

Donc,

ki, (R(ae,z+ b)) = Ky, [(Rlay, @ +by,))elr /4]

=k, [(R(ae,z+by,))] "™

= kB ltr/lt)kln/lt [(R(atra _‘_th))lt](lrv/lt)
= ky k; (ler /1) [k (R(as,z + b ))ln](l"'u/lt)

T

Alors,
¥ —'(ltr/lt) s (lTv/lt) _
Jim ke k; [ke(R(as,z + b, ))"] =V(z).

Lemme 5 :

Si

1) ke=t, L~c(nt)y, on ¢>0,0<p<1,teR,.

2) La fonction de fiabilité non dégénérée R(z) donnée par I’équation (3)
est la limite d’un systéme paralléle - série régulier homogéne.

Alors, pour tout v > 2, il existent des réels oy, > 0,8, € R, tels que pour
tout = € R,

' V(a,z +8,) = V(z). (15)

18
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Lemme 6 :
Les seules possibles formes pour que la fonction non dégénérée V(z) soit
la solution de ’¢quation (15) sont :

4 f o0, T <z
Vilm)= 1 wi(z), 0 < wy(z) < 00,T > Ty, ol Tg = By - (16)
1-oq
w2(z), 0 <wy(z) <o00,z<m ol zg = L
‘/2(1_) 2= 2 /) 2 ) 0- ‘0 — 1 -_. au d (17)
0, z > oy,
et
Va(z) = w3(z),00 0 < w3(z) < 00, pour z € R. (18)

ol wy(z), wy(z), ws(z) sont des fonctions décroissantes et continues 4 droite.
En outre, une fonction de la forme V1(z) est une solution de I'équation (15)
si et seulement si a, > 1,pour tout v > 2; une fonction de la forme V5 (z) est
une solution de 1’équation (15) si et seulement s @, < 1l,pour tout v > 2;
et une fonction de la forme V3(z) est une solution de I'équation (15) si et
seulement si a,, = 1,pour tout v > 2;

Définition 9 :
Une fonction positive u(z) définie pour tout z € Ry, varie régulierement
a l'infini s’il eziste r € R, tel que pour tout ¢ Ry,

s

lim 4£2)
t—+00 u(t)

Le nombre r est appelé la puissance de la variation réguliére de u(z).

Lemme 7 :

Une fonction monotone positive u(z) définie pour z € R, varie régu-
lierement si et seulement s’i] ezistent des suites de termes positifs d, et c,
avec :

d, |

b 2R (19)
v—+400 v

lim ¢, = oo. (20)
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telles que pour tout z Ry,

im 4 _
vll)ﬂ_noo vu(cvl') F iz}
En outre,
f) _
fa
pour tout t € Ry, on r e R, est la puissance de la variation réguliere de
u(z).

Théoréme 2 ;
Si
kt:t, lt’VC(h'lt)p, OﬁC>0,0SpS l,tER+ (21)
Alors, les seules Jonctions limites possibles pour la flabilité dun, systéme
paralléle - série régulier homogeéne sont :

1 pour z <

Rafe) = { l-exp[-z7° pourz > O,oua>0- (22)
_J 1-exp[-(-2)? pourz < 0,oua>0
Rata) = { 0 pour z > () (23)
et
Rs(z) =1 -exp[- exp(~z)]  pour zeR, (24)
Preuve :
Considérons que,
ki =t, I~ c(Int)?, on ¢ > 0,0<p<1,teR,,
et
Blz) =1 = exp(—V(z)) (A.1)
est la limite de la fiabilité d’un systéme paralléle - série.
D’aprés le lemme 9,on a:
VPV (4 B.) = V(z), pour tout v >2etzeR. (A.2)

V est delaforme V; si o > 1(Yv > 2), ou de 1a forme Vasia < 1(vo > 2),
ou de la forme Vj si o < (Vv > 2).
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1" cas :
Sta>1 (Vo> 2), d’apres (A.2) et 'équation (16) on :

VPV (qyz +8,) = wi(z), pour v> 2 et 4 > g,

et si on prend B, =0, on trouve que, 7o =0, et ;

VP (7)) = wy (z). (A.3)
00, <0
i) = { wi(z), >00< w1(z) < +oo. (A.4)

Alors, on déduit que w;est décroissante, positive et que

wi(00) =0 et lim VP = 4o
D’apres (A.3) (v'"Pwi (o z) = wy(z)),
on déduit que : (
wy(z)
Wy (a,z) = =

==

. ) = wi()
GO
w1 (z)

lim pl-»
V—+00

= (.
On a:

( im wi(a,z) = 0) <= wy( Iiin B} =il

V-0

lim e,z = 400
V—4-co

z lim o, = +00
V—+o00

lim q, = S
v—=-+o0o

Loy

donc,
lim @, = 40 (A.5)

v—+4o00
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De plus, on &

(V=P () = wi(z))

<
U-Egloo vl"”wl(avl") = Uginm w1 () (A.6)
= w(z),
on a aussi
im (v 4 1)ty (wz) =1
V-0
et

v 1\ 1"
(EL) — 1 quand vy — +o00.
v

On pose, ¢, = a4 et d,=qyl-r

D’aprés le lemme 7, on déduit que w;(z) est varie réguliérement, puisque
on a

. _ : 1—p
UEde”wl(cvx) = ’Uginoov w1 (ay,7)
= w(z)

. wl(avl‘) r
lim =/ =,
V—-+00 'wl(av)
donc
" = lim -Z—U\I(%z)

Qu—+o00 w]_ (av)

lim 2U%Z) (O‘””’)?
v=teo wy(ay,)

Il

puisqu’on g :
U= 4o =— @y — +00.
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Alors,

VP ()
r = Jim ———at Y
v—+oo pl=p wl(av)

wl(x)
W1 (1) ’

ce qui donne

wi(z) = z"w (1)

r

Gz,
D’aprés (A.4) on a :
wi(z) =a.2" >0,

comme w;décroissante on déduit que r = —q (@ eRy),
donc,

wi(z) =az™%a>0a>0.
En fin, d’aprés le résultat de ’équation (A.4) et la définition (6), on trouve

que :
00 z<0
Vl(m)__{ ™% >0,a>0.

2 cag

Si a,, < 1, pour tout v 2 2, alors d’apres les équations, (A.2) et (17), on
trouve que :

vl"pwg(aux—{—ﬁv) = wy(z), pour v > et < T,

sl on prend 3, = 0, on trouve que,zg = 0 et :
vl"’wg(avx) = wy(z). (A7)
Pour v > 2 et z € (—c0, 0), ona:

Vo(z) = { we(a): < 0,0 <wy(a) < +oo,

0 >0 (A.8)

on a aussi,
vl_”w;,(avx) = wy(z),

23



CHAPITRE 2. LOIS ASYMPTOTIQUES py SYSTEME
PARALLELE-SERIE,

— ] -_—
1
si on prend 7 = a—( Z) et on substituons dang Péquation (A.7), on
trouve que : N
N T, |
wz(x) = pP l’wz(a—(l')), (Ag)

puisque, on ait

ul“’wz(au(%(“l‘))) = wz(%(“fv))»

c-a-d, )
V() = (2 (o))
. v
Wa(~z) = (—m))
On pose :
Wa(z) = wy(~1). (A.10)
alors,

Wa(z) = vt wz(-(z))
'U
Comme Wa(Z) est une fonction positive, décroissante, 17, (z) < o0 pour

T € R+, lim () = 0o et comme lir+n v*~1 =0, on déduit que
—+00 V—+00

lim = i, (A.11)

V=400 a,,

de plus d’apres (A.9) on a:

Wo(z) = hm O wg(—-—(:c)) (A.12)
donc :
- 1 ’1712(2?)
w2(a('r)) - pp-1
=
S | _ . Wa(2)
vg{]l})o wz(a‘v(z)) - v—l—lgf—noo pp—1
_ _W(z)
lim vr—1
v— 00
= 0.
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Alors,
lim_By(=(2)) = 00 4= i lim (-
i —(2)) = — =
'U--—»Eloo 2 av o 'I.U2 v——l»inoo av :E))) OO’
. 1
= lim (—(z) = oo,
vV-=++00 O,
= lim — = o0,
v—+400 (o)
donc

i) = v”‘lwz(a—lv(x)).

De plus, on a :

1 1
p=lp o 4 L — I pilp g Lo = B
(v w2(a“v (2))) = Wa(z) Jim (v ’U)g(av (=) = lim dy(a)
on a aussi

‘y 1\
( ” — 1 quand v — 4o0.

On pose,

i v
Cv=— et d, =0

Oy

d’apres le lemme 7, on déduit que Wy(z) est varie réguliérement ; il existe
alors 7 € R tel que :

Wo(al x
o) _

o (0]

1
et pour o, = —, on trouve que :
Qy
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alors,

Donc,
Wa(z) = Wy(1)2" pour z € (0, 00),
d’aprés ’équation (A.10), on trouve que :
wa(z) = wo(—1)(—z)" = a(—z)" powr 7 € (-oo, 0),
et d’aprés 1'équation (A.8), on trouve que :
a = ’wg(-“‘l) > 0.

Comme wy est une fonction décroissante, on déduit que 7 = a tel que
a> 0.
En fin, on a :

w2(z) = a(~z)* pour z€R, ¢ > 0, >0,

donc, d’apres le résultat de 1’équation (A.8) et la définition (6), on trouve

que :
_ ) (=2)*, z<0,a>0
Va(z) = { 0, &> 10,

alors, d’aprés ’équation (A1) et la continuité a droite de fonction de
fiabilité, on trouve que R(z) est donnée par Péquation (23).
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3%me cag -

Si o, = 1, pour tout 1 2 2, alors d’aprés les €quations (A.2) et (18), on
trouve que :

Ul*st(fE +8,) = Va(z) pour z R, (A.13)
on a, lil}l V1P = o0 et V3 est une fonction décroissante, alors :
V=400
vii)inoo B, = oc. (A.14)

On substitue dans Péquation (A.13)

z=¢€" pour 1 eR, (A.15)

@ =efs pour v > 2 et

H(2) = Vs(Inz) pour z ¢ (0, c0), (A.16)
on trouve que :
vl"”H(avz) =H(2) pour z¢ (0, 00), (A.17)
done,
VT Va(z + B,) = Va(z)
==
v Vs(Inz + Inay) = Va(ln z),
on obtient

VP H (g 2) = H(z).

Alors le résultat précédent est identique avec I’équation (A.3), et si on
précede comme dans le 1°" cas, on obtient :

H(z) = a2, pour z € Ry, tel quea > 0,0 < 0,
en utilisant (A.15) et (A.17), on trouve que :
Va(z) = H(e™) = ae™™, pour z € R,a > 0,a < 0.

D’aprés la définition(8), Vs est de type V3(z) = e7=,z e R,
donc, de (A.1) on conclut que R(z) est donnée par Péquation (24).
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Exemple : Soit § un systeme paralléle série régulier homogéne tel que :

Rz) = { 1—exp[-Az7],2>0,4>0,B >0, o

st les couples (ki 1;) et (ay, be) vérifient les conditions
(i) tlim ke=00,l; =C,C >0, pour te (0, 00).
_00

() by = 0,0, = (K, AC)YBC  pour te (0, 00).
Alors la fonction de frabilite

. 1, z<0
Bzl = { 1 — egp[=g—80] F 50

est la limite de la fonction de fiabilité du systeme S.

Preuve :
Comme a; > 0, pour tout ¢ e R, alors on a :

R(ata: + bt) = R(aﬂ:) car bt =0.
On remplace dans ’équation (25), on trouve que

R - 1 z<0
Blamy=q 1 _ exp[—A(a:z)~5], z>0,

d’aprés ’équation (1'), on a :

Ri(az +b;) = R(a;z)

1 <0
- { 1—[1 - (R(az))k z >0,

donc,

tlim Ri(a:z + b)) =1,pour z< 0,

Pour 2 > 0, on a

tlim 0T = 7:lirn (/ftAC)l/BC:v,
— (Ac)l/BCa:tlim (kt)l/BC,
= Cx),

1
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donc,

tlim exp[—A(a;z) 5] exp[—A Jim (a:;z)™?]

1 ;
— exp[—-AWJ
= exp(—o0)

= 1L

D’ou pour tout = > 0 et ¢ suffisamment grand, on a :

+00
exp(—A(asz)™F) Z at:v)
k=0
| A(ata:) B Alaiz)™® A(ayz)®B
R | R

2k B A (a.7) (2K +1)B
ata:)“B+Z{ ) (a2) ]

!
s (2K +1)!

Et comme

L ! !
£ | 2K (2K +1)!

+00 2%’ /
D 2 ke PN

on conclut que :
1~ A(az)™® < exp[—A(a:z) ]
et

1
exp[—-A(at:r)_B] S; 1- A(Cl,th)_B[l = §A{atx)—3],

de (x) et (%), on trouve que :

1-A(az)™ < exp[-A(az)™P]
< 1- A(atx)_B[l - %A(atx)_B].
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On a d’apres le dernjer résultat et 'équation (25) :

Alazz)™8 > 1 — exp[—A(a,z)~5] > Aleyr)=8[1 -~ %A(atx)‘B],

d’oq,
Alayz)™B[1 — %A(atx)”BJ

< R(a;z) < A(ayz)~B,
Pour tout z > 0,on a:

tlim eXp[—A(atx)"B] =1, on déduit que :

tlim ki(R(az))¢ = tlim (kAC)a;BC p-BC
—00 —00
= g~BC

D’apres, le lemme I,ona:

tlim Ri(a;z + bi) =1 = exp[—z~8
Donc, Ry(

), pour z > .

z) est la limite de I fonction de fiabilits du systéme .
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