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R6,sum€

Dans ee on Fxvpase l'etude de I'quation de rmlgrrlati,an, et frag_
rnentatian dens ms st&t/iartrbeire aarc Xrebserr*re du msuwemffitt de lrsir.
II s'agit, d'ane

n?,aypes sur le

ion integrv-di,S*entie#,e. Aprcs avoir fait quelgue$ re-

des apera,teur i,ntqrav,s d,e coagwlati,on et d,e

fragmentatdon, an Jes solutrons apprvchies.



Chapitre 1

Introduction :

Le processus de coagulation et de fragmentation se reduise d.ans la dyna_
mique de croissance de la grappe est de d6crire la mdcanisrnes par lesquels
Ies gouttelettes peuvent s'unir pour sorrner de prus grandes goutelettes ou se
fragmentent en plus petites gouttelettes. ces processus sont remplies dans
une variet6 de contextes physiques.

Dans ce prdsent travail nous allons considdrer des goutterettes qui, se

coagulent ou fragmentent avec une certaine probabilit€, tombent avec une
vitesse qui sera d6terrnin6e par la force gravitationnelle, la friction entre
ces gtruttelettes et l'air ainsi que la vitesse de ce demier. Les gouttelettes
consid6rdes doivent €tre distribu€es seron la masse m de chactrne d,elles,
tandis que la frictbn aver l'air, ainsi que la probabilit€ de coagulation, et
le taux de hagrnentation d€pend de la rnasse rn. Ici nous nous limitons d,

considErer l'6tat stationnaire avec l,absence du vent.



Chapitre 2

Considdrations gdn6rales sur
itequation

Dans ce prfuent travail nous allons considdrer le processus des goutte-

lettes qui tombent par la force gravitationnelle et subissent le processus de

coagulation et celui de fragmentation. La chute des gouttelettes par la Sorce

gravitationnelle est bien connue et peut €tre ddcrite par l'Gquation de New-

ton. D'autre part, le pracessus de coagulation et celui de fragmentation ne

sont pas trds frGquemment consid6r6s dans les 6tudes math6matiques des

ph6nomdnes physiques. Consid6rons deux gouttelettes de masse rn1 et de

masse rhz, d canrse de la tension superficielie de la surfare des goutteiettes,

au moment d'une 6ventuelle rencontre entre elles, elles s'unissent en formant

une nouvelle gouttelette de masse rnt I wL2, c)est le processus de coagula_

tion. D'autre part, une gouttelette de taille plutdt grande, disons de masse

rrz, peut se sceinder en deux parties formast deux gouttelettes de taille plus

petites, de masse tn1 et de masse ma de telle sorte eue rn1 *mr2: rn, c'est

le processus de fragmentatioa.

Pour retrlr6senter ces deux processus oppos6s, designons par c* une
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gouttelette de masse rn, alors on peut dcrire sch€matiquement (voir [a])

C*, * Cro" --)fl(rn1,m2) Cp

C* 
-)a(*r,*r) C*r l Crnr

ori B(rn1, rru2) repr6sente la probabilitd de rencontre entre une gouttelette de:

masse rn1 et une gouttelette de masse m4 , tandis que d{rn1, rn2) represente le,

taux de fragmentation d'uner gouttelette de masse na qui se sceinde en deux
gouttelettes de masse rrrr et de masse rrL2: TrL -,rrlt.

Dans le pr6sent travail on corciddre le processus de chute, de coagulation

et de fragmentation dans le domaine

0 :10'1[: {z € ]Rl 0 < z < U. (2.i)

D6signons par o(m, z,t\ludensit6 de I'eau riquide contenue dans les gout-

telettes de rnaese rn er point z € o (c R) d I'instant t € lR, c,est=d-dire, la

masse de l'eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse rn qui se

trouvent dans I''nit6 de volume de l'air. r.e nombre, au serls purement sta-

tistique, des gouttelettes de masse rn dans l'unit6 de volume sera alors donn€

pax

fr('m,,2,t1 : {i'24.
rn

L'utilisation de la densit6 de l'eau liquide o{m,z,f) exige que la probabilitE

entre les gouttelettes de masse !fi4,, !Tt2, et le taux de tragmentation soient

normalisds par rapport 6, la masse.

On va cnnsiddrer 6galement la vitesse des gouttelettes qui se d6placent d

caus€ de la force gravitationnelle et du mouvement de l'air dans lequel elles

se trouvent. Cornme l'effet de la friction entre les gouttelettes et l'air d6pend
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sensiblement de la masse de chaque gouttelette, la vitesse des gouttelettes
doit 6tre en fonction de la masse nr. Nous admettons que la vitesse u: u(yn)
d'une gouttelette de masse rn est donn6e par

u:u(rn)-a--:-\ / a(m)'

tandis que u et g, a{m) d€signeat respectivement, la vitesse d.e l,air, l,acc6-
l6ration gravitationnelle et le coefficient de friction entre les gouttelettes et
l'air, la relation {2.2) correspond, dar,rs une bonne approximation, * la vitesse
r€elle des gouttelettes dans I'atmosphdre.

si nous consid6rons la variation de o(rn, z, t) due au d€placement avee la
vitesse u{rn) des gouttelettes et au processus de coagulation-fragmentation,
nous aurons

4so(rn, z,t) * O"{o(rn, z,t)u(rn)) : (2.3)

m ,f'o: ; Jr 7Un - m',rn')o{rn, z,t)o{m * ffi', z,t)dm,' +

roo
-* l^ p(m,m')o(*, 

",t)o(w{, 
z,t)d,m, -T [* 0(m-rni ,m,)o{m, z,t)d,mlJo 2J" \'

** f* o(m,rn')o{nt t rn, , z,t)dm,.
Ja

Dans le prdsent travail nous intdrdssons 6 l'€quation stationnaire. En po-
sant

&g{m, z,t) : g

et en 6lirninant la d€pendance de f des quantitEs consid€rEs, l'6quation {2.J)
se reduit d,

(2.2)

?z(o(m,z)u(m)): {2.4)
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-* t*

:'t I* u(m -* m',m')o(m', z)o(m - ffi, , z)d,m,*

${m,nt)o(m, z)o(m', z)d,rn, - T I- 0{* - m,,m,)o(rn, z)d,m,

** {^* o(m,m,)o(wt, * n/ , z}d,m, .
Jo

L'6quation (2-a) est envisag6e avec la condition

o(m,L) : o(m). (2.5)

c,amme les goutterettes tombent de {z : r} vers {z : 0} avec ra vi_
tesse u : u(m),la cond.ition (2.5) est une condition,,initiale,, (ou condition
d:entree) pour les gouttelettes qui partent de la position {z : 1).

En ce qui concenne ra fonction a(rn), qui repr6senterait |effet de la fric_
tion entr:e lm gouttelettes et I'air, dans Ie prdsent travail no's supposons que
atm) est 

'ne 
fonction strictement positive et sufisamment r6gulidre (par

exemple s(m) € c1{R+)). Il mt utile de rappeler que dans l,6tat normal de
l'atmosphire a{rn) est une fonction d6croissante et ses valeurs varient sensi-
blement selon les rnaleurs de rn. M€rne si |effet de ia friction (par l,unit€ de
masse) croit rapidement quand rn s'approche de 0, po'r 6viter Ie raisonne-
rnent inutilement conrpliqud? nous supposons que

'fffi 
*(*) < oo'

I'absence des gouttelettes tr6s petite est obsdrvde par Ies physicien orpli_
qu6s par la courbure tr€s elevde de la s'rface des goutterettes qui provoque
l'€vaporation prdseque irnm6dia,te.

Pour la fonetion fl{mr,nr2) et d{rn1,rn2)nous supposons que

6(',') e C(lR* x IR+), 8(*r,*r) > 0 V(rn1,"*r) € R,. X IRa, (2.6)



Chapitre g

cas cle I'absence du fragrnentation

on rappelle que dans la Nature, d cause de ra courbure trds 6lev6e de
la surface, Ies gouttelettes trds petites s,Gviaporent immediatement (voir par
exemple [5], [6]) et que d'autre part les gouttelettes tres grandes se frag_
rnentent d r:ause de ra friction avec |air environnant. pour cera, dans ce
chapitre nous nous intdressorui ri, la fonction de densit* o{m, z) avee ?n entre
deux exbr6mjt6s ffio etffi,n,

0<lrr"5m1rnn{m.

et supposions que

fi(mr,mz) : 0 pour ?rl1 * m2 ) Vno- (3.1)

Dans ce cas notre dquation est de la forme suivante :

- O,{o(m, affil : T I* fi{m - m', m,)o{m,, z)o{m - m,,, z)d,m,+ is.z)

-* 
f* p(no, m')o (rn, z)o (m,, z)d,m,,
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o(rn,1) : F{m).
{3.3)

d€pend pas de e, I'€quation (B.z) peut ftre €crite dans

E"o(rn, z) : -

DuuousrnATro . On note

J(m):

En faisant b

Y { F@ - wt, rrt)o(w{, z)o(m - rre-, z)d,m,* (3.4)

Avant de nous de Ia solution du probldme (l.A)_(3.8), rappelons
une propri6t6 i de Jl'opdrateur intdgral figurant au second membre
de (3"2).

Lnnruan 3.tr. P,{-,.) ln functi,on introd,wite d,aws Le pragr-aphe py€cd_.
dent. Alars, soit o(.) e ^f,l(lRa), on, a

I-T lo 0(m -- ffi',m')o{m')o(m - m,)d,m,drn+ (g,b)

roo* Jo fi(m,nt)o(m,)o(m,)d,m,drn: o.

T t'* Ut* - nt,rrd)o(rn * m!)o(m,)drru,&n-

* I* P(m, n{ )o(m)o (nt )d,n{ d,m.

de variables

C:m-rr{, r -rrt,

y { p{m, w')o(m, z)o{m,, z)d,n{.

10



Unrverur6 O8 Mar 194i_Guerua
D6pemsMenr oe M.su6umrqus

dont le ddterminant jacobien est egal d. l, donc on a

J(*): 
lo* fr* Tr(q,r)o(q)o(r)d,rd,q- [* * f u{*,m')o(m)o(m,)dm,dm,Jo Jo

comme fiI, rn', q et r sont des variables arbitraires on a :

J(m\ : f* f* q+r R(- -\-t^\ r- f*
Jo Jo 2 p\q,r)o\q)o\r)araq - Jo J, q0k,r)o(q)o(r)d,qd,r

f* f*r*n: 
J, J, -t'0fu,r)o(q)o(r)drdq
roo f* n'1, - rn ^,: l, J, - r:ot*,m')o(m)o(m')d'm'd,m
f* f* q-, ^,: - J, J" io(o'r)o(q)o(r)drdq
f* f*r-o: - J, J, 

'-f 
ol',q)o(r)o(q)dqdr

Par conr6quent, compte tenu de la sym€trie de la fonction d

{l(q,r) : l3(r,q),

ull il,

r(m): - l* t'r* ryu{q,r)o(q)o{r)d,dq
d'or)

J{rn): -J{rn) ==+ J(m} : g.

tl

PRoposmroN S.t. ,Sodra(.) € fl{R+) o?ec s*pp{-o.) c F*,ffia]. A?ors Ie

probldrne (3.2)-(3.3) ad,met une uniqerc seluti,ono e C([0, fh lr(m*)) (c,est_
d,-dire, I'applieation z, e o(-, z) est une fonction continue de {a,L] d, ualeu,rs

dans Il{R+}}.

11



Unrvemm6 O8 Ms 194b-Guerm
D€plnrerrent oa MerH€rr{tcus

DEvroNsrRATnoN. pour r€soudre le probldme (J.z)-(g.$)? on co*sidere
o{',2} cornme 6l6ment de rl{}R;}, de sorte que l'6quation (3"4) peut €tre
€crite dans la fornre

do
dr: F(r), (g.6)

or]

F(o) : F{o){m) : -"*y, J* UW - rn,,rn)o{m,)o{m - m,)d,m,+

**:^' f* p@,m,)o(m)o(nt)drd 
.g Jo '\

Posons

cp :-* 
[o.*?:g.* W ur* - ffi',*'), 

*,:Tsu -ff e@,*)f.

i3.7)
Alors, en rappelant l'orpression de .F{o), on a, pour ort r,2€ .ti(lR.+),

llr(or) - F(oz)llr,(n*r : {* lF,(o.1)(rn) - F(oai(n"+)ld,rn s
JO

f@frn
s c u J o J, l 

o lrn' ) (o 1{m- m' ) - o2{m- m')) + {o {nf ) -o2{*,)) nr{*- rrt)ld,rn, d,m+

fm /m
*cu 

Jo J, l("'(r,a)(r'(r') - oz(d)) + (r1(rn) - o2(m))o21nt)l*m,dm s
< cs(ll"' * (l'r - azl)llr, + 11fi", * nrl) * o2lf l,,)*
f6

+CB l il"t{m)lllr' - ozllt, + lo{m) - o2(m)!llo2!ls)tlm <
JO

< 2CBllal - o2|1r.'(llorlh,, r llrrlle,)

(pour la propri€t€ de la conrnolution, voir par exempl* [1]), ce qui montre que

F(') v€rifie locaiemernt la condition de Lipchitz dans la topologie de _[l(lR*].

12
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Par cousequeat, I

solution r(., z) et

suffisammemt peti

(3.5) arrec la condition initiale (3.J) admet une

seule dans un intenralle 1 - d I z ( 1 arnec un d > 0

D'autre 1xrt, lemrne 3.1 et de l'6quation (1"2) on d6duit que

l* (3.8)

pourvu que c{., e) existe. Or, la condition (1,1) et fhy,pothme supp{f} c
_f.

LTTL",tnel Impltq que supp{a(., z}} { fuo,rraa], donc de Ia relation

ouSffi(cz<oo VrneW*,mu]1

avec deruc cr, €z {qui rdsutte de I'hyrpothdse sur a(nt)}, on d6duit

unifarm6ment bornde en z {pourvu que a(., z} existe),
que lla(-,2)l[1,'6*y

ce qui, joint d la ition de Lipschitz locale, nous donne la eolution s{.,2}
de l'#quation {3.6) tout l'intervalle [0, l"]" La prqposition est d6rrmntree.

13



Chapitre 4

Remarques sur le cornporternent
du fragrnentation et de la
coagulation

La coagniation d€piace la 'lopulation, des goutteiettes vers les goutte_
lettes de masse plus grande, tandis que le fragmentation ddplace la,bopula_
tion" des gouttelettes vers les gouttelettes de rnasse plus petitesr. Cet effet du
fragmentation peut compenser l'eventuelle augmentation infini,e de ia masse
de gcutteiettes- Toutefois cet effet doit €tre anaiys€ de sorte qu,on peut l,uti-
lieer pour l'€tude de l'Equation de coagulation-fragmentation. Dans le pr€sent
ehapitre on donne des remarques pr6riminaires sur cet effet.

Pom faciliter l'6criture des formules si n€e€ssaire, nous introduisons la
notation /(nz) donnee par

I{m) : T [- 0(*, ,m - m,)o(m,, z)o(m - ffi,,, z)dnv,AJO

roo

-* | B(m,m')o(rn,z)o(m,,2)d,m, rn f* ^, ,

Jo lo\n, z)o\nz ) z)drn' - , J" 0(m, ,m _ m,)o.(m, z)dm,

** I* o(m,m')o(rn + nt,, z)d,m,

1i
L1
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1 .Sa o?x srappdlse ffxe

fi{m,w{): 6

0(rn,rn-t):{rn*rn]{"-tl c > 0

{ __*
(m\:l*t' si A<mlmt

l*-, si mYffii.
+2 il esiste m > O tuIIe gue

pour tout, m2m I(rn) < 0.

Ddtr'rousrnnn$N : on suppme que rn ) ffi1et on substitue dans .[{nz)
par les valeurs de Slrn,wt),$(m,r&J et ,(rn).

On a alors

T t'* ut*',ffi'-rn; (m', z)o(rn-m' , z)c' ' TVBB fmt
tm; - i J, ffir7(rn_rn')-rdm, i

(*'* - ,nu)-'dm' ' rn'e4 --- f* t*l' t*_^.,rn'-1drn'

A<m<?-2
fiLpour T 3*'S*,

en utilisant les i

,MEB T- z- J*,

I** -
l**'-

on obtient

T I- uvo,ffi-T*

.Tuo[t':



uNrvrrurr6 Og M{ 1g4S-GueM
DEpeereMenr D€ MtrHEMsrauEs

*Y*" 
.{:*,rrl'-'Ydrn'

=ryi@_m,),_, _m*)+*Be#q[f+l r_, 
_ W)

-ffim;t (mr-t - (m- mi-"))

d'autre part on a :

* !* P(m,m')o(m,z)o(rd,z)d,m, : pa2yy71-r(/- m;rdm, . f,*,-rd,*)
: P62yy1r-t (*r-, - E)

T lr* 0(m',m-rn')o(m,z)dm,:ry 
fJ **r*-Idm,- !*o+r-7

* !* CI{m,m')o{rn*rn', z)dm, - on t'* {*n*,)o-7-rd*, : **a*L-.r
Maintenant en substut. ces 6galit6s et Fin6galit6, on obtient

I{,n)<ry({*_*,,),-,_*,-")**Bs#-6[r+l1_?-(ry)'-]

, 8F* _--..ff;ffirT (tnt-,,** ini*)) *p.zyyrt_' (**- _ g)
-f,*"*t-, + -J--*o+t*t

,_r1
lll-rj

16
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Compte tenue de l'hypot6se .y ) a*2,on voit ais€ment qu,il existe m > A
telle que

pour tout ??l > m I{rn} < 0.
Rpuaneur 4"2: -Maus suprysorls que

F{m,m'):S

0(m,n{) : 0n* rnli,r-t

(_
o{rn) : lon'., -ia 

o < ra Sffit' lu-"(rn-ffir) si rn > mr.
Alors pour e < l, a, e$,ste m ) O telle rye

paur m)ffi I{m)>O.

DEN''.NSTRATr*N : on substitue p(rn, m'), a(m,rn') et er(rn) dans J{rn).
On considdre d,abord

,? to* 8{*' ,m-m')o(m' , z)o{nz-m' , z)d,m, : ry f*'"-r*-r'-.*r)6*4

+yeq f:,-*' "-ntn-2n,)dm, +ry 
I:__,"-nkn,-ntyd,rr., 

:

: 
Yif-q{vo-nrr) - s-l{,'-ta,ul n ey7 

s-?d,,-znt){m _ ffir)

TT
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en surte on a

* t* B{m,rt)o{m,z)o(rni,z)dn{ - *eB I^' "-rr,n-*,}dm,+

*r*"F 
f "-r(m*m' 

-2rnr)6*r : me2 fiffito-n(rn-mr)

+dF 
"_r(m_rot)rl

rn, f*
; J, o@ - m',,m')o(rn, z)drn' : Tr-nkn-nt)

fe* J" 8$n,m,)o(nz * n1.,, z)d"m, : r@* 
Jo 

(m + m')o-lu-n(m*m'-nt)dm!

Miantenant en substitue ces 6galit€s, on obtient

I (m) > *F!m, 
*-rltun--nir) 

"-7(rn-2m1) - 1 * 3*E 
--,t(m-2

Lvrot/ -fi-r," .tv,o-.r,Lrj 
t, Z _ mr)(m_2m1)

-rnn2pffi,1e-q{m-nrr) - "#i'! 
"-(rn-ffi-i) 

_ Ti*t "-,{*-mt} +ry2
pour o < 1, alors il existe m ) O telle que :

pot:rm,'-ffi f(rn)>0

Rsl,{eneuo 4.3 : sopplsorts que

8@,n{) :p
CI(nz,m'): (rni_mt)o-t

18
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paarwr>m f{r,t)<O

DEMONSTRATTON : Le m€rn€ carcul que dans la Remarq \e 4.2nous arndne

-*Cfim,?"-,l{rn-ta'i) - ryrq{,re.-ni-1) 
_ *l*t 

"*,r{*-ffir)+
foo

+* I (m * m,')o-1"a-rr(rn+rn'-mt)d*,.
J$

On va examiner le terme

f6+* | (m + m')*-t u*n(m*rn' -atldrd.
JO

Cn rappelle qu,il e>riste une mnstante c1 telle que

{m + mt)u-t I etrnn-t * oi,o-t),

on a donc

fe* 
Jo 

(m-t m')-Lo-n{m*m'-midrrlt { yyf 6-a(*-mi 
fo* "-*,d*,+

o(m\: [*t 's? o < rn < nai

lce-n{m-mi si m}frt.
fia wz€rne condit'i,on qu,e d,ans ra rernarque 4.g) on suppose en outre sue

a ) L" Alors i,l eriste m > 0 tulle que

a

19
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*rne-rtfu**r) 1- Tnta-t s-\rn, 4*t .

Doac il existe une constant* -r1ll" o,ru

f(rn)<0 pour r&)ffi2.

Cn en dGduit que pour o > 1 il existe m: O telle oue

pour rn ) n? J{rn) < 0.

cornrnme no's &votrs vus dans res remarques cit€es ci- dessus il ,y a la
posibilit6 que l'efet de fragrnenfation cornp€nse |effet de d€pra,cernent des
gouttelettes vers des gouttelettes plus grandes, trrour cela nous int6ressons d
dtuder cette 6quation.

20



ln"oitre 
b

Equation approchde par
troncature

Dans ce chapitre on \r,ie trouver ra sorution approcher de r,dquatiron de
coagulation-fragmentation- Plus pr6cis6ment on va substituer lm fonctio's
l3N(m,m'), fw{m,rn') obtenues par ra troncature des fonctions p{nt,m,),
0(m,m') telle que

[ fi*t*,*') : fi(rn,rdhhfu + r{- .nr)

[d*(*, *') :0(m,m,)(,t(m + m' - .nf)

au lieu des fonctirors fi{rn,m'),,(w,nz') dans (g.2). Ici la fonction r/(s) est
une fonction de classe C*(R) telle que

,r(r) :{1 Pour s(o
[0 pour s)1.

En rempla4ant dans l'dquation (B.Z) p(nz,nr,) par fiw{m,rn,) et ${rn,m,)
par #1'{rn, re') et en designant la fonction inconnue par al'l au fie* de o. on
a

0z@lMlqrn,z)u{m)}: (b.t)
: 

T I'" \x{rn - w',m')ol*llng , z)otNl{yys * ryd , z)dm,+

21
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-* {* B*(m,m\ol'{l(m,, z\o[tr!(m' , z)d,m' - + f \n(m - m, ,m,)Ja

ollvl(rn, z)d,m' ** [* gx(rn,rn'yotNllne+r&', z]d,m,.
Jn

La condition (3.3) reste invariarrte, de sorte que pour o[4 nous avons

,Ixl(m,r; : alrll*;. {b.2)

En premier lieu nous allons Etablir une analogue du lemme 3.1 pour les

€quaticns {3.2) et ,(5.1). Pour cela on pose

r! , ffi f*.J(o,m) : ; J, fr{rn,- rd,nt}a(rn',2}o(m - ffi',2)dm'+

** 
t'* 

p{rn,m')o(m, z)o{rn'- , z)d,m' - T I- 0{m - {n',ffi')

a(m, z)d,m' + m [* t(*,mti)a(m * m' , z]drr{ ,
Ja

J*to,m) :T 
lr'" \x{m - n-L',m')o{nz',2)o{m - wd,z)d,m'+

-* {* 1^(m,m')o(m, z)o(m', z)d,m' - T {* 0t (m - Tn',ffi')Jo ZJo

o{rn,, z)d,m' + m {* , *{*,wt)o{m * d , z)d,m' .

JO

On a alors le

LEMME 5.1 Aru u
fe

J" J{o,m)dm:0,

pounlu que t'intdgrwle ut bien ddf,nie.
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En outye quelque sait € e L1(Ra), on a

foo

I J*(o,m)dm:0,
JO

DnuoNsrRArroN : Exarninons d'abord ff;(r, m)d,m. comm,e on l,a
mi:ntr6 dans le Lemme 3.1, on a

[* + [* ,fu - ffi',m')o(n{)o(rn - m,)dm,d,m*Jo 2to
f6 foo

- J, * J, B(m,n{)o{m)o{m')drn,d,m: a.

Considdrons rnaintenant I'intdgrale

f* foo

J, * Jo"- 
tr*,w{}o{m+w{\drndwl- 

Io* T fr* 
o(rrt,m-wd)o{m\drntd,m,

En faisant le changenrent de variables

q:m-rn:, r:m"

dont le d€te.rm.iaant jacobien est 6gal d, l, on a

[ ry Io* 
,r* - ffi',m')o(m)dm'd,n't,: {* {* g7!eg,r)o(q * r)d,rd,q.JoJo 2

Par consdquent, ccmpte tenu de la symEtrie de la fonction 6

0{q,r) :0{r,q),

ona

f"* f"* Trrn, rlo{q * r}drd,q : I* f* oafu, r)o(q* r} :
f* f-: I I m0(m,m')o(m*w{)d,n{d,m,

JO J8
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on va maintenant montrer la condition de Lipschitz locale de la lb'ctiorr
F(atruJl pour alnr] € /,r(]R+) . on a pou, o{{, ,l{ . I,r(R*)

llp(o1"1) - r(oftrl;1lz,qno1 : [* lr(altr])(m) _ F("rrr )(rn)ldrn:

: llr * Iz* It* Ial,

I /, | : .l- T f- o*t*-m', m)lolNt 1m-m,)ola @,) - oyt fut-m,)o[!) fu{)ldn{ dm,

Itzl: [* * [*Ja Jo Bx(m.m;)lo{ (m,}"{tm,) _ o{ (m,)o{ 1m,\lrtm,rt.,nr,

l/el = [* !' f^
Jo ; J, 07{(nt, - ?tt! .m')lrlNtftn,1 - o{tQr)lrrrrt,rr,nt.

foo /Pool,d: Jo ," Jo 0p(m,nl)lolNtQn*m,) _ o{r(rr+nt,)ldltfdm.
posons

C'p - ssol sup ,mlN{m'"-m' 
- *'). sup ntTN(m. nL) ,-nrlN-rl 2,*iii*r2f

ca : sup{ sup nt'9N(m'"m' - rn'). 
suD mTtt(m',m'),-m>N*t 2 ' ,,,1i**, ---T- l

l/rl 5 ,u 
fo* to^ lo{t1m'11olst(nr-nl) -ryt(,n-nr,))+(olN}t*,1-oyt., 1))oy.-*Tn)ld*t!

s cs(lloitrl * fialNl - "Yll)llr, + liilol*r - rrf,v]l) * olqllr,)

. collol$ - oy)u",filol'rilr, + lloflll",)
lt,! <,,0 lo /r* I,l'**)(ol"r(*,) - oyt{^;))* (o{'r(r) - oy)fu))o{tfut),:dn{dnt

fcr.,t ru l, (l"l^r(*) - "Yt",)lll"l*lllr, + lol*llo,; - "l"rttt#1y,.,1a,n,
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S CBllo{Nl * 
"l-llh,.{lloiNtlk, + ll,rl{11",)

frI+r
It'l < c' Jo il"l*l - "Ylluaot < c(nr + t)llrl*t _ oflil",

1.1/+i roo
lr4l s 

"t Jo J, lo{t{*z+*u')-ny{**nz,)ldrn,dnz 
= I**'il"l*r_"jrr fi1td,m

S cs(nr + 1)ll"iNt - "Ytll*
possOn

c(o{'l, 
"Iry) 

: rcBfllcrflllr, + llof ll"1) + zcr(.N + 1)

D'ou

foo

J, lF(al'"J)(rn) - r("lfl)(rn)ldrn < C(ol{,"fEltt"lq - ol*lll'
Ce qui montre que FO v€rifie localement la condition de Lipchitz dans

la topologie de tr1(JRa). par mns6quent, r,@uation{b.1} avec la conrrition
initiale (b-2) admet une salutian o{tr1(.,2} et une seure d.ans un interrralle
1 - d < z I L a\rec un d > 0 suffisar*rneut petit.

D'autre part, du lemme b.l et de l'€q*ation {b.1) on d€duit que

f*,
J, q6tNl(m,zlu(m))dm: 

yf*{or*r (m,r}u(m)}d*, (b.4)

pourYu que ol*l{', z) existe" or, la condition (3.1} et I'hypathdre supp{ativl} q
w", N + 1] irnpliquent que supp{oltvl4", z)) c wu, N * r.l.comrne u{rn) :
-ffi;, et de la relation



;,

Urrvemrrd Og Mc 1945_Gtsm
DdrAffiE!€rir DE I,4IATH€!{.{Tleu B

0< o

"t s ffi; ( cz < oo vna € [ne",lr+rJ
a'ec deux constantes ct, tz {qui r€sulte de'hypothese sur a{n)) du temme
5'1' on d#uit uue lfolrvl4",zlllrr{n*i est rlrriform#ment bornee en z ,(pourvu
que o[all(',2) existe], ft ed, jaint d Ia condition de Lipschitz locaxe, nous
donne la solution rH(', z') der'.quation (5-r) dans tout l,intwrnalle [0, r].
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