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i Résumé

le but de ce travail est de modéliser le modéle d’un cyclone tropical, on écrit,
le systéme qui caractérisant le mouvement d’un cyclone tropical en coor-
données cartisiennes, ensuite on rend Iéquation de continuité et celle de Iz
quantité de mouvement éxprimées en coordonnées cylindriques suivant la di-
rection radiale, tangentielle et verticale, enfin on essaye d’étudier Iéquation
de la composante tangentielle de la vitesse comme étant une équation ellip-
tique, en utilisant un cadre fonctionel approprié, en appliquant des théorémes

convenables & notre probléme.



Chapitre 1

Introduction

Ldes cyclones tropicaux concernent un grand nombre de personnes. Ils
peuvent tuer, ils causent souvent des dommages de grandes ampleurs, et en-
trainent habituellement des pertes économiques. Cela est particulierement
vrai dans les pays en développement tels que Madagascar, oli les cyclones

touchent en moyenne 250000 personnes chaque année et causent des dom-

mages estimés a US$ 50 milions. Eu égard aux prévisions relatives au réchauffement

de la planéte et au changement climatique, il est légitime de s’interroger sur
’augmentation du nombre des cyclones & 1’avenir et des risques y afférant.
Un cyclone tropical intense est une tempéte circulaire causée par une
pression atmosphérique tres basse et accompagnée de vents tourbillonnants
tres forts et de pluies torrentielles. La plupart des gens savent que la chaleur
est nécessaire 4 I'évaporation de I'eau. Par exemple, quand on fait bouillir
de leau sur la cuisiniere. La chaleur provoque I'évaporation de l'eau. Celle-
ci devient vapeur captive de I'air ambiant et monte. L’atmosphere tropicale,
chaude, est comme la cuisiniére : Elle réchauffe 'eau a la surface de U'océan et

provoque encore la condensation. Et tout comme la vapeur d’eau captive de
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I'air dans la casserole, 'ean & la surface de 'océan monte dans I'atmosphere.
(Vest le début d’une perturbation atmosphérique! L’air montant entre en
contact avec des pressions et des températures plus basses, en hautes alti-
tudes, et la vapeur d’eau commence a se condenser et retrouve sa forme li-
quide. Ce sont les nuages. Et cest & ce moment que l'intéressant phénomene
physique de la formation des cyclones tropicaux se produit.

La plupart des gens savent que I’évaporation de l'eau est provoquée par
la chaleur, mais de nombreuses personnes ignorent que la vapeur d’eau qui
refroidit et se condense libere sa chaleur. Plus la condensation est marqué plus
la quantité de chaleur libérée est élevée. La condensation donne la chaleur
3 Dair et la vapeur d’eau retourne & Iétat liquide. Cest ce qu’on appelle la
chaleur latente de condensation.

La chaleur latente dans l'air & la surface de l'océan est libérée dans l'at-
mosphére et grimpe & des altitudes o I'air ascendant refroidit et provoque
la condensation de la vapeur d’eau. Ce refroidissement a la hautes altitudes
accélere ’ascension de air, car il est alors plus chaud que l'air ambiant. L air
qui continue & monter aspire l'air qui se trouve plus bas et accélere 'aspira-
tion de V'air & la surface de 'eau. Ce mouvement d’air de surface est le vent
qui accompagne les cyclones tropicaux. Les colonnes d’air ascendantes créent
rapidement des orages tropicaux qui sont des germes potentiels de cyclones
tropicaux.

Le terme cyclone est un terme de méteorologie , il se présente sous la forme
d’un énorme systéme nuageux de cumulonimbus {(nuage d’orage), alimenté
par le bas, le mouvement de giration du cyclone est donné par la rotation de

la Terre : la force de Coriolis. Les cyclones tournent ainsi dans le sens des
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aiguilles d’'une montre dans I'hémisphere Sud, dans le sens contraire dans

'hémisphére Nord

1.1 Conditions essentielles a la formation des
cyclones tropicaux

I’eau chaude de Pocéan n'est pas le seul ingrédient nécessaire a la for-
mation des cyclones tropicaux. Toutes les conditions suivantes doivent étre
réunies :

e Eaux chaudes de Pocéan pour alimenter le cyclone tropical. Des études
ont démontré que la température a la surface de la mer doit étre d’au moins
26.5°C, sur une profondeur d’au moins 50 metres. C'est pourquoi les cyclones
ne peuvent prendre naissance ailleurs, ol I'eau est trop froide, que sous les
tropiques.

o Eau chaude tropicale qui favorise la naissance des orages. Le développement
des orages est la base du dégagement de la chaleur, le mécanisme d’entrai-
nement des cyclones tropicaux.

o Distance d’an moins 500 Km de 'équateur (& une latitude de 5° environ)
Condition importante, car la force de Coriolis” la force apparente de la terre
en rotation” qui provoque la rotation de la perturbation en formation ne
peut persister sans basse pression. La force de Coriolis s’amenuise pres de
I’équateur et augmente vers les poles.

o Perturbation déja en place prés de la surface, zone de dépression ou
région de convergence. Les cyclones tropicaux ne peuvent apparaitre sans
mécanisme déclencheur qui aspire air aux niveaux inférieurs de atmosphere.

Toutes ces conditions sont nécessaires & la naissance d’un cyclone, mais il est
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possible que a ne soit pas suffisant. Il arrive que toutes les conditions soient
en place et qu’aucun cyclone n’apparaisse. Cela fait partie du défi de prévoir
le dévloppement d’un cyclone tropical” processus appelé la cyclogénese tro-
picale”.
Bien qu’elle ne soit pas indispensable, une zone de haute pression se trouvant
tout en haut de la troposphere, au-dessus de la tempéte ou de la perturbation
en formation, peut énormément contribuer & la naissance d’un cyclone tropi-
cal. Cette zone sert de cheminée & la tempéte en agissant de deux importantes
faons :
e Elle éloigne 'air ascendant du centre de la tempéte pour qu’il ne s’ac-
cumule pas au-dessus de celle-ci et provoque I'affaissement de cette derniere.
o Elle aspire l'air dans la tempéte pour 'aider & monter et maintient ls,

dépression en surface.

1.2 Ou et quand se forment les cyclones tro-
picaux

Le tableau ci-dessous montre 7 bassins ol se forment les cyclones, avec le
moment de ’année pour chacun d’eux et les noms donnés aux plus violents
cyclones tropicaux. On remarque que les cyclones tropicaux ne se développent
pas pres de ’équateur (la force de Coriolis y étant trop faible pour générer
'effet de rotation) ni a bonne distance de I’équateur (ol ’eau est trop froide).

Les cyclones tropicaux se forment généralement dans une bande de latitude
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Référence
a la carte

Bassin océanique

Saison

Maximum
saisonnier

rezgeaal

Océan Atlantique
Nord (y compris
les Caraibes
et le golfe
du Mexique)

De juin
a novembre

Septembre

Nord-est
du Pacifique
(& Pest de
la ligne
de changement
de date)

De la mi-mai
ala
mi-novembre

De la
fin aotit
au début

septembre

3

Nord-ouest
de 'océan
Pacifique(a
I'ouest de
la ligne
de changement
de date,
comprend la mer
de la Chine
méridionale)

Toute 'année

De la fin
aout au
début septembre

Nord de

l'océan indien D’avril &
(y compris la juin et .
. . fai e b
. baie du d’octobre 3 Mai et novembre
Bengale et décembre
la mer d’Oman)
3 De la
Sud-ouest de , " . mi-janvier
. I’Océan indien D'octobre & mai ala
fin mars
Sud-est De la
Pocé . . mi-janvier
6 .de. orean D’octobre a mai Hjanvie
indien(nord ala
de I’Australie) fin mars
De février
73 5 Sl}d-ouest: de Toute 'année au début
l'océan Pacifique
10 mars
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1.3  La mort des cyclones tropicaux

La fin d’un cyclone tropical dans I'Atlantique dépend des phénomenes
océaniques et atmosphériques du moment. Chacune des conditions sulvantes
affaiblira le cyclone qui finira par mourir -

e La source de chaleur et d’humidité de la tempete disparait. Quand un
cyclone tropical atteint la terre ferme ou une masse d’ean froide, il perd son
carburant essentiel (I'eau chaude de locéan ). Le passage a la terre ferme
Paffaiblit rapidement (non pas & cause de friction, comme certains peuvent
le croire, mais & cause de la perte de sa source d’humidité chaude).

e La tempéte rencontre un cisaillement vertical du vent. Un faible ci-
saillement du vent est nécessaire 3 la formulation d’un cyclone tropical. Par
contre, un fort cisaillement du vent entrave les processus de soutient de Ia
tempéte qui s’affaiblit et meur.

o L’air frais et sec s'engouffre dans la tempete. Le cyclone tropical est
comme un moteur thermique qui fonctionne & I'air humide et chaud. L’arrivée
soudaine d’air frais et sec (injecté dans la tempéte de différentes faons) suffit
a réduire la convection profonde qui maintient la tempéte en vie.

* Une zone de basse pression se crée au-dessus de la tempéte, dans la
partie la plus haute de Patmosphere. Cette zone de haute pression facilite
I'évacuation de accumulation d’air au-dessus de la tempéte. Celle-ci peut
ainsi continuer & aspirer de l'air de surface. Si la zone de haute pression
au-dessus se la tempéte se transforme en zone de basse pression, la tempéte
aspire l'air par le sommet. L’air qui monte alors dans la tempéte ne peut plus
s’en échapper et provoque 'affaissement de la tempéte.

Généralement, les cyclones tropicaux se dirigent vers les péles, assurant un

11
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équilibre des températures dang Pensemble de Patmosphére terrestre. Les cy-
clones tropicaux quittent les tropiques vers les régions extratropicales (comme
les latitudes du Canada). Quand les cyclones tropicaux se dirigent vers les
poles, & peine plus de 1a moitié d’entre eux (54 % ) faiblissent et meurent. Leg
autres atteignent les latitudes moyennes et entrent en contact avec le climat
de ces régions, par exemple, les systémes de fronts et les creux de la haute
atmosphére. Le cas échéant, les cyclones tropicaux connaissent deyx sorts :
lls faiblissent et meurent oy sont revigorés et transformés en quelque chose

de louveau, mais toujours aussi puissant.

12



Chapitre 2

Généralités de Iatmosphére et
état hydrostatique

P our qu’on puisse utiliser des modeles mathématiques pour analyser les
phénomenes atmosphériques, météorologiques et climatiques, nous rappelons
avant tout les aspects généraux de latmosphére terrestre.

L’atmosphere terrestre est un mélange de gaz N, Oz, HyO (en état ga-
zeux), Ar, CO,, etc..., qui, attiré par la force gravitationnelle que la Terre

exerce sur lui, se autour de la Terre.

2.1 Généralités de Patmospheére

Avant de décrire l'atmosphere, il est bon de rappeler que, & cause de sa
rotation, la Terre, méme si on considere le niveau de la mer, a une forme
dite géoide, qui differe légerement de la sphére. En effet, la rotation de Ia
Terre crée la force centrifuge dans le systéme des coordonnées qui tourne
avec la Terre. Plus précisément, dans le systeme des coordonnées (z;, Zo,Z3),

qui tourne avec la Terre autour de I'axe 3, la force centrifuge F; exercée

13
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Sur un corps de masse m est donnée par
_ L2, o
Fep = —=mV oy, Der = "5@' (21 + 23).

Ol w est la vitesse angulaire de la rotation de la Terre. En choisissant la
direction de l’axe z3 dans celle du centre de la Terre vers le pole Nord et
en rappelant la direction de la rotation de Ia Terre, on a w = (0,0, ws),
W3 > 0. Pour déterminer la valeur précise de |w| = ws, on rappelle que
dans un systéme de coordonnées inertial la période T de la rotation de la
Terre n’est pas précisément 24 heures, mais, compte tenu de la différence
due & la révolution de la Terre autour du Soleil, il résulte qu’elle est égale

approximativement 3 23 h 56 min 04 sec , ou
86164sec.

Donc la valeur absolue de la vitesse angulaire w est

&
£F

i

& 7.2921.107°81,

‘w5 :LLJ3 =
d

D’autre part, la force gravitationnelle F, que la Terre exerce sur un COrps

de masse m situé & Uextérieure de la Terre est donnée par

GM :
Fy=-mVo, $, = —El— + e(z).

O G est la constante de la gravitation, dont la valeur est @ & 6.672.1071'm3 K¢~1.5-2,

M est la masse de la Terre, dont la valeur est M 5.98.10%* K¢, tendis

que €(z) est la perturbation dont la valeur est suffisamment petite vis-A-vis

de @{ On peut démontrer(voir 1’ Apendice 1) que, si a lintérieure de la

2|

Terre 1a masse est distribuée de maniere que sa densité dépende seulement

14
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de la distance du centre (c’est-a-dire, si 0T () est la densité de la masse
lintérieur de la Terre, on & oI (z) = oT(r), r = /2% + 3 + 23, alors la foree
exercée par la Terre sur un corps de masse m situé & Pextérieur de la Terre

est précisément

GM GM z
fe= VD) = " m o

GM
la valeur El? ne dépend pas de la fonction oT (r) pourvu que la masse totale
soit égale & M.
Etant donnés le potentiel ®, de la force gravitationnelle et celui de la force

centrifuge ®.; , on peut définir le géopotentiel

n GM 1, »
P=0, 4+, = — 2] +e(z) — Eiw}(:r;f + 23), (2.1)

et donc, dans le systéme des coordonnées (z, z,, Z3) qui tourne avec la Terre,

sur un corps de masse m s’exerce la force
F=-mVo.

Si sur I’eau de la mer s’exerce seulement cette force, la surface de la mer doit

coincide avec une surface équipotentielle de ®
{z e R*|®(z) = ¢, |z| < Ry},

ol ¢ est une constante, tandis que R; est une constante convenablement
choisie de telle sorte que la surface définie corresponde  la surface de la, Terre
en éliminant la partie éloignée de I'ensemble {z € R®*|®(z) = ¢}, partie ot
V®(z).z < 0 (on rappelle que —%[wiz(xf +23) = —oo pour /2% + 22 — o

et donc () — —oo pour /2% + 22 — 00).
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La forme geométrique tracée par cette surface, qui doit correspondre § la

surface idéale de I Terre, s’appelle géoide. Comme on peut 'imaginer faei-

rayon de la Terre sur Péquateur est

B, ~ 6378, 140Km,
tandis que celuj sur les péle est

Ry ~ 6356, 755 K'm,

le rayon sur I'équateur Ry est le Tayon maximal de la Terre et Je rayon sur
les poles Ry, est le rayon minimal de la Terre. [a différence entre le rayon
maximal et le rayon minimal est donc approximativement 21, 385/,

La force qui résulte du géopotentiel P peut étre calculée en utilisant les
valeurs de G, M » W citées ci-dessus et la position du corps sur lequel s’exerce

la force. Par exemple sur la surface de Ia Terre sur Péquateur, compte tenu

que
o= Rey ol = /a2 + 23
on a
%,g ~ 981,4em.s72, lwl?|z| ~ 3, 4cm.572.

Donc I'accélération de Ia pesanteur qu’on mesure au niveay de la mer sur

Péquateur est approximativement

. C:IM 2 x xr 7 -2
e, )= = —¢' =, ~ 978, 0cm.s72.
BE + |w] M)m gm g

L’accélération de la pesanteur, dont la partie principale est due & la force

gravitationnelle, maintient I'air dans un voisinage de la Terre. On observe

16
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que I'épaisseur de I'atmosphére (méme si on ne peut pas définir de manidre
précise le domaine occupé par I’atmosphére) est assez petite par rapport au
rayon de la, Terre et que, selon la hauteur oy le niveau du géopotentiel, I'at-
mosphere présente des caractéristiques physiques différentes, en particulier
de la pression et de la température, mais aussi de la composition chimique
(si on va dans la partie supérieure de Patmospheére). Les différences des ca-
ractéristiques physiques observées ont conduit & la division conventionnelle
de Patmosphére en quatre zones : troposphere, stratospheére, mésosphere et
thermosphére. Méme s'i] est difficile de définir rigoureusement ces quatre
couches de latmosphére, on trouvera sans doute trés utile cette division
conventionnelle.

La couche qui se trouve immédiatement au-dessus de la surface terrestre
est la troposphére, elle est caractérisée par la décroissance presque linéaire
de la température suivant la hauteur. Cette décroissance de la température
s’arréte vers 10 — 15km de hauteur, I'espace entre la surface terrestre et
cette hauteur est défini comme troposphere. La limite supérieure de la tro-
posphére dépend toutefois de la, latitude : dans les zones proches des poles,
elle est environ 10km, tandis que dans les zones tropicales elle est environ
15km. La décroissance presque linéaire de la température suivant la, hauteur
dans la troposphére est expliquée par la présence du mouvement vertical
de l'air (et donc le mélange de Dair entre la partie supérieure et la partie
inférieure au sein de la troposphere), dans lequel la variation de la pres-
sion et de la température ne s’écarte pas beaucoup de celle de la transfor-
mation adiabatique. La troposphére peut étre considérée comme siege des

phénomenes météorologiques, auxquels largement contribue I’abondance de

17
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la vapeur d’ean dans cette couche.

Au-dessus de la troposphere se trouve une zone ou la température crost

graduellement jusqu’s la hauteur de 45— 90km, ol la température atteint de
nouveau le niveau de 270°K . Cette zone de 10— 15km 4 45—50km est appelée
stratosphere. Au-dessus de Ia stratosphere la température décroit de nouveau
Jusqu’a la hauteur de 90 — 95km, a cette hauteur la température descend au
niveau de 180 — 200°K. Cette zone entre 45 — 50km et 90 — 95km de hau-
teur est appelée mésosphere. La zone au-dessus de la mésosphére est appelée
thermosphére, qui est caractérisée par la croissance de Ia température.
En ce qui concerne I composition chimique de Pair, comme nous I’avons
évoqué en haut, elle dépend de la hauteur. Toutefois dans Ia troposphére
la’ composition est presque homogeéne sauf H>0. Nous appelons Pair sec la
partie de lair comprenant toutes les molécules sauf H,O. La composition
chimique de I’air sec est la suivante :

N5 (masse molairea 28,01) : 78,08%

O, (masse molaire~ 32, 00) : 20,95%

Ar (masse molaire~ 39,95) : 0,93%

C'O, (masse molaire~s 44, 01) : 0,028 — 0,039%
et les autres composantes avec des concentrations trés modestes (les pour-
centages indiqués des composantes sont leurs portions de volume). La masse
molaire moyenne de ’air sec est approximativement 28, 96. La variation de
la concentration de CO, s'est vérifice dans le cours du temps : on estime
qu’en 1850 elle était environ 0, 028%, mais aujourd’hui on constate quelle a
atteint le niveau de 0,039%. Cette augmentation de la concentration de CO,

dans I'atmosphére est considérée comme la cause principale du réchauffement

18
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état gazeux dans Pair peut dépasser 4% » Mais a la température 40°C elle
ne dépasse pas 0,01% . En outre, a la température de notre environnement
leau 7,0 beut avoir les trois étatg - gazeux, liquide et solide. La transition
de phase de H,0, cest-3-dire transformation d’un des trois états en un autre,
peut se produire méme dans I’atmosphére, comme nous 'observons dans la

formation (et I"évaparation) des nuages et 1a différente forme de précipitation

elle.

2.2 Equations du mouvement de Iatmosphére

Comme Patmosphére est un 88z, son mouvement doit étre décrit par les
équations aux dérivées partielles de la dynamique des gaz. Or, en réalité, la
composante H,O a des comportements particuliers : |a vapeur d’eau peut
se transformer en liquide ou en solide et sa transition de phase contribue au
changement de [a concentration de H,O en état gazeux et au bilan de la
température. Toutefois ]a description de Patmosphere avec Ia vapeur d’eau
(et avec sa transition de phase) est considérablement plus complexe que celle
du mouvment de I'air sans vapeur d’eau. Pour cette raison, nous proposerogs
le systéme d’équations pour Patmosphére comprenant la vapeur d’eau dans

le chapitre TV dédié 3 ce modele et ici nous nous limitons & considérer Je
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¢ = o(t,z) la densité de Vair, par v = v(g, z) = (v (e, ), va(t, z), vs (2, z)) la
vitesse, par p = p(t,z) la pression et par T'= T'(t,z) la température. La loi
de conservation de la masse et celle de la quantité de mouvement s’expriment

par les équations

e+ V- (ov) =0, (2.2)
3
o 0
(2.3) 00yv; + Q;Uk'é;;w + SZ;P =
3
a 4 2 8 . . ‘
= LZ:; ZT—;; (\?7(6 k’Uy + é——-wg — gdjkv . v)) +a~x—;(6v-v)—g£;q>, i=123,

tandis que le bilan d’énergie, exprimé en fonction de 1a température, sera

décrit par Péquation

(2.4) 0 (T +v-VT) + PV .y —

3
=VorVT 40 ) (5, oz; 3%

Gk=1
enfin la pression p doit étre déterminée par la densité g et la température,

en adoptant Papproximation du gaz idéal on a
5) P=RYT
7

ot n et ¢ sont les coefficients de viscosité d’écoulement et volumique de Dair,

e
3]

P est le géopotentiel, E est la source de chaleur (principalement due a la
radiation), ¢, est la chaleur spécifique de Dair, & est la thermoconductibilité
de air, R est la constante universelle des gaz (R~ 8,31. 10%erg/mole - K)
et x4 est la masse molaire moyenne de l'air (4 ~ 28, 96).

La rotation de la Terre cause, dans le systéme de coordonnées qui tourne
;a;vec': la Terre, non seulement la force centrifuge mais aussi la force de Co-

riolis (pour la définition de la force de Coriolis voir [1]). Si on tient compte
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de la force de Coriolis, 'équation de quantité de mouvement aura lg forme

‘ 3 a 7]
2.3)b Oyv; 9 it 2 p_
(2.3)bis 00y, +g}§1 'ukaxkvj + &sz

3 )
0 d 2 a 0
Zz&; (71(&;’% i 9z, 73 jkV'0)> + 5@(5‘7"0) — 20w x V= og—

j
J=12,3,
ol w est la vitesse angulaire de la rotation de la Terre, dans (2.3)bis la force
de Coriolis est exprimée par le terme —20w X v . Pour les équations (2.2)-
(2.5) on peut consulter [e livre [6] et le cours de Fluides Newtoniens [2] (les
équations (2.2)-(2.5) correspondent 3 (1.6), (2.12) avec § e —%@,(3.7)
avec I'adjonction de la source de chaleur £ du chapitre II et (1.5) du chapitre
IV de [2]).

2.3 Etat hydrostatique.

Dans Patmosphére réelle Ia diffusion de la chaleur et effet thermique de la
friction interne sont relativement petits, de sorte que le déplacement vertical
de l'air, s’il n’y a pas de transition de phase de I'eau, engendre la variation de
la pression et de la température de manitre assez proche du processus adia-
batique. A cause de ce comportement de I'air, comme nous 1’avons I'évoqué
dans le paragraphe 1, dans la troposphére nous trouvons une distribution de
la pression, de la densité et de la température assez proche de la distribution
de I’état hydrostatique.

En effet, si on néglige la diffusion de la chaleur et laugmentation de la,
température due & la friction interne, I'équation (2.4) se réduit 3

R __
(2.6) 0c,(0;T +v- VT) + ;QTV ~ff={],

21



UNIVERSIT 08 Mar 1945-GueELma DPARTEMENT DE Marumariguss

Si le mouvement de I’air vérifie cette équation, le long de la trajectoire

de chaque partie de Pair Je rapport

i
; T(t,z)~
0
C'p Cy + £ . .
avec y= = = reste invariant, o + est Pexposant adiabatique, qui a

Cy Gy
la valeur approximativement 1.4, tandis que la trajectoire est définie par la

relation

{2 € Rz = 2(t,20), 8o < t < 1), (2, 20) = Zot fy o(t, 2(¥, ) dt.

(Pour 1a démonstration de cette relation, voir le lemme 5.1 dy chapitre IV
du cours de Fluides Newtoniens [2]). Donc sur la trajectoire de chaque partie
du gaz on a

(2.8) T(t,z) = Cro(t, )",
avec une constante C;.

Supposons maintenant que la valeur de la constante C} figurant dans ( 2.8)
est identique dans une région w. Alors dans cette région pour la pression B
qui satisfait & I'équation (2.5), on a la relation

(2.9) P=hy

g o R
ou h est une constante, plus précisément A = Cy—.

Soit. ® le géopotentiel (voir (2.1)). Si on substitue v = et la relation
(2.9) dans 'équation (2.3) on obtient I'équation

(2.10) hV' = —gV®.

Comime

0 V9(7~1);-'1~1 = %QV@Y“I}

de (2.10) on déduit que

i 4

h

: 1\79’7_1 =-V9,
f}/ —
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ce qui implique que

—— ¥—1
(211) =T (20— ),
ou
1
;‘ . fy p— 1 ;. v ¢
2.12) o= (a7+ - )) 7L

ol &y = P(xp) et gg = o(xp) avec un point 25 € Q. Pour Papplication de
(2.12) & l'atmospheére réelle il est souvent commode de prendre Py comme la

valeur de @ au niveau de la mer et gy comme la densité de Iajr au niveau de

la mer, N aturellement, il faut rappeler que, du point de vue physique, (2.11)

; -1
et (2.12) sont valables seulement si g(x9) > 0 et G+ /yh (P — ®).
£
La relation (2.12) signifie que dans ’approximation "adiabatique” 1’at-
mospheére ”au repos” (c’est-a-dire v = 0) aura la distribution de la densité g

décrite dans (2.12). En outre, compte tenu de la relation % = %, de (2.8)
3
et (2.11) on déduit que
. —y-1, Y—1 Hy—1
ou Ty = Ci9; 7! est Ia température au niveau {z € Q®(z) = ®0}. D’autre

part, de (2.9) et (2.12) on dduit que

=

(2.14) P:h(ggv‘w 7;1(%4@)7

h

ou Fy = hgg” est la pression au niveau {z € Q|®(z) = o}

Y

La distribution de la densité o(z), de la température T'(z) et de la pres-
sion P(z) donnée dans (2.12)-(2.14) dans une région O définit un état hy-
drostatique. I est intéressant de remarquer que dans 'état hydrostatique la
température 7(x) descend linéairement par Tapport au géopotentiel ®(z),
ce qui correspond au comportement de la température dans la troposphere.

Toutefois, la comparaison entre le calcul explicite de T(z) par la relation

23
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(2.13) et la donnée de la température dans Ia troposphere fournie par les ob.-
Se€rvations montre une différence non négligeable, ¢’est-3-dire la décroissance
de la température dans la troposphére de Patmosphere réelle est plus faible
que celle donnée par la relation (2.12).

Prenons en examen le terme M(@O — ®) figurant dans Iéquation
(2.12). Pour obtenir une approximation explicite de ce terme, nous utili-
sons le systéme CGS (centimétregramme- second). En désignant par P(H) le
géopotentiel 3 un point a la hauteur Hem du niveay de référence d — Pq et en
substituant dans le terme “(%_L)(QG—CD(H )) Papproximation P(H)— Py ~
980.Hem?/572 et les valeurs Z; ~ 28,969/mol, R ~ 8.31.107erg/mol. K,
Y & 1,4, on obtient

O~ o) SO 2y .

~ -9 8 HI10°K.

En rappelant (2.13), cette relation signifie que quand on monte de A cm la
température devrait descendre de 9,8.H.10-5 degrés, c’est-a-dire que quand
on monte de 1km la température devrait descendre de 9, 8 degrés. Mais les
mesures effectuées dans Patmosphére réelle nous montrent que quand on
monte de 1km la température descend en moyenne environ 6,5 degrés. Cette
différence est due principalement 3 la présence de la vapeur d’eau et i sa
transition de phase.

A la fin il ne faut pas oublier de rappeler le résultat bien établi des ob-
servations selon lequel la pression noyenne au niveau de la mer est partout
dans le monde approximativement 1013mb. [’autre part, comme nous le sa-

vons bien, la température moyenne au niveau de la mer varie beaucoup de
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la zone tropicale aux zones polaires. Par conséquent, la densité moyenne au
niveau de la mer, qui doit satisfaire & 'équation (2.5) avec p ~ 1013mb et la
température moyenne donnée, elle aussi varie sensiblement de la zone tropi-
cale aux zones polaires. La constante A utilisée dans (2.9) doit en conséquence

varier en fonctione de la température au niveau de la mer.
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Chapitre 3

Equation du mouvement de
Pair dans un cyclone tropical

Compte tenu des équations qui décrivent le mouvement de Patmosphére.
Nous procédons A la formulation des hypotheses simplificatrices qui sans
apporter d'important changements au modgle réel, et nous permettons de
simplifier nos calculs.

Structurelement, un cyclon tropical est une large zone de nuage orageux
en rotation accompagnée de vents forts. On peut les classer dans la catégorie
des systemes convecifs de méso-échelle puisque’ils ont un diametre inférieur a
une dépression classique, dite synoptique, et que leur source d’energie princi-
pale est le dégagement de chaleur latente causé par la condensation de vapeur
d’eau en altitude dans leurs orages. Le cyclone tropical est semblable & une
machine thermique, au sens de la thermodynamique. Le dégagement de cha-
leur latente dans les niveaux supérieurs de tempéte éleve la température 3
intérieur du cyclone de 15 & 20° C au dessus de la température ambiante
dans la troposphére & Uextérieur du cyclone. Pour cette raison, les cyclones

tropicaux sont des tempétes & noyau chaud.
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Nous proposons une étude de la notion de Pair dans le cyclone dans le cas

stationnaire, puis nous avons mis :
00w = 0, Jio = 0.

Pour le typhon la force de Coriolis est essentielle de sorte que la direction
du vent est dans la direction des aiguilles d’une montre dans I'hémisphere sud
et dans la direction opposée dans ’hémisphére nord, en outre comme la force
de Coriolis projectée sur le plan tangent a la Terre est nulle sur I’équateur ,
le typhon n'existe pas dans le voisinage de équateur.

Rappelons que, selon les études des physiciens, dans le typhon il doit
exister une convection a grande échelle, qui méne la masse d’air dans la
partie inférieure vers le centre et dans le voisinage du centre vers le haut
et puis dans la partie supérieure vers les périphéries. Nous divisons alors le
typhon en deux parties : partie infériure et partie supérieure et nous nous
occupons du mouvement de I'air dans la partie inférieure. Pour fixer 1'idée,
nous choisissons une hauteur H, o la composante radial du vent est petite
(on estime que, conformement & cette condition, il est raisonable de choisir
H entre 1 Km et 6 Km de la surface de la mer), et nous considérons Pair
entre la surface de la mer et la hauteur H.

Comme nous l'avons évoqué en haut, pour le typhon la force de Coriolis
est essentielle, or, la projection de la force de Coriolis sur le plan tangent
dépend de la latitude. Donc pour simplifier le probleme tout en maintenant
le role essentiel de la force de Coriolis, nous considérons le plan tangent au
point du centre du typhon, et nous adoptons 'approximation de la surface de

la mer par le plan tangent. De cette maniére la partie inférieure a considérer
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peut étre désignée dans son approximation par :

Q3 = {$6R3/0<S€3 <H}

3.1 Equation de la quantité de mouvement

3.1.1 Equation de la quantité de mouvement en coor-
données cartisiennes

Dans le domaine (23 nous considérons le systeme d’équations du mou-
vement stationnaire d’'un gaz visqueux et barotropique sous la force —V®
(par unité de masse) et la force de Coriolis éxprimée bien sur en coordonnées

cartisiennes :
o(v- Vv =pulv+ AV(V -v) — hV " — 20w x v — oV, (3.1)

V - {ov) = 0. (3.2)

Dans (3.1) w désigne la vitesse angulaire de la rotation de la Terre et le terme
—2pw X v est la force de Coriolis.

1l faut préciser que la vitesse angulaire de la rotation w de la Terre est un
vecteur orienté vers la direction du pole nord et que donc, si nous choisissons
I'axe z; dans la direction d’Quest-Est et I’axe x5 dans la direction de Sud-
Nord sur le plan tangent, dans les coordonnées z = (x1, 22, z3) le vecteur w

aura les composantes
wp =0, wy = |w] cos gy, ws = |w]sin gy,

oll g est 'angle formé par 'axe z3 et le plan contenant I'équateur.
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Nous voulons étudier les équations du mouvement de !’air en coordonnées
T 2 ..
cylindriques. Nous devons donc rappeler les coordonnées cartisiennes et les
coordonnées cylindriques

Les coordonnées cartisiennes (1,22, 73) et les coordonnées cylindriques

(1,0, z3) sont lides par les relations suivantes -

x1 = rcosd r=/2} + 22
Ty =rsind 0 = arctan(%)

en fonction du changement de coordonnnées, les composantes de vitesse peut

étre écrite sous la forme suivantes -

U1 = w, cos @ — wysin b
Vo = W, sin & + wp cos 6

Us = U3
ou
W, = vy cos @ + v, sin est la composante radiale de la vitesse.
We = —wsiné + vocosf  est la composante tangentielle de la vitesse.

On obtient aussi facilement

— cosd 5‘T___9 ¢  sind (90__0056’
= cosv, 8332—Sm’ oz, 1 ° Oy ¢

0z,

Il est utile d’intoduire les deux vecteurs e, et eg

cos —sin
e-=| sinf |, e = cosf ,
0 0
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Nous rappelons que, nous avons supposé que le mouvement est symétrique
autour de l'axe z3, & savoir que toutes les grandeurs physiques dépendent

que de r et 23 et indépendentes de 6.

3.1.2 Reformulation de Péquation de la quantité de
mouvement en coordonnées cylindriques

Calculons séparément chaque opérande de I'équation (3.1) & partir des
coordonnées cylindriques, en utilisant les relations entre les coordonnées
(.Thﬁb'g,xg) et (7",9,‘%'3),

Exarninons d’abord le terme o(v - V)u, pour cela on va calculer v.V .

d 0
i v - »
-V =0y I, + vy o5 + v3 oz,
or 0 00 0
= (w, cos @ — we sin ) 8—%5; a—ml%)
0 o0 o 54
4 (wrsmé’wngcosé)(&ua’r + 5(17-25—9) +v35:v_3
. . d sin@ o
= (w, cos® — wy 31119)(00895;—7@ é)
0 ;
+(uﬁfsin9+wgcosé?}{sin6’é; CO: 689 +B B
— 292_ co%)sm@_@_m ) 1n90089-—a—+w B 68
= W, COS ar Wy . 20 We 5 Br r 86’
0 sinfcosf O d cos?6 9 0
6in202 1 ., S0 fsin 0— 1 —
+ w, sin OarerT " 80+wgcos sin o + wog——— d(9+U5513
=w g +w 12Jrv 0
T or “ro0 T O3’
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Alors on a

0 10 /
$(v- Vv, = (wra—ere 89+U3aa )(w, cos§ — wy sin ) =

d 10 d
= wTE(wr cosf) + wg;%(w,‘ cos @) + vgaﬁxs(wr cos 0)+

- w,.-a—a;(wg sin#) — 6-1—~8—(’LU9 sin#) — vgég;(wg sin #).

d 1o 0
$(v- Vv = (w, aTerg @9+2)38 3)(wrsin¢9+wgcost9)=

7] . ) o i

= wra—r(wr sind) + wg—a—e(w,. sin @) + 1;3—~ (w, sin 0) -+
0 1 £ 6

+ w, (wg cos ) + wg——(wg cos@) + ’038—(109 cos 8).

0 10 0
¢(v-Vivs = wr§v3 +wora U3 +'038 .

D’autre part, sachant que wr, wy et vz ne dépendent pas de 8, cela nous

ermet d’écrire que
p q
(’U d C )’Ul

(v-Viv=| (v-V)u,
(v - V)uvs

g (3.3)

d 1 d 0 )
v Vv, = w,é;wf cosf — We =W siné + vs 5—9;—3—21}, cosf — wra—rwg sin 64

— Wo—wp oS — v3—wjy sin b,
r O3

1 0
v Vv, =w, gwr sin @ + wy— ~w, cosf + v 8—8-—10, sinf + Wy 75 Wy COS o+
Z3

1 B
- 'Ll)g we sin 0 + vy 5 s L0 cosf,
T3

V3.

ad 0
’(’U . V)b‘g = WTE’U:; -+ ’036—:63
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En multipliant le vecteur (3.3) par le vecteur ér, on a le produit scalaire

(v- Vv cosf
(v-V)vg | - | sin@
(v-V)ug 0

Comme

1 0
®((v- V)v1)(cos6) = w,“g;wr cos® 6 — w, ~w sinf cos 6 + v %;wr cos® O+

. 1 19} .
— Wy =—We SIN 0 cos § — wy—1wy cos® § — vs——w sinf cosf,
"oy Lo 6 We 3 50 Lo
3

8 9 1 . a 22
. gy 9 1 9 P
¢((v- V)vy)(sin ) = w, 5, Wr sin g+ wgrw,. cos@sinf + v s w, sin® 0+
1 0 )
+ w, _8_% cos fsin @ — wp—wy sin® @ + U3 —wy cos@sin b,
or r 0x3

¢((v- V)us)0 =0,
en adjoignant ces termes, on obtient

9 2
S Wr — W, — + v3—w,.

or r 03

)

¢®((v-Vv).e =w,

D’autre part, si on multiplie le vecteur (3.3) par le vecteur ep, en calculant

% 1 ol .
*((v- V)v)(—sinf) = —w, _(~w,« cos @sin @ + wp—w, sin® 6 — V3 =W, cos O sin A+
’ or r Oz
a .2 1 . 8 =92
+ Wy m—we SIn“ 0 + wy—wy cos A sin § - V35— We sin“ 6,
or r Ox3

; ( 1
¢((v- V)vz)(cos ) = w,.—(?-wr sinf cos € + we—w, cos? 4 + vg-é—wr sin @ cos 6+
or r Oz

o ; 1 . 0
+ w,—wp cos? § — We—we sin 8 cos O + v3——wjy cos 8,
or r O3

(v V)u3)0 = 0.
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En sommant les termes ainsi calculé, on va obtenir

9

0 1
$((v-V)v) - ep = wr——wp + wp~ —Wr + U =—wy.
6 611,3

Cela nous permet d’écrire les coordonnées dans la direction radiale, tengen-

tielle et verticale du vecteur g(v - V) :

rQ((i’ ' V)w) -6 = wa-a—wr + gv;;—-é—)—wq.
¥ 023
§ ol(v-V)v) - ep = ow,—wq + w{)gwr + ouz3——wy (3.4)
(v- Vv % —a—v + ov
Q 3 = ou g U3 01 S e 3

Calculons le terme —u(Awv). Tout d’abord, nous déterminons I'expression de

lopérateur dans les coordonnées (r, 0, x3).

o d 0 ). g 0 0 )=
0x,’ Oz’ Ox5” ‘Oz’ Oxy’ Ox3’

= ((:08(9é — §£2 sin @ 2 + cosb 9 9

o 00 % T e )
d sinf O 0 cosfd I
(C0865;~ . %’,SH 6.8 +T%’Tx3):
0 sinf 9 0 sinf 9
or r EE)(COSHE r 89)+ )
0 cos@ I, J cosh O o
T———)(Sln9~a—T + T%) + b_xg =

$A=V.V=(

o2 cosflsinf 0 cosfsinf 9 8 sin20 9 sind cos@ 9 O

o R e <

o2 00 r oae . s o

sinfcosf o . sin?@ 9?2 g 902 cos®d 0  cosfsind
7 ag T T g N g+ — ar ;

sinfcos 0 cosfsind @ & cosfsind & cos2f 02

o 16 18 &
art ror  r296% 912

33
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Déterminons 'opérateur Laplacien appliqué & v.
,,_82+16+182 0? \
o trar T e e
9”2 10 1 32 57

Av = e e e 3.5
. or2 T rOr * 72 592 dir 2)1)2 3]
- A

2 19 18 &
2t o5 P agE o)
o2 ror 2o 0x5
Les composantes de ce vecteur ont les expressions suivantes
2 18 18 &

$Av; = ((ﬁ + i + 2 902 + (—9—2)(10,. cost) — wpsin@) =
: 0 19 1 9 0*
=5 — (w, cos 0) + ———~(wr cosf) + — 2502 — (w, cos 0) + —a-z—g(wr cos 0)+
T (wosing) — 2 wpsing) - L& (wpsing) — T (upsing),
s e — ———(wysinf) — — —{wssin Wy sin
o2’ ror " r2 962" 922"

92 10 1 o2 i .
L JAYD=— la =+ ~3r + 2502 + —8——5)(20? siné + we cos ) =
32 2 W

10 0
—a. 9 T T
‘%Q(wrsmﬁ)qt . (w,sin®) + 236’2(w sinf) + p g(w sin )+
2

1 92 0
2892(%’96089} + % 2(w90089),

P 10 0?
’A’U{; v - a—xg

. D’une maniere similaire & la précédente, on multiplie le vecteur {3.5) par

+ —(—9— > (wp cos 0) + -1—-? (wp cos @) +

V3.

le vecteur e,, on obtient

- 0* 19 ) 1 2 92 )
®(Avy)(cost) = Fzlr cos®d + ~ 5, Wr €08 0— —gWr o8 0+ a—xgwr cos” 0+
2 2
% ——wysinfcos§ — lﬁwg sin @ cos § + iwg sinfcosé — —8——109 sinf cosd,
ar2 ror oz

7 1 1 92
¢(Avy)(sind) = a—wr sin? 6 + ;%wr sin? @ — pwr sin? 6 + d—lgwr sin® 6+
5 10 1
+ E-‘—?,Ug sin @ cos @ + —a—’lL’g sinf cos f — —wesinfcosf + —
T r2

or?

——wgsinf cosd,

o
022
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’(A’Ug)o = 0.

On ajoute ces termes on obtient

%5 10 1 s
®(Av)e, = fﬁ e f- r(‘)rwr o ﬁw, + aggwr.

Multipliant le vecteur (3.5) par le vecteur e,

. a9 . 10 . 1 .
(Av)(—sing) = ~ 53 Wr oS fsinf — ~ gy Wr cos fsinf + 5 Wr €08 6 sin 0+

&F ) & g 10 g 1 . 3
- 8—9571;7, cosfsinf + +-6—r——2-w9 sin“# + ;é‘;'ﬂ)g sin®f — ;_—é-w,g sin“ 6+
o2
6 2w@sln 0
) 19 1 0?
¢ (Avy)(cos ) = 520! sinf cos 6 4 e sin @ cos § — 3 Wr sinf cos 6 + i )w
? 10 1 d
6 2w(gcos 6 + ~d—wg cos? 6 — 3 W COS 20 + 55;%&9(:08 é,

$(Avs)0 =
En sommant les termes calculés, on obtient

i 10 A o?
’(A’U) €y = 5—2’0)9 + ;EZUQ = ﬁ’l[]g + 553100.

Donc notre terme peut étre écrit par les coordonnées cylindriques comme

suit
f i I 3 1 o2
—u(Av).e, = (8 Sw, + — S5~ W+ b(;:._ég’u}r')
o 10 1
/ —p(Av).ep = —,u(~— we + — F oy We — 3%e + Eﬂ—gwg.) (3.6)

5‘2 1 3 1 0 62
sy g = =

i) = (G st vt ot o o23")

k or?

Calculons le terme —AV(V - ).

35
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Pour cela, il est nécéssaire de calculer V - U, en tenant compte de la symétrie

axiale; C’est-a-dire %wo =Zw, =0

$V-v) =

- Vo -+ Vg3 =
Bx 1 d]? 2 or 3

a 0 + B 00 o
&v or 833189

or 0 90 0 o

Gmor +— 9o, 59)(’&7«81[](9 + wp cos @) + '6*’03

J sin@ o
or r 00

. .0 cosd 9
+ (sin 6’5 Y] )(wT sin + wg cos ) + -

81119 d sinf o

0
= c0s® f—w, — sin 6 cos B—a—wg — (wr cosf) + ———&—(wg sin§)+
r r

ar or
0 0 cos @ 3 cosf O
) Slt
+ sin? 98 W, + sin ¢ Cosﬁa we + —— ae(w,, sin @) + .
d

g

=) (W, cos § — wy sin 6)+

—)(w, cos @ — wy sin 0)

’(_}3 =

(wg cos @)+

5, O sin” ¢ sin # cos ¢ d cos? 0
= 08" 0w, + ——w, + ———wy + sin? §—w, + —w,+
or r r or r
cos @ siné 0
— Wy + —v3. =
r Oxs

Alors la divergence de v en coordonnées cylindriques est

d 1
- We+ ~Ws + —
r r

Calculons le terme V(V - v)

oy

V(V-o)=| 2Z(V-0) |. (3.7)
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Multipliant le vecteur (3.7) par le vecteur eg, on trouve

L {
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alculons les trois composantes du vecteur (3.7)

ar 0
‘«E( 0) = (53—

K a6 9. o
Oz, Or

sinf 9 9
—(COS@E—— . 36’)( w,

= OB 9;—%,. + 0089

™ L)

o--(v (2o o, 0

Oz, 0r Oz de)(&r
7]

a:%ﬂyw+“

1

Wy + 8—32)3) =
7

O3 U3) =

0 0

+C089§a -

+ wr+

r+ ! + = v3)
— W, SRR —
r 635‘3 3

0059 a8, 8 1
= (ol = gg) (g T + ) =
. 3 0,1 0 0
smt?—3 5, + smﬁé;(r w,) + sin 06—,’,—173‘?/33
0 a 9 a 1 &2
‘%(V'U) = 5 3( wy) + 2
Multipliant le vecteur (3.7) par le vecteur e,, on obtient
a 5 o OF 0,1 o 0
‘(o*x (V- v))(cosh) = cos 95—210 + cos? 08 (=w,) + cos? — —

[——(V v))(sin#) = sin 9;2’WT -+ sin? 6’5( —w, )

9]
. (V-v))0=0.

On fait la somme de ces termes calculés. on obtient

*—

0* o 1 o
QV(V > U).Br = 6?71]7- -+ E(;wr) +

or 3.1,3 %

+ Q_Q__é,
sin? ar 612

———3
ar 8.’133

()

: ) o?
h‘ﬁ‘]‘(VU)) (—— Sin 9)

—cosfsin §—

V)

2
= -(V-v))(cosf) = cos @ sin 6’5 ~ 5 Wrtsinf cos

37
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Bz Wr—sin 6 cos Hg(;uh)

o0 0
—cos 0 sin—-—u,
T OZ3

1 a 0
(‘}‘r( wy)+cos 0 sin — —

or Oxs 8
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0( (V v)).0 = 0.

Sommant les termes ainsi ca,lcules, nous obtenons un produit scalaire nul, et

donc on aura la relation suivante
V(V-v)-e=0.

Cela nous permet d’écrire que le terme

0% 0 a 0
[—,\V(v-v) e = A+ 5 Gun) + 2 D)
~AV(V - v)- e =0, (3.8)
0 J 0 g 1 a*
-)\a“l.s(v * 'U) —A 8“87« 8“3(;11}?-) -+ aglig).

Etudiant maintenant le terme —hV o7

(3.9)

, 0 sind @
j FY — R s S —_
.(V@ ) e’l‘ (COS 98/"@ r 89Q

+ (sin@—ig"y 4 S84 6 7) sin @ + (—ig"’)o =
67" 8 T3
%

0 8 .
Rell': QUL ]
= CoS 68 0" + sin? 981"@ 5

) cos 0+

Multipliant le vecteur (3.9) par le vecteur e,

6
O(Vo") e = (co<9—aa79 —m—:—ﬁg")(wsmé?)Jr

0 cos@ O

1 — Y
+(Sm98rg + -

= —sin@cos@E i s cos@sm@?—g“*’ ==
or or

0")cosf+0 =
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Le terme —A(V o) est exprimé par les coordonnées cylindrique comme suit

0
" MN.p — _ *7
h(Va?) -e, haTg
~h(Vo?)-eg =0 (3.10)

12

8.173
Calculons le terme 2gw x v
WalU3 — W32

wXv= W3l — w3
W1ls — Waty

, (3.11)

$20(w2v3 — w3vp) = 2p|w]| [cos povs — sin @y (sin Hw, + cos b))
#20(wsv; — wyvs) = 20|w| sin g (cos b, — sin Ows)
$20(w1vy — wory) = —2p|w| cos py(cos bw, — sin Owy)
Multipliant le vecteur (3.11) par le vecteur e,
2 0(wavs — wswy) - cos = 2p|w|. cos @cos pguvs — sin ©o(sin Gw, + cos Bwp)],

#20(wsv; — wivs) - sinf = 2plw| sin g sin O(cos Ow, — sin Hwg),

‘2@(6&1'02 &= Cdg'Ul) -B=148

Multipliant le vecteur (3.11) par le vecteur ep on obtient
#20(wav3—ws3vy)-(— sin ) = —2p|w|. sin O[cos pyvs —sin @o(sin Gw,+cos Gwg )],

920(wsvy — wiws) - cosh = 20|w| sin g sin 6(cos Gw, — sin Gwg)

€20(w1vs — wery) -0 =0
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Le terme qui présente la force de Coriolis est exprimé par les coordonnées
cylindrique sous la forme
20(w x v) - &, = 2p|w|[cos B cos pgus — sin Powe|
20(w x v) - €9 = 2p|w|[sin gw, — sin # cos Povs] (3.12)
20(w x v) = —2p|w| cos py(cos b, — sin Bw,)
Enfin en ce qui concerne le terme oV®, il est exprimé par les coordonnées

cylindrique comme suit :

( 7] 0 sin 0 _
%—CI)—Q(COSH% Q)—_G?@) 0
cos \
4 ga = o(sin 66‘ P+ 7—413) (3.13)
Lga‘TJ:«s

Pour obtenir I’équation de la quantité de mouvement du cyclone écrite en
coordonnées cylindriques (r, ¢, z3) sachant que v est supposée donnée, il nous
suffit de faire la sommation des éxpressions exprimé en systéme d’équations

(3.4), (3.6), (3.8), (3.10), (3.12) et (3.13).

(0 2 a0 P Ow & L Ow Fen2p
o Vo T Hgate —Hg T~ Ag g — Ao —— + P
—20|w] sin gy - ’lUg
\ o 18

Wrb—r‘wf}‘f"{UG;Q:wr ) om;ka a+£wo+G 2¢|w]| sin g - w,
H =%

ou

d d? a 0
F= Q’U35§—wr - u%gwr —A——w3 + 29[_;1[ cos b cos g - vs,

" Br O3

) d* :
G = ovs— s —Méx“gwe—2g!wlmn060m'UB»

40
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= ow 60+ 61 a2 10 o2 ,\8 9 Aﬁz
= 0w, — Oz 3 B U — U U3 — vy — Aoy — 3 T
ST or 0T A% dzg ° MoV TH or 2T H oz32 - Oz Or " e vst

a .
- ;Ewr + ga;g¢ & h&ggﬂ — 2p|w| cos py(cos fw, — sin Bw,).

3.2 Equation de continuité

3.2.1 Equation de continuité en coordonnées cartisiennes

L’équation de la conservation de la masse éxprimé en coordonnées cartésienne

V.- (QU) =0,
elle est équivalente 3
0 a 0
V- (ov) = ZE(Wl)B“@(gUQ)BTig(Q@?’) =0 (3.14)

3.2.2 Reformulation de I’équation de continuité en co-
ordonnées cylindriques

L’équation (3.14) est égale &

0 sinf & .
(cos 195; - ——,‘—5—9—)(9(10,. cos ) — wy sin 6) )+
. 0 cosB 9 . _
(sin 05 -+ - %)(g(w,, sin6 + wy cos ) =
0
= *5;3(@03)-

Puisque o, w,,wy ne dépendent pas de 6, le premier membre de cette

équation sera

o ¢
(cos 9% — —Sl—f—g%)(g(wr €08 8 — wp 5in 6) )+
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cosf O

(sin 95; =+ - a—é)(g(w, sin 6 + we cos§)) =

0 o sin? ¢ sin 6 cos ¢
e 2 _ —_ 9 1 i
cos” T(,Qw,,) cosf sin 6 T(QQU@)+ . ow, +

” —

owe+

( 20 sin @ cos @
+ sinzéaii(gwr) + sin @ cos é g (owe) + Coi + o ‘COS owy =

aT oW,
9 0
== e Fd + —’UJ,,»
or (ewr) r
Alors Péquation de continuit prend la forme suivante

0 0

Q TN e e
E(Qwr) +ow, = oo, (ovs).
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Chapitre 4

Modele d’un cyclone tropical
sachant que la composante
verticale de la vitesse est
donnée

.

L)ans le présent chapitre, nous allons donner des considérations qu’on
voit utiles pour ’étude du systeme d’équations du mouvement de typhon,
plus précisément, on Suppose que v est une fonction donnée, et qu’elle ne
dépend pas de r et de z3. Nous nous occupons de la composante tengentielle
de la vitesse.

Apres avoir des hypothéses choisi convenablement sur le courant ascen-
dant ou bien le flux de Pair, nous allons restreindre un peu le domaine d’étude
afin de pouvoir arriver & une solution de la, deuxieéme équation de la quantité
de mouvement qui nous semble linéaire par rapport a wy, et a une bonne
structure pour lequelle nous pouvons obtenir une solution sur certaines hy-

pothéses convenables.
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4.1 Hypotese sur la composante verticale de
la vitesse :

Rappelons le systeme obtenu dans le chapitre précédent
Il s’agit du systeme d’équations de la quantité de mouvement et I’équation

de la conservation de la masse

d w, 0
=t . 28 o
)\GTT+F hé}?ﬁg

90 82 d W, 82
7™

0
OWr =Wy —Wi= — p——qp, — = Or
"or 0, —H v

—2p|w| sin g - wy

B

, 9? 19 .
oWy 2wy + wafw, — p=——swy — b 5 o + %wg + G = 2p|w|sin gy - w,

or?
kH =0

(4.1)
0 0 0
g(gwr) + = *;9?3(9@3),
ol
, 0 2 0 0
Fe= Qﬂgﬁ?ﬂr — M(Tng — )\58‘33303 + 20|w| cos O cos ¢ - vs,
G 0 Wy — | o W — 2p|w|sinf cos vy - v
= R — U=y — . .
Qvg@:t;g o ot ¢ Yo s
0 0 0? 19 o2 8 o 92
H= QWr 503 + QU35£U3 T HHEUs = Ho5ovs — ﬂé;gvg e )\asga?w,« - /\£§03+
— /\E?_wr + g%@ + h% 0" — 2p|w| cos wo(cos bw, — sin Ow,),
L3 L3 3

qui doit décrire le mouvement de lair, qui est parfiatement symétrique par

rapport a 'axe z3, autrement dit, par rapport 3

{reRz =25 =0, 24 > 0}
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Un facteur essentiele pour la formation d’un cyclone, c’est le courrant ascen-
dant ou bien le flux de Iair qui est construit pres de I surface de la mer vers
le haut ;

pour cela dans cette étude on va effectuer une valeur aux flux pour faciliter
les calculs et diminuer le nombre d’inconnus dans I'équation qu’on veut la

résoudre.

Considérons le systeme d’équation (4.1) avec
Wy = w,(r, Z3) Wy = we(r, Z3) p = p(r,z3),
Nous allons examiner ce systeme d’équations dans le domaine
Q=1[0,R] x o, H].

Ce domaine 0 correspond a un domaine physique de dimension 3, cylindre
de base {(z1,2,) € R2/22 z5 < R}, et de hauteur H.

Supposons donc que pvs est donnée
ovs = B(r, z3) (r,z3) € Q.

On suppose que la fonction 3 est suffisamment réguliere.
Lemme 4.1 - L’équation de la conservation de la masse peut étre écrite

comme suit

Dmonstration du lemme 4.1
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On a évidement

le lemme est démontré. B

On a

0 _ @B(T, .’L'g)
E;(TW‘T‘) =—-r 6273 )

" 8B(r,
= row, = _.../ r__}(a)(_’_'g_zd,rf’
0 0z

L 'rgédr',
T Jo 31'3

on obtient alors :
ow, = —b(r,z3),
ou )
b(r,z3) = L /1 T%dfr’,
rJo Oxs
Substituons pw, dans la seconde équation de la quantité de mouvement

On trouve que
3 Wy 0? pows Owy ? .
: - — — — U=y = 2b .
or r ’“ar? r or @ r? Wo + ﬁ&v;g H&zzwe lwlsingq
(4.2)

C’est une équation qui contient seulement I'inconnue ws.
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Pour notre probleme il est important d'introduire denx espaces de Hilbert

L2(0.R) ot H
H R
LY(0.R) = {u mesurable | // rlu(r)*drdrs < oo},
Jo Jo

munt du produit scalaire

I R
. (. v) 205 = / / ru(rye(r)drdre,,
Jo Jo

§ - roc
Et soit 1> un ensemble tel que 17, = Vo' avec

:0}
ra=H

ie ).
. ! 4
Q ! 0 l 6).173

Ve = {/1 ( =1

ou

Q) =[0,R] x [0, H +1].

Et la norme associc a cet espace est donnée par le produit scalaire

- {u, v) gy = /.”/R"' oo drdas + /‘H/'R D ;)(7'('(/»”’/‘(1"0
‘ H Jo Jo '()Jl';{ é).'l';{ ’ o Jo Jo T ()I ()1 .

Retournons maintenant an problenie (4.2). on définit I'opératenr différentielle

Ju u Pu pdu p du 0%
Au=—b_ - —=b —p_ """ 4 o 10/ — Mo g
or 7 or? 7 or e diry s

Il est clair que A est linéaire et bien délinit sur V= donc D(A) est dense
dans f1;.
De plus Iapplication
It Hy sues (Avu) g
définira une fonctiounelle linéaire sur 'espace H,. Eu fait la linéarité par

rapport a u est évidente, pour la bornétude on a

RrH S "R H %
(Av,u)pq == // b udrdres — / / b udrdrs+
J0J0 Jr JoJo Ll
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R H ) AR R H
v L ov v
— /I / oo udrdrs — p / / oudrdry 4+ / / 5 " wdrda s+
JoJo Or? JoJo 1O JoJo T
Rpll NI g~
v J*v
+ // A cudrdry — p // g WATEEy
0J0 drs JoJy Ox%
Ryl Jv o I
(Av, “’>L}2~ = u{v,u) gy, — // b-r-u 4}_//'{'(?.)7;4 - // bev-udrdrg+
JoJo or JoJo
R H
+ // b-v udrda,.
J () ()
R H .
v
/ / bor-u. drdus
Jutu or
o o I o Il
// bev-udrdr, // b-v - udrdas
0Ju 00

<2 sup [b||o/|m ullm, + sup |50
(r.a3)€82 (7ves ) €82

< Cillla, Nl (1.3)

[(Av,u) 2| < Judo. ) | + U

+ -

wtlulley + el w ulla,

ouCy =2 sup |bl+ sup |3]+ g done I est une fonctionnelle sur Hj.
(rr4)€Q (re3)eQd

Maintenant, nous cherchons lexistance et I'micité de solution de I'équation

suivante

Au = f, (1.4)

on f = 2blw

sin . alors on ale résultat suivant

Proposition 4.1 : Si
sup |b| +sup |8 < p (4.5)

alors 'équation (4.4) admet une et une seule solution sur H,.
Dmonstration de la proposition 4.1 : En multipliant I'équation (4.4) par

une fonction u € 1y, on obticnt

(Au,u) iz = (f.u)
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Nous pouvons également écrire cette équation comme suit

R H ou R H
— / f b-r-u- Ed’rda’;g — / / b uldrdxs+

rH
—,u/ / udrd:cg -—,u/ / udrd¢g+u/ / 1-u2d'1r‘alacg~‘r
/ / /3?“ uafrdazg g0l / f udrd.,c3 / / 2b-u|w| sin .
0 Ors 8333

(4.6)

On calcul I’intégral de ces termes, En utilisant l’intégra,tion par partie :

/f,uur T ey = /H[wu_\o f/ 3(’"’“ 3“(&«}
/ / 1 a(m dd3

or
( ol o )
/ / — . (9_7"21_ . (8 ) drdzs + / / } . a(ru, - udrdzs
R p
/ / } . M . Gg'u)d dzs + / / (-— +u- g—)d!mhr'g,

ull Pu /R{ du /H du  du }
——dzsd - —dz3| dr
/o,/c.”‘ el A T o ST ¥
/ /' ou Ou
(99:3 03
On substitue dans 1’équation (4.6), on trouve
1 3(ru) a(ru,) }
- — ——d d
H[/o /0 dd3+/ / o 8:53 3133743:%
—/ / b-r-u- —drd:}jg—/ / b- uldrdas
0o Jo
“H pR
+/ / B-r-u- —fajl—drdxgw/ / 2b - ujw|sin pq.
0o Jo

49
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C’est-a-~dire

H
,u<iu,u>;_11—/ / bu
Jo Jo

Soit

H
drdx3+/ / B-r-u- —dﬂ"dl‘3 / / 2b-u|w| sin .
M= / / a(“” ) drda,

T:/D /Oﬁ.r-u-%drdxg
T+.M=/OH/OR\/F.%. . 8(”5 drd:c3+/ /ﬁ VT l*drda:g,
" /TR(\/F.b-qurdﬁcg}i.{ / [ L 8(T“))2drdx3r

{ / / B-Vr-u erdg;g} [ / / (Vr- “) drdxg}
o[ [froe] ([ Ao
- [ [ rwpaas ][ [ ?*J
[//T(axg ] - [[1 /“- o Y|+
[ e[ [ ]

<( sup |B]+ sup ’bl)“uHHl
(rz3)eN (rx3)eQ)

1

2

+

[

A la fin, nous aurons

< Au,u >r2 2 p<u,u>g —| sup 18] + sup ’bl)Hu”Hl]

(r,z3)eN (ra3)efd
2 (p—[ sup |B]+ - BID el I3,
(rz3)eN (rax3)eQ

a0
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D’une maniere analogue aux cas d’équations elliptiques classiques ( voir [3]
page 140-145, résultat analogue peut étre trouvé dans plusieurs livres (par
exemple [5]), souvent sous le nom de lemme de Lax-Milgram), les conditions

(4.3) et (4.5) nous permettons d’obtenir une unique solution de Iéquation
(4.4)

Comine ce resultat est importante, nous rappelons les idées éssentielles de

ce raisonnement,

Comme on a déja vu 1, définit une fonctionnelle syr H,, méme chose avec
Papplication 7, - Hi 5 u m< fy >12, donc en vertu dy théoréme de
représentation de Riesz, la fonctionnelle I; peut étre representée d’une faon

et d’une seule sous la forme du produit scalaire
< Av,u >re=< A, u >y
a définit, & son tour, l'opérateur
A*: Hi— H,

on rappelle que A* est linéaire et borné.
Meme chose avec Papplication I, on applique le théoréme de représentation

de Riesz, il existe un seul F € H; tel que
< f,u >p=<Flu>y,
donc notre probleme s’écrit sous la forme
< A, u >y =< Fu >, (4.8)
on aurra alors pour tout u € Hj (4.6) sera équivalente & 'équation dans H; :

A'v=F (4.9)
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D’apres le théoreme des alternatives de Fredholme

® ou bien I"équation (4.9} a une solution unique VF € H,.

® ou bien I"équation (4.9) admet des solutions triviales, mais d’apres I’hy-
pothése (4.4) si on pose Ay —= 0, alors ¢||ul|y, <0 (contradiction).

Donc notre équation 3 une solution unique .
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