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0.1 Inbroduction

De nombreux ph6nomdnes 6cologiques , biologiques , chimiques ...ect. sont gouvernps par

une classe tJe systdmes appeles systdmes de r6action-diffusion de type suivant :

]u(t) _
ot

DA,u

?,(0,.)

F(u) sur ]0, +oo[ x 0 ,

z6(.) sur O.

(D)

Oir 0 est un ouvert born6 de IR' d.e frontidre r6gulidre 0Q , u(t,.) est une fonction d6finie

sur 0 d valeurs dans 1R-, D est une matrice carr6e d'ordre m dlfrnie positive et dia55onalisable

appel6e matrice de diffusion et F est une fonction localement lipschitzienne de IR- dt valeurs dans

JR- appel6er terme de r6action qui est le r6sultat de toutes les interactions entre les composantes

de u.Par exemple,en chimie u est un vecteul de concentrations chimiques, F repr6sente I'effet des

r6actions chimiques sur ces concentrations et Ie terme Dfiurepr6sente les diffusions mol6culaires

d travers la, frontidre de reaction. on ajoutera une condition aux limites sur la frontidre 60 de

manidre d ce que Ie probldme (D) soit bien pos6'

Le but de ce projet est de d6velopper un r6sultat obtenu dans [B] autour de la quest;ion d'exis-

tence globa"le de solutions pour un systdme de r6action-diffusion satisfaisant d deux propri6t6s

qu'ont; trouLve classiquement dans beaucoup d'applications :

(P) La positivit6 cles solutions est pr6servee au cours du temps

(,A,r)Lamassetotaledescomposantsestcontr6]6eaucoursdutemps'

Le fait que la masse totale des composants n'explose pas en temps fini incite d penser que

les solutions existent en un certain sens globalement en temps.

Ce travail est organis6 de Ia fagon suivante :

Dans le premier chapitre, nous pr6sentons la forme g6n6rale des systdmes de r6action-

diffusion ainsi que les exemples faisant ressortir leur r61e essentiel dans les sciences'

Dans Ie deuxidme chapitre,on commence par rappeler bridvement quelques notions g6n6rales

sur les sem.r- groupes avec exemples.Ensnite nous pr6sentons certains r6sultats pr6liminaires qui

nous sieronr, utiles dans le dernier chapitres.Ces r6sultats sont des rappelles sur les op6rateurs

m-clisslipatifs et quelques exemples importants en th6orie des E'D'P'La dernidre section de ce



chapitre est consacq6e d exposer les rdsultats fondamentales qui assurent I'existence locale de

la solulbion des systQmes de type (D),en donnant bien sOr la forme explicite de Ia solution.

Enfin, Itessentiel de ce travail est pr6sent6 da.ns le troisidme chapitre orl on va proc6der A,

l'6tude du Systdme (D) dans le cas rn : 2, cette 6tude est bas66 sur un r6sultat de D. Henry

[5] (effet l6gularis4nt ).Pour prouver I'existence giobale de la solution, il suffit de trouver

une estimation d priori de ll fa(u,r) ll, (i': I,2) sur [0,%""[( 77,1o, est le temps d'existence

maximale) dans l'espace fP 1A) pour p ) Lr.



Chapritre 1

Mocl6lisation de systCmes de

r6action-diffusion

1.1 InLtroduction

La plus grande partie de ce m6moire est consacr6e d. l'6tude de l'existence globale en temps

des s<ilutic,ns d'une classe de systdmes appel6s sgstdrnes de REaction'Diffusittn, ce sont

des s),stdm.es d'6quations aux d6riv6es partielles du type parabolique,ces systdmes intervienent

dans des applications nombreuses, pal exemple : en chimie, en biochemie' en m6tallurgie' en

dynarnique des populations, en g6n6tique des populations, en biophysique...ect. En premidre

partier, vu ies applications nombreuses et variantes de ces systdmes, on donnera les d6marches

suivies pour mod6liser certains probldmes gouvern6s par Ie systdme (D) comme la p'ublicit6 sur

un produit, l'6pid6miologie et Ie ph6nomdne pr6dateur-proie'

Lers ind.ividus diffdrent d'un probldme dr un autre : en chimie, par exemple, ils repr6sentent

des stLbsta:nces chimj.ques. En biochimie, ils peuvent repr6senter des mol6cules' En m6tallurgie'

des atomes. En dyna.mique des populations, ce sont des humains. En g6n6tique des populations,

ils repr6sentent des caractdres. En biophysique, des charges 6lectriques ou bien des diff6rences

de pobentiel. En environnement, ils peuvent repr6senter les animaux ou les plantes cl'une foret'

d'une mer ou bien d'un fleuve-

Pour leu plus grande Partie de ces

type (D). Les conditions aux bords

probldmes, on montre qu'on aboutit d' des s'ystdmes de

seront choisies selon l'origine et Ia nature du probldme



6tudi6 : s'il n'y a pas d'immigration des individus d travers la frontidre du domaine sur lequel

Ie probldme est pos6, on choisit les conditions aux bords homogdnes de Nemann. S'il n'y a pas

d.'indir,.idus sur la, frontidre, on prend les conditions aux bords homogAnes de Dirichlet.

L'inconnue (Ia solution qu'on cherche) est un vecteur dont les composantes sont g6n6ra-

Iement des fonctions positives : en chimie, par exemple, c'est un vecteur de concentrations

chimiques. .En biochimie ou en m6tallurgie, c'est un vecteur de concentrations en n<lmbres de

mol6cules ou d)atomes respectivement. En dynamique des populations et en environnement,

c'est un vecteur de densit6 de populations humaines, animales ou v6g6tales. Les conditions

initiales sont g6n6ralement positives ; puisqu'il s'agit de concentrations' densit6s, chtr,rges 61ec-

trioues....ec1,.

L.2 Mod6lisation et exemPles

L.2.L Mod6lisation

Nols allons donner la d6marche suivie pour 6tabiir (D); d'ailleurs qui est Ie m6me pour

tous les ph6nomdnes cit6s d, I'introduction, puis nous donnerons des exemples.

On considdre une r6gion born6e de iR', (n :2 ou 3) (qui peut 6tre une surface g6ographique) une

cellule vivarLte ou des mol6cules) dans laquelle des r6actions se r6alisent (ces r6actions peuvent

6tre une 6pirl6mie, une rumeur ou bien une r6action mol6cuiaire; d'ailleurs la cellule vivante est

le sidge de plusieurs r6actions chimiques, ainsi que les surfaces g6ographiques forment les lieux

de milliers d.e virus et rumeurs circulant entle ies individus des populations...).

Si on note par u.i(n)t) Ia concentration de la i""'" espece prenant part dans ces:r6actions,

ft(r,t,,u1(r,t),...,L^(r,f)) son taux de formation dans la r6action en question au point r et d"

I'instant t ) 0 et 4 Ie flux de ces espdces dr travers Ia frontidre de notre r6gion.Consid6rons un

volume V infiniment petit de la r6gion de frontidre S : 0V. La vitesse de formation de la i"""

espdce dans le volume I/ est 6gale d, la quantit6 form6e par la r6action 6t6e de son flux AL travers

la surfa,ce ,5; en termes d'6quations :

(1 i)a I l'",t 
f ,,rr.L)d,r: f I,tr.L.uy(r.t).....u-(t.t))dr- lJ"d5Vv.s



aprds application directe du th6ordme de la divergence au terme d6signant le flux, on obtient :

f (+ - fr*vr,) a,:o i:r,...,m
{' \dt /

puisque le volume I/ est infiniment petit et arbitraire, on en d6duit :

(1.2)

#+VJadr: fo i:1....,rn
OL

(1.3)

Remarque 1.1 :

Dans le cas des populations (plan macroscopique) on applique une loi semblable . Le flux (ou

la diffusion) est donn6 par la loi de Fick (seconde loi de Fick) :

J,: I aiiYui, (onj)rso"^ (1.4)

fr ' t31?m

ori (a;3)r3;5-est une matrice d6finie positive, appel6e matrice de diffusion.
L<jSrn

En substituant (1.4) dans (1.3), on obtient :

0u
* - ALu: f (u). (1.5)

L.2.2 Exernples

1)Epid6miologle

La propagation d'une 6pid6mie (maladie contagieuse) ou une rumeur dans une population,

divise cette dernidre automatiquement en trois groupes disjoints :

(S) le groupe des susceptibles : Individus non infect6s, mais qui peuvent le devenir.

(1) le groupe des contagieux ou infect6s : Individus portant Ie virus et donc capables de le

transmettre aux individus du groupe (,S).

(rq) le groupe 6cart6 : Individus qui sont d6finitivement gu6ris plus les individus isol6s.

Notons par ^9(2, t),1(r,t) et R(r,t) les densit6s au point r de I'espace (position) d.l'instant

t > 0 des groupes (^9), (1) et (A) respectivement-



Nous srrpposons que :

(P1) Les susceptibles(^9) deviennent infectieux (1) aprds contact avec un infectieux et d. un

taux proportionnel au nombre de contacts entre les individus des groupes (S) et (1) et un iel

nombre est proportionnel au produit d'une fonction des membres de la classe (,9) et d'une autre

fonction de la classe (I) (i'.e: /(S).e(/)).
(P2) Les individus sont 6cart6s de la classe des infect6s d un taux proportionnel d une

fonction de (1) (i.e: h(I)).

(P3) La population totale est constante et est confin6e dans une r6gion born6e de IR2 ou lR3.

Si on note par ,S, I et R les concentrations lin6aires ou superficielles des groupes (,5)' (1) et

(-R) respectivement;on est conduit au systrdme d'6quations suivant :

( *:dla^s- f (s)se)
lot

ff:aru+/(s) s(I)-h(I)

X : d'sL'R+ h(I)

SUI

SUI

]0, +ooI x f)

]0, +oo[ x O

sur]0, *ooI x O.

(1.6)

Si nous supposons qu'il n'y a pas de migration d travers ia frontidre de O; on a les conditions

aux bords homogdnes de Newman :

AS AI AR

-:-:-0n 0n 0r1
: 0 sur 00 x ]0, +m[. (r.7)

ori T est la normale ext6rieure i 80, les conditions initiales sont positives

S(r,0) :^90(r), I(r,0) -10(z), R(r,0) :Ro(r) avec z€Q (1.8)

Moddles en dynamique des populations :

2)Un rnoddle pr6dateur-Proie

Dans la prerrridre moiti6 du XX'" si6cle, I'6tude de Ia dynamique de plusieurs espdces en interac-

tion connut un essor consid6rable. C'est d cette 6poque appel6e l'Age d'or de l'6cologie th6orique

que furent d6velopp6o les premiers moddles

bas6s sur des conlportements de type comp6tition et des relations pr6dateur-proie-V. Vol-



I

terra a 6tudi6 la coexistence de deux espdces dont I'une d6vore I'autre. Consid€rant deux es-

pdce, la premidre,z(t,r) , aurait si elle 6tait seule une croissance exponentielle. La seconde,le

pr6dateuru(t,r), se nourrit exclusivement de la premidre et en I'absence de proie s'6puiserait

progressiv<lment et dispalaitrait.La premidre considdre que pour qu'il y ait pr6dation entre une

espdce pr6datrice et une espdce proie, il faut tout d'abord qu'il y ait rencontre entre ces deux

espdces et que le nombre de rencontres entre ces deux espdces est proportionnel au nombre

des individus qui la compose. Le coefficient de proportionnalit6 6tant 6gal d, la probabilit6 de

rencontre.l.ra seconde consiste A, supposer qu'il existe un rapport constant entre les disparitions

et apparitions d'individus que provoquent les rencontres, i.e., que la pr6dation de la proie est

6quivalente d, la croissance du pr6dateur.Ceci conduit au systdme :

( *-duLu:au*buu
lo,
I #- d,Lu:-cutd.uu

sur ]0, *oo[ x O

sur ]0, *oof x fl,
(1.e)

oi a repr6sente le taux de croissance de la proie en I'absence de pr6dateur,b le taux de

pr6dation clu pr6dafeur sur la proie,c le taux de mortalit6 du pr6dateur en l'absence de proie

et d Ie taux de croigsance du pr6dateur du fait de sa pr6dation et du,du sont les constantes de

diffusion de proie et du pr6dateut, respectivement.

Remarque I.2 :

Pour d'autres moddles, voir l7l .



Chapitre 2

Semfl- groupes et Probldmes
. la /seml-lrnealres

2.L Serni -glloupe

soit X un espace de Banach complexe, {"(r)}r>o une famille d'op6rateurs born6s dans X'

Soit A un secteur d€fini Par

A:{z€C,0<Rez etOi(axgz<Oz,Or'gaOz}' Q'1)

2.1.L Ddfinitiorrs et propri6t6s des semi-groupes

Soit X \rn espaoe de Banach r6el ou complexe muni de la norme : r '1 llrll"' on d6signe

par f(X) l,espace wctoriel des applications lin6aires continues de X dans lui m6me.

,f (X) est un espace de Banach pour ia norme 7 + ll?ll d6fini par :

ll.n*ll
ll?'ll : sup llr"llx: ','P5# (2'2)

ll'llx:l "10 Wlx

10



2.I.2 D6finit d'un semi-groupe de classe Co

Une farnille { ,))r>o d'6l6ments f (t) € l(X) pour I ) 0 forme un semi-groupe de classe

Co dans X, si elle ifie les conditions suivantes :

i)f$+t):f@).7(t) pour tout s,f ) 0

ii') rQ): 1 (identit6 dans f (X))

iii) li4ollf (t)r - nllx: 0 pour tout r € X

(2.3)

Remarque 2.I :

La famille {r(t)}re qui v6rifie (2.3) avec t, s de signe quelconque s'appelle groupe de classe C0.

xernples :

Exemple 1 ("at

Soit X : IR' (ou C , A C [(X) alors ?(f) : etA pour f € ]R est un groupe de calss C0.

Exemple 2 (cas de dimension infinie) :

(
SoitX:12:1r

I

norme r --+ llrll, =

On d6finit T(t)r:

{",,},.x, i l",l a -} On sait que 12 est un espace de Hilbert pour la
n=l )

ooAloo

D lr"l')t associ6 au produit scalaire 1r,g 7: L ,nW.

e-n'trn) ,^-€t2 pour t ) 0, on remarque que: (2,3),2) et (2,3),zz) sont'-J neN
faciles d, v6rifier. d, vdrifier (2,3),iii). En effet :

-tv--t @
' 'r2 \-a . - ,-n2t12 ln 12 t \- rr _ o-n2t12 1n p1r-rll1z: L( 1-e / t*nt , / .y'-c ) lLnl

n:l n=N

^@n'')'lrnlt < D lr.lt et que r € 12 donc, Ve ) 0 on peut choisir l/ de tel
n:0

ll"(

et comme

sorte que :

()0
\- /r -p

n+N
oo

D (1-"
n)N

ce qui irnplique :

")' l*nlt ( e mais I - e-n't est croissante pour n ) I,donc on a :

N
\-f l _ 

"-n2t12 
b^12 < 11_ 

"-"2t12llrll,, 
---+ 0l-\- " ) l-nl j \- t*t|z t-o

N:L

ly5llrft)r-rll!,-0.

11



On a aussi un exenfple de semi-groupe qui n'est pas prolongeable d un goupe car T(-t)t :

.+n2tr. 4 lz(n€ N) pour t I o et r e 12.

2.L.3 Semi-gro,frpe de contraction de classe C0

Ddfinition 2.[ :

Un semi-groupe {"{t)}rr' de classe C0 est appel6 semi-groupe de contraction de classe C0 si

l'on a :

ll"(r)ll <1 vt>0.

Remarque 2.2 :

L'exernple 2 vu en (2.1.2) est un semi-groupe de contraction'

2.L.4 Gdndratefrr infinit6simal d'un semi - groupe

Introduction :

On reprend les deux epremples du (2.1.2)

a) Cas de dimetrsion finie:

On prend X : lR' (f" C";, 
"o' 

: A fft";Vr€Xona:

l*'av1,o A*

ou encole :

,.^T(h)?-*:A*
lr*O+ h

on dit que .A est le g6n6rateur infinit6simal du semi-groupe 7(t), dans ce cas on note que :

l,ensernlle des op6r{,teurs .4 qui sont g6n6rateurs infinit6simaux de semi-groupe 
"(t) 

coincide

avec t(X).
b) Cas de dime{rsion infinie

soit x =12, T(t)r * {"-""'^},.* ut consid6rons la suite :

Te=:{+'-},.*

12



vn € N, 4=*, : -m2rne-o^n2h; 0 1 0n I I.

Il en r6sulte que :

lt^^\!F: {-n',n}^,*h-o /z '

or) D(,4) est le dorrfaine de I'op6rateur non born6 '4'

2.1.5 Le g6n6fateur infinit6simal d'un semi-groupe de classe C0

Sqit X un espape de Banach r6el ou complexe, {"(0} t>0 un semi-groupe de classe C0sur

X. on a vu dans 1u 2idrne exemple (cf : 2.L.2) que pour tout r € X,la fonction t * ?(t)r n'est

pas ddrivable sauf {uand z fait partie d'un certain ensemble que nous avons not6 D(A)'

D6finition 2.2 :

On d6signe pu" D(h) l'ensemble des vecteurs(d6rivables) dans X, i'e : I'ensemble des z € X

tels que : la fonctio]n 1 --+ T(t)r soit d6rivable pour tout t ) 0; donc D('4) est caract6ris6 par :

D(h): {, e x 'r(h)!-t converge dans X lorsque h--* 0} Q'4)
Lh)

dans la suite on pqse : A : ry, ori A est un op6rateur qui appartient d -f (X)' Vh > 0,

cet op6rateur est appel6 g6n6rateur infinit6simal de semi-groupe {"(c)}t2o (86n6ralement 'A est'

non born6).

AU
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Th6ordme 2.2 J ( de Lax Miligram)
une forme bilin6aire, on supPose qu'il

a telles que :

Soit .F/ .rn "sp."{ 
de Hilbert, a: H x 'Fl -+ lR

existe deux cons]tantes positives c ( *oo et

i) lo(u, u)l < 
"ll"ll llrll

ii) a(r, u) > a llzllf (coercivit6) alors :

Vf e H, 3!u € H tel que: a(u,u) :1 f ,u >Vu € H

Peuve :

cf : [3].

2.2.2 Qp6ratefrs non born6s dans un espace de Banach

Danstoutelaluite:XestunespacedeBanach,sanolmeestnoteellll'

D6finition 2.4 |

un op6rateur iin6afire dans X est un couple (D, A) of D est un sous- espace vectoriel de X et

1AIA
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A: D -- X est une application lin6aire'

D6finition 2.5 :

Si (D,,4) est un oRfrateur lin6aire dans X, Ie graphe de.4 et i'image de 'a (G('a),R(A)) sont

d6finis par :

G(A) : {(u,") € X x X, u€ D, u : Au)

R(A) : A(D(A))

Remarque'2.J :

Dans La suite du clapitre on d6signera le coupie (D 
' 
A) pat A

Noter cepeno"* o,|' lorsqu'on introduit un op6rateur lin6aire, il est absolument indispensable

de d6finir son domltne'

Notationg et tions

Soit A un oP6r deX dedomaine D(A),alors (z' u)e Asignifiequeu€ D(A) etu€Au'

on dit que ,4 est rriultivoque si ,4.tr contient plus d'un 616ment, dans Ie cas contraire on dit que

.4. est univoque

D6finition 2
17
t.

Un op6rateur ,4 d X est dit dissipatif si on a: V (u1,u1), (u2,u2) € A:

llu, - u, - (rvrz)ll Z llq - "zll

d6finition est donn6e comme suit :

Yu e D(A),V) > 0,llz - )'aull > ll"ll '
(2.5)

Remarqiue 2.4

Si -A est dissi ; on dit que ,4 est accr6tif'



Remarque 2.5 :

si A est accr6tif alofs I'eQuation :

tr'i \Au: 7 
'

admet au Plus une 
folution.

preuve :

Soit 21,u2 deux rot]utlons de (2.5) alors: uL-u2: )(Aut- Auz) et on a:

llull < llu - 
^Aull 

aYec u - ur u2, donc :

llq - "zll5 ll"i - lz - AAu + \Au2ll: 0 d'ou : uy:'t'12'

D6finition 2.8 :

Un op6rateur dissi{atif 4 dans X est dit m-dissipatif si :

R(I - )A): v'

(2.6)

(2.7)

i.e : V/ € X,V.\ t g, 3! u e D(A) tel que :

u-),Au:f . (2'8)

Remarque 2.6 
I

Si -A est rn-dissipftif a*"t X' on dit que '4 est m-accr6tif'

2.2.g Oneratefrs rlon born6s dans un espace de Hilbert

Dans ce ouru*rf,nfru on suppose que X : I/ est un espace de Hilbert' et on note { ' 
) Ie

produit scalaire dafs fI-

Definition 2.9 
|

un op6rateur A est dit nuonotone dans I/ si :

l Au,u >> 0' Q'9)

16



Proposition 2.

,4 est dissfipatif

Preuve :

Si A est dissipatif,

donc :

on divise par ,\ et

R6ciproquement : si

d'oi :

ce qur lmpuque que

Corrollaire 2.3 :

Soit A un

est dissipatif

Preuve :

cf : [3].

f/ ssi -,4 est monotone.

1u - AAu,u - )Au >: llu - AAull2 ,

ll"ll2 - 2), < Au,u > +)2llA"ll', v) ) 0, vz € D(A),

llu - ),Aull2 - ll"ll' : s2 llA"ll2 - 2^ < Au,u ),

faisant ) -* 0, il r6sulte : 1Au,z >( 0.

1 Au,u >1 O,Yu € D(.4) on a :

u - \Aullz : ll"ll2 - 2^ < Au,u ) +12llAull2 > llull' ,

llu - ),Aull ) ll"ll ,

est dissipatif.

lim6aire de domaine dense dans fI tel que t G(A) c G(A*) et A

A m - di,ssi'pati'f # A : A"

17



2.2.4 Exempl{s :

Exemplel :

Soit O un ouvert q,lrelconque de IR' et Y : L'@). On d6finit l'op6rateur lin6aire B sur Y par :

D(B): {z e ao1(o) , Lu € r'(fi)} ,

Bu: LuYu e D(B),

ori :

ot(O):

Montrons que :

B est un

Preuve r

m-dissipatif de domaine dense, de plus B est auto-adjoint

Vf eY,)lueD(B): u-)Au:f ' (2.10)

{u e Hl(f)), tel que : ?., lr:0i avec f : /r(0),

ri'(o) : {, . L2rcr) t, He z,'?tol} .

1) D'aprds

ori rz est la

On a:

donc B esrt

2)

la formfle de Green on a :

f
I Luu:
h

.ror*"lf ext6gieure d, | : 6l

lu e D(B),1 Lu,u

dissinafif.

du'

,z >( 0.

Vul2 d,r < o,

4CI.

Multiplia.rrt (2.10) ar u tel que u € f/$, on trouve :

rf--
l(ur-)uAz) fl"r: I fudr
J' .l
92a

vI>0,

18
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t:

prenons ):1 donb :

[6, +vayu) d,*: I f, d,*

', llvse'
de la forme :

b(u,u) : l(r),

c'est 6videret de v6rjfier qme b(,,'r.') est coercive et i (u) est continue, et on applique le th6ordme
deLax-miiligram, dpnc: llu qui v6rifie u-Au-/d,or) B: auest m-dissipatif.
3) D) =Y ?. on a: D(C) c D(B) c L2@) +D@: L2(e)ca, D@J : L2(9).
4) < Bu,o ):( u,F*u ), mais :

1 Bu,,u ): - f Vapu 4a : .[ uAu dr :1 u, Lu ]oCI
ce qui im,niile : (u,a) € G(8.) et d'aprds le corollaire (2.8) B:B* donc B est autcpadjoint.
EXempIe z :

Soit CI un or"nvert borJn6 de Rn, Z: Z-(e).
on ddfinit l'opdrateurl C pa" ,

D(C):{ueH}nZ, Aue Z}

Montrons que C est rfe-dispipatif d.ans Z.

Preuve :

Montrons que : C est 
fissipptif ?

soit )) 0, ,f e Z, posfns : It[: ll/11.", et soit u€ Hl une solution de:

u - )Lu: / dans D(f))

1'6quation (2.11) est en

Cu: Lu.

particulier v6rifi6e dans Z2(f)), et I'on a :

(" - M) - )(Az - M) : f - M dans .t2(f))

(2.1r)

i9



posons u -= (u - M)+ € H01(O) avec Vu : V11,1>,vr1Vz donc :

Irza,+s I lYulzdr- [V-tul)ud.r1ol" o,i!r,t' {

d'oti :

I r' a*(o=+u:o+ u3M p.psurf).

{,

de la mdme manidre on montre que :LL > -NI p.p sur fl donc :

ll"llr* I IttI : ll/llr-, il r6sulte que C est disipatif.

Soit nraintr:nanr / € r*(f)) C L2(Q),31u e f/01(f)) avec Lu e L2(Q) solution de :

u, - Lu: / d.ans ,2(f))

puisqueuC-L*(f)) alors,z€D(C)cequiimplique u-Cu:/admetunesolutionunique,

d'or) O est m-dissipatif.

Remarque 2.7 :

Dans les deux exemples, on voit que c'est la m€me 6quation qui correspond d plusier-rrs op6ra-

teurs qui ont des propri6t6s diff6rentes, car ils sont d6finis sur des domaines diff6rents, donc, on

voit I'utilit3 du domaine de d6finition.

2.2.5 Tlh6ordme de Hill-Yosida-Phillips :

Semi-groupe engendr6 par un op6rateur m-dissipatif :

Soit X un espace de banach, A est un op6rateur lindaire m-dissipatif de domaine dense.

Propc,sition 2.5

Soit ?(r) un semi-groupe de contraction el L son g6n6rateur infinit6sirnal alors

.L est m-dissipatif de domaine dense.

Preuve :

cf : [31.

Th6ordme 2.3 : (Hill-Yosida-Phillips)

20



Soit ,4 un op6ra]teur lin6aire m-accr6tif dans un espace de Hilbert X, a,lors pour

tout u6 e D(A), il existe une fonction u € Ct([0,+oo[;X) n C([0,+oo[;D(1.)) unique

telle que :

( * * Au: o sur [0, +oo[
I ot , '-- L"' ' --r (2.I2)

I z(0) : u6'

Un op6r4teur lid6airq..4. est le g6n6rateur infinit6simal d'un semi-groupe de contrac-

tion ssi 4 est m-$issipatif de domaine dense.

Preuve :

cf : [3].

Th6ondme 2.4 : ( Hill-Yosida)

de plus; lu (t)l 5 po et l#l: lAu(t)l < lAuol vt > 0.

(D(A),ll..ll) est ,r{t e"pace de banach rnuni de la norme de graphe :

lul+lAul et de la norrpe hilbertienne 6quivalente (lol2 +lAul21i.

Preuve :

cf :[3].

Corollaire 2.4 :

Sous les mdmes hypoth6ses du th6or€me (2.4), l'6quation :

(2.13)

oti ) € IR,

Preuve :

L'6quation

u(t) : e^tu(t).
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2.3 Existenpe lpcale de la solution d'un probldme d,evc,lution

2.3.1 Equatio{rs nqn homogdnes et probldmes semi-lin6aires :

Dans cette partfle on d6signe par X I'espace de Banach et .4 I'op6rateur lin6aire r:n-dissipatif

de domaine dense, pn note f (t) le semi -groupe de contraction engendrb par A.

2.3.2 Equatioris nQn homogdnes :

Soit 7 > 0 pouf tout n e X et f t l0,Tl -+ X, une fonction donn6e, on veut r6soudre le

Tr (s) : f (t - s) z (s) pour s € [0,1] ,

probldme suivant :

( ,l " e C ([0, T], D (a)) n Ct ([0, T], x)
I

I u,1 " 
(t) : .qu (t) + f (t) v, € [0, ?] (2.14)

I

Ittt)u(o) :"
on a le r6sultat suirfant :

Lemrne 2.1 :

,9oit r e D (A) et f e q ([0,f), X), an considdre une solution u € C ([0,f], rD(,4)) du

probldme (2.14) , tlors 
on a :

t

u(t):T(t)r+ lr(t-") /(s) ds. (2.15)
.l
0

soirh€[0,r-s],ol-ra:

,frr$@ : r (t - s - h) (*+* - Q(Do-t) u61),

-f r ($ - s) (a (") - Au(s)) : (r (t - s) / (s)) ,

"-['
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I

puisque r (t -") /(") € C([0, t], X) + i' e C (l},tl, X) + w € C1([0,d, X).

i'1'1:T(t-") /(")'Vs e [0'fl ' (2'1'6)

en int6grant (2.16) iur [0,6] et en faisant tendre 6 vers t (, < t) on obtient :

donc :

Corollaire 2.5 :

Remarque 2.8 :

Pourtoutr€Xet

ur: u2

e C ([0,7], X), la formule donn6e

23

Vt e [0,7] et donc :

par (2.15) d6finit une

t'w(r)-ti.'(0): lr(t- s) /(s) ds,
J
0

T
I

w(r) :u(o) + | r (t-s) /(s) ds,
I

0

t

d'orf. z (t) : u(0) + / T (t - s)
J
0

I
fu1(t):r+ lT(t- s) /(s) ds,

,1
0

f (s'.t ds.

Pour tout fr € X et / e C([0,"], X), le probldme (2.14) possdde au plus une sioution.

Preuve :

Supposons eue ?r1 et irz so$t deux solutions de (2.14) donc d'aprds (2.15):

t

u2(t):"* 
lr(t-s) f (s) d,s,

0

par substitutlon, on t{ouve : u1(t) - "z 
(t) : 0 =+ q (t) : u2 (t)



u e C ([0,7] , X) , nous allons chercher des conditions suffisantes pour que la fonction u donn6e

par (2.15) soit une solution de (2.1a).

Remarque 2.9 :

Il est clair que si tr, est une solution de (2la), on doit avoir u (0) : 
" € D (A), cependant cette

condition n'est plus suffisante pour que u donn6e par (2.15), soit solution de (2.14) .

Contre exemple :

Supposons que ?(t) est un groupe d'isom6trie et soit A € XID (,4) alors :f (t) y # D(A).

on prend pour tout I €lR: f (t):T(t) a,et r:0 e D(,4) donc (2.15) donne:

u(t) : tT (t) v 4 D (A) pow t f 0,

donc u (t) n'est plus une solution de (2.Ia) .

Proposition 2.6 :

Soit r € D (A) et f € C ([0,f), X), on suppose que l'une au moins des deux condi-

tions sui'vantes est satisfaite :

i) f e rt ([0, T], D (A))

ii) / € W''t (l0,Tl, X)

alors z dronn6e par (2.15) est solution du probldme (2.14) .

Preuve ::

cf :[3].

Lemme 2.2 (Granwall) :

Soit ? ) 0, ) e Lr [0,?] tel que ,\ > 0 p.p et soit c1, cz deux constantes positives

e e L1[0,r"], (>0 p.p tel que )(eLr [0,?] alors, siVte 10,?]

t
f

((r) < e*c2 i )(") ((s) ds,p.p,
.t
0

f
< (t) < cl exp ", I \ (s) ds.

.l
0

,A
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i

Preuve :

cf : [3].

Remarque 2.10 :

En particulier, si c1 : 0, plors, ( (t) : 0 p.p sur [0,7] .

2.4 Pnobldrries Eemi-lin6aires

2.4.1" Rappels

On dit que F : lX * X est lipschytzienne sur les born6es de X, si pour toute constante

M ) 0, 3K (M) tel que :

llr (+) - r(s)ll < K (M) ll" - sll, Yr,y e B (0,M) '

6tantd,onn6eus€ A, F rX -- X unefonctionlipschytzienne)onchercheT >0 etun,efonction

u solution du probldfne :

I r!o,rrr., u € C ([0,?], D (A))n € Cr ([0,?], X),

I #-Au:F("(t)),
[ "(0,.):uo,

le probldme (2.17) s'appel[e probldme semi-lin6aire'

Lemme 2.3 :

Soit ?) 0, u6 €X et u,u €C ([0,?],X) deux solutions du probldme:

iu(t):T(t)us+ lr (t-") F(u(s)) ds,
J
0

alors u: u (L'uni4ite dp la solution)

Preuve :

(2.17)

(2.18)

Posons : M : '"p,tip,i {ll" 
(t)ll , llu (l)ll} on a :

25



t
f

ll,(t)ll -ll,(t)ll =itlr(.,(")) -F(o(s))ll ds <K(M) lllu(,)-u(s)ll dst{
pour f e [0,7], et d'ap4ds Gronwall (Cl.:0.Remarque 2.10), on d6duit que:

ll"(t)-u(t)ll:s

ce qul lmpilque : u: u

Proposition 2.7 :

Le probl0me (2.17) a{met une solution unique.

Preuve :

On pose Tu - [2K (2A/I + llF(0)ll +2]-r > 0, ot T14aa est le temps d'existence maximale et

on pose : L:2M + llf' (0)ll , on d6finit E comme suit :

E : {u € C ([0, Tu) , X) tel que ll"ll < L, Vt e [0,Tu]]

on associe d, B, Ia distanpe d induite par la norme de C ([0, Tv],X)

d (u,u) :,ffiT*tllu (t) - u (t)ll

Soit @,, € C (10, Tyl ,X) ,Yu € E :

io,(t):T(t)us+ lr (t-") F(z(s)) dspour se [O,Txa]-I
"o

on a : F("(")) : F(0) + [r(u(")) -F(0)] donc :

A,r .t- | F (0)ll
llF(z(s))ll < llF(o)ll +LK@)<-T,

26



I

il r6sulte que :

llo,(r)ll < ll,oll * lUr(,("))ll 
d,s<M.ryHM < LVt€[0,r1a1.

0

par cons6quant O, € E d'ori :

Qu; E ---> E

de plus; V (u, u) e E X E, on a :

donc O, est contractantq et d'aprds le th6ordme du point fixe de Banach, O, possdde une unique

solution, et en d6duit qqe :Le probldme (2.17) admet une solution unique.

llo, (r) - o, (4ll < K (L) /'ll" (") -, (")ll d,s I K (L) d,(u,u) ru ala6,o1.\ / 
J 

| \ / \ /il '- - 2
0

27



Chapitre 3

Exisitence globale de la solution d'un

systdme de r6action-diffusion via

fonctionnelle de Lyapunov

3.1 frrtroduction

Soit Ie probldme :

of 0 est u.n ouvett

/ est une fonctioncontintfment diff6rentiable' Si c:b: )-1: 1-r'-I:0, f(u,'):u'0,
N. Alikakos [f] a etaUti l'existence globale de la solution pour 7 < P <ff uu"" un3 m6thode

bas6e sur les injections de Sobolev, ce r6sultat a 6tE amelior6 par K. Masuda [9] pour B > l,

puis IL. H. Martin, M. Pierre [6] avec une m6thode diff6rente'

Une autre approche, celle de la fonction de Liapounov est trait6e par A. Haraux, .l[.Youkana

[a] qui ont g6n6ralis6 la m6thode de K. Masuda pour / (u,r): u@(u), ot o est une fonction

( X - aAtt - bA,u : -Af (u,u) sur lo, +oo[ x o,
l^

) H - cLu - dLu : *pf (u,u) sur 10, +ml x 0, 
(p)

lH:ffi:o sur lo,+oo[xao,

[ "(0, 
r) : uo, u(O,r) : us sur f],

born6 de R', A est le Laplacien, a, b,c,d,\,p sont des constantesi positives,
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non lin6aire satisfait la condition suivante :

.. los (1 + @t'u)),ITL_}:0,
Si b: A, ) , F positives, le probldme (p) devient :

ffi - aLu: -Af \r,,u) sur ]0, +oo[ x O

ffi - cAu - d,Au: -tp.f (u,u) sur J0, +oo[ x Q

H:#:o sur ]0, +oo[ x 0f,1

u(0,r) : u6, u(0,r) : us sur f).

Kouachi et Youkana ont g6n6ralis6 la m6thode de A. Haraux, A.Youkana [4J en supposant que

d < o; uo, uo appaftenanp d, la r6gion :

r : 
{{ro, 

u6) e 1R, tel que zo ) 0, ,r, ffi} ,

or) / (0, s) : 0 pour tout s ) 0 et satisfait la condition :

lim
s**oo

Iog (1 + /(', r)) <a, Vr)0.

(P1)

2ad (5, a-d\a:"4e-d)2 lluol'-*t"tt, " j'
Lorsque c=b: )- 1: p-1:0, leprobldme (p1) s,6crit:

I X - aAu : -f(u,u) sur ]o,oo[ x Q

) # - clLu: +f (u,u) sur 10, oo[x f)

I H:ffi:osur lo'oo[ xdr2

[ " 
(O) :1tr0, 't) (0) : uo sur f)

(s)

ot) / (r, s) est une fonction contin0ment diff6rentiable dans lR+ x lR.+ qui v6rifie ,f (0, 
") 

: 0 pour

tout s ) 0.

Pour ug et a6 born6es, l'elistence locale en temps de la solution est classique poru cer systdme

(on note Tyo* 7e temps d'dxistence maximale), de plus, les solutions sont positives si zs, uo ) 0.



il en r6sulte par appiicqrtion du principe du maximum, I'estimation d, priori :

ll"(t)ll- < ll"oll_ V0 <, lTyo,

puisque f (u,r) ) 0, s'i[ 6tait possible d'6tablir une estimation a priori uniforme pouyu (t) ,

I'existence globale en r6qulterait, mais, et c'est ld la difficult,6, une telle estimation rr'est pas du

tout 6vidente sauf bien gflr dans le cas trivial a: d o:u':

ll.ll"" : llz +zll- < il.oll." : ilao *uoll."

puisque :

A

6r@+u)-aA(u+u):o

donne :

0w
At -aAa.':0

a,vecu):u* u, et d'apr$s le principe de maximum on trouve:

ll.ll- : llz +oll- < llroll." : llzo + u0ll-.

Notre objectif, dans cette section est de d6velopper un travail de S.Kouachi [S] qui a 6tabli

I'existence globale de la sqlution du systdme ( P2) dans le cas d'une matrice pleine de la forme :

/\
| " ' l,r"i que:2a>b+c,tl\c al\/

en utilisant la techniqrpe de la r6gion invariante et la fonctionnelle de liapounov qui a I'avan-

tage de r6soudre le problQme .
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Dans ce cas (P1) de'fiient :

ffi - aLu - bA,u = -)f (u,u) sur ]0, +oo[ x f,

ffi - cLu - aLu : pf (u,u) sur 10, +m[ x O

#:**:O sur ]0,+oo[xECI

u(0,r) : us, u(0,r) : un sur Q.

3.2 Notations Qt pr6liminaires :

Dans cette 6tude, orq d6signe par ll.llp , p Q U,*oo[ et ll.ll." les normes usuell,es dans les

espaces I? (A),r'" (CI), r$spectivement, d6finies par

llull',: h l"lu(r)le 
d,r

ll"ll- : suP ess lu(z)l

On d6flnii aussi les e$paces U (0,7 , X) , p e [1 , +m [et L* (0 ,7, X) comme suit :

(
Le(0,7,X) : {, ' [q, 

"] 
-* X mesurable , ff llull!, at. -, ]

mlrni de la norme

llull}p,r,*1+ lo' iluilo" at

,-(0, T,X) : {u: [0,"j * X mesurable ,supessr€]6,"[ll"llx < *, ]
muni de la norme

llullpp,r,n : sup esstelo,r[li"llx .

L'6tude de I'existence locale et I'unicit6 de la solution (u,u) du probldme (P2) d6croule de la

th6orie de base des 6quat{ons paraboliques semi-lin6aires(voir proposition 2.7).

En cons6quence, iI e4iste un !,-. € ]0, +oo] tel que (P2) poss€de une uniqur: solution

classique sr:rr]O,firr"r.[ x Ql

De plus, si 4""* < oo , alors

(P2)
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i-

,/4; (ll"(t)ll- + Ilu(t)ll-) : *oo '

Par corrs6quent, s'il qxiste une constante positive C telle que

llp(t)11." + llr(t)ll- ( C, pour tout f € 10,4"-.[,

alors 7L*: *oo'

Cependant 1'6tude de la positivit6 de la solution est bas6e sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 :

On suppose que la matrice D du systdme (D) est diagonale. Alors, tourtg r6gion

de la forme

2: rlBt{u: u6 > 0} ,

est invariante dds que la fonction F satisfait

f;.(ut,u2,.:,40-r,0, "u*) ) 0, pour tottt' ui > 0,i, j : t' ""m(i' * i)'

3.3 D6claration et preuve du th6ordme principal

Avant d'exposer le tl46ordme principal qui montre I'existence globale de la solutiorl du svs-

tdme (P2), nous pr6sentpns un corollaire qui assure la positivit6 de la solution'

corollaire 3.1 :

si / est une fonction Fon negative sur la r6gion Dr d6finie ci-dessous et rr6rifie les

conditions suivantes :

/r\
, ('rE''") : o Pour tout s ) o' 

"t tE t i
f (r,,1ft1 : o Pour tout r ) 0' 

" t/2' i
iirl1 1-r.e(r+J(''"))'i 

: g Vr ) 0, 
"t ,8. is**ioo L " I

,$."f**#-] :o s)o' ",f.'i

(P3)
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I

I

I

I
(.r-t;\

(uo,,o)€ E1 : I {"o'ue) e R2 tel que 
'o'- tl1lz6 lsi tlL,- l (P4)- 4' - 

| {,ro,u6) e IR2 tel que uo2 ,/? | o6 l,si tl\, i
Alors, la solution (u(t, .),r(r, .)) du probldme (P2) reste dans Xl pour tout t > 0 et il

existe un nombre poEitif M tel que :

I U ,f*rO, ) + t[ur1t,.) ll*< M, 
", lE . i

1 ll .,z-*(t, .) - t/6r(t,-) ll*< u, 
"t tE, i.

(P5)

Preuve :

Dans le "* t 1fr< ) , rlriltinliant la premidre 6quation de (P2) par Jcet la deuxii,rrlu pu, r4

, apr6s une simple combinaison, on trouve :

oi:

W - (" * J{) Lw : (rrt - >,fz) r@, z) sur 10,4*,*[ x n

K, * (" - l-b) u -- (uJE * ^{) 
F(a, z) sur 10, ?-"*[ x f] 

(p6)

H:#=0sur ]0,fi,,*[x0O
w(o,n) : wo(r), z(o,r): zo(r) sur f,l

(3.1)

(3.2)

W (t, n) :'[cu(t, r) + tfUrft , 11,

Z (t, r) : -'/iu(t, r) + tfbu Q, r),

pour tout (t,r) e ]0,"*+[x f,), avec :

F(ru,z):f(u,u)

il suffit de v6rifier que :

X2 : {(tus,z6) e R2 tel que tr'r6 ) 0, 
"o>-0} 

:IR+ x lR+

est une r6gion invariantp pour Ie systdme (P6) et u(t,r) est unifor6mement bc'rn'e6 dans

]0,fi,",.Ix f,l

,lJ
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en effet, on a :

d,onc, w(t,r) > 0, V(t, r)

"o(r) 
>- 0 dans f), alors :

(w, z) e IR+ x lR+

(3.4)

avec

z(t,r): rfcu(t,r) - tfurlt,r) > 0,sur]0,%*[x f] (3.5)

donc x2 est une r6gion invariante pour ie systdme (P6), pour v6rifler queT.u(t,r) est unifor-

m6ment borne6 dans ]0,?*'*[ x ft, il suffit d'appliquer le principe du maximum d la premidre

6quation de (P6). .

Dans Ie "* , 1f 2 > ) , on obtient :

/ t-n \
F(0, z) : f | -tl ir,, | : o,Vz ) 0,Vu 2 0' "\ uc /
e ]0,?-**[ x f,), et Puisque F(ta,z) > 0, V

H - (" - ,/-b) Lw : - (u,fu* ^/, 
F (w, z) sur l0' 4"-[ x f)

?i - G+J-u") Lz : (rfi- sfz) r@,") sur l0'z;''[x o 
(pz)

H=#+0sur 10,7L""[xAf,i

w(0, r) : wo(r) , z(0 , t) : zo (r) sur Q

dans ce cas, on a ;

w (t, r) : rfcu(t, r) - tfbuQ' r)

z(t,r): JZu(t,l + 'fua1t,"1

pour tout (t,r) € 10,?".'"*[x fl

de la m6*re mani6re, on montre que x2 est une r6gion invariante pour le syst€me ({fl, ce qui

montre qUe : (u,u) est dans X1, d'ot, on a construit une r6gion invariante pour le slfstdme(P2)'

qui nous donne l'avantf,ge de faire appel d, Ia fonctionnelle de Liapounov qui a I'avantage de

rdsoudre le probldrne.

Puisque F (w,z) ) Q,u satisfait le principe du maximum' i'e''

ll.(t)ll-<?ro,Pour

Ainsi, Ie prob dme de l'existence globale se

tout I € ]0,?L""[.

r6duit d, 6tablir une estimation uniforme de



-I
i

I

l

llt(t)ll* sur ]0,4""*f.D'aprds la th6orie de la r6gularitc Lp, r < p < oo poru les op6ra-
teurs paraboliques (vqrr, par exemple,[5,10j), il suffit d,obtenir une estimation uniforme de

llF (w(t),2(l))llosur 10, Zt*[ pour un certain p > +.
Th6oreme 3.1 :

soit (u(t), z(t)) we qolution du probldm" (P6 resp (P7) avec valeurs initiales dans
X2 alors :

t+Ll't): Itnr-w(t,"))-?"*pBz(t,x)dx (8.6)\/ 
l'--

est d6croissant sur [0,4r*[pour toute constante B et 7 tel que :

( t,.r) a2 -bcttil,'].^,.T (sz)

)1 : pr,t/b - A\/Z r""p 1"t/b + 
^\/a,

(3.8)

t\: pJb *.\fi resp pr/b - ^r/a, 
(g.9)

oi M satlsfait la condition :

ll wo ll*< M (3.10)

Preuve :

Nous allons d6montre{ le th6ordme dans le "* f |aur,on pose 0 : a+t/bc et g =_ o_rffu.
D6rivant L par lappo{t d l, on trouve :
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I

L (t) = I l" fr, * w)-t-t 
" ") # + (o ru -,)-, "u") K]*"n'

: I 0 ,* - u)-t-t 
"P') tr,r",- rrF (w, z)) d,r *

o

| (o ,* - ,)-' "P") {vn" * tttF (w, z)) d,r

f)

: 
J L"t 

(wt - u!-t-r ue'L. + gp (M - ,)-' "e" 
trf a*

o
fr

+ J lutO 
(u - u17-." - )t'y (M - .,1-t-tl eF' n (w, z) d,r

n
: I+J

par applipation de la formule de Green, on obtient :

T (Yu,Vz) : h b +t)lYutl2 +

B W - w) (0 + e) lyuy z * pg2 (nr - e2 lv zl2

le discriminant rde T pst donn6 par

D : 
ff f, * p)t)2 -  potfr - 1)] p'(u -,)'

: (te -,cl'f - ar,et) B'(u -,)'

II - - | r 1v w ,v z) (M - w)-t-z 
"F" 

d,r,

n

ou

D<0,si:
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0(7 et (0 - p)'1 - 409 <0,

les deux dernfdres i6r6galit6s donnent :

o<.#4(0-d"
en utiiisant l'in6gal[t6 suivante :

{r2 +ory* pa2 < -':#l*.#l ,

pour tout (r,p) e K, oi e, p sont deux constantes non n6gatives'

on observe qup :

of rnlet In2 sQrrt donn6s Par :

_ (nr, - t @ - e)') P' W - llroll*)'
rn2:

comnce :

t = [ (M aF- )r'v) - tq\u) @l - w1-t-L e7"d't,
I

h

alors pour

P s A"'Y

M ttt

on obtient :

, t - J (rulvalz + mzlv zl2) (Lr - .,1*t-2 es'd't,

o

rll



oi C (P,1,\,

d'or)

Dans le cas :

p,: pJb * o{i et

Corollaire

Supposant que

diff6rentlable

avec condition i

dans ]0, oof xf).

preuve :

Prenons le c

10,4,,-,Ipour P

Comme W est

de (P3) eEt 6qui

Comrne F est

I I at -u)-t-t ee"F7w,z) d'r,
J
o

L' (t) < - I @tlva,l2 
+ rnzlvzl2) @r - u7-t-2 ee"d'n,

o

) l*@ -a)-t-ruezP

J < -C (0,'y,A,p,M

M ) est une constante Positive

-c (P'^t,\,P,M (w, z) dr 10.

5 o ;,no,r. prenons o : a - Jb", I : a + \/bc' S : pJ6 -f or/Z et

on a$plique le m6me raisonnement au systdme (P7)'

r,s) pst une fonction non n6gative sur la r6gion 11 et contin0ment-

R.* x lR+, qui v6rifie (P3), alors chaque solution du protrldme (P2)

tialesdansxlestglobaledeplus,elleestuniform6me,ntborne6

ll^ \ .-
,iz<i, rl sumf, d,etablir une estimation uniforme de llF (tL"z)llosur

f nrfisque, pour u et o dans I1,w ) 0 et z ) 0 avec w * z : il't/bu'

unifofcmement born6e pat M dans [0,?k*[x f), alors latroisidrne 6quation

,. IumI
s -+--F- L

Iog(1*F :0,pouttout r)0.

riue sur R+ x IR+ , donc

Ios(1+F

(", 
")) (3.11)

,. IIlmI
s +-frc 

L

(", 
")) -0,
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uniforrn6ment pour r € [0, M] et on peut choisir des constantes positives

a et C telles que :

L+F (r,s)<Ceo',pourtous s)0et'pourtout r e[O'M]' (3'12)

et

D1@2 - bc)
o < 

nt"tb.!1;oll;'

alors, nous pouvons choisir p > t de telle sorte que

\(a2 -bc)potl--ffi,' Ft0c ll?lJ0lloo

(3.13)

(3.14)

(3.15)

on pose, g:Po, ca qui donne

, )r @2 -bc)
,9 1l 

tro ll - <--:-';:;-,
f t""

donc on peut choisif 1 et t/I tels que (3'7) et (3'10) sont satisfaites'

en ut[lisant le th6oldr#]ttut obtenons :

u 
pz(t,.) : (e'.{t,.)\o e. L* ([0,4,,*[ ; ,1 (CI)) , (3'16)

"\-)

donc

u az(t,') € ,* (lo, ?L*[;rP (o)) , (3'17)

d'apr6s (3'12), on Qn d6duit que

n
F ("q (t,') ,' (t, )) e z* ([0' ?l'*[;ry (f|)) pour ? ) 5'

d.onc,d,apr6slesrefnarquespr6c6dentes,nouspouvonsassur6quelasolutionestglobale.De

plus, elle est uniflprm6{rent born6e sur [0' *oo[ x 0'
rl

Pour le "* /: t 
|--------------- 

, ot suit Ie mome raisonnement '
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