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0.1 Introduction

De nombreux phénomeénes écologiques , biologiques , chimiques ...ect. sont gouvernés par

une classe de systémes appelés systémes de réaction-diffusion de type suivant :

— DAu = F(u)sur ]0,4+00[ xQ, (D)

w(0,.) = wug(.) sur Q.

Ot € est un ouvert borné de R™ de frontiére réguliére €2, u(t,.) est une fonction définie
sur Q & valeurs dans R™, D est une matrice carrée d’ordre m définie positive et diagonalisable
appelée matrice de diffusion et F est une fonction localement lipschitzienne de R™ & valeurs dans
R™ appelée terme de réaction qui est le résultat de toutes les interactions entre les composantes
de u.Par exemple,en chimie u est un vecteur de concentrations chimiques, F représente I'effet des
réactions chimiques sur ces concentrations et le terme DAu représente les diffusions moléculaires
A travers la frontiére de réaction. On ajoutera une condition aux limites sur 15 frontiere 0f) de
maniére & ce que le probléme (D) soit bien posé.

Le but de ce projet est de développer un résultat obtenu dans [8] autour de la question d’exis-
tence globale de solutions pour un systéme de réaction-diffusion satisfaisant & deux propriétés
quont trouve classiquement dans beaucoup d’applications :

(P) La positivité des solutions est préservée au cours du temps

(M) La masse totale des composants est contrdlée au cours du temps.

Le fait que la masse totale des composants n’explose pas en temps fini incite & penser que
les solutions existent en un certain sens globalement en temps.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, nous présentons la forme générale des systémes de réaction-
diffusion ainsi que les exemples faisant ressortir leur role essentiel dans les sciences.

Dans le deuxiéme chapitre,on commence par rappeler briévement quelques notions générales
sur les semi- groupes avec exemples.Ensuite nous présentons certains résultats préliminaires qui
s seront utiles dans le dernier chapitres.Ces résultats sont des rappelles sur les opérateurs

nou

m-dissipatifs et quelques exemples importants en théorie des E.D.P.La derniére section de ce



chapitre est consacrée & exposer les résultats fondamentales qui assurent l'existence locale de
la solution des systémes de type (D),en donnant bien str la forme explicite de la solution.
Enfin, l'essentiel de ce travail est présenté dans le troisiéme chapitre ot on va procéder a
Pétude du systéme (D) dans le cas m = 2, cette étude est baséé sur un résultat de D. Henry
[5] ( effet régularisant ).Pour prouver l'existence globale de la solution, il suffit de trouver
une estimation a priori de || fi(u,v) ||, (i = 1,2) sur [0, Thax[( Thsax est le temps d’existence

maximale) dans 'espace L (Q) pour p > 3.



Chapitre 1

Modélisation de systémes de

réaction-diffusion

1.1 Introduction

La plus grande partie de ce mémoire est consacrée a I’étude de l'existence globale en temps
des solutions d'une classe de systémes appelés Systémes de Réaction-Diffusion, ce sont
des systémes d’équations aux dérivées partielles du type parabolique,ces systémes intervienent
dans des applications nombreuses, par exemple : en chimie, en biochemie, en métallurgie, en
dynamique des populations, en génétique des populations, en biophysique...ect. En premiére
partie, vu les applications nombreuses et variantes de ces systémes, on donnera les démarches
suivies pour modéliser certains problémes gouvernés par le systéme (D) comme la publicité sur
un produit, ’épidémiologie et le phénomeéne prédateur-proie.

Les individus différent d’un probléme & un autre : en chimie, par exemple, ils représentent
des substances chimiques. En biochimie, ils peuvent représenter des molécules. En métallurgie,
des atomes. En dynamique des populations, ce sont des humains. En génétique des populations,
ils représentent des caractéres. En biophysique, des charges électriques ou bien des différences
de potentiel. En environnement, ils peuvent représenter les animaux ou les plantes d’une forét,

d’une mer ou bien d’un fleuve.

Pour la plus grande partie de ces problemes, on montre qu’on aboutit & des systémes de

type (D). Les conditions aux bords seront choisies selon l'origine et la nature du probléme
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étudié : s’il n’y a pas d’immigration des individus & travers la frontiére du domaine sur lequel
le probléme est posé, on choisit les conditions aux bords homogénes de Nemann. S’il n’y a pas
d’individus sur la frontiére, on prend les conditions aux bords homogénes de Dirichlet.
I’inconnue (la solution qu’on cherche) est un vecteur dont les composantes sont généra-
lement des fonctions positives : en chimie, par exemple, c’est un vecteur de concentrations
chimiques. En biochimie ou en métallurgie, c’est un vecteur de concentrations en nombres de
molécules ou d’atomes respectivement. En dynamique des populations et en environnement,
c’est un vecteur de densité de populations humaines, animales ou végétales. Les conditions

initiales sont généralement positives; puisquil s’agit de concentrations, densités, charges élec-
) O ;S )

triques,...ect.

1.2 Modélisation et exemples

1.2.1 Modélisation

Nous allons donner la démarche suivie pour établir (D); d’ailleurs qui est le méme pour

tous les phénomenes cités & I'introduction, puis nous donnerons des exemples.
On considére une région bornée de R™, (n = 2 ou 3) (qui peut étre une surface géographique, une
cellule vivante ou des molécules) dans laquelle des réactions se réalisent (ces réactions peuvent
étre une épidémie, une rumeur ou bien une réaction moléculaire; d’ailleurs la cellule vivante est
le siege de plusieurs réactions chimiques, ainsi que les surfaces géographiques forment les lieux
de milliers de virus et rumeurs circulant entre les individus des populations...).

Si on note par u;(z,t) la concentration de la ifm¢ espeéce prenant part dans ces réactions,
filz,t,ur(z,t), ..., um(z,t)) son taux de formation dans la réaction en question au point z et a
instant t > 0 et J; le flux de ces espéces & travers la frontiére de notre région.Considérons un
volume V infiniment petit de la région de frontiére S = 0V La vitesse de formation de la jéme

espéce dans le volume V est égale & la quantité formée par la réaction 6tée de son flux a travers

la surface S'; en termes d’équations :

5 1 ‘ .
= [lu(z,t)de= [ fi(z,tu(z,1), sl (8, 2)) d— | J5.d8 (1.1)
e /



aprés application directe du théoréme de la divergence au terme désignant le flux, on obtient :

/O,
/ ( aq; —fi+VJi> dz =0 i=1,....m (1.2)
%

puisque le volume V' est infiniment petit et arbitraire, on en déduit :

S0 = f; =1,..,.m 1.
5 + Vdidz = f 7 R 20! (1.3)

Remarque 1.1 :

Dans le cas des populations (plan macroscopique) on applique une loi semblable . Le flux (ou

la diffusion) est donné par la loi de Fick (seconde loi de Fick) :

m

Ji = z aij Vg, (ag)1<i<m (1.4)
j=1 1<j<m

ou (a;;)1<i<mest une matrice définie positive, appelée matrice de diffusion.

1<jsm
En substituant (1.4) dans (1.3), on obtient :

ou
5 Alu = f(u). (1.5)

1.2.2 Exemples
1)Epidémiologie
La propagation d’une épidémie (maladie contagieuse) ou une rumeur dans une population,

divise cette derniére automatiquement en trois groupes disjoints :
(S) le groupe des susceptibles : Individus non infectés, mais qui peuvent le devenir.

(I) le groupe des contagieux ou infectés : Individus portant le virus et donc capables de le

transmettre aux individus du groupe (5).

(R) le groupe écarté : Individus qui sont définitivement guéris plus les individus isolés.

Notons par S(z,t), I(z,t) et R(z,t) les densités au point = de ’espace (position) a I'instant

t > 0 des groupes (9), (I) et (R) respectivement.



Nous supposons que :

(P1) Les susceptibles(S) deviennent infectieux (I) aprés contact avec un infectieux et a un
taux proportionnel au nombre de contacts entre les individus des groupes (S) et (I) et un tel
nombre est proportionnel au produit d’'une fonction des membres de la classe (S) et d'une autre
fonction de la classe (1) (i.e: f(.5).9(1)).

(P2) Les individus sont écartés de la classe des infectés & un taux proportionnel & une

fonction de (I) (i.e : h(I)).

(P3) La population totale est constante et est confinée dans une région bornée de R? ou R?.

Si on note par S,I et R les concentrations linéaires ou superficielles des groupes (5 ), (1) et

(R) respectivement ;on est conduit au systéme d’équations suivant :

a5

E:dlAS—f(S)g(I) sur 0, +oo[ x §
% — AT+ () g(I) ~h(I) sur ]0,+o0[ x © (1.6)
%§ =d3AR+ h(I) sur]0, +oo[ x £2.

Si nous supposons qu’il n'y a pas de migration & travers la frontiere de ; on a les conditions

aux bords homogeénes de Newman :

98 = o1 = B8R =0 sur OQ x |0, +o0]. (1.7)

8n  on Oy

ol 7 est la normale extérieure a €, les conditions initiales sont positives
S (z,0) = So (z), I(z,0)=TI(z), R(z,0)= Ro(z) avec z € (1.8)

Modéles en dynamique des populations :
2)Un modéle prédateur-proie
Dans la premiére moitié du XX siecle, I'étude de la dynamique de plusieurs espéces en interac-

tion connut un essor considérable. C’est & cette époque appelée 1'age d’or de ’écologie théorique

que furent développés les premiers modeles

basés sur des comportements de type compétition et des relations prédateur-proie.V. Vol-



terra a étudié la coexistence de deux espéces dont 'une dévore 'autre. Considérant deux es-
péce, la premiére,u(t,x) , aurait si elle était seule une croissance exponentielle. La seconde,le
prédateurv(t, z), se nourrit exclusivement de la premiére et en I'absence de proie s’épuiserait
progressivement et disparaitrait.La premiére considére que pour qu'il y ait prédation entre une
espeéce prédatrice et une espéce proie, il faut tout d’abord qu’il y ait rencontre entre ces deux
espéces et que le nombre de rencontres entre ces deux espéces est proportionnel au nombre
des individus qui la compose. Le coefficient de proportionnalité étant égal a la probabilité de
rencontre.La seconde consiste a supposer qu’il existe un rapport constant entre les disparitions
et apparitions d’individus que provoquent les rencontres, i.e., que la prédation de la proie est

équivalente a la croissance du prédateur.Ceci conduit au systéme :

gu _ dyAu = au + buv sur |0, +oo[ x
i (1.9)
3—: —dyA, = —cv+duv  sur ]0,+oo[ X Q,

oll a représente le taux de croissance de la proie en I'absence de prédateur,b le taux de
prédation du prédateur sur la proie,c le taux de mortalité du prédateur en l'absence de proie

et d le taux de croissance du prédateur du fait de sa prédation et d.,,d, sont les constantes de
diffusion de proie et du prédateur, respectivement.

Remarque 1.2 :

Pour d’autres modeles, voir [7].



Chapitre 2

Semi- groupes et problémes

semi-linéaires

2.1 Semi -groupe

Soit X un espace de Banach complexe, {T'(t)};>q une famille d’opérateurs bornés dans X.

Soit A un secteur défini par
A={2€C,0<Rez et &; <argz < g, P <0< Do} (2.1)

2.1.1 Définitions et propriétés des semi—groupes

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme : z — lz|| x, on désigne
par £(X) Despace vectoriel des applications linéaires continues de X dans lui méme.

£(X) est un espace de Banach pour la norme T' — [|T|| défini par :

Tzl <
ITll = suwp |Tally = suplozlx (2.2)
ll2]l x =1 220 [1Zllx

10



2.1.2 Définition d’un semi-groupe de classe C°

Une famille {T(¢)},., d’éléments T'(t) € £(X) pour ¢t > 0 forme un semi-groupe de classe

CP dans X, si elle vérifie les conditions suivantes :

i) T'(s 4+ t) = T(s).T'(t) pour tout s,t > 0
i1) T'(0) = I (identité dans £(X)) (2.3)

1i1) }iné} |T(t)x — z||x = 0 pour tout z € X

Remarque 2.1 :

La famille {T'(¢)},.p qui vérifie (2.3) avec ¢, s de signe quelconque s’appelle groupe de classe C°.

Exemples :

Exemple 1 (cas de dimension finie) :

Soit X =R™ (ou C"), A € £(X) alors T(t) = ¢4 pour ¢t € R est un groupe de calss CO.
Exemple 2 (cas de dimension infinie) :

Beft X'= 12 = {x = {Zn}nen io:l ] % oo}. On sait que [? est un espace de Hilbert pour la

2t 0o
norme z — ||z, = ()] ‘171[2)% associé au produit scalaire < z,y >= > z,7p.

n=1 =,

On définit T(¢)z = {e""zt:cn} - 12 pour t > 0, on remarque que : (2,3),4) et (2,3),4) sont
ne

faciles & vérifier, reste a vérifier (2,3), 7). En effet :

N-1 o0
1Tz —allh = 3 (1 =P o + 3 (1~ e anf?
n=1 n=N
&L 2 2 OC 2
et comme Y. (1 —e ™ ")?|z,]° < 3 |zn|” et que z € [? donc, Ve > 0 on peut choisir NV de tel
n=N n=0
(&)
sorte que : »_ (1 — e’"gt)2 |zn|? < € mais 1 — e~ est croissante pour n > 1, donc on a :
n>N
& 2 2
D (1=l < (1= a2 0
=1

ce qui implique :

lim [|T(t)z ~ z|% — 0.

11



On a aussi un exemple de semi-groupe qui n’est pas prolongeable & un groupe car T(-t)z =

et"’tz, ¢ I2(n € N) pour t # 0 et @ € 1.

2.1.3 Semi-groupe de contraction de classe o
Définition 2.1 :
Un semi-groupe {T(t)},5, de classe 0 est appelé semi-groupe de contraction de classe O° s

Pon a :

T <1 Vvt>0.

Remarque 2.2 :

L’exemple 2 vu en (2.1.2) est un semi-groupe de contraction.

2.1.4 Générateur infinitésimal d’un semi - groupe

Introduction :

On reprend les deux exemples du (2.1.2)
a) Cas de dimension finie :
o0
On prend X =R" (ou C*), e4t = 3" 4" vz € X ona:
0

n=

dt
ou ericore :
h —
i LE—T 4
h—0t h

on dit que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe T(t), dans ce cas on note que :
’ensemble des opérateurs A qui sont générateurs infinitésimaux de semi-groupe T'(t) coincide
avec £(X).

b) Cas de dimension infinie

Sgit X|= 2, Tz = {e“”gta:n} . et considérons la suite :
ne

12



2p 2
= =1y, = —n2g, e~k 0 < 0, < 1.

=70

vneN, &
Il en résulte que :
Tilm—x 9
{-n :cn}nEN

h—0 h

donc la suite n’existe pas toujours dans 12, mais Az = {—ann} - est défini pour tout = € [?

et qui vérifie {—ann}neN € [2. On déduit que :
D(A) = {a: el?: {—ann}neN converge dans X}
ot D(A) est le domaine de I'opérateur non borné A.

2.1.5 Le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe e

Soit X un espace de Banach réel ou complexe, {T(t)} >0 un semi-groupe de classe COsur
X, on a vu dans le gieme exemple (cf : 2.1.2) que pour tout z € X, la fonction t — T'(t)x n’est
dérivable sauf quand z fait partie d'un certain ensemble que nous avons noté D(A).

pas

Définition 2.2 :

On désigne par D(A) l'ensemble des vecteurs(dérivables) dans X, i.e : I'ensemble des = € X

tels que : la fonction ¢t — T'(t)z soit dérivable pour tout ¢ = 0; donc D(A) est caractérisé par :

Th)x —
D(A) = {x e X: —L)—Z——x- converge dans X lorsque h — O} (2.4)
dans la suite on pose : A = T(hh)‘I, oll A est un opérateur qui appartient & £(X), Vh > 0,

cet opérateur est appelé générateur infinitésimal de semi-groupe {T'(t)},»o (généralement A est

non borné).

13



2.2 Opérateurs dissipatifs et opérateurs m-dissipatifs

2.2.1 Rappels de quelques résultats utiles de ’analyse fonctionnelle

Définition 2.3 :
Une application f: X — X est dite contractante si :

3K € [0,1] tel que : [|f(z) — f)| < k|lz — yll pour tout (z,y) € X?

Théoréme 2.1 : ( du point fixe de banach) :

Soit (E,d) un espace métrique complet, f une application contractante définie de

X vers X.Alors f admet un point fixe.
Preuve :
af s [B].

Théoreme 2.2 : ( de Lax Miligram)

Soit H un espace de Hilbert, a: H X H — R une forme bilinéaire, on suppose qu’il
existe deux constantes positives ¢ < +oco et o telles que :

i) a(u, )| < cllll vl

i) a(w,u) >« |ul|® (coercivité) alors :

Vf € H, 3u € H tel que: a(u,v) =< f, v >Vv € H.

Peuve :
of : {3

2.2.2 Opérateurs non bornés dans un espace de Banach

Dans toute la suite : X est un espace de Banach, sa norme est notée || |-
Définition 2.4 :

Un opérateur linéaire dans X est un couple (D, A) ot Dest un sous- espace vectoriel de X et

14



A: D — X est une application linéaire.

Définition 2.5 :
Si (D, A) est un opérateur linéaire dans X, le graphe de A et 'image de A (G(A), R(A)) sont

définis par :

G(A) {(u,v) e X x X, ue D, v = Au}

R(4) = A(D(A))

Remarque 2.3 :
Dans la suite du chapitre on désignera le couple (D, A) par A

Noter cependant que lorsqu’on introduit un opérateur linéaire, il est absolument indispensable

de définir son domaine.

Notations et définitions

Définition 2.6 :
Soit A un opérateur de X de domaine D(A), alors (u,v) € A signifie que u € D(A) et v € Au.

On dit que A est multivoque si Au contient plus d'un élément, dans le cas contraire on dit que

A est univoque.

Définition 2.7 :
Un opérateur A dans X est dit dissipatif si on a : V (u1, v1), (u2,v2) € A:

llug — ug — (v1-v2)|| = Jluz —wall-
Qi A est linéaire, la définition est donnée comme suit :
Vu € D(A),YA >0, |lu— Aul| = [lu]. (2.5)
Remarque 2.4 :

Qi — A est dissipatif; on dit que A est accrétif.

15



Remarque 2.5 :

si A est accrétif alors I'equation :

u+Mu=1, (2.6)

admet au plus une solution.

preuve :

Soit ug,ug deux solutions de (2.5) alors « g —ug = MAug — Aug) et on a :
lvl| < |lv— MAwv| avec v = ug — ug, donc :

||u1 &= UZH S Hul = 5, = /\Am + /\AUQH =11 d’ou : Uy = ug.

Définition 2.8 :
Un opérateur dissipatif A dans X est dit m-dissipatif si :

R(I - )A) = X, (2.7)

eV e X,¥YA>0, lueé D(A) tel que :

u—MNu=f. (2.8)

Remarque 2.6 :

Si —A est m-dissipatif dans X, on dit que A est m-accrétif.

2.2.3 Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert

o ded 0

Dans ce paragraphe on suppose que X = H est un espace de Hilbert, et on note <, > le

produit scalaire dans H.

Définition 2.9 :

un opérateur A est dit monotone dans H si:

< Au,u >2 0. (2.9)

16



Proposition 2.3 :

A est dissipatif dans H ssi —A est monotone.

Preuve :

Si A est dissipatif, on a :
< u— Mu, u— Mu >= |lu — Mul?,
= ||ul? = 2X < Au,u > +22[|Au||*, YA > 0, Yu € D(A),

donc :
llw — AAul® - ul? = A? | Aul* = 2) < Au,u >,

on divise par A et on faisant A — 0, il résulte : < Au,u ><0.

Réciproquement : si < Au,u ><0,Vu € D(A) on a:

llu — AMu|? = Jul|® = 2X < Au,u > +X37 [ Au)? > |Jull?,

d’ou :

Ju — A = JJull,
ce qui implique que A est dissipatif.

Corrollaire 2.3 :

Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans H tel que : G(A) C G(4*) et A

est dissipatif alors :

A m — dissipatif < A= A,

Preuve :

cf: [3].
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2.2.4 Exemples :

Exemplel :
Soit £ un ouvert quelconque de R™ et ¥ = L?(Q). On définit I'opérateur linéaire B sur Y’ par :

D(B) = {u € Hj(Q), Au € LA )},

Bu = Au Yu € D(B),

ou :
B ={usg HY(Q), tel que : u |[p= 0} avecI' = fr(f),

HY(Q) = {u e L%(Q) tq gu € L2(Q)}.

Ha
Montrons que :
B est un opérateur m-dissipatif de domaine dense, de plus B est auto-adjoint

Preuve :

1) D’apreés la formule de Green on a :

/Auv:—/VqudI—k/%vdv,
) on
Q Q r

ot n est la normale extérieure a I' = 9€2. Montrons que : < Au,u ><0.

On a:
VYu € D(B), < Au,u >= / Au udx = — /|Vu12 de< 0,
Q Q

donc B est dissipatif.

2)
VfeY,MeDB): u—Nu=Ff. (2.10)

Multipliant (2.10) par v tel que v € H, on trouve :
/(uv — WAu) dz = / fudx YA >0,
Q

o)
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prenons A = 1 donc :

| / (w + VoVu) dr = Q/ fv dz,

9]
de la forme :

b(u,v) = I(v),

c’est évident de vérifier que b(u,v) est coercive et I(v) est continue, et on applique le théoreme
de Lax-milligram, donc : Jly qui vérifie u — Au = f d’ott B = Ay est m-dissipatif.

3) D(B)=Y ?.Ona: D(Q) c D(B) L*(Q) = D(B) = L*(Q) car D(Q)) = L3(Q).

4) < Bu,v >=< u, B*v >, mais :

< Bu,v >= — [VoVu dz = Julvdr =< u, Av >
Q 1Y
ce qui implique : (u,v) € G(B*) et d’aprés le corollaire (2.3) B = B* donc B est auto-adjoint.

Exemple 2 :
Soit £ un ouvert borné de R®, Z = L>(9).

on définit 'opérateur C' par :
D(C)={ueH;nZ Auec 2}

Cu = Au.

Montrons que C est m-dissipatif dans Z.

Preuve :
Montrons que : C est dissipatif?
S0it A >0, f € Z, posons : M = ||f||__ , et soit u € H§ une solution de :

u—AMu = f dans D(Q) (2.11)
équation (2.11) est en particulier vérifiée dans L*(Q), et I'on a :

(w = M) = MAu— M) = f — M dans L*(Q)
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posons v = (u— M) € H}(Q) avec Vo = U553 Vu donc :

/v2da:+>\ / |Vul® dx—n/(f-M)vdng

2 {lul>M}
d’ou :
/v2d33§0=>v=0=>u§M p.p sur Q.
Q
de la méme maniére on montre que :u > —M p.p sur £ donc :
[l foo € M = ||f]| oo, il résulte que C' est disipatif.
Soit maintenant f € L(Q) C L2(Q), 3lu € H(Q) avec Au € L*(Q) solution de :

w— Au = f dans L?(Q)

puisque u € L®() alors, u € D(C) ce qui implique : u — Cu = f admet une solution unique,
d’ou C est m-dissipatif.

Remarque 2.7 :

Dans les deux exemples, on voit que c’est la méme équation qui correspond & plusieurs opéra-

teurs qui ont des propriétés différentes, car ils sont deéfinis sur des domaines différents, donc, on

voit D'utilité du domaine de définition.

2.2.5 Théoréme de Hill-Yosida-Phillips :

Semi-groupe engendré par un opérateur m-dissipatif :

Soit X un espace de banach, A est un opérateur linéaire m-dissipatif de domaine dense.

Proposition 2.5

Soit T'(t) un semi-groupe de contraction et L son générateur infinitésirnal alors

L est m-dissipatif de domaine dense.

Preuve :

cf - [3].
Théoreme 2.3 : (Hill-Yosida-Phillips)
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Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contrac-
tion ssi A est m-dissipatif de domaine dense.

Preuve :

et [3].
Théoréme 2.4 : ( Hill-Yosida)
Soit A un opérateur linéaire m-accrétif dans un espace de Hilbert X, alors pour

tout ug € D(A), il existe une fonction u € C'([0,+oc0[; X) N C([0, +o0o[; D(4)) unique

telle que :
du
b+ Ay=0 sur [0,+c0 ,
a 0, ool (2.12)
u(0) = uo,
de plus; |u(t)] < ug et ‘%f = |Au(t)] < |Aug| Vt = 0.
(D(A),||.]) est un espace de banach muni de la norme de graphe :
lu| + |Av| et de la norme hilbertienne équivalente (lv)* + |Av|2)%.
Preuve :
cf : [3].
Corollaire 2.4 :
Sous les mémes hypothéses du théoréme (2.4), ’équation :
d
e L Ay + X =0 sur |0,+o0
N 0. ool (2.13)

U(O) = Ug

ou ) € R, admet une solution unique.

Preuve :

L’équation (2.12) se raméne & I’équation (2.13) gréce a lartifice classique suivant :

u(t) = eMuf(t).
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2.3 Existence locale de la solution d’un probléme d’evolution

2.3.1 Equations non homogeénes et problémes semi-linéaires :

Dans cette partie on désigne par X l’espace de Banach et A U'opérateur linéaire ra-dissipatif

de domaine dense, on note 7' (t) le semi -groupe de contraction engendré par A.

2.3.2 Equations non homogénes :

Soit T' > 0 pour tout x € X et f : [0,7] — X, une fonction donnée, on veut résoudre le

probléme suivant :

i) u € C([0,T], D(A))NnC([0,T], X)
i) u(t)=Au(t)+ f(t) Vtel0,T] (2.14)
iii) u (0) =z

on a le résultat suivant :

Lemme 2.1 :
Soit x € D(A) et f € C([0,7], X), on considére une solution u € C ([0,7], D(A)) du

probléme (2.14), alors on a :

w(t) =T () z+ /T(t—s) P (2.15)

Preuve :

Soit ¢t € [0,T], on pose :

w(s) =T (t—s) u(s) pour s € [0,1],

Soit h € [0,t — s], on a:

wlethloule) - 7 (¢ — s — ) (Mt - EQDy (s)),

— T (t—s)(u(s) = Au(s)) = (T (t - ) f(s)),

h—0
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puisque T (t —s) f(s) € C([0,¢], X) = w e C([0,4], X) = w e C*([0,4], X).
w(s)=T(t—s) f(s),¥s€ 0,4, (2.16)

en intégrant (2.16) sur [0, 8] et en faisant tendre § vers ¢ (r < t) on obtient :

7

w@%ﬂﬂ®=/f@-ﬁf@)w,

0

donc :

w (r) :w(0)+/T(t—s) f(s) ds,
0
lorsque 7 — t on obtient :

wr)=Tt—r)u(r) —=T(0) u()=u(t), dou, u(t) :u(O)—f—/T(t—s) f(s) ds.
0

Corollaire 2.5 :
Pour tout x € X et f € C ([0,7], X), le probléme (2.14) posséde au plus une soution.

Preuve :

Supposons que u; et up sont deux solutions de (2.14) donc d’aprés (2.15) :

t

ul(t):er/T(t—s)f(s) ds,

0

t

u(®)=a+ [T(e=s) £(s) do,

0
par substitution, on trouve : uy (t) —ug (t) = 0 = uy (¢t) = ua (t) V¢ € [0, 7] et donc :

Ul = U

Remarque 2.8 :
Pour tout z € X et f € C([0,7], X), la formule donnée par (2.15) définit une fonction
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u € C([0,T], X), nous allons chercher des conditions suffisantes pour que la fonction u donnée

par (2.15) soit une solution de (2.14).
Remarque 2.9 :

Il est clair que si u est une solution de (2.14) , on doit avoir v (0) =z € D (A), cependant cette
condition n’est plus suffisante pour que v donnée par (2.15), soit solution de (2.14).

Contre exemple :

Supposons que T (t) est un groupe d’isométrie et soit y € X/D (A) alors : T'(t) y ¢ D (A).

on prend pour tout t € R: f(¢) =T (t) y, et =0 € D (A) donc (2.15) donne :

u(t)=tT(t)y ¢ D(A) pour t #0,

donc wu (t) n’est plus une solution de (2.14).
Proposition 2.6 :
Soit x € D(A) et f € C([0,7], X), on suppose que I'une au moins des deux condi-

tions suivantes est satisfaite :

i) fe L' ([0,7], D (4))

i) fewbi (0,7}, X)

alors u donnée par (2.15) est solution du probléme (2.14).

Preuve :

cf : [3].

Lemme 2.2 (Granwall) :

Soit T'> 0, A € L'[0,T] tel que A > 0 p.p et soit ¢;,c; deux constantes positives

CeI'0,7], ¢ >0 p.p tel que X € L' [0, 7] alors, si Vt € [0,T]
¢
<cl+02/)\ s, p-p,
0
on a . tl
C(t)<crexp /A<s> ds,
0
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Preuve :
- uf - (8.
Remarque 2.10 :
En particulier, si ¢; = 0, alors, ¢ (¢t) =0 p.p sur [0,77].

2.4 Problémes semi-linéaires

2.4.1 Rappels
On dit que F : X — X est lipschytzienne sur les bornées de X, si pour toute constante

M >0, 3K (M) tel que :
|F (z) = F(y)| < K (M) llz —yll, Vz,y € B(0,M).

étant donnée ug € X, F : X — X une fonction lipschytzienne, on cherche 7' > 0 et une fonction

u solution du probleme :

) Trouver u € C([0,T], D(A)ne C*([0,T], X),
& — Au=TF (u(t)), (2.17)

a (0, +) = wg,

le probléme (2.17) s’appelle probléme semi-linéaire.

Lemme 2.3 :
Soit 7> 0, ug € X et u,v € C([0,7], X) deux solutions du probléme :

t
w(t) =T (t) ug + /T(t —s) F(u(s)) ds, (2.18)
0
alors v = v (L’unicité de la solution)

Preuve :

Posons : M = suptrg%g)Tc] {u @l lv @)} ona:



¢ t
- e (@I = llv ()] < /HF(U (8)) = F (v (s))]l ds < K (M) /Hu (s) —v(s)ll ds
0 0
pour t € [0,T], et d'aprés Gronwall ( C; = 0.Remarque 2.10), on déduit que :

lu(t) =v ()] =0

ce qui implique : u = v
Proposition 2.7 :
= Le probléme (2.17) admet une solution unique.

Preuve :
On pose Ty = [2K (2M + ||F (0)] +2]7% > 0, ot Thraz est le temps d’existence maximale et

on pose : L =2M + ||F (0)||, on définit F comme suit :

E={ueC([0,Tn],X) tel que |lu|| <L, Vt € [0,Ty]}
on associe & E, la distance d induite par la norme de C ([0, Tas], X)

. d(u,v) = tél[%%%(w} lu () —v (D)

Soit @, € C([0,Tny], X),Vu € E:
Dy (1) =T(t) uO-}—/T(t—s) F (u(s)) ds pour s € [0,Tyy].
0

ona: F(u(s)=F(0)+ [F(u(s))—F(0)] donec :

M+ | F O
T

)

IF (w ()l < |1F )l + LK (L) <
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il résulte que :

LM + |F(O)])

<LVtel0,Tul.
Tor [0, T]

12, (8)] < uu0n+/uF DIl ds < M+

par conséquant @, € E d’otu :
®,:F—F

de plus; V (u,v) € EX F,on a:

12,0~ 2, () S K (D) [ u(s) = oo ds < K (L) () Tis < 3 (ur).

donc ®,, est contractante et d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, ®,, posséde une unique

solution, et en déduit que :Le probléme (2.17) admet une solution unique.
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Chapitre 3

Existence globale de la solution d’un
systéme de réaction-diffusion via

fonctionnelle de Lyapunov

3.1 Introduction

Soit le probléme :

du _ g Ay —bAv = —Af(u,v) sur ]0,+oo[x £,

ot
%% —cAu —dAv = +uf (u,v) sur ]0,+oo[ x Q, ®)
g—:; = g—; =0 sur )0, +oo[ x 012,

u(0,z) = ug, v(0,z) =vy sur

ol ) est un ouvert borné de R™, A est le Laplacien, a, b, c, d, A, ;. sont des constantes positives,

f est une fonction continGment différentiable. Sic=b=A-1=p—-1= 0, fu,v) = uvb,

N. Alikakos [1] a établi l'existence globale de la solution pour 1 < f < 9;’—2 avec une méthode
basée sur les injections de Sobolev, ce résultat a été amelioré par K. Masuda [9] pour > 1,
puis R. H. Martin, M. Pierre [6] avec une méthode différente.

Une autre approche, celle de la fonction de Liapounov est traitée par A. Haraux, A.Youkana

[4] qui ont généralisé la méthode de K. Masuda pour f (u,v) = u®(v), ot P est une fonction
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non linéaire satisfait la condition suivante :

1
lim 80+%W) _,

v—+-00 v

Sib=0, A, positives, le probléme (P) devient :

& _ gAy = =Af (u,v) sur 0,400 x

ot
% —cAu—dAv = +uf (U,,’U) sur |0, +00[ x (P1)
g—;:g—-‘;‘;zo sur ]0,+oo[ x 69

u(0,z) =ug, ©v(0,z)=v9 sur Q.

Kouachi et Youkana ont généralisé la méthode de A. Haraux, A.Youkana [4] en supposant que

d < a; up,vo appartenant a la région :

o= {(uo,vo) € R, tel que ug >0, vg > cuod}’
o

ol f(0,s) =0 pour tout s > 0 et satisfait la condition :

log (1 + f(r,s))

lim <a, Yr > 0.
s§——+o0 S
o 2ad min{é a—d}
Tala— 0 u e R e S

Lorsque c=b=A—~1=p—1=0, le probléeme (P1) s’écrit :

% —alu=—f(u,v) sur ]0,00[ x 0

%f —dAv =+f(u,v) sur ]0,00[ x

%:%:Osur J0, 00 x 002

© (0) = ugp, v (0) = vg sur Q

ou f (r,s) est une fonction contintment différentiable dans R* x Rt qui vérifie f (0,s) = 0 pour

tout s > 0.
Pour ug et v bornées, I'existence locale en temps de la solution est classique pour ce systéme

(on note Tyrqq le temps d’existence maximale), de plus, les solutions sont positives si ug, vg = 0.
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Il en résulte par application du principe du maximum, ’estimation a priori :

[ ()l oo < lluollee V0 <t < Thgas

puisque f(u,v) > 0, s’il était possible d’établir une estimation a priori uniforme pour v (t),
Pexistence globale en résulterait, mais, et c’est la la difficulté, une telle estimation n’est pas du

tout évidente sauf bien sir dans le cas trivial a = d o1l :

[wlloo = llu+vllo < lwolloo = lluo + volloo

puisque :
d
a(u+v)—aA(u+v)=O
donne :
%—l: —aAw =0

avec w = u + v, et d’apres le principe de maximum on trouve :
[wlleo = llu+ vlle < llwolle = lluo + voll o -

Notre objectif, dans cette section est de développer un travail de S.Kouachi [8] qui a établi

Iexistence globale de la solution du systéme ( P2) dans le cas d’une matrice pleine de la forme :

,tel que : 2a > b+ ¢,

en utilisant la technique de la région invariante et la fonctionnelle de liapounov qui a 1’avan-

tage de résoudre le probléme .

30



Dans ce cas (P1) devient :

%u _ aAu—bAu = —Af (u,v) sur ]0,+oo[x

bt

%é —cAu —alAv = pf (u,v) sur |0, +oo[ x Q -
)

g—Z:g—%:O sur ]0, +oo[ x 9

u(0,z) =uo, v(0,z)=1vp sur

3.2 Notations et préliminaires :

Dans cette étude, on désigne par |.|l, , p € [1,+00[ et [|.||,, les normes usuelles dans les

espaces LP(Q), L=(2), respectivement, définies par

pe L .u:cp i
Jull = 7 | I

[ulloo = sup ess |u(z)]
zeQ

On définit aussi les espaces LP(0,T, X ), p € [1,+oolet L*>(0,T, X ) comme suit :
POT X)) = {u : [0,7] — X mesurable ,fOT Jul|f dt < oo,}

muni de la norme

S
Il oy + Il

L°°(0,7,X) = {u: [0,T] — X mesurable ,sup esssejo,7( [|ullx < o0, }

muni de la norme

HU“Loo(o,T,X) = SUup €55¢co, 7 lJullx -

L’étude de P’existence locale et I'unicité de la solution (u,v) du probléeme (P2) découle de la
théorie de base des équations paraboliques semi-linéaires(voir proposition 2.7).

En conséquence, il existe un Tpax € ]0,+00] tel que (P2) posséde une unique solution
classique sur]0, Tynax| X 2.

De plus, si Tryax < 00 , alors
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— = (lu()llo + o) loo) = +o00 -

ma

Par conséquent, s'il existe une constante positive C' telle que

‘ Hu(t)”oo + ”v(t)”oo S C,pOUI' tout 3 & ]Omiax[,

‘ alors Tims =00,

Cependant 'étude de la positivité de la solution est basée sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 :

| On suppose que la matrice D du systéme (D) est diagonale. Alors, toute région

de la forme

' = nry fusu >0},
|

est invariante dés que la fonction F satisfait

filug,ug,.ui_y,0,..un) > 0, pour tout u; > 0,%,5 =1,...m(i # 7).

3.3 Déclaration et preuve du théoréme principal

Avant d’exposer le théoréme principal qui montre existence globale de la solution du sys-

teme (P2), nous présentons un corollaire qui assure la positivité de la solution.

corollaire 3.1 :

Si f est une fonction non négative sur la région Y; définie ci-dessous et vérifie les

conditions suivantes :

f<—\/§s,s> =) pour tout s > 0, si\/§<ﬁ
ﬁ fn/3r)=0 pour tout r > 0, si \/g > ﬁ P3)
lim sttt ml ] — 0 vr >0, si Jr<2
lim [M}:o s> 0, si \/>—
r oo G e p
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(U’O;UO €R2 tel quevoz\/{; Uug Si\/E<A
) g |si g/t <2 -

(UQ,vo) E = " ~
(uo,v0) € R? tel que ug > /% | wo |, si \/g> ﬁ
Alors, la solution (u(t,.),v(t,.)) du probléme (P2) reste dans ¥; pour tout ¢ > 0 et il

existe un nombre positif M tel que :

| veu(t, ) + VEult, ) lleos M, si /2 <

P5;
| Veult, ) = vVEult,.) lws M, si /2> =

T T

Preuve :
Dans le cas : \/é < % , miltipliant la premiére équation de (P2) par 1/c et la deuxi¢éme par Vb

, aprés une simple combinaison, on trouve :

dw _ (a .3 \/E> Aw = </LL\/E— /\\/5> F(w,z) sur ]0,Tmax[ % Q

ot
& (o~ vbe) Az = (uvB+AVE) F(w,2) sur 10, Tax| x € (P6)
2u = 2 = 0 sur |0, Tinax| x 30

w(0,z) = wo(x), 2(0,z) = 2zp(x) sur Q

ou :

W(t,z) = veu(t, ) + Vbu(t, ), (3.1)
Z(t, ) = —/eu(t, z) + Vbu(t, z), (3.2)

pour tout (¢,z) € ]0, Tmax| X £2, avec :
F(w,2) = f(u,v)
il suffit de vérifier que :
g = {(wo,zo) € R? tel que wg > 0, 29 > O} =Rt xRT

est une région invariante pour le systéme (P6) et w(t,z) est uniforémement berneé dans

0, Tinax[ x €2
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en effet, on a :

Fil,&) =T (—\/EU7 v) =¥z =0,ve =0 (3.4)

donc, w(t,z) > 0, V(t,z) € ]0, Tnax| x £, et puisque F(w,2) > 0,V (w,2) € RT x R* avec

zo(z) > 0 dans 2, alors :

z(t,x) = eu(t,z) — Vbu(t,z) > 0,sur]0, Tmax[ x € (3.5)

donc ¥ est une région invariante pour le systeme (P6), pour vérifier que w(t,x) est unifor-
mément borneé dans 0, Timax| x €2, il suffit d’appliquer le principe du maximum & la premiere
équation de (P6).

Dans le cas : \/é > % , on obtient :

ot
% (a+vBe) Az = (Vb= AE) Flw:z) sur 10, Tou[x € ®7)

%% —— 3_; == O sur ]OquaX[ X ('?Q

o
w(0,z) = wo(z), 2(0,2) = zo(z) sur

2 (a- Vbe) A = - (1B + MWE)F(w,2) sur 10, Tax[ X Q

dans ce cas, on a :

wt, z) = Veu(t,z) — Vbu(t,z)
2(t, 8] =venll,xz) + Vbu(t, z)

pour tout (¢,z) € 10, Tinax| X 2
de la méme maniére, on montre que X est une région invariante pour le systeme (P_-?) ce qui

montre que : (u,v) est dans ¥, d’ow, on a construit une région invariante pour le systéme(P2),

qui nous donne lavantage de faire appel & la fonctionnelle de Liapounov qui a Pavantage de

résoudre le probléme.

Puisque F (w, 2) > 0,w satisfait le principe du maximum, i.e.,

lw(t)]l o < wo , pour tout t &0, Transl -

Ainsi, le probleme de l'existence globale se réduit a établir une estimation uniforme de
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[2()ll s sur J0, Tax[. D’aprés la théorie de la régularité LP, 1 < p < oo pour les opéra-
teurs paraboliques (voir, par exemple,[5, 10]), il suffit d’obtenir une estimation uniforme de
|IF (w(?), 2(t))|l,,sur ]0, Tinax[ pour un certain p > z.
Théoreme 3.1 :

Soit (w(t),2(t)) une solution du probléme (Pé) resp (P7) avec valeurs initiales dans
Yo alors :

t—L(t) = / (M —w(t,z))”" exp Bz(t,x)dx (3.6)

Q

est décroissant sur [0, T,.x[ pour toute constante B et v tel que :

2
Hy a* — be
BM{/\I}<7< - (3.7)
avec :
A= pVb— M/eresp Vb + M, (3.8)
p = uVb+ Ve resp /b — A/, (3.9)
ot M satisfait la condition :
| wo [leo< M (3.10)

Preuve :

Nous allons démontrer le théoréme dans le cas \/é <ﬁ, on pose 0 = a++/bc et ¢ = a—+/be.

Dérivant L par rapport & ¢, on trouve :

35



[7(<M—w) 7-1 ﬁz) ZZ‘# (B(M w)~7 ﬁZ) g}j i

/
= ; (v (M =)™ %) (98w — M F (w, 7)) dz +
Q / (8 — )75 (pAz + iy F (0,2)) do
= [ [0 -0 Ptk o (M ) P da
j (18O =)™ =2y (0 = )] P (w, )

= [+J

par application de la formule de Green, on obtient :

I= —/T (Vaw, Vz) (M — w) 72 P dg,
Q

ou

T(Vw,Vz) = 6vy(y+1) ]Vw]2 +

B(M —w) (64 @) YVwVz + % (M — w)* |Vz|?
le discriminant de T est donné par

D = [((6+¢)7) —4¢07(y-1)| 8 (M -w)?
((0-¢)?+* - 107) B (M - w)?

D <0, si:
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0<y et (6 —p)?y — 40 <O,

les deux derniéres inégalités donnent :

@
R
6 —¢)°

en utilisant l'inégalité suivante :

2 2 2

2 s ol—dtp [y @
< _— | = s

x4 oxy+py” < 7 [4€ 4/0} 5

pour tout (z,y) € R2, o ¢, p sont deux constantes non négatives.

on observe que :

Is —/ (ml |Vw]? 4 mo |Vz|2> (M — w) 72 P dz,
Q

ot myet mg sont donnés par :

(4990 -7 (6- w)2> v
8y

my1 =

(4680 —7(8 - 9)?) 2 (M ~ Juoll)”

mo =
i 86(v+ 1)
comrne :
J = / (M py B = M1y) = pfw) (M — w)_7”1 P dz,
Q
alors pour '
A1y
<
HE M iy

on obtient :
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J <|—C (8,7, A M ) /(M—w)_”—leﬁ‘"’F (w,2) dz,
0

ou C (8,7, p, M ) est une constante positive

d’ou

L ()£ —/ (ml |Vwl|? + mg |Vz|2> (M — w) 72 P7dz,
Q

—cwmA¢uw>Auw—m4W%WFmm@dmga
Dans le cas : Z—; > %,nous prenons 0 = a — Ve, ¢ = a+ vbe, X = p\/g + oy/c et
1 = pv/b— o+/c et on applique le méme raisonnement au systéme (P7).
Corollaire 3.2 :
Supposant que f(r,s) est une fonction non négative sur la région 3; et continiment-
différentiable dans RT x RT, qui vérifie (P3), alors chaque solution du probléme (P2)

avec condition initiales dans ¥; est globale de plus, elle est uniformément borneé

dans 0, 00[ x£2.
preuve :

Prenons le cas, \/§<ﬁ , il suffit d’etablir une estimation uniforme de |F (w,z)||,sur
[0, Tinax[ pour p > 4 puisque, pour u et vdans Dj,w>0et z >0 avecw + 2 = 24/bu.

Comme W est uniformément bornée par M dans [0, Tinax| X © , alors la troisiéme équation

de (P3) est équivalente &

§ —+o0 S

log
lim { og(1+F ( 5))} =0, pour tout r > 0. (3.11)

Comme F' est continue sur RT x R* | donc

o {bgﬂ+ﬁ’@ﬁ»}_o,

§ —+00 S
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uniformément pour 7 € [0, M] et on peut choisir des constantes positives

« et C telles que :
1+ F (r,s) <Ce® , pour tous s 2 0 et , pour tout € [0, M], (3.12)

et

2 __ be
2 (a2 = b (3.13)

oy L,
nube lwoll oo

alors, nous pouvons choisir p > 7 de telle sorte que

2
A1 (a bc) (3.14)

p a< )
,ulbc Hw(]“oo

on pose, [ =pa,ce qui donne

A (a2 — bc)

Bllwollos <— 50 (3.15)
done on peut choisir v et M tels que (3.7) et (3.10) sont satisfaites,
Y
en utilisant le théorérr!e} , nous obtenons :
P
e Bz(t,.) (e az(t,.)> c L ([O,Tmax[ELl (Q)) , (316)
donc
e @t ¢ 1% ([0, Tmax|; LF (), (3.17)

d’aprés (3.12), on en déduit que

n
o

F (w (t.),z (t.) ELDf’([O,Tmax[;LP (2)) pour p> 5

done, d’aprés les remarques précédentes, nous pouvons assuré que la solution est globale.De
plus, elle est uniformément bornée sur [0, +-00[ x Q.

Pour le cas \/g > ﬁ , on suit le méme raisonnement .
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