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itre 2

Notions fondamerrtales

Notonq tout d'abord qu'on se place dans la majeure partie des cas dans I'espace

Cla,bl des fonctions mntirrum de I'intervaitre la,,bl daals r? ou C, rnuni d' produit scalaire :

b

(d,,p) : Io@)*(r)d,x,
.t

et de la ncfme de convergeaace uniforme :

lldll* : ffffi,1d(')1.

r(^il@): I O@)x(",y)ds.
J

(2.1)

(2.2)

2.! Qp6rateur intGgral lin6aire

Soit K i C[o,6] x C[c,eJ --*+ R une fuuctian mntinue, ]bpfoateur integrat lineaire sur
(ila,&1est {dfinit par la formule zuivante :

A.$eC[a,6] 
- 

46eC[n,fl,

b



Dans ce contorte la fonction K s'appelle noyau de l,opErateur int€gral A.

2.2 Op6rateur adjoint

On dit que deux opErateurs

A: Cla,b] * Cfa,bl,

B:Cla,5l 
-C[a,b],

sont adjoirnts s'ils vdrifient :

V(d, S) € CIn, &]t, (,4S, iF) : (d, gv) 
,

et oa note I'adjoint de L par A*.

ret

(2.3)

:1.3 0p6rateur compact

Soient E et F deux espaes norm6s, A un opfoateur lin6aire de E dans ,Fl on dit
que A est un op6rateur compact si I'image de la boule unit6 B(0,1) de El (par A) est

r'elativement mrnpacte dans .F, i-*. si A{B{0-;JD est cornpacte.

Autrenaent dit, L est cornpact si pour toute seeite {@*) de F(0, tr ) de .E,on peut extraire

une sous suite (t' *) qo* transfoflne A en une zuite convergeut* (A(d-*)) da's p.

Th6orCme 2.1

Soit un op4rateur i,ntegral,e A d\fi,ni, d, parti,r d,,ww, nagaw K cont;nue swr la,b] x

fcr,,bl par {,a form,ule 
b

vr e [a, bl, Ag(r) : f *@,il6fu)ay. (2.4)
to

Al,ors I'apErateur A adynnt atw ww:i,Ete op€wz{ew. adjoi,nt A*pour. !,e ptad,wit smlaire



us?Jel fu L2, dafini,e par :

b

vr€[o,6],A-iF(r): Io@,r)ir(y)dy. (2.5)J

Th€ordme Z.Z

L'op€rateur i,ntegrd d€fini era (Z.l) est comTnet str (C[o,b],ll.ll"").
Preuve

D€sigraons par B la boule unit6 de C[4,&], pour mr.ontrer que notre opfuiateur est
compact, il suffit d'Etatrlir qree

- H - A(B) est 6quicontinu.

- Pour tout r € [o, b], l'enrembre If, : {d@)/6 € rf} , est rerativemenr mrnpact.
On rerna'rque en premier gue K est uniforrn6ment contine"le sur la,e] x [n, b] . trrour tout

<D de B et tout x, rt de [o,b] on ecrit

l" I

146@) _ A+(d)l : 
| | lK@,il _ K(c,s)] $(ylavl,
lrl
'oo 

I

f
,I
o,

J

uo

s Iwa,y)-K(c,dldy.

La ontinuit6 uniforrne de K.*" 1o,j1 x [*,e] nrerurret d'associ€ ra, tout r6el e ] 0 et
autre r€el a > 0 de sorte que

l"-"'l Sa =+l!{{*,il-K{n,,y)l S*,,

6



donp

ve >O.fc >0 /v r,d € [*,b] l*-Cl S a+lA(S](")_ A(6)(f]l (aV qr€f..

/ft
Ue qur] srgnifie que fl mt €qlr.iconfimre.

Fasso{s $,la semnde condition.

Pour que l'ensemble :

IL : {st") : A4{r),0 e B} .

^ 
.r i ,-itplt rqatlvement empact, iI suffit qu'il soit bCIrsd.

Calcu}$cs i cet effet :

li I ,,
|: lg("),:lJ K(",ililytasl < lloll !",ll,lu, lK{*,illdv<(b-a,tM,l'*l*

AI - sal1) lJ({n,s)I.
r,yela,,Sl

airsi que It; €st bcn6, ce qui a&€n'e Ia d&nonstration.

d'interplation de Lagran,ge de dry6 n associ€ d / et au:r points

p,"(r):i fb.,)to(rj,
d{

t;dr): rry-"4,01i1n,t*i\si - sil -



sont les potrynomes de Lagrange de base de degr6 n associds d, rs, 11, ."",rm,terles que

t t;(n6) :1
[rt(ci):0,si i#j'

- soit fl une fnnction n fois int6grable 
"u k, b], et s e [o, b], alors on a l,identit6

SSe Sg52

U UF(s1)ds1ds2...ds,,_1ds,,: #* j u_t),-1 F(t)dt.

z-4 ;:-* int*grares ,,,;"::- reurs cra,sr;inca-

tions

:2,4,L rntroduction a la thdorie des 6quations int6grales

D6finition 2.L

To ut e ilquation fanctionnelle

tA4{*)+f(n):J*{r,v,${y))dy, n€8, (2.6)
E

est appel^e €'quation i;ntegrar,c (EI), o*, $ est. I',inea.nnae, f est ane fane*ion domr6e, h €
IRI foa a); p est un ensemble ferrrc|, baraft et mesurwble d:un esp{r,u, eactid;ien, t: € E et
A( est le nogau.

- Si on prend

K (*, y,d(y)) - K (*, v)6(d,

I'iiquation (2.6) devient lin6ake" i.e.

t
f(*) : I tt(*,ildfu)dv- )d(").

J
E



- Le type le plus g6n€ral d'une 6quation integrale rineaire est

h(r) @(r) : /(*) + x f rc@,v)6@|dv.

E

- Les equations intEgrales sont class6es par leurs ca,racteristiques selon troiri genres
1. timites deint6gration

- tes deux sont fixdes : @uation de Fredhohm de Ia forme

- L'une l'ariable : Quation de Volterra de la forrne

s

^d{*)+ 
/{*) : " { N6,y)efu)dry.

.t

2. Plaement de Ia fonctio* inconnue d

- Si ,\:0, on a

b
f
I K(*,d!(ddy,

J
a

f
I K(*,s)d{ildy,

J
&

b

A4{*) + f (n) : 
" I up,dS{s)dy,(a < r S b).

.J

qui sont les €quatioxrs de et de Volterra de th' esp€ce.

- Si .f l0 l'6quation iatfurale dite de deuxidrne esple, de la forme

d(") +
bt("):\lK@,ildfu)dv,

J



oti

c .* f(*) P,
J 

: ^t' It\x)'

3. Plasement de Ia fonetion mlrmre J
si /(o) : 0 l'€quation (2.6) est dite alors homogEne, sinon l,€quation mt dite non

homog€ne

D6ftnition 2.2

On dit qu'une equation integruIe e-st singalidre si l'une ou Les d,eus hirnites d,e l,4xtegrole

sont i'nfi,nies, ost bi,en le nogo,u d,evdent i,nfi,ni, aa aoi,si,nage d,es poi,w,ts d,e l,int€grole.

Lemrne 2.1

soit K une fonctian d,e l'esynee rt (]o; b[x]o; &[] cfo's l,op*ruteur A tel que

b
r

AO(t) : I K(t,s)@(s)ds, t ela,bl.
J

(9 7\

est b'ien d€fini,, en tant gu'op4rateur d,e L, (ln;b$ daras lui m6mn-

Proposition 2.1

Soi"t A un op4rateur l,i,n€ai,re born{ d,'un espace d,e Bans,t,Jil X d,ans lui rnft\me auec

llAll < ! et sait I I'op*rateur i;dentique d,a*s X.

Al,ors (I - A) admet un op&*tear irwerse hofiee, dorw& par Ia s6ri,e d,e Neantann

(/_a;*':IAn,
164

cle pius

llcr-A)-'ll < " i-, ,_ 1_llAll
Preuve

Posons

s*: tA*,
k:0

10



avec

ll,4li < 1,

et montrons que

,s: (J _ A)_r,

tel que

s: og;s',
ona 

n rL n,

(J * -4)S" : {r - {|An: t/n -f dft+1 - r - A+7,
k:{) &:0 le:O

eb

.!gl(r - /)e :,.S1{r - {'*'},

et puisque

s :,$;,s",

et

lirn A"+1 : 0,

atrors

(1-A)S-I- limAo+1 :f. (2.8)

D'autre part on a

'lL n rr,

s"(f -a) :IAk(J-d):IA*-I Ak*l :tr-An*7,
k:o k{ k:(}

ielors

S{r-A):,EL,S,{'-A):,lELI - A"+r: I. (2.9)

lDe (2.8) et (2.9) on mnclut

^g 
: (t _,4)_t.

11



Fuisque ll,4ll < I on obtient

llrr-A)-'ll : 1s,' : lli"ll = i llA-ll s f ron- : r+',llffi ll ffi " " k{} '- 
'All'

Th6or€me 2"3

Soi't A un op4rateur ldwtsire born€ d,'un esytace de Banach X d,ans lu,i, m<1me, auec

lllll <1-soi'tIt'op1rvtearid,entiqued,ansx.Alarspwtowtf€x;t,aqryr<rrimation

su,ccess'iue donnEe par Ia suite de fonetdor*

#a € X,#o: Ado_r * _f, (n ) 1), (2.10)

conuerge ters une unigue s*Iutian $., vffifiant

6-46:f. (2.11)

|2.4.2 Equation irrt'€ral de Fbdholrrr

La relation nerm6rique des dquation de Fredhotm horaog&le de premidre esp6<re est g6-

:r€'ralemeat d€licate car le noyau correspcred souvent d une rnatrice pr€sq1r€ aon iaversibie
c'est-d dire avec un d6terrninant veiisin de z,6ro.

On appelle dquation intdgrale de Fredholm de seconde epdce une €quation de la forme

{2.12)

c't f(r) est la fonction inconnue, K(*,t) et /(r) des fonctions donn6es.

Avec les notations pr€c€deates, dans une f,orrnule plus sirnple oa 6crit

d(*)+/(*): A#(*\.

b
f

d(r) +/(r) : lx(*,t)d(t)dt,
J

L2



si J(c) f 0, l'equation (2-L2) est dite non homtrg€ne, dans le cas contraire, l,6quation
int€graie (2.L2) s'6crit 

b

6(*): I on,t)d(t)dt, (2.1s)

et on dit qer'eltre est hornogBne.

Une 6quation int6grale de la forme

b

T

I K(",t)$(t)dt: f(*),,l (2.14)

od la fonction inconnue t'(r) n'intcvient que sous le signe d'integration, s,ap1N:lle 6qua-
tion integrale de Fbedholsr de prerni€re espece. on appelle solution des 6quatioas in-
t€grales (2.12), (2.13) et (2.1a) toute fonction @(c) telle qu,aprds sa substitution dans
l.'6quation, ceile-ci deviemt une identit6 en r e (a, b).

:2.4.3 Equations irrtdgrales qui ne sont pas de trbedholm

Si dans l'€quation int€grale

b

6{*) : f {*) + s, { t<6,t)i,(t) dt. (2.1b)
,l

le noyau K(r,t) est tel que r

bb
ff

J J 
u"A,t) d,r dr < +oo . (2.16)

L'equation (2.15) vdrifie les th€orames de Fredhokn si la condition (2.16) :r,'est pas
srr,tisfaite on dit drxac de telles €quations qu'elles ne sont pas de Redholm.

13



2.4.4 Equation intGgral de Voltema

{/ne 6quation, ii, une inccrnnue l(r),de la forrne

(2.17)

ori f(r), K(t,t) sont des fonctions cornues, est appel& equati<rn int6grale de: \i:Iterra
de seconde espdce' ta fonction K(r,tj est le noyau de l'€quation de Volterrre. en fait
c'est un cas particulier de l'Equation intfura,le de Fredhoka, itr suffit de prend.re le noyau
K{x,t):0 pour s <t.Si /{r}:0, l'€quation (2.1"?) s,torit

t
f

4@) + f(r) : I x(r,t)O{t)dt,
J

r{("): I rc@,qd!)d|
J

r
I t<(*,t)d(t)dt: f (*),J
@

b
{

Q@) - ) | K@,t) 4(t) at : f (n).
J

(2.18)

'et s'appelle 6quation hornogtne de volterra de seconde esp6ce.

Une 6quation, d, une incoanue p(a), de La forme

r? 1A\

est appelde €quation int6grale de voite*a de premi€re esp€ce.

:1.5 Noyaux itdr6s

21.5.L constnrction de la r&olvante & Iraide des noyanrx ir;6rfu

Soit l'6quation int6grale de Fnedholrn

(2.20)

T4



i

on p@:
oo

#{*),: f {") + fu',1";.1",
n:1

avec i[*(f) d€finis par les formules

vr(*) : f *r*,r)iPr(r)d* : 
.f 

*rr*,t) f(tldt,

b
IiFr{r) : I x(r,t)f(t)dt,

J

;

0
.f

K2(n,t) : I X(*,2) K1(z,t)d,2,
J

:
t

Ksfu,t) : I X(*,2) K2(z,t)d,2,'J

a,

n o

et ainfi de suite.

ire(') : I *r*,t)v2(t)dt: 
.{ 

*r@,t} f (t)dt.

,b

fKo(c,t): I K{n,z} Kn_,{z,t)d,2,
J

et enr genEt'ale :

(2.21)

rL:2,p,.-", et Kr{s,c} : Jf{r,t). r-,es f,nnctions Ko{*.,f) d€finies par rgs lbrmures
(2.21) s'apfetbnt RoJraux it€#s. Elles *Enifient ia reia.tioa:

h
ffKo(x,t): 

J 
K, (r,s)K.*_(",t) ds, (Z.n)

ori rrz of 
"+ 

entier naturel quelccnque in#rieur d. m,



:

La r6folvante de 1'6quation int6grale (r"20) mt d6ffinie en

de la fu$n nrivante :

R(r,t,I) : i ff*(c,t),t'-r,

fonction des noyaux itdr6s

(s.23)

Cette s6rie convrrg€ pollrle second

avec

La

(2.20)

est 4gale

4

La

t)t . *, (2.24)

tion de l'€quation de Fledholrn de seconde esp€ce (2.20) s'erq>rime par :

h

f(r) d,f. (2.25)

(2.24) est essentielle pour la coffrergence de la sfuie (2.2g). Mais l,€quation

rl:l

membre est la s6rie de Neumann du noyau K{e, f).

fualernent adrnettre uare mlution ptrrr lll t ;.

,$

K(r,t): f M(*) (*,t),
ttt:l

la somme des resolvantes relativ€s ii, chacun des termes.

n-i€rne tra,ce du noya,u K{o, #) la quantit€

0
fAn: I K.(*,t)dn(n: 1,2,...),

J

d(r) : f(*) + 
^f 

*(*,r,.t)

2-2

$i les 74$\dr,t), Me)(n,t),..., tr6@l{rr,t) soat dernc d deuc mthog<rna'x, la

relafiue S I'Brrr $onucle

I t{
,l J J 

K'(*,t)d,rdd.

16



ori.K,(r,f) est le n-i€rne it# de K{r,t).
Le dEterrninarrt de Redholm D {}) v€rifie alors la forrrurle suivante :

(2.26)

Le rayon de convergence de la s6rie enti&re (2.26) est 6gal arLl plus petit rn.odule des

nombres caract€ristiques.

2.6 Rdsolvante de l?dquation intEgrale de Vollterra.

R6solution des 6quations int6grales f, I'aide des

r6solrrantes

Soit l'6quation int6grale de \,blterra de seconde esp€ce

(2.27)

ori .I{(r,t) est uae fonctioa coatinue pour 0 ( r ( o,0 ( t S r, et f{r) est continue

lorsque0(c{n.

Cherchons la solution de cette €quation serus La fryr,ce d'une s&ie enti€re iltimitfu

suivant le puissanm de,\ ;

d{4 : do(") + } Sr(r) + A2 d2(s) + ... +.\" @*{r) + ... {z.zS)

Portons formellernent cette s6rb dans (2.27), il vient

4o{r)+.r1@r(r)+.".+.\'#*{*)+.".: /(r)+A 
*{ 

nf*,r) [do(r) + A@1(r) +... +.t'd,,(r) + ...)dt.
,]
o

t'r.\) .:.

'CI:-LA,J'"-''

r
,b@) : f (") + ) | K(x,t)(h(t)dt,

.l
o

T7



6"(") : (2.2e)

&t,rf: 
J 

n{n,t) 
J 

K{t,tl)f {{,}drfit.
oo

Moyefnant les reLatbns (2.29) on peut ddfinir successivement les fonctions @,"(r).On
montre 9fre, sous les hypo,th€ses faites sur f(*1 * K{n,tl,la s€nie (2"2S) ainri obtenue

conlverge 
frniform6ment en s et ,\ pour taut ,l et r € [0.c] et que sa sourme est la solution

En pfoc€dant par identificatioll ra<rus cfu,tearcars

de l'€quafion (2.27).

Ensuife, (2"29) eatraine

fd,("): Ix(*,t)f(t)dt,J
o
o f t

s,(") : 
ioo.,,, ld*o,,,1r{,,}*,]
f: I Kr(r,ti f (t) dh,

J
o

f
I K(*,t)O(t)dt,

J
o

Ori

f6

frat: I f {tr) dt' I x{r,t) K(t,t) dt
JJotr

I
Kr(*,fr) : I K (r,t) K(t,t)dt.

J
01

18



On 6tfablit de fa,gon a,raa,logale qu'en g6aleaf

(2.30)

tes f{actions Ko{srf) s'appellent noyaux it€ss et sont d€€nie, oa le rnontre aisement"
par les fdrmules de rEcurrence

Kr(s,t): K(a,t),

a

f
{"(x) : I K^(*,t} f (q dt (rl : 1,2-..).

J
o

g
fKn+t{n,t): I K(r,zN K*{z,tl d,z {n:1,2,...)J (2.31)

b

comrfie tenl. de (2-30) et (2.31) l'€ga]it6 (z.zs) pe*t s'6crire

R(r,t,f) : IiuK,,a1(r, f).
O:O

(ou le noyau rfuolva,nt) de l'6ryratioaas irat6grale (2"2?).

$i le K{n,t} est continn,, la sffie (2.42) cffrrerge absolunrent et uniform€ment.

Les ux itfufu et Ia r'ealrn*nte sont in@emda&ts de la lirnite inf€rieure de l,int&
grale l€quation int€grale.

La

t2.32)

est la

fr, {r,t,,A) satisfait d, l'Gquations foncti<rnnelle suirrurte :

g

R(r,t,I) : f{(r, r) + } f OG,f,.[] If(r, s)ds.
.I
t

r.g



rl

I

i

I

i

:t:

tion de l'€quation lnt6grale en fonction de la rfonlranate s'furit cgmme

{?.33)

?"3

de la solution des 6quatirons int€ralm & volterra de seonde espr&e

(2.34)

,f(r) : J(c)

(2"27)

*^f
o

f
4{n) :/(') + A I K{r,t)d(t)dr,

J
o

t
Q@): f(") + x I R(r,f,A)

J
o

R (c,t,.\)f(t)df.

est dans les hypoth€ses ffisibl€me{ilt phrs hrges sur }a fouction f(r} et les no5ralx

K(r,t) q

2.4

ion i'ntegwl,e da Yo{,tervw dn semnd,e espirx, (2.84), dnnt les rwgs,lt:E K(rrt) et
la ft f (x) appartiennentrz*petiuernuld d ra($h) 

"t 
d Ia(o,a\, u&net tme eolution

et u,ne furw L2 (0, o).

Cette ion est dnnr#* ytln fomtule

f(f)dr, {2.35)

R{n,t,"\} esf d,&{w,i,e ry ln s4ri,e

R (n, t,,\) : I,\"K"+r (r, t).
aJ)

itAyns qui unuerge prcsquo par tout.

L'

20



2.7 Liaison entre les Equations diffi6rentiells lip6aires

et les 6quations int6grales de volterra
- La r6solution de l'€quation diff6rentieiie trinEaire :

in t, ,ln-l",

ffi + ar(r) ffi+ ... + a* (r)s : F ("),

d, coefficients contiaus at{r), (d : tr, 2., ..rn) avec les conditions initia"les :

y (o) : co , y'(o) : 6i.

Posoas

tu
d,*i:Q\x)'

D'ot, vu les conditions initiales (2.39), on obtient sucamsivernent

tg

+ : { oal d,t-tct, a: { a-il aG) d,t*cr rrco.dr J 
Y\") *" ' -r t " .,

(2.36)

s (0) : Co, { (0) : Cr,...,y(**t} (0) : Cn_r. (2.37)

Peut €tre rarnen6e ri, la r6soiution d'une 6quation intdgrale de Volterra d,e seconde

esp€ce.

Iilustrons notre a.ffrrrnation sur I'exernple de tr'€quaticrn diffdrentielle du secernd ordre

#.o, (r) # * s,z{n) y : F (n), (2.38)

(2.3e)

(2.40)

(2.41)
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Nous avons utilis6 la forrnule

frEfi-f f f L 7.I a* I d*... I f @) d,n- - t (n- r)n-' f (z)d,2.J J J -\/ (n-t)!l\*
ry ro

Compte tenu de (2-40) et (2.a1) mettons l'dquatian difiorentie[e (2.8s) sous la forme

{*r
d {*)+ | "t {t) 4 (t) dt *C1 a1 {")+ I o" {*) {" - t} d {t) dt+& x,a2 {r)+Cs az (,n): F (r) ,JJ

0g

ori

r
f

d{n) + J l"r(") + az{r){"- r)l o{t)d,t: Fdn) -ct" at(") - c 1na2{*) - d,o

o

f6("): I x(",t)6!ldt+ f(n),
.T
o

az (r) .

(2.42)

(2.43)

Pmant :

K{n,t): - Io* (") + sntn){* - f)1,

f t4: f'(r) - Cr ar (*) - Cr n a,z(*) - Co w(r) . (2.44)

Nous rarnenons l'6qeration (2.42) d, la for ne suivante :

t2.45)

.i.e. nous obtenons une 6quation int6grale de Volterra de seconde espsce.

Renrarque 2.4

L'unicit6 de la solution de (2.45) r€sulte de I'existffice et de L'lnieit6 de Ia solution
tlu probldme de Cauchy (2.3S), (2.39) pour l'€quation diffErentielle lhfuire & coefRcients

continus dans un voisinage du point r: 0.

Th€ordme 2.5 {Th6or&me de llisu)



soi,t un opEratewr oom,po,tt A : fl ---+ E smr o wyr, eswfre ywrw:l,E. A{,ars {}s6rateur

L : I 1 A, $'op*ratear Etadi,E diorr's te cad$E das Aquxdio*,s i,nfe,Eralnsi w Jes prupri1t€s

sui,aante.b :

- Nef(t) est de dimerwion $risle.

- Im(L) est ferrnE, et d,e rn-di,rnnnsinw $nie.

- Il ffi'ste un uni,qu,e r € N[ eppe!fr nombrc de Ri,esz de (op&nateu,r A tel qa:,e :

t0) : Ker(Lo) c Ker(Lr) c ... c Kw(L'): Ker(L'+t) :...

E: Irn{IP} r rrn{Il}:."" > InzdIf): Iyn{L'+t) :...

E:Ker(,t")eIm(Ii).

De plu,s, on a l'altemati,ue dn trledh,ol,m :

(2"4$)
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li

I

trouJrer ![ e C io,&] tel que

(2.47)

on lonsid€repourJ eC[a,,b]* g e C [o,b] lesEquations intdgrales aveceemnds
membr$ trouver Q e C [a,b] tel que

bt
v(") - | x(s,r)V(s)dy:0.

J

br
v(") - | x{s,n)v{s)d.s : g(c).

J

trourifer iF e C [a,b] te] que

(2.4e)

Alors on a l'alternative :

-Ou 
fien les 6quations (2"4S) et, (2. ?) n'ont que les solutions triviales d : 0 et ip : 0,

et dans *" ** les €quations (2"4s) et (2.ag) adraettent une unique solution

o. V [a,a] etve c[a,b] po'r&uqr*f e c[*,b] *t Ee cla,hl.
-Ou $ea I'e Equations (2.46) e+, (2"{7) ont &e m6me nombre fini rn de solutions lin6ai-

rerqent iid€pendaates, et dans m cas, les 6quatfums (2.4S) et (2.4g) sont r6sohrbles si et
seulemenf si pour toute solution g de (2-a$ et toute solutlon * de (2.42) on a

fr
/ f(")v(4 h : 

J s@)d(r)dr : o.

Dans fes conditionq tra solntion g6a6rab de (2"48) s,6crit mus la forme :

6
r

4{") - I x(*,il<b{ilas : f(").J

4:6 + fe dr,
d:1

(2.48)

(2.50)

(2.51)
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I

l

ori fl est une solution particulitre de (2.4s) et les {d,) o< 4 <* fmrne rme familh lihne

admet tpuiours la, salution trfuiate rlrlrlle. Urz *,anthe pa *eIIe grc ette hquatiut adrnette

des soktfi'ons non nalles ${x) f 8, s'appel,la rwm,Src, oa uale$,r m,racthristi,gue et ehaque

soluti,ut non nul{c de fequetioru (?"52), est u,ne fondi,on prop{e urresp*nd,ant au nombrc

earactdrfstitrye p : Soit I'@ratton

b
f
I t<{,*,t)6{t)dr : af,r),w:
J

b{
4{*) : r I K{n,t)4(t)dt,A € -R*.

J

a
jf

I K(n,t)${t)dt: f (*).
J

1

1,4 € ff, (2.52)

(2.53)

AIor\ les nombres aract4ri,sti,Etc.s dc, ud*e Equation sont

Th6fr€me ?.7 {Th6o*me & Pieard}

Soit f'1Auation intdgrde de fudhalm de prvmidrc, egen.

(1)^.".

L'6q\ation (2.53), adnzet une seule soluti,wt dwus la elasse

1. Le noyaa K{n;t) est r&l syrw4trigue

2. La sfuie

irr r'1l^* Jxt

L'(lo,bff si,

&:I
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Alorsl'opflratear I - A esf drsuersdb{,e et sors rim,uerse {,1 -,4)*1 esl donn(,par:

oo

(r-a;-t:EAu.
k:0

(3.u)

Et de plus :

ilrr-.4)-'ll =+ (3.12)ll\- L - .l

Preuve r *
Dans les conditions du thforBrne, c'est-d-dire llAll < tr, la s6rie I A* est convergente,

il suffit d'appliquer la relation 
t'{)

llA-ll < ll-4ll*,l' : o, 1,...

D€sigoons par V lia sornme de cette s&ie. On a

v (I - A) : (J+A + ... + Ak + """Xr *,4) : (I +A + "., +A& +.".) - {A+ Az + ... +Ae+1) : 7.

et de fa,gon analogue

(I - A)V: I,

donc

V:(I_A)_t.

llyll < llril+llall +...+llAllo*'+...<1+s*... +t+ :*, c.q.f .d

GrA,ce d, ce thEor€rne, s<)us la condition ll'4ll < 1, l'unique solution d* d* l'€quation

(3.10) est de la forrae

d.: (f -A)*'(/): f +4(f)+ A'(f)+...+A*(f)+... (3.13)

Cette s6rie s'appei.le s€rie de Neurnann.
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D'une rnaniere plus simple, on investit le caract&e de @nvtrgenoe de cette s6rie, on

arrive d. approcher la solution S*par (6x: IVf.x f ) ori I'op{rategr Me est d{fini par :

h

Mt":Ter.
id)

Montrons que les op€rateurs Ai sont intQgraux au m€se titre que,4" En e,ffet,

o - A2{4).

signifie que u : A(wI, ori ur: A(*), c'est-*dire

bb

d'ori

ut*J : 
uf 

on,rrl'{ o<n3)4{fifi ay,
J IJ Ia Lo Jorlu, 

I: I I I n(",s)K(a,qdsl Og) dt,
J IJ Ia La Iur/'r\

: 
J***",t)o(t)dt, [,*,", 

q : 
J,K@,v)K(r,r]dn)

On peut montrer par rdcuruence que w: Ar{4) signifie qlre

{lw{n): I x{",s)eu{s)dy, w{s): I x(s,t)O{t)dt,
J,I

b
f

u(r) : I Kr{*,t) 6$} dt (i :2,3,...),
J
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ori -I(6(r, t) sont d6terminer ri, partir de la relation rfourentierie

b
f

Kn(r,t) -- | Ki-r(r,s) K(y,tld,y (i,:2,3,...), (A.14)J

dont le d€velopperneat nous doane

ab
Ku(r,r: I f K@,slK(yr,yr)*K(s,-r, t)dvrdyr...dyo-r. (s,lb)

Les fonction s Ka{:n,rr; -r-es ruryau.x it6r€s.

La s6rie de Neumann peut 0tre maintenant 6crite rcus la forme detaill€e :

h6&t--. f_-, td.("):-f(') + lK(r,ilffu)du+ lxr(r,s) f@)dv+...+ lxub,il ffu)da+...J J J -'-\I
&A

o, /s^ \:f(r)* / {L*o@,il\f@)au. (8.16)
no \o:o /

On d, alors I'ercpression de 6* suivante :

b
f

Qu{,r) : f(*) * | m{r,y)f(y)dy,
I,'

k

m*{r,$:|rcriu,g). (3.17)
ti:0

3,2.2 M6thode des apprerimations successive

ta m€thode des appnrxirnations successir.es est I'une des mdtlrodes [es pl,6s ,usuelles

pour }a rresolutian de l'6quation (3"f0)" Son principe est ile suiva.nt : cn donne un 6l6rnent

'quelconque do € C[4, b] appel6 approcimation initia]e et on construit e partir de cet



6l6ment la suite (d") do solutions approch6es :

do*r: f +e66"; (n:0,1,..-).

lld. - d-ll s #/ld, - 6rll (*: 1,2,---).

(3.18)

Si l'on obtient 'ae suite convergente doat la limite est la solution de l'6quation consi-

d6rre, on dit qr-re le lxocessus des approxiraations succssives pour l'fouation {3.10),
d'61€ment initial do est conrmgent (vers la mlutbn de f6quation (3.10)). Vu que I'op6ra-

teur int6gral{ et lin6aire continu, le seu} hit de la mnvergene de la suite ($*} implique
qu€

4": ffidu,
est solution de l'€quatier* (3.10). Pour s'en asilrtr il suffit de passer d,la limite pour

?? -+ oo dans (3.18)

La convergence d'appro:<irnatioas successives pour 1'6quation (3.10) est aussi rattach6e

d celle de la serie

I+A+...4*+..., (3.1e)

On a le th€or€rne suiva.at

Th€gr€me 3-3 :

S'i la s€ri,e (3.19) est corwayente, le prua6ssr6s des ayprwrf,mati*ns suw,ssiues ynur

I'Equatian (S.fi) conilerve aers l'uni,qu,e satrati,on &* d* I,F4ua,tia*, {9.r0} quelyte soi,t l,ap-

proxi,mati,on i,ni,ti,al, $s. De pl,us

lld. - d,ll s lltr * A)-'ll llA"ll lld, * d"ll {ra : r, 2,...). (3.20)

En parti,rulier, si l,'on u pla*e d,*ns les cond,iti,ons dw theoreme d,e Banach, cette

majorati,on {de La ai,tesse dn canaerEence} pew;t €fure rerwpla,#,e par

(3.21)
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Preuve

En appliqlre successi.vernent la formuie (3.18) on trouve

6o: f +,4(f) + ... + A"-t(f) + A"(do), (n : 1,2,...), (A.22)

d'ori il suit que si 1a s6rie (3.19) est convergente, alms il e:<iste

Q* : ffio*: ir'(t) : (r - d)*'(f), (B-23)
d:I

Puisque A{4o) -'* 0" ta premi€re pa,rtie du thEordrne est d€rnontrfu, puisque S* est

manifesternent solution de 1'6quatioa (3.10).

Pour obtenir la maj<rration (3.20), substittrant {eh dans (3.22). A}ors il est clair de

la formule (3.18) que d* : 6* {n: L,2,...). Donc nous somm6 conduits i la re}ation

4* : f + A{f) + ... +A"-t{f) +A*{d-)"".,{* : 1,2,.".).

Si l'on soustrait I'6galit6 (3.22) dans cette relation et I'cn passe a.lrc rormes on obtient

lld. - d"ll < llA"ll lld,- - doii ,...(n:1,2,...). (3.24)

Posons

6: d" - 6o-

Vu que d. ot solutioa de l'Gquation (3"10) et par suite

Q--A($.):f,
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On aura

(r - A)(*):a- A(o):6. -A(6-)-do* A(*o):.f +A(do) -6u:4t-6o,

d'or)

6: (r _ A)-r(6r_ do).

En utilisant ceci dans (3.24) on obtient la majonation annoncEe.

(3.25)

3.2.3 Mdthode de Nystrbm

C'est l'une des m6thodes les pLus efficaces de rfulution nurn€rique des dquations

int6grales consiste d remplacer I'dquation intdgrale par utr systdme alg6brique <1'6quations

iin6aires moyeanaat une forrnule de quadrature. Soit donnee L'6quation

of

6@) - I K(*,u)6(u)au: 
"f 

(").
J

On souhaite approxirner l'opErateur intqral ,4 deffiai par :

(3.26)

(3.27)

Pour ce faire, oaa se dornne des r€giles de quadrature iQ*) pour calculer fint€grale d,

noyau via des neuds (yj"))ra ; <o, ainsi que des poids ( *f"))ra 4 <,,, d'ori I'introduction

d'un nouvel opdrateur Arrddfini par :

vr e [a, b1, @*${4 :L*ln\ K(*,y{-\O{f\. (3.2s)
d:1

Alors, on va approch.er tra soiutirxr $*de N6ryration 4 - A6: .f par la solution 4* do

b
f

vr e [a, bl, (Ag)(*) : I K@,fiQ(y)r].y.
.l
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problBme 4n * A"#* - y' .c'est d, dire trouver @o tel que

n

6*{*} - I*,@) r(",sf4) o,(vj"))
i:1

Ceci nous amBne d, une seconde discr6tisation, raais

pour s : { gr{'))r< ., !r,, et arrec les notations sarivantes :

: /(*). (3.2e)

cette fois-ci sur les r, donc

(3.30)

O( sf\ : 4i, i :1,2, .--tu,

f {, gX"\) : fi, i : 1,2,...fr,

x( vj"\ ',y(n\) : Kir, i, i : 1,2, "'n,

on obtient, le systdme a,trgebrique de m Equations lin€aires :

fI
,t.-

Qt - L-tKiiQ;: fi, i :1,2,---fr,
ti:1

It - *rxt -uzKzt...
I

| -*tnw L-tuKn...

L -*tKt* -wzKzn... 1

ori K5l, wi, li considdrer cotrnrne quaatitds connues et $, mmrne inconnues. La matrice

associ6e d ce svstdme est de la forme

-.,-I(-' I_unKnz 
I

- *nKnnl

(3.31)

Remarque 3.1

Avec la m6thode de Nystriim et da,ns le cas d'une fouation intfurale de Volterra de

seconde esp0ce, on obtient une raaflice triangul.aile inf6rieure, c'est le cas qll'on 6tabtrira

dans tra suite-

Th6orBme 3.4 :



On suppase gue Jes rdgles de Eundrof wre {Q*1*€},/ d€ {,a Fw€irh,adn de lfgsfrom. sonl

conuergentes i.e. 
bt

v/ e C lo,b7,Q"(f) ---+ I f.nn* to

Alors la nzAthode d,e Ngstr$wz est canaergente point d poi,nt, i,.e.

V$ e C lo,bl, 4"6 ---+ AO,

mai,s ne conaerge pas ndu,ssai,rem,ent en norrne.

Application de la m€tbode

Soit I'6quation intGgrale ncn lindaire de FHholm &e T* espdce sous forrne de Ury-

shon
b
f

u{n) - I N{r,t,s,(t)j.dr: f{n), aS n Sb. (3.32)
to

En posant n : Ti, {i, :1,..-rrz) on obtient

et par Ia formule de quadrature on obtient le syst6me d'6quations non }in6aires

v, -farldot{si : f,, 'i : !,'--,n,
i:1

et on d€duit la solution apprct*native de I'6quation (3.32), donn6e par

-/ \ ", t ff.
fr(*) : f{,") + lAsK (r, ni, yi).

J:L

Pour le cas lin6aire

K (r,t,y(t)) : .I K (r,tly(t),

b
f

s{ni - I K(*u,t,s(r))d* : y'{or), o, I n 1 b,
J
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(fn aura corl3_ffre cas particulier

n

a; -lArKuUj : fi, ,i :1,...,n,,
j:1

n
-/ \ ?/ \ \..- r atl \

9(rl : J\r)+ Laix\r,ri).
J:T
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Chapitre 4

R6solution numGrique des Gquations

intdgrales de second type

4.L Equatians intdgralw de \Iolterra

4.L.L Rfuolution des EI de Volterra 6* 2€me espice

Soit l'dquatioa lin6aire de Volterra de secoude espdce

alors en prenant a,1 r < b, y(o) : f(o), tel que

nd : a, + h{i- 1),, : !,...,fr,

et ponr fr: fri; on obtient

f
a@) - I X(*r,*).s(*) m: f {n"), ti : t,-.',n-

,]
a,

f
s{*) - I N{o,t).s{t)dr: "fi"), a 1 n I b,

J
lt
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Par 1a formule de quadrature, on obtient

s(rn) - IArf("r, ri).y(ri) : fi, i :2,...,n,
3:1

oi. K65 : K{se,s,;), fi: f(so), gt6 soat les valeurs approxirnatives de la fonction

inconnue g(r) aux nreiLlds fi,;, et on abtient donc sous [a condition

t- AiiKi+A

d-1

f, + I Ars!{esai

Ut:ft, yt:-i=A^I{* , i:2,...,tu,

Remarque 4.1

Pour f6quatiore imt6gratre iin6aire de l/olterra de premidre espdce

on a par la rBgle de Lei'u'niz, en d€rir,ant

t

qui co'incide avec l'€qalation de Votrterna de deuxi€rne espdce.

4.L.2 M6thode des trapezs

R^appel'ons que I'€qua,tion iat6grale dc Volterra, es't don$6e par

t
f
I X(",t).u(t)dt: -f(cr), /(o) :0, a I r !b,

J
a

f
K(r, n).s(") - I K'*(*,t).s{t)d,t : f-(s},

J

g
f

Q@):g(s) + lrc@,t)-Q(t)dt, a{r(b.
J
&

(4.1)



Notre objectif est dtappro:<i"rner la solution d* d" cette dqera.tion sur ua sSrst€rne de

neudsl?o:& { c1 { ..- 1sj { "".rr,:&rsuppnsonsquecesystbmeest6quidistant,

i.e. ri: c,* jh, j:0,1,2,...,fr, ori h et Ie pas de Ia discr6tisaticrn voulue' pour se

faire en ercigeant que I'4galit6 (4"1) ait lieu uniquement en ces nceuds, donc l'6quation

(4.1) devient :
fii
f

4@) : s(r) + | K(rr,L).dtt)dt,
J

(4.2)

La m6thode des trapizes, est usuelle da,us le but d'approcher nerrndriquement ia quantit6

qui se pr€seate srars f,orrne intEgrale dans cette €quation, ceci nou.s arn€ne:i, une seconde

discr6tisation par rapport d, La variable d'int€gration, t. Si en Ipse f : (r;)oS i3 3, il vient :

/r, j I h. \
Q@i : s@i) * {i*f.t,to).d(to) + nlK(ni,tt)6(t) + Ux(r*\A$l l, (4'3)

\z i:r o /

avec les notations;

6i:6@),9i:g@i),

Kia: K{n5,ta),

cette formule s'6crit :

d5: ei. (fo" oo+ nfxu,+,+f;x,no,) '

En g6n€ral

+, (r * *u,,) : ei * 
{*o," 

*" + nfx,,o,) r : 1, 2,.--,fr' (4'4)

n

d'ori:

r6sulte imm6diatement de l'6quation (4.2), pour i : 0 l,a rnaleur de p(a) : 9(a),

4o: 9s"
(4-5)



Cette discr6tisation nous d fournie alcrrs un systeme d'dquations alg6brique lin6aires,

de la forme :

A6:b,

of / est une matrice tri,angulaire inf6rieure i-e-

1 0... 0

-EK* t-;"Ktt

-t Nr* L-t K**

d : (do, *t,.".,Q*)' ,b: (fr,gr, --",9o)t'

S'agissarrt t1e [a solubilita du systdrne (4"4), un rdle essentiel revi.ent ail d6termiuant

de 1a matrice A; €trudient alors le cornporterne,nt de ce dernier. Cette matrice, elle a pour

d6terminant

n: (t- 1n,\ h-*K,,) {,t - *n,),\ 2-l\ '1' I \ z /
soit M : rna'nlNA" ll. en r6su-lte Evidernent

!< j<n

b-a

o - (' -2.)": (, -ffn't)" : ('-+-) h 
@6)

Le second membre de ette in6galite est non nul pour tout h suffisamment petit, il en

croit avec la diminution de h. Ainsi, (t - **t) mt pour h deux fois moindre :

(t-**\' :r-!w *#*'
\4/u

M

Lorsque h -* 0, le seconde rnembre de (a-6) tend vers *-@-alV .Alg6briquenent dit,

le ddterminant du systBrne (a. ) est llcm n{d et' ne tead pas vers 0 arrec lz, cx; qui preuve
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D(x,t,A) :K(r,t) +i t#u.(r,r).\',/ l-t n!n-l

et o / r\fl
s(A) : t *I *Lc"r', (4.10)

-nt
avec les coefficients ainsi d€finie:

(4.e)

bb
ffBn{*,t): I ... IJJ
a, a.

rl

K{r,t) K{t:,t}.-" K{n,t")

K{$1,f) K{fi,t}."" K(tL,tn)

K(t*,t) K(t*,tl)".. K(t*,t*)

Bt(r,t): K(t,t).

I{(t4.,t.1) K{tL,tl)... K{U.,t'")

d.fu...dtn,

d,h...d,tn.

et

ot us 
I Nryr,q1 l{{te,t")... K(tz,t*)

cn: I ... I IJ J I ,| .""
&&l

Y | rcft*,tr) Ktt*,t2)-". K{t*,t*)

Les fonction t ("li et D (r, f, ,\) sont nmpecti.vernent le d€terrnina.rat de lledholm et

le mineur du d6termiuant de F}edholm. Si le no)a,u K(x,t) et born6 ou si I'int6grale

bb
ffI I x'(r,t)d'rdt,

.tJ

est finie. Les s6ries (4.9) et (4.10) ;; quel que scit .X et mnt donc des fonctions

analytiques entiines de A- La r6solvante

R(n,t,^):##,
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I

.

i

l^
I

est une foncti<rn analytique del, sauf tres ), qui sont z6ms de D ()). C.* derniers sont

p61e* de la rftolvante S{e,,i,"\) .

Exemple 4.1

Consld€rons l'€quation intfurale

On a alors

F
,l

tf
q(*) -A / rsint .0(t) dt : f(").

J
o

Bo{r, t) : I{{r,f) : 'rsint'

,1

?1"*, ' l

Bt{r,r) : t I .'1 :-*t:ln n :o.
t, 

ltr 
sinf f1 sintrl

On peut prouver que pour tout ra € N, on a

Boic,f) :0,

On a aussi

rsinf rsinfl r"in*zl
I

f1 sinf dl sintl fl sint2l d't1dtr: g'

f2sinf f2sinfl t2sinf2l

tr sinhf &ydt2: g.

f2 sin,t2 
|

tl

tfBr(*,t): IJ
{)

lltf
Ct: I K{tr,tt) &t

J
o

^tl, zr7 7 ltr sintr
Cz: I I I

"l^ { lf2sinfl0 0 t-

2r
: I trsinll df1 : l.

J
o
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On p,qft prouver que pour toutn)2,ona

c*(r,f) :0.

D {n.,t,}) : K(s,f) : "sini,D 
(}) : 1 -'\'

rsinf
1-i'

et la solutio::l

ntf (t)d't.

R(*,u,,^) : o9;t'.^) :
U \^J

de cette Equatir:n s'furit sous la folme

1Tt.\f
d(") : f (") + 1_ 

^J 
"*i,

o
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