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Chapitre 2
Notions fondamentales

Notons tout d’abord qu’on se place dans la majeure partie des cas dans l'espace

Cla, b] des fonctions continues de Uintervalle [a,b] dans R ou C, muni du produit scalaire :

b
(p,T) = /qﬁ(x)\ll(x)dx,
et de la norme de convergence uniforme :

9]l = max |¢(z)].

z€la,b)

2.1 Opérateur intégral linéaire

Soit K : Cla, ] x Cla,b] — R une fonction continue, Vopérateur intégral linéaire sur

Cla,b] est définit par la formule suivante :

A: ¢ € Cla,b) — Ag € Cla,b], (2.1)

(46)(z) = / b(v)K (z,y)dy. 29



Dans ce contexte la fonction K s’appelle noyau de l'opérateur intégral A.

2.2  Opérateur adjoint
On dit que deux opérateurs
A: Cla,b] — Cla,b],
et
B : Cla,b] — Cla, b],

sont adjoints s’ils vérifient :
¥(4,9) € Cla, b2, (A¢, ¥) = (¢, BY), (2.3)

et on note I'adjoint de A par A*.

2.3 Opérateur compact

Soient E et F' deux espaces normés, A un opérateur linéaire de F dans F, on dit
que A est un opérateur compact si 'image de la boule unité B (0,1) de E (par A) est
relativement compacte dans F) i.e. Si A_(E—W est compacte.

Autrement dit, A est compact si pour toute suite (¢,) de B(0,1) de E on peut extraire
une sous suite (¢, ) que transforme A en une suite convergente (A(¢,, )) dans F.

Théoréme 2.1

Soit un opérateur intégrale A défini & partir d'un noyay K continue sur [a,b] x

la,b] par la formule

Vo € a,b], Ad(z) = / K(z,9)é(y)dy. (2.4)

Alors Uopérateur A admet un unique opérateur adjoint A*pour le produit scalaire
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usuel de L2, définie par :

Vo € [a,5], A*U(z) = / K(y, 2)U(y)dy. (2.5)

Théoréme 2.2

L opérateur intégral défini en (2.1) est compact sur (Cla,b], |I]l..)-

Preuve

Désignons par B la boule unité de ¢ [a, b], pour montrer que notre opérateur est
compact, il suffit d’établir que

- H = A(B) est équicontinu.

- Pour tout z € [a, b], 'ensemble H, = {¢(z),/¢ € H}, est relativement corpact.

On remarque en premier que K est uniformément continue sur [a,b] x [a,b] . pour tout

¢ de B et tout z, 2’ de [a,b] on écrit

b

|Ap(z) — Ad(z)] = / (K (2,5) — K(z', )] $(y)dy]

a

IA

[ 1K@ - K )le)
< el / |K(2,5) — K(«',y)| dy,
2 /IK(x,y%K(x’,y)ldy-

La continuité uniforme de K sur [a,b] X [a,b] permet d’associé  tout réel e€>0et

autre réel a > () de sorte que

&

2 =2 <o = |K(z,y) - K(@',y)| <

b—a’



donc

Ve>03a>0 Va2 €lab] z—|<a= |A(9)(z) — A(¢)(z')| < eV ¢ € B.

Ce qui signifie que H est équicontinue.
Passons & la seconde condition.

Pour que I'ensemble :

Hy = {g(z) = A¢(x),¢ € B}.

Soit relativement compact, il suffit qu’il soit borné.

Calculons a cet effet -

4(z)] = |g(z)| = / K(z, v)é(m)dy| < 6| / sup |K(z,9)|dy < (b— a)M,

©,Y9€ [a,b]

ou

M = sup |K(z,y)|.

@,y€a,b]
Il apparait ainsi que H, est borné, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 2.1

- Le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré n associé & f et aux points

Loy L1y-ey Ty €86 :
pa(2) =Y fl=:) (),
=0
ol

li{z) = —(i;—) ,0< i< n,
37’53’ (z: — z)



sont les polynémes de Lagrange de base de degré n associés & g, 7y, ..., Tn, telles que
{ IZZ (.’L‘i) =1
i) = 0,51 # j°
- Soit £ une fonction n fois intégrable sur [a,b], et s € [a, b], alors on a Iidentité

S Sm 83 S§2 8

/ / / / F(s1)ds,dsy...ds,_,ds, = (n_l 5 / (s — " F(t)d.

a a a a a

2.4 Equations intégrales linéaire et leurs classifica-

tions

2.4.1 Introduction & la théorie des équations intégrales

Définition 2.1

Toute équation fonctionnelle

A6+ () = [ Kooy, s e, (26)
E
est appelée équation intégrale (EI), ou ¢ est Uinconnue, f est une fonction donnée, \ €
R (ou C); E est un ensemble Jfermé, borné et mesurable d’un espace euclidien, x € F et
K est le noyau.

~ — Si on prend

K(z,y,9(y)) = K(z,y)d(v),

Iéquation (2.6) devient linéaire, i.e.

fz) = / K(@,3)¢(u)dy — \(z).



— Le type le plus général d’une équation intégrale linéaire est
h(z) 9(x) = 1)+ [ K(o,u)o).
E
— Les équations intégrales sont classées par leurs caractéristiques selon trois genres :

1. Limites d’intégration

— Les deux sont fixées : équation de Fredholm de la forme
b
26(a) + 1(a) = ¢ | K(z,9)60)dy, (a <= <)
— L’une variable : équation de Volterra de la forme
x
26a) + £(@) = ¢ [ K(,)o)dy

2. Placement de la fonction inconnue ¢

-SiA=0,0na
fz) = / K(2,5)6(s)dy,
f(z) = / K(z,9)d()dy,

qui sont les équations de Fredholm et de Volterra de 12" espéce.

— 51 A # 0 I’équation intégrale est dite de deuxiéme espéce, de la forme

b
8(z) + fi(e) = M / K(z,5)p(y)dy,



ol

/(=)
= A, 3 - fi(z).

>0

3. Placement de la fonction connue f

si f(z) = 0 I'équation (2.6) est dite alors homogéne, sinon I'équation est dite non
homogene

Définition 2.2

On dit qu’une équation intégrale est singuliére si Uune ou les deux limites de lintégrale
sont infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des points de | “intégrale.

Lemme 2.1

Soit K une fonction de Uespace L? (Ja; b[x]a; b) alors Uopérateur A tel que
b
A(t) = / K(t,5)$(s)ds, ¢ € ]a, b (2.7)

est bien défini, en tant qu’opérateur de L2 (|a;b]) dans lui méme.

Proposition 2.1

Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui méme avec
IA|l <1 et soit I lopérateur identique dans X.

Alors (I — A) admet un opérateur inverse borné donné par la série de Neumann

PPN

de plus
1
[ A= € — "
”( ) H*l—“AH
Preuve
Posons

k3

Sn=>) A,

k=0

10



avec

Al <1,
et montrons que
S=(I-A4)1,
tel que
S = lm 5,
n—r00
on a
7 k2 n
k 5 k . AR+l n
(I—A)Su=(I—-A)) AF=> AF " A+ =] gr+
k=0 k=0 b=0)
et
lim (I - A)S, = lim (I — A™*Y),
et puisque
5 = B &,
et
lim A™T =0,
alors
(I-A)S=I— lim A" =] (2.8)

D’autre part on a

(3

Sull = A) = Y AT = A) =Y A5 Y A5 = [ gnit,

k=0 k=0 k=0
alors
SI—A)= lm S,(I-—A)= lim I — A" =], (2.9)

De (2.8) et (2.9) on conclut
S=(I-A"

11



Puisque ||A|| < 1 on obtient

lW~mﬂhwm:§%k<ZWW<ZN =]

Théoréme 2.3
Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui méme, avec
Al <1 . Soit I Uopérateur identique dans X. Alors pour tout f € X ; Uapprozimation

successive donnée par la suite de fonctions
¢0 € Xa ¢n = A¢n~1 + f) (’IZ 2 1)» (210)

converge vers une unique solution ¢, vérifiant
¢~ Ap = f. (2.11)

2.4.2 Equation intégral de Fredholm

La relation numérique des équation de Fredholm homogene de premiére espsce est gé-
néralement délicate car le noyau correspond souvent & une matrice presque non inversible

c’est-a dire avec un déterminant voisin de zéro.

On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce une équation de la forme
o(z) + flx /K (=, t)o(t)dt, (2.12)

ot ¢(z) est la fonction inconnue, K (z, t) et f(z) des fonctions données.

Avec les notations précédentes, dans une formule plus simple on écrit

B(c) + £(z) = A 9(x).



Si f(x) # 0, 'équation (2.12) est dite non homogene, dans le cas contraire, léquation

intégrale (2.12) s’écrit
b

(z) = / K(z,0)(t)dt, (2.13)

a

et on dit qu’elle est homogene.

Une équation intégrale de la forme

b
[ K newa = @), (214)
ot la fonction inconnue ¢(z) n’intervient que sous le signe d’intégration, s’appelle équa-
tion intégrale de Fredholm de premiére espéce. On appelle solution des équations in-
tégrales (2.12), (2.13) et (2.14) toute fonction ¢(z) telle quaprés sa substitution dans

I'équation, celle-ci devient une identité en z € (a, b).

2.4.3 Equations intégrales qui ne sont pas de Fredholm

Si dans I'équation intégrale

&) = flz)+ A / K(z,t)(t) dt. (2.15)

le noyau K(z,t) est tel que :

b b
/ / K*(2,1) do dt < +o0o . (2.16)

L’équation (2.15) vérifie les théorémes de Fredholm si la condition (2.16) n'est pas

satisfaite on dit donc de telles équations qu’elles ne sont pas de Fredholm.

13



2.4.4 Equation intégral de Volterra

Une équation, & une inconnue &(z),de la forme
#o) + /() = [ K(z,)o0ar (217

ot f(z), K (z,t) sont des fonctions connues, est appelée équation intégrale de Volterra
de seconde espéce. La fonction K (,t) est le noyau de Péquation de Volterra. en fait
c’est un cas particulier de 1’équation intégrale de Fredholm, il suffit de prendre le noyau

K(z,t) =0 pour z < ¢ .Si f(z) =0, I'équation (2.17) s’écrit

T

#a) = [ Kz, np)ar (2.18)

a

et s’appelle équation homogeéne de Volterra de seconde espéce.

Une équation, & une inconnue #(z), de la forme

[ K@= (o) (2.19)

est appelée équation intégrale de Volterra de premiére espéce.

2.5 Noyaux itérés

2.5.1 Construction de la résolvante a ’aide des noyaux itérés

Soit ’équation intégrale de Fredholm

#(0) =) [ K@) o(0) dt = 1 (@) (2.20)

14



On pose :
¢(z) = f(z) + Y T (z)\",
n=1
avec U, (z) définis par les formules

b

Uy(z) = / K(2,0)f(t)dt,

Uy(z) = /K(;z:,t)‘Ii](t)dt :/A o(z,t) f(t)dt,

b b

Uy(z) = / K (z, ) Wy(t)dt = / Ka(z, ) f(t)dt.

a a

et ainsi de suite.

Ici
b
Ky(z,t) = /K(z,z) Ki(z,t)dz,

Ealz.8) = /.K(zz:,z) Ky(z,t)dz,

et en générale :
b

Ko(z,£) = / K(z,2) Ko, (2 )dz, (2.21)
n = 23,.., et Ki(z,t) = K(x,t). Les fonctions K, (x,t) définies par les formules

(2.21) s’appellent noyaux itérés. Elles vérifient la relation :

b
Kalz ) = /Km(m, S)K, . (s,t) ds, (2.22)

ot m est un entier naturel quelconque inférieur & n.

15



La résolvante de 'équation intégrale (2.20) est définie en fonction des noyaux itérés

de la fagon suivante :

R(z,t,3) =) Ku(z,8)A""1, (2.23)
n=1
le second membre est la série de Neumann du noyau K(z,t). Cette série converge pour

1
Al < 3, (2.24)

avec

b b

B= / / K2(z, t)dzdt.

a

La solution de 'équation de Fredholm de seconde espéce (2.20) ’exprime par :
b
#@) = F@+A [ R(a,t,2) f) dt (2.95)

La borne (2.24) est essentielle pour la convergence de la série (2.23). Mais 1'équation
(2.20) peut également admettre une solution pour |A] > é
Remarque 2.2
Si les noyaux MM (z,t), M®(x, 1), ..., M®)(z, ) sont deux & deux orthogonaux, la
résolvante relative & leur somme
n
Bz, 1) = ZM(m)(x, £},

m=1

est égale & la somme des résolvantes relatives a chacun des termes.

Appelons n-iéme trace du noyau K (z,1) la quantité

b
A== / K (z dz(in=1,2,..),

16



ot Kn(z,t) est le n-iéme itéré de K(z,1).

Le déterminant de Fredholm D () vérifie alors la formule suivante :
! ( A) [oe]
DY _ —Y At .
™ n:IA (2.26)

Le rayon de convergence de la série entiére (2.26) est égal au plus petit module des

nombres caractéristiques.

2.6 Résolvante de ’équation intégrale de Volterra.
Résolution des équations intégrales a 1’aide des
résolvantes

Soit I'équation intégrale de Volterra de seconde espéce

T

$(z) = F(z) + A / K(z, )p(t)dt, (2.27)

0

ott K(x,t) est une fonction continue pour 0 < z < a,0 < t < z, et f(z) est continue
lorsque 0 < z < a.
Cherchons la solution de cette équation sous la forme d’une série entiére illimitée

suivant les puissances de A :
3(z) = do(®) + A ¢1(2) + A* §y(2) + .. + A" () + .. (2.28)

Portons formellement cette série dans (2.27), il vient

Bo(2)+HNB, ()t NG (@) +.. = F(2)+A / K(2,1) [d0(z) + Ay (&) + . + A", (3) + ... d.

17



En procédant par identification nous obtenons

Po(z) = fl2),

$i(z) = /me%@ﬁ=/K@ﬁﬂWw
0 0
bo(z) = /K@w@mﬁ, (2.29)

7 Kiz1) ] K(t,t)f(t)dtadt.

Moyennant les relations (2.29) on peut définir successivement les fonctions &p(2).0n
montre que, sous les hypothéses faites sur f(z) et K(z,t), la série (2.28) ainsi obtenue
converge uniformément en x et A pour tout A et z € [0.a] et que sa somme est la solution
de I'équation (2.27).

Ensuite, (2.29) entraine

difa) = /K@@fmﬂ,
() = / K(z,1) | / K(t,t)f(t2)dty | dt = / 1t diy / K(z,t) K(t,t,) dt
= /K2(.’L‘,t1) f(tl) dtl,

ol

Ko(z, 1) = / K(z,4) K(t,1,)dt.

18



On établit de fagon analogue qu’en général

x

il /Kn(a:,t) f&)dt (n=1,2..). (2.30)

0

Les fonctions K, (z, t) s’appellent noyaux itérés et sont définies, on le montre aisément,

par les formules de récurrence

Kl(.’lf,t) = K(.’II, t),,

Kona(o,8) = / K(2,2) Kn(zt) dz (n=1,2,..) | (2.31)

Compte tenu de (2.30) et (2.31) égalité (2.28) peut s'écrire

x

o) = fz) + 32 / Ko(2,8) F(t)dt.

=1 o

Une fonction R (z,¢,\) définie par la série

R(z,t,0) =Y X'Ky(z, ). (2.32)
v=0
est la résolvante (ou le noyau résolvant) de équations intégrale (2.27).
Si le noyau K (z,1) est continu, la série (2.32) converge absolument et uniformément.

Les noyaux itérés et la résolvante sont indépendants de la limite inférieure de I'inté-

grale dans ’équation intégrale.

La résolvante R (z,t, \) satisfait & ’équations fonctionnelle suivante -

R(z,t,A) = K(z,8) + A / R(s,t,\) K(z, s)ds.

t

19



La solution de 'équation intégrale (2.27) en fonction de la résolvante s'écrit comme

suit, :
x

8(z) = F(=) + A / R(z,t,\) f(t)dt. (2.33)

Remarque 2.3

L’unicité de la solution des équations intégrales de Volterra de seconde espéce

T

$(z) = f() + A / K(z,)p(0)dt, (2.34)

0

est assurée dans les hypothéses sensiblement plus larges sur la fonction f(z) et les noyaux
K(z,t) que leur continuité.
Théoréme 2.4
L équation intégrale de Volterra de seconde espeéce (2.34), dont les noyauz K (z,t) et
. la fonction f(z) appartiennent respectivement & Ly (o) et & Ly (0,a), admet une solution
et une seule dans Ls (0,a).

- Cette solution est donnée par la formule

#a)= @)+ [ Riat, ) S0t (2.35)
0
ot la résolvante R (x,1, ) est définie par la série

R(z,t,0) = Y NK,p1(2,t).

v=0

de noyaux itérés qui converge presque par tout.

20



2.7 Liaison entre les équations différentielles linéaires
et les équations intégrales de Volterra

- La résolution de 'équation différentielle linéaire :

dny dn~1
ax® + s {z)

Y :
Ty et (z)y=F{z), (2.36)

a coefficients continus a; (), (i = 1,2, .., n) avec les conditions initiales :

y(0)=Co, ¥ (0) =0,y V(0)=C,_,. (2.37)

yooesy

Peut étre ramenée a la résolution d’une équation intégrale de Volterra de seconde
espece.
Hlustrons notre affirmation sur P'exemple de I'équation différentielle du second ordre

d2y

Ny e
722 +a; (z) dr +ay(z)y = F(z), (2:38)

y(0)=Co, ¥ (0) = Ch. (2.39)
Posons
d?y
72 = %) (2.40)

D’ot, vu les conditions initiales (2.39), on obtient successivernent

dy
dx

=/¢(t) dt+01,y=/(:):——t) $(t) dt +Cy z+Cy . (2.41)
0 L]

21



Nous avons utilisé la formule

7dx7‘d:v...7 f (z) dz = (?;1——1)77 (z—2)"" f (2)dz.
zo @0 o

o

7

Compte tenu de (2.40) et (2.41) mettons I'équation différentielle (2.38) sous Ia forme

)+ / a1 (z) ¢ (¢) dt +Cy ay () + / aa (2) (2 — 1)  (£) dt+Cy zaz (2)+Co a3 (x) = F (z),
é(z) + / a1 (2) + a3 () (=~ )] $ (D) dt = F () — Cy an (2) — C 103 (2) = Co a1 (z).
i (2.42)
Posant :
K(z,t) = — a1 (z) + a2 (z) (z — )], (2.43)
f(z)=F(z)-Cia1(z) = C, z ay(z) — Cy ay (z). (2.44)
Nous ramenons I'équation (2.42) & la forme suivante :
6@ = [Kns0d+ f() (2.45)

L.e. nous obtenons une équation intégrale de Volterra de seconde espece.

Remarque 2.4

L’unicité de la solution de (2.45) résulte de I'existence et de L unicité de la solution
du problme de Cauchy (2.38), (2.39) pour Péquation différentielle linéaire & coefficients
continus dans un voisinage du point z = 0.

Théoréme 2.5 (Théoréme de Riesz)

22



Soit un opérateur compact A : E — F sur E un espace normé. Alors l'opérateur
L =1- A, (Uopérateur étudié dans le cadre des équations intégrales) a les propriétés
- sutvantes :
- Ker(L) est de dimension finie.
- Im(L) est fermé, et de co-dimension finie.

- 1l existe un unique v € N appelé nombre de Riesz de lopérateur A tel que :

{0} = Ker(L®) C Ker(L') C ... C Ker(L") = Ker(L™) = ...

B =1Im(L% > Im(L') D .. > Im(L") = Im(L'*!) = ...

Bt on a la somme directe

E = Ker(L") ® Im(L").
De plus, on a Ualternative de Fredholm :
| Im(L) = Ker(L*)™,

o L* est l'opérateur adjoint de L.

Théoréme2.6 (Alternative de Fredholm)

On considére les équations intégrales homogénes duales, I'une de Pautres, issues d’un
noyau K : [a,b]> — R, qui sont donc définies par :

trouver ¢ € C [a,b| telque

@)~ [ K(s.y)otw)dy=0. (2.46)
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trouver ¥ € C [a,b] tel que

b
U(z) — /K(y, z)¥(y)dy = 0. : (2.47)
On considére pour f € C [a,b] et g € C [a,b] les équations intégrales avec seconds

membres trouver ¢ € C' [a, b] tel que

b

aw—/xmwmwm=ﬂw (2.48)

a

trouver ¥ € C' [a,b] tel que

wm—/xwmww@zmn (2.49)

Alors on a l'alternative :

-Ou bien les équations (2.46) et (2.47) n’ont que les solutions triviales ¢p=0et ¥ =0,
et dans ces cas les équations (2.48) et (2.49) admettent une unique solution

¢ € Cla,blet ¥ € C [a,b] pour chaque f € C [a,bl et g€ C [a,b].

-Ou bien les équations (2.46) et (2.47) ont le méme nombre fini m de solutions linéaj-
rement indépendantes, et dans ce cas, les équations (2.48) et (2.49) sont résolubles si et

seulement si pour toute solution ¢ de (2.46) et toute solution ¥ de (2.47) on a

b

| / (@) ¥(z) dz = / (o) lm)de —6. (2.50)

a

Dans ces conditions, la solution générale de (2.48) s’écrit sous la forme :

= é =+ Zai ?;, (2-51)
i=1
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oll ¢ est une solution particuliére de (2.48) et les (¢;) o< i <m forme une famille libre
de solution de (2.46).
Définition 2.3

L équation intégrale homogéne de Fredholm de seconde espéce

1

/K(x,t)gﬁ(t)dt = ud(x),u = TUE R, (2.52)

admet toujours la solution triviale nulle. Un nombre p telle que cetle équation admette

des solutions non nulles ¢(x) # 0, s’appelle nombre ou valeur caractéristique et chaque
solution non nulle de I'équation (2.52), est une fonction propre correspondant au nombre

caractéristique p : Soit l'équation

Bx) =2 / K(z,t)¢(t)dt, A € R".

58 s N 1
Alors les nombres caractéristiques de cette équation sont | —

Théoréme 2.7 (Théoréme de Picard)

ACR*

Soit l’équation intégrale de Fredholm de premiére espéce

b

/ K(z, 0)p(t)dt = f(z). (2.53)

a

L équation (2.53), admet une seule solution dans la classe 12(|a,b]) si
1. Le noyau K(z;t) est réel symétrique

2. La série

YR
k=1
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Alors Uopérateur I — A est inversible et son inverse (I — A)™' est donné par :

(I-A)7" =) A (3.11)
k=0
Et de plus :
1
— -1 —— ¢
(1 —A4)7Y < s (3.12)
Preuve :

Dans les conditions du théoréme, c’est-a-dire ||A|| < 1, la série Z AF est convergente,

k=0
il suffit d’appliquer la relation

|45 < JA]* & =0,1,..
Désignons par V' la somme de cette série. On a
V(I—A) = [+ A+ + A 4. )T ~A) = [ +A+. A A"+ )= (A+ A2+ + A = I,

et de fagon analogue

(I-AV=I,
donc
V= (I—A)*l.
1
VI < I+ 1A+ + AP + <14 g+ o+ ¢+ = 2 ¢4 Sd

Gréace & ce théoréme, sous la condition ||A|| < 1, I'unique solution ¢* de 'équation

(3.10) est de la forme
5 = (1= A (f) =+ A(f) + A2(f) + o+ A5(f) + .. (313

Cette série s’appelle série de Neumann.
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D’une maniére plus simple, on investit le caractére de convergence de cette série, on

arrive & approcher la solution ¢*par (¢, = My f ) ou 'opérateur Mj; est défini par :

&
My =) Al
i=0

Montrons que les opérateurs A* sont intégraux au méme titre que A. En effet,

u=A%9)

signifie que u = A(w), o w = A(¢), c’est-a-dire

= [ K@ wuids. ) = [ Ko
d’ou

u(z) = }K(%y) ]K(y,t Jo(t)dt | dy,

= / /K z,y)K(y,t)dy| ¢(t) dt,

= / Ks(z,t)g(t)dt, | Ko(z,t) = / K(z,y)K(y,t)dy

On peut montrer par récurrence que u = A’(¢) signifie que

mmzf&u@¢@ﬁ (i=23,.),
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ot K;(z,t) sont déterminer  partir de la relation récurentielle

Kla;5) = /Ki_l(a),y) K(y,t)dy (i=2,3,..), (3.14)

dont le développement nous donne

b b

Ki(z,t) = /---/K($7yl)K(yhy2)---K(yi—17t)dy’ldy2---dyi—l. (3.15)

a

Les fonctions K;(z,) sont dites noyaux itérés.

La série de Neumann peut étre maintenant écrite sous la forme détaillée :

¢*(z) = f(x)+/K(w,y)f(y)dy+/ffz(wyy) f(y)dy+--.+/Ki(rc,y) Fy)dy + ...

= flz)+ f (iKi(w, y)) f(y)dy. (3.16)

=0

On a alors expression de ¢, suivante :
b
(@)= 1)+ [mulo,)s )iy

ol

mi(z,y) = > Ki(z,y). (3.17)

i=0
3.2.2 Meéthode des approximations successives

La méthode des approximations successives est I'une des méthodes les plus usuelles
pour la résolution de ’équation (3.10). Son principe est le suivant : on donne un élément

quelconque ¢, € Cfa,b] appelé approximation initiale et on construit a partir de cet
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€lément la suite (¢,,) des solutions approchées :

bui1 =T +A@®) (n=0,1,..). (3.18)

Sil'on obtient une suite convergente dont la limite est la solution de I’équation consi-
dérée, on dit que le processus des approximations successives pour I'équation (3.10),
d’élément initial @ est convergent (vers la solution de 'équation (3.10)). Vu que 'opéra-
teur intégral A est linéaire continu, le seul fait de la convergence de la suite (¢, ) implique
que

¢* = lim ¢,

n—0co

est solution de I'équation (3.10). Pour s’en assurer il suffit de passer & la limite pour

n — oo dans (3.18)
La convergence d’approximations successives pour 'équation (3.10) est aussi rattachée

a celle de la série

T+A+.A 4., (3.19)

On a le théoréme suivant

Théoréme 3.3 :

St la série (3.19) est convergente, le processus des approximations successives pour
Uéquation (3.10) converge vers lunique solution ¢* de Uéquation (3.10) quelque soit lap-

proxvmation initial ¢y. De plus

16" = gull < (1 = A 1A 16— o)l (0 =1,2,..). (3.20)

En particulier, si l'on ce place dans les conditions du théoréme de Banach, cette

magjoration (de la vitesse de convergence ) peut étre remplacée par
qﬂ
I — #nll < T—g 191~ %l (n=1,2,..). (3.21)
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Preuve

En applique successivement la formule (3.18) on trouve
b= +Af)+ ...+ A Hf) + A% (¢y), (n=1,2,..), (3.22)

d’ott il suit que si la série (3.19) est convergente, alors il existe

& = limg, = Y A(f) = (I - A)(1), (3.23)

i=1

Puisque A"(¢y) — 0. La premiére partie du théoréme est démontrée, puisque ¢* est
manifestement solution de ’équation (3.10).
Pour obtenir la majoration (3.20), substituant ¢*a ¢, dans (3.22). Alors il est clair de

la formule (3.18) que ¢, = ¢* (n = 1,2,...). Donc nous sommes conduits & la relation

¢ =F+Af)+.. + A7) + APY)...,(n =1,2,...).

Si Pon soustrait I'égalité (3.22) dans cette relation et ’on passe aux normes on obtient

1™ = @all < [|A™] 8™ = ol , --(n = 1,2,..). (3.24)

Posons

f1~52¢*—¢’0-

Vu que ¢" est solution de I’équation (3.10) et par suite

¢)* - A(é*) = f>
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On aura

(I—A)(0) =0— A() = ¢" — A($") — ¢ + A(dy) = f + A(S) — b0 = &1 — Do,

d’ou
¢ = (I — A)M($, — ¢0)- (3.25)

En utilisant ceci dans (3.24) on obtient la majoration annoncée.

3.2.3 Meéthode de Nystréom

C’est. I'une des méthodes les plus efficaces de résolution numérique des équations
intégrales consiste & remplacer 'équation intégrale par un systéme algébrique d’équations

linéaires moyennant une formule de quadrature. Soit donnée ’équation

#() - / K(z, 5)b(y)dy = (). (3.26)

On souhaite approximer "opérateur intégral A défini par :

Ve € [a,b], (Ad)(z) = / K (=, 5)6(y)dy. (3.27)

Pour ce faire, on se donne des régles de quadrature (@Q,,) pour calculer I'intégrale &

noyau via des nceuds (yi(n))lg i <n, ainsi que des poids ( w,gn))lg i <n, d’ot 'introduction

d’un nouvel opérateur A, défini par :

Va € [a,8], (Ang)(@) =Y VK (z,5")p(y"). (3.28)

i=1

Alors, on va approcher la solution ¢*de 'équation ¢ — A¢p = f par la solution ¢, du
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probléeme ¢, — A,¢, = f .c’est & dire trouver ¢,, tel que

bn(@) — 3 0™ K(z,3™) 6,(4™) = f(2). (3.29)
=1

Ceci nous améne & une seconde discrétisation, mais cette fois-ci sur les z, donc

n - -
pour z = ( yj( ))1S j <n, €t avec les notations suivantes :

( y](,"')) =¢; §=1,2,..1,

i y§n>) =f; j=1,2,.n,
K( yj(n))yfn)) = Kji) ,3=1,2,..m,
on obtient, le systéme algébrique de n équations linéaires :
¢;— > wiKud, = fj, 1=1,2,..m, (3.30)
i=1

ou Kj;,w;, f; considérer comme quantités connues et ¢; comme inconnues. La matrice

associée a ce systéme est de la forme

1—uw Ky —waKy... —wp Ky
—wi Ky 1 —weKo... —wn Ky ¢ (3-31)
_wlkrln _w2K2n-u wnKrm

Remarque 3.1
Avec la méthode de Nystrom et dans le cas d’une équation intégrale de Volterra de

seconde espéce, on obtient une matrice triangulaire inférieure, c’est le cas qu’on établira

dans la suite.

Théoréme 3.4 :
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On suppose que les régles de quadrature (Qn)neny de la méthode de Nystrom sont

convergentes i.e.
b

Vf € Cla,Qulf) — (1.

—00

a

Alors la méthode de Nystrom est convergente point & point, i.e.
Vo € Cla,b], Anp — Ag,
—0C0

mais ne converge pas nécessairement en norme.
Application de la méthode
Soit I’équation intégrale non linéaire de Fredholm de 2™ espéce sous forme de Ury-

shon

o} — / Kt 000 = flad, a<o<h (3.32)

En posant z = z;, (i =1,...,n) on obtient
b
y(z;) — /K(mi,t,y(t))dt = f{z;), a<z<h

G

et par la formule de quadrature on obtient le systéme d’équations non linéaires
Yi — ZAjKij(yj) =fi, 1=1..,n,
j=1

et on déduit la solution approximative de 'équation (3.32), donnée par

i(z) = fz) + Y A K (z,25,1;).

Jj=1

Pour le cas linéaire

K(z,t,y(t)) = X K(z,t)y(t),
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on aura comme cas particulier

n
Yi — ZAerijyj m fi) 3 = 1, ey T,
=1

y(z) = f(z) + ZAJ'K(% ;).
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Chapitre 4

Résolution numeérique des équations

intégrales de second type

4.1 Equations intégrales de Volterra

4.1.1 Résolution des EI de Volterra de 2°™¢ espéce

Soit I’équation linéaire de Volterra de seconde espece

z

y(z) - /'K<:c,t>‘y<t>dt _ fia), a5

a

alors en prenant a < z < b, y(a) = f(a), tel que

;=a+h(i—-1),i=1,.,n,

et pour z = z; ; on obtient

&

ol = / K(z:,8).9(t) di = f(z), i=1,..,m.

a

43



Par la formule de quadrature, on obtient

2
y(z:) — > AyK(wi,55)9(5) = fir i = 2,1,
=1
ou K;; = K(zi,z;), fi = f(2:), y; sont les valeurs approximatives de la fonction

inconnue y(z) aux nceuds z; ; et on obtient donc sous la condition

1— AsK;i #0

i—1
fi+> AyKiy;
=1 .
= fs == y = 2, ey

n,

Remarque 4.1

Pour 1'équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espece

&

/K(m,t).y(t)dt = &), flg)=8, a<o<i

a

on a par la régle de Leibniz, en dérivant
&€
K(z,2)9(@) ~ [ Kula,a(0dt = £.(@),
aQ
qui coincide avec 'équation de Volterra de deuxieme espece.

4.1.2 Méthode des trapézes

Rappelons que I'équation intégrale de Volterra, est donnée par
¢(z) = g(z) + / K(z,1).¢(t)dt, a <z <. (4.1)
a
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Notre objectif est d’approximer la solution ¢* de cette équation sur un systéme de
neeuds 7o = a < Ty < ... < T; < ...ZT, = b, supposons que ce systéme est équidistant,
le. z; = a+ jh, j = 0,1,2,...,n, o h est le pas de la discrétisation voulue, pour se
faire en exigeant que I'égalité (4.1) ait lieu uniquement en ces nceuds, donc I’équation

(4.1) devient :

&5

$lop) = @) + [ K(ey00000at (1)

a
La méthode des trapézes, est usuelle dans le but d’approcher numériquement la quantité
qui se présente sous forme intégrale dans cette équation, ceci nous amene a une seconde

discrétisation par rapport a la variable d’intégration, t. Sien poset = (zi)o< i< j, 1l vient :

=1

o(x;) = glzs) + (glx (5, t0)-¢(to) + hg}:K (@5, t)p(8:) + %K(:Cj,tj)qb(tj)) . (43)

avec les notations;

¢j = ¢($j)agj = g(mj)a

l{ji = K(.’L‘j, tz),

cette formule s’écrit :

h L h
¢;=9g; + (§Ka‘0-¢o +h> K + §ij¢j) -
f=1

En général
h h =
qu (1 == §KJ3> =g; + (5Kj0.¢0 ~+ hZKﬁqb@) =12 .. 0 (44)
i=1

Tl résulte immédiatement de 'équation (4.2), pour j = 0 la valeur de ¢(a) = g(a),
d’ou :

Pp = Yo- (4.5)
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Cette discrétisation nous a fournie alors un systéme d’équations algébriques linéaires,

de la forme :

Ap = b,

ott A est une matrice triangulaire inférieure i.e.

[ 1 0 0 |
-3 Ky 1-3 Kn
................ 0
—7—2L K, 1—2 Ko |

¢ = (¢07¢1,-"7¢n)t o= (907917 '-'7gn)i .

S’agissant de la solubilité du systéme (4.4), un role essentiel revient au déterminant

de la matrice A ; étudient alors le comportement de ce dernier. Cette matrice, elle a pour

- h h
A = (1 - 5[&11) (1 - 5 K22) (1 - §Knn> 5

soit M = max | Kj;|. Il en résulte évidement
1< j<n

déterminant

~b—a
AZ(l—EM> :(1—5”“M> :(1—%4) b (4.6)
2 n 2

Le second membre de cette inégalité est non nul pour tout h suffisamment petit, il en

croit avec la diminution de h. Ainsi, (1 — %M ) est pour h deux fois moindre :

ho\? h h?
. =1— =M+ —M2.
(1 4M) PRERIET:

—(b—a)— R R
Lorsque h — 0, le seconde membre de (4.6) tend vers e 2 . Algébriquement dit,

le déterminant du systéme (4.4) est non nul et ne tend pas vers 0 avec h, ce qui preuve
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puissances de A :

. — (-D)" 0
D(z,t,\) = K(x,t)+2 ——Bn (z,t) A", (4.9)
et
D=1+ 1 g (4.10)
— ! e '
avec les coefficients ainsi définie :
[ K(z,t) K@ t).. Kt |

b b
K(ti,t) K(t,t).. K(ti,tn
Bn(x,t)=/--‘/ i ) Eotn) | 4y, d,
a G
——

n L K(tnvt) K<tn7t1)'" K(tﬂ7t’ﬂ~)

et
B() (.ZL', t) - K(l’, t)

K(tl, 151) 1’((?&1, tg) K(iﬁl, tn)

b b
K(ts,t Bl ta). Klls,bs
Cn=/.../ (2, 11) (t2, 12) (b2,1n) dt,_dt,.
a a
N e’

7| K(twt) Kt ta)ee  K(tnt)
Les fonction D (A) et D (x,t,\) sont respectivement le déterminant de Fredholm et

le mineur du déterminant de Fredholm. Si le noyau K (z,t) et borné ou si I'intégrale

b b
/ / K*(x,t)dzdt,

est finie. Les séries (4.9) et (4.10) convergent quel que soit \ et sont donc des fonctions

analytiques entiéres de A. La résolvante

D (z,t, )

R(x,t,/\)z—ﬁ(—)\—)—,
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st une fonction analytique del, sauf les A qui sont zéros de D (A). Ces derniers sont
poles de la résolvante R (z,t, ) .
Exemple 4.1
Considérons I'équation intégrale
il
2
Plz) — /\/ zsint .¢(t) dt = f(z).

0

On a alors
By (z,t) = K(z,t) = zsint.

rsint xsini;

Bl (.’L’, t) = dtl ='0.

o\l\olﬂ

tl sint t] sin tl

T
9 |rsint zsint; zsinly

By (z,t) = / t;sint tysint; tisinity dt;dts = 0.

0 ltysint tosint; fosinty

On peut prouver que pour tout n € N, on a
By(z,t) =0,

On a aussi

01 = K(tl,tl) dtl = tl sint1 dtl = 1,

o o]
oS ——_po| )

tisinty tysint
LSRR ) e, = O.

tg sin tl t‘z sin tg

$2

I
o=t 3
O\l\')] B
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On peut prouver que pour tout n > 2, on a

eniz,t) =0.

D(z,t,\) = K(z,t) =xsint, D(A) =1- A

D (z,t,\) zsinl
DN  1-=-X

R(z,y,\) =

et la solution de cette équation s’écrit sous la forme

2
Plz}=fl{2) 4 3 i )\/:vsintf(t)dt.
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