République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de |’ Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique

Université 8§ Maj 1945 — Guelma

Faculté de Mathématiques et de |’ Informatique et Sciences de
la Matiére
Département de Mathematiques

‘\

Mémoire de Fin d’Etude
Master Académique en Mathématiques

Option: EDP
THEME
i .—.m“; w=_———

Equations de continuité pour les trois états de I'eqy

]I dans I'atmosphére
EE‘_EQ\!\\E—_*E\
I' Présenté par :
I Kaidouchi Wahida
_ Dirigé par : Dr. M.Z.Aissaoui MCA Univ. Guelma
l Jury :
Examinateur 1 : Dr. H. F ujita Yashima Prof Univ-Guelma
Examinateur 2 : Dr. L, Zenkoufi MCA Univ-Guelma
l Session Juin 2012

L-—-———l—__-_————~



Equations de continuité pour les trois états de
'eau dans 'atmosphere

Kaidouchi Wahida
Mémoire de master en mathématiques
Université de Guelma

2 juin 2012



% Remerciment %
Au nom d’Allah, le tout miséricordieuz,
le trés miséricordieux
La reconnaissance est la mémoire du coeur

< LE GRAND MERCI POUR ALLAH >

Avant toute chose, je tiens 4 exprimer toutes mes reconnaissances au
Professeur Hisao Fujita Yashima, de m’avoir propos ce sujet de recherche
et d’avoir dirigé mon travail. Je lui témoigne aussi, ma gratitude pour son
soutien, sa grande disponibilité et surtout ses conseils et ses encouragements
tout au long de mes recherches.

De la méme maniere, j’adresse mes vifs remerciements a mon encadreur
le Docteur Aissaoui Mohamed Zine responsable de notre Master et directeur
du laboratoire de Mathématiques appliquées et de modélisation pour le grand
honneur qu’il me fait en répondre a mes questions avec gentilles. Ensuite, je
souhaite remercier [’ensemble du laboratoire L.M.A. M leur accueil chaleureux
et leur aide précieuse ont contribué fortement a 'aboutissement de ce travail.

J'exprime également mes chaleureuxr remerciement aux membres de jury,
pour Uhonneur qu’ils m’ont fait d’avoir accepté de faire partie de ce jury.

Enfin, je remercie mes parents pour leur contribution, leur soutien et leur
patience durant toutes mes études et qui m’ont toujours aidé el encouragé
aux moments opportuns. Et plus particuliérement mes soeurs et mes fréres
ont contribué ['aboutissement de cette étude. Sans oublier tous mes proches,
amis et colleques de qui m’ont toujours soutenue et encouragée au cours de
la réalisation de ce mémoire.

@ Meretr a tous et a toutes.



Table des matiéres

Résumé 2

ot

introduction 3

Equations de continuitées pour les trois états de I’eau dans

Patmosphére 8
2.1 Equation de consevation de la masse . . . . . ... 9
2.2 Systéme d’&quations . . . . ... ..o 15
Equations linéarisées pour les densités 20
3.1 Equation de continuité pour lairsec . . .. ........ .. 22
3.2 Equation de continuité pour la vapeur deau . ... .. ... .. 28
3.3 Equation de continuité pour I'eau liquide . . . ... .. .. .. 36
3.4 Equation de continuité pour I'eau solide .. .......... 60

Equations pour les densités de 1’eau et la glace avec la tem-

pérature et la vitesse données. 68
Probléme avec ’entrée de ’eau liquide 82
5.1 Equations linéairisées des densités : . . . . . .. ... .- 84



Résume

Dans ce mémoire on propose étude d’un systeme d’équations de conti-
naité pour air sec, la vapeur d’eau, eau liquide (gouttelettes) et eau solidi-
fiée (cristauz de H2O ) dans ladr conformément au principe de la conservation
de la masse en tenant compte de l'éventuelle transition de phase de la vapeur
d’eau et de leur déplacément dit au mouvement de ’air et & la force gravita-
tionelle. Il s’agit de Uéquation de transport (du type hyperbolique de premier
ordre) avec un opérateur intégral. On démontre lexistence €t lunicité de lo

solution d’un systeme d’équations légerement modifié.



Chapitre 1

Introduction

Soucieux de futur de notre planéte, le monde ’intéresse aux problémes du
climat et désire en connaitre le mécanisme et les conséquences. Pour répondre
3 des nombreuses questions qui se posent, la modélisation mathématique des
phénoménes atmosphériques et meétéorologiques est aujourd’hui plus nécés-
saire que jamais. Toute fois & cause de la complexité des phénomenes jusqu’a
maintenant la majorité des scientifiques se contentait des modéles partiels ou
simplifiés.

Comme on le connait bien, latmosphére contient Peau dans I'état gazeux et
sa proportion dans l'air est trés variable. A la différence des autres molécules
comme Na, Os... qui restent toujours en état gazeux dans les conditions or-
dinaire de I’atmosphére, H,O peut avoir trois états-gazeux, liquide et solide.
L’eau en état liquide dans Patmosphére se trouve sous la forme de goutte-
lettes ; quand elles sont relativement grandes elles déscendent avec différentes

vitesses, ce que nous appelons communément la "pluie". De maniére analogue

H,0 en état solide dans I’atmosphere se trouve normalement sous la forme

de morceaux de cristaux, quand ils sont petits ils sont suspendus dans Vair,
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et quand ils sont relativement grands, ils tombent comme on le voit dans le
phénomeéne communément appelé "neige". La transition de phase de I'eau
réalisée dans I’atmosphére concerne donc les trois états et tous les six types
de transition de phase de 'ean, c’est-a-dire de I'état gazeux a P'état liquide
(condensation), de I'état liquide a ’état gazeux (évaporation), de I'état
liquide a I état solide (solidification), de I’état solide a I'état liquide (fu-
sion), de I'état gazeux a l’état solide (sublimation inverse) et de I'étas
solide a I'état gazeux (sublimation), se réalisent dans I'atmosphére.

Comme phénoméne physique, la transition de phase de l'eau se réalise
selon les conditions physiques bien précises. Pour la définition des conditions
pour la transition de phase de ’eau dans lair joue le role fondamental la
quantité appelée "pression de la vapeur saturée". D’autre part les processus
de transition de phase contribue de maniére appréciable a la variation de la
température, ce phénoméne est connu sous le nom de "chaleur latente". Il
faut rappeler que dans I'état d’équilibre, le nombre de molécules provenans:
du gaz est capturées dans 'unité de temps par le liquide devra essentiellement
étre égal & celui de molécules qui sortent du liquide dans 'unité de temps.
L’état d’équilibre a la température T donnée est déterminé par la quantité de
la vapeur presque constante dans I'unité de volume, cette densité de H>O en
état gazeux qui est presque constante a la température T donnée correspend
a la pression de la vapeur bien déterminée, qui est la pression de la vapeur
saturée.

Dans le cas ot la température est inférieure & celle de la fusion, il faut
considérer la pression de la vapeur saturée sur la surface de la glace. Mais pour

la transition de phase de l'eau dans 'atmosphére, il faut tenir compte que
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dans ’atmosphére réelle méme a la température inférieure a celle de la fusion,
on trouve des gouttelettes d’eau liquide, ce qui nécessite la considération de la
pression de la vapeur saturée sur la surface de l’eau liquide aux températures
inférieures a celle de fusion. La présence de gouttelettes d’eau liquide aux
températures inférieures a celle de fusion est expliquée par la nécessité pour
la sublimation inverse de la présence de structures cristalines, sur les quelles
les molécules de HoO puissent se déposer, les structures cristalines nécessaires
pour la sublimation inverse de H,O sont les cristaux de HyO eux-mémes, et
les aérosols présents dans l'air ont rarement une telle structure.

Les valeurs obtenues par les expériences de la pression de la vapeur saturée
sur la surface de leau liquide P,y (7) & la température T sont données
approximativement par :

7463(T—273.15)
Posy(T) ~ Ep. 10~ 75155, Eo =6.108 (mbar) (1.1)
tandis que celles de la vapeur saturée sur la surface de la glace Pys(s)(T) a la

température 7' sont données approximativement par :

Posts)(T) & B 10775, Ey = 6.108 (mbar) (1.2)

Les valeurs de Ps(s)(T) sont valides seulement pour T < 273.15°K, ou

273.15°K est la température de la fusion de l'eau qui ne dépend presque
pas de la pression.

Pour les gouttelettes trés petites, la courbure de la surface est suffisament

grande et les molécules qui se trouvent sur la surface sont sensiblement plus

exposées que celles qui se trouvent sur une surface plane. C’est pour cela

que dans la nature on ne trouve pas les gouttelettes de diameétre plus petit
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que l'ordre de 0.1y, si ces gouttelettes existaient, elles s’évaporeraient trés
rapidement.

Dans [2], il a été proposé un systéme d’équation qui décrit la transition de
phase entre les états gazeux et liquide, il est souhaitable que 'on généralise
ces résultat en proposant un systéme qui décrit la transition de phase entre
les trois états, gazeux, liquide et solide de I'ean dans I'atmosphére. Sachant
que la pression de la vapeur saturée pour l'eau liquide est différente de celle
pour le solide, plus précisément la premiére est plus élevée que la seconde,
comme on le voit dans (1.1)-(1.2) avec T' < 273, 15.

En outre la formation de glace dans Iair exige la présence de noyaux de cris-
taline, qui n’est souvent pas suffisante dans 1’atmosphére. Ces circonstances
rendent assez compliquée la description de la transition de phase concernant
'état solide.

Les quantités physiques que nous devons considérer sont la densité de Pair
sec g, la densité m de HoO en l'état gazeux, la densité o(m) de HoO en
I'état liquide contenue dans des gouttelettes de masse m, la densité v(m)
de H,O en l'état solide contenue dans des cristaux de masse m, la vitesse
T = (vy,vs,v3) de Vair, la vitesse & (m) = (uy(m), uy(m), us(m)) des gout-
telettes de masse m, la vitesse W (m) = (w1 (m), wa(m), ws(m)) des cristaux
de masse m, (dans la suite nous écrivons simplement v, u(m), w(m) au lieu de
T, @ (m), W(m), la température T de I'air et la pression p. Ici pour I'air sec
on entend la partie de l'air des molécules différentes de H,O, comme o(m)
est le rapport entre la masse d’eau liquide contenue dans des gouttelttes de
masse m et le volume d’espace, le rapport frﬁ%l) peut étre interprété comme

le nombre de gouttelettes de masse m se trouvant dans 'unité de volume,
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analoguement v(m) est le rapport entre la masse d’eau solide contenue dans
des morceaux de cristaux de masse m se trouvant dans 'unité de volume, le
rapport 5%?—) peut étre interprété comme le nombre de morceaux de cristaux

de masse m se trouvant dans 'unité de volume.

|



Chapitre 2

Equations de continuitées pour les
trois états de 'eau dans

I’atmosphére

Du point de vue physique, a cause de la transition de phase et de la
difiérence du comportement mécanique de la vapeur, des gouttelettes et des
morceaux de cristaux, ’eau présente dans ’atmosphere devra étre considérée
séparément en trois états : gazeux, liquide et solide. Donc pour formuler les
équations du mouvement de lair de maniére suffisamment compléte, il faut
distinguer l'air sec qui rassemble toutes les composantes gazeux de lair sauf
H,0, la vapeur d’eau, l'eau liquide se trouvant dans les gouttelettes et I'eau
solide se trouvant dans les morceaux de cristaux. Pour étudier les phénomeénes
concernant I’air contenant H»0, il faut considérer séparément les quantités
physiques pour la partie de air formée par les molécules différentes de HyO

et les quantités physiques concernant H,0 en trois états contenu ou suspendu

dans P'atmosphére.
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2.1 Equation de consevation de la masse

Pour d’écrire le processus de condensation on a supposé une distribution
dans 'atmosphére ; cette distribution a été donnée par une fonction de densité:
o.(m), ot m est la masse d'un agrosol. Une gouttelette devait se former sur
un aérosol et la masse d’une gouttelette considérée était la somme de la masse
de 'aérosol et celle de la partie de I’eau liquide condensée sur ’aérosol. Cette
formulation donnait une description suffisamment cohérente du début du
processus de condensation dans Pair.

Mais pour retrouver les aérosols & la fin du processus de l'évaporation
des gouttelettes, on devait introuduire 'ensemble d’états ou I'évaporation
est "interdite" (malgré que la densité réelle de la vapeur soit inférieure &

celle de saturation)

E(T,w,a(.)) — {m > 0/7psy(T) 2 7, ]fg(m’)dm' ! /Ja(m')dm'},
0 0

ot o4(m) est la densité d’aérosols de masse m (aérosol sur lequel se forme la

gouttelette), et la surface effective totale des gouttelettes
o0
ST m,0() = [ = xetmmoop(m)mFo(mydm. — (2)
0
Cela étant, nous posons

Hu(T,m,0(.)) = K ST, 7, a(.)) (7 — Tus@y(T)), (2.2)

ot K, est le coefficient positif de la vitesse de condensation ou évaporation.
Nous admettons en outre que la quantité Hy (T, 7,0(.)) soit distribuée pro-

portionnellement a la surface, ce qui signifie que la quantité, par I'unité de

9
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masse de gouttelette, de HoO qui se transforment du gaz au liquide sur les
gouttelettes de masse m est donnée par

m3(1 — X=(@mo()) (M) B
S[ (T, T, U())

== <K1 (7( - '/?vs(l) (T))m—-lfg (1 . XE(T,’II‘,O‘(.))(TH')) : (23)

hgl(tra T, O'(), m) = HQJ(T’ T, 0(’)}

En utilisant cet ensemble, on a défini la surface effective totale des goutte-
lettes dans (2.1), et la quantité totale (dans I'unité de volume et de temps) de
H50 qui se transforment du gaz au liquide dans (2.2), ainsi la quantité, par
P'unité de masse de gouttelette, de HoO qui se transforme du gaz au liquide
sur les gouttelette de masse m est donné par (2.1).

Comme on peut le remarquer facilement, la fonction hy (7, 7,0();m) dé-
finie dans (2.1) avait la discontinuité due au facteur (1 — x=zram)(m)), ce
qui rendait difficile la résolution de ’équation de continuité pour la densité

a(m) de l'eau liquide dans ’atmosphére. L’idée selon laquelle, si

/ a(m')dm’_é/ .cra(m’)dm'_, (2.4)
0 0

alors de la surface des gouttelettes de masse m I’évaporation doit s’arréter,
idée avec laquelle on a introduit I'ensemble d’états ou 'évaporation est "in-
terdite", n’est en outre pas parfaitement cohérente, a cause de la coagulation
quand une gouttelette qui achéve le processus d’évaporation aura été for-
mée généralement par plusieurs gouttelettes initialles et donc contiendrait
plusieurs aérosol. Donc méme si le processus d’évaporation s’arréte quand
'inégalité précédente est vérifiée, on trouve pas la méme distribution d’aéro-
sols qu’il existait avant le début du processus de condensation.

Maintenant nous voulons introduire le processus de transition de phase

de l’eau entre le gaz, le liquide et le solide. D’abord on rappelle le fait que

10
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ceaux de cristaux de masse m, qui aura les caractéristiques suivantes :
Ss(m) =0, pour 0 <m < m, (2.6)

Ss(m) = csmg pour m > ma,

ol ¢, est une constante positive telle que la moyenne statistique de la surface
d’un morceau de cristaux de H,O de masse m (et donc de volume m) soit
approximativement égale a csm3 (on aura évidemment c; > 3%(4?7)%). On
suppose que Ss(m) est une fonction réguliére et croissante.

Comme la présence des aérosols est essentielle pour la formation des gout-
telettes, bien que du point de vue mécanique leur présence n’ait presque au-
cune influence sur le mouvement de I’atmosphére, nous définissons Sy(m) et
Ss(m) comme fonctions de la somme m de la masse de 'eau liquide et celle
de l'aérosol. Dans cette modélisation le point délicat est celui de définir les
fonctions Sj(m) et Ss(m) conformément au comportement de 'évaporation
des gouttelettes et de la sublimation des cristaux dans leur phase final. En
effet, comme nous I'avons remarqué a propos de la condition (2.4), a la fin
de Pévaporation des gouttelettes (ou de la sublimation des cristaux) le noyau
qui n’est pas HyO restera et donc la masse restera a une certaine valeur
strictement positive, mais la surface de I'eau liquide (ou du cristal ) de HyC
devient nulle.

Rappelons que les aérosols n’ont pas la méme masse et leur masse est dis-
tribuée entre certaines valeurs, ce que nous avons modélisé par une fonction
de densité d’aérosols o,(m). Si on regarde cette situation du point de vue
statistique, on peut formuler la moyenne statistique S;(m) de la surface d’une

gouttelette d’eau de masse m et analoguement la moyenne statistique Ss(m)

12
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de la surface d’un morceau de cristaux de H,0 de masse m. Cest-a-dire,
dans une situation statistiquement normale de la phase finale de I'évapora-
tion des gouttelettes, une partie de gouttelettes de masse m g encore Hy()
et donc la surface de 1 gouttelettes (si elle est sphérique) est 3§(47r)%m§ et
une partie de gouttelettes de nasse m est réduite aux noyaux secs et donc la
surface de la gouttelette est nulle; donc la noyenne statistique Sj( m) serait
33 (41r)§m§6', ou ¢ est la portion des gouttelettes de masse m qui ont encore
H50 et on aura donc 0 < 0 =6(m) < 1. Cette considération nous permet
de définir les fonctiong continues et croissantes Si(m) et Sy(m) qui ont les
caracteristiques (2.5)-(2.6).

Nous allons retourner  Ia considération de la partie des gouttelettes de
masse m réduites aux oyaux secs, dont la portion est 1 — ¢ | Mais avant d’y
retourner, prenons i I'examen la question de la formation des gouttelettes.
Rappelons que les gouttelettes se forment sur des arosols et que, quand elles
sont formées, leur masse n’est pas nulle, car elles contiennent des noyaux qui
L€ sont pas H>O et qui ont une certaine masse (bien que la masse est trés
petite). Rappelons en outre que la valeur de la masse m d’aérosols sur lesquels
les gouttelettes sont formées n’est pas unique et nous avons représenté par
une fonction o,(m) leur densité. Cette situation nous permet d’introduire
une probabilité de formation de nouvelles gouttelettes de masse m, qui est

donnée par

go(m)[r — Tos)(T)[T[N* = N (o, )], (2.7)

ol

13
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N(o,v) = /Oc g(—ﬁ}—)dm + /000 E—(—m—)dm + ¢ /000 o(m)dm + c, /000 v(m)dm.

0o m m
(2.8)

Le nombre N* est le nombre total de gouttelettes ou de morceaux de cristaux
qui peuvent étre formés dans I'unité de volume, tandis que N représente
le nombre dans 'unité de volume des aérosols qui se trouvent déja dans
des gouttelettes ou dans des morceaux de cristaux. Le nombre total N* de
gouttelettes ou de cristaux peuvent étre formé dans 'unité de volume doit
étre limité parce que pour la formation des gouttelettes il est nécessaire de
trouver des aérosols.

L’introduction de la probabilité de formation des gouttelettes (2.7)-(2.8)
nous suggére une éventuelle introduction de la probabilité de disparition des
gouttelettes et des morceaux de cristaux & la fin des processus de I'évapora-
tion des gouttelettes et de la sublimation des cristaux de H,0 dans atmo-

sphére. Nous intrduisons donc la probabilité de disparition des gouttelettes

gr(m)[r — Tus (T (2.9)
et la probabilité de disparition des morceaux de cristaux
g?(m) [ﬂ- - 7Tr'us(s)(ri'—v)]_~ (210)

Dans (2.7) la fonction analogue est multiplie par [N* — N(o,v)]*, mais
les fonctions données (2.9) et (2.10) seront multipliées par o(m) et v(m)
respectivement. Si on rappelle la motivation de I'introduction des fonctions

go(m), g1(m), et go(m), pour étre compatible avec le comportement (2.4)-

14
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fonctions Sy(m) et S,(m), on doit supposer que
go(m) =0, gi(m) =0, go(m) =0, pour m > . (2.11)

Pour décrire les processus d’évaporation et de condensation sur les gout-

telettes déja formées, nous posons

Sy

HoT7,00) = Ka(r = 7(D) [~ 2 pmyam, (212

Si(m)

hg;(m.) = h,gl(T, T, O'(.); m) = Kl_ffn:—_(ﬂ- 5 ﬁvs(l)(T)): (213)

ou K est le coefficient positif de la vitesse de condensation ou d’évapora-
tion.La quantité Hy (T, 7,0(.)) est la quantité totale de condensation sur les
gouttelettes déja existentes. Par les valeurs négatives de H, (7,7, (.)) on
entend la quantité totale d’évaporation. Analoguement pour décrire les pro-
cessus de sublimation (de solide en gaz) et de sublimation inverse (de gaz en

solide), nous posons

Hyo (T, 7, v(.)) = Ka( — Tys(s)(T)) /:O Mu(m)dm, (2.14)
hygs(m) = hyo(T, 7, v(.); m) = K. Ss(mg( -7
Tgs T Toge\Ly Ay VL )y L] = D9 ™ ’US(S)(T))? (215)

m
ol K est le coefficient positif de la vitesse de sublimation ou de sublimation
inverse. La quantité Hy(T, 7, v(.)) est la quantité totale de sublimation in-
verse de gaz en solide déposée sur les morceaux de cristaux de HoO. Par les
valeurs négatives de H, (T, 7, v(.)) on entend la quantité totale de sublima-
tion de solide en gaz. Ces considérations nous aménent aux équations de la

conservation de la masse pour ¢ et v, qui sont

o (m) + V - (e(m)u(m)) + O [mhy(m)a(m)] =

15
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m

= [hg(m) — K,(T, m)]o(m) + Ky(T, mv + %2— Bilm',m — m/ o (m')x
0

o(m —m)dm' — mao(m) /OOO Bi(m, m)o(m/)dm’ — mao(m) /:OO Zis(m', m)x
v(m/)dm’ + go(m)[N *— N(o, V)T [r =Ty (T)]* — g, (m)[r—7,.40) (T)]"o(m),

et

Oww(m) + V- (v(m)w(m)) + Ona[mhgs(m)v(m)] =

= [hgs (m)— K, (T, m)]y(m) + K (T, m)a(m) + —ZE /0”"” Bs(m—m/, rn’)y(m/) X

v(im —m'dm' — mu(m)/ Bs(m, m"v(m)dm' + m/ Zis(m —m/ m’)x
0 0

l/(m~m’)cr(m’)dm’—mu(m)/ Z;S(m,m’)a(m’)d’m’-gg(m)[ﬂ'—ﬁv,s(s)(T)]“J/(fm).
0

D’autre part, la loi de conservation de la masse pour Iair sec, qui ne subit
pas la transition de phase, est exprimée par I’équation de continuité classique
c’est-a-dire

Qo+ V - (ov) = 0.
Pour la densitée 7 de vapeur d’eau, puisque Hy(T,7,0(.)) est par définition
la quantitée totale de condensation (ou d’évaporation) et Hyo(T,m,v(.)) est
par définition la quantitée totale de sublimation (ou sublimation inverse), le

meéme raisonnement nous améne 3 I'équation

O+ V- (7v) = ~Hu(T,7,0) — Hy(T, 0, v),
2.2 Systéme d’équations

Maintenant, en résumant ce que nous venons de remarquer, nous propo-

SONS un nouveau systéme d’équations. Ayant introduit Jes fonctions S;(m),
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Ss(m)v gO(m)7 gl(im)v QQ(m)} N*> ]Va Hg!: hglv Hgm hgs; u(m)7 ’LU(m), le systéme

d’équations général serait donc le suivant :

0+ V- (ev) =0, (2.16)
O + V- (7v) = —Hu(T,7,0) — Hye(T, 7, 1), (2.17)
do(m) +V - (e(m)u(m)) + On[mhg(m)o(m)] = (2.18)

= [hg(m) — Kis(T,m)]o(m) + Kaq(T,m)v + 5/0 Bi(m',m — m)o(m')x
o(m —m"ydm' — mo(m) / h Bi(m, m Yo (m')dm' — mo(m) / - Zy(m',m)x
0 0
= v(m)dm'+go(m)[N*— N(Ua V)] 7 =To.s (D)™ —gu(m) [ — T (T)]"e(m),
Br(m) + V- ((m)w(m)) + Oulmhye(mp(m)] = (219)

= [hgo ) — KT, )m) + Ko (T ) (m) 5[ = o)
0
v(m —m')dm' — my(m) /OO Bs(m, m")v(m')dm' +m /m Zys(m —m',m')x
0 0

J/(m——m’)o(m')dm’—mu(m)/ Zys(m, m Yo (m')dm'—go(m)[r—Ty.s(s) (T)] " v(m).
0
Avec u et w sont définies par :

1 1
| == ] —————— q) Es - (I) .
f== = (m)V A W=n o (m)V , (2.20)

Les équations (2.16),(2.17) sont considérées dans un domaine @ C R® muni
de frontiére suffisament réguliére tandis que, les équations (2.18),(2.19) sont
considérées dans un domaine R, x (2.

Ou K, et K sont les coefficients de solidification et de fusion, Bj(m’,m) est
la probabilité de rencontre d’une gouttelette de masse m et une de masse

= m/, Bs(m/,m) est la probabilité de rencontre entre un morceau de cristal

17
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de HyO de masse m et un de masse m’', rencontre qui engendre l'union
des deux morceaux, Z;s(m,m’,T") est la probabilité de rencontre entre un
morceau de cristal de H,O de masse m et une gouttelette de masse m/’.
Pour ces coefficients, rappelons que Kj, est strictement positif seulement
pour T < 273,15 et K est strictement positif seulement pour T' > 273, 15.
D’autre part, & cause de la tension superficielle des gouttelettes, la rencontre
entre deux gouttelettes engendre une nouvelle gouttelette, et & cause de la sur-
fusion des gouttelettes & une température inférieure a 273, 15 K° la rencontre
entre un morceau de cristal de HoO et une gouttelette solidifie 'ensemble,
tandis que la rencontre entre deux morceaux de cristal de H,O n’engendre
pas nécessairement 'union des deux morceaux.

Ce systéme d’équations est & envisager avec les conditions initiales et
les conditions aux limites. Par exemple dans le travail [6] on a considéré les

conditions initiales et les conditions aux limites suivantes :
92
v(.,0) =vo(.) €W, 7(Q),  volon =0, (2.21)

9 2 . .
T(,0)=To() €W, *(R), mfTo(2)>0, Tolon=T'l=o, (222)

o(-,0) = co(-) € W,(®),  inf oo(2) >0, (2.23)
7(.,0) = mo(.) € W, (), ig{fz 7o(z) > 0, (2.24)
o(.,.,0) =00(,.) € Wy(Ry xQ),  oo(.,.) 20, (2.25)
v(.,-,0) =1o(,,.) € W,(Ry x Q), (.,.) >0, (2.26)

IM' > matel que ao(m,z) = vo(m,z) =0 sim € 0,74 U [M',00].
(2.27)
vlgo =0 (2.28:?

18
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o 21711 i =
Tloa=T" € Wy *" *(30x]0,t,), inf  Tp*(z,1): 0, t >0,
lac q ( ] 1D (z,t)e{!)%xm,tl[ o (z ) > 1
(2.29)

dans ce travail on a supposé également que la fonction ® vérifie la condition

suivante :
P eC(Q), V- -n=0su o0 (n est la normale exterieure a ). (2.30)

Pour démontrer I'existence et Punicité de la solution local, les inégalités de

Sobolev ainsi que les estimations dans 'espace de sobolev constituent des

instruments fondamentaux. Introduisons la notation
Q{; — Q X ]0, t[

"
et rappelons la définition des espaces fonctionnels W2HQ,) et W (1),

que nous allons utiliser : ils sont définis par les normes

lellwz1g, = lellroewzay + 92l @0), (2.31)

. Vol(z) — Vo(y)| 1/r
||<PHW3_%(Q) = leller@ + IVl @) + (LL l (p](z)~ yllﬁ(‘y” dzdy)*".

(2.32)

Pour les détails de ces espaces voir[3)].
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Chapitre 3

Equations linéarisées pour les
densités

L’idée générale que nous adoptons pour l'étude de la solution locale est
celle d’examiner d’abord les équations linéarisées et puis de chercher un point
fixe d’un opérateur défini par la solution des équations linéarisées. Dans ce
qui suit, les constantes figurant dans les inégalités seront désignées par un
symbole indiquant leur dépendance seulement si leur dépendence d’autres
quantités est utilisée dans le raisonnement successif. Autrement elles seront
désignées simplement par c. Donc les constantes ¢ dans de différentes inéga-
lités, en général seront différentes. Nous convenons de prolonger les fonctions
dépendant de T pour T < 0 (comme 7(.),Lg(.)). Pour commencer, intro-

duisons les classes :
oW — (ve W2'(Q)| v verfiera (2.21),(2:28)}, (3.1)
o) = [T e W2 (Q)| T vérifiera (222),(229), 2.32)},  (3:2)
Soient données (0,T) € @gf)x@g), On considére les équations :
Sg+ V- (00) =0, (3.3)
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O+ V - (70) = —Hp(T,7,0) — Hyo(T, =, v), (3.4)
dyo(m) + V - (e(m)u(m)) + Om[mhg(m)o(m)] = (3.5)

= [hyi(m) — Kis(T, m)o(m) + Ka(T,m)v + 3 /0 " (!, m — m o (m') x

o(m —m')dm' — mo(m) /oo Bi(m, m')o(m’)dm' — ma(m) /oo Zy(m', m)x
y(m')dim! + go(m)[N* — N (o, V)] [1 = sy D) = g2 (m) [m = Fosp (T~ 0 ()
dw(m) + V - (v(m)w(m)) + Oy [mhys(m)v(m)] = (3.6)

= [hye(m)— Ki(T, m)|v(m)+ Kq(T ,m)a(m)Jrzg / By(m—m/,mYr(m')x
0
v(m —m')dm' — mz/(m)/ Bs(m, m"v(m')dm' + m/ Zis(m —m/,m')x
0 0

v(m—m/)o(m’)dm'—mv(m) /;0 Zis(m, m")o(m')dm’ —ga(m) [T —Ty.s(s) (T)]"v(m),

avec :

! vo, @=9- L g (3.7)

a,(m)

Les équations sont obtenues, en substituant v = v, T = T dans (3.3)-(3.6).

B=0—

On remarque que si ¥ est données, I’équation (3.3) est linéaire, tandis que,
meéme si @, T sont données, les équations (3.4),(3.5),(3.6) ne sont pas lénéaire.
Dans le présent paragraphe nous envisageons I’équation (3.3) et les équations
linéairisées (3.4),(3.5),(3.6) en renvoyant I'étude compléte au paragraphe sui-
vant. En ce qui concerne I'équation (3.3) qui est de type de transport, il est
bien connue, si ¥ est suffisament réguliére on peut résoudre (3.3) par la mé-
thode caractéristique avec les données initiales. On outre, on peut passer

dans P’espace qui nous intéresse, en conservant I'inégalité des normes
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3.1 Equation de continuité pour Pair sec

Les méthodes fondamentales de I’étude des équations du type (3.3) sont
celle des caractéristiques, et celle de I'estimation dans les espaces de Sobolev.
Pour cela nous allons illustrer I'application de ces méthodes dans le lemme
suivant :

Lemme 3.1 : Soit v € @g’). Alors ’équation
813@ =V (Q/l_]) = 07

avec la condition initiale (2.23) admet une solution o et une seule dans lo

classe :

0 € CO[0, 1) W2().
En outre on a :

“Q(-vt)“%@(g) < (1), 0 < 0 < 0(@,1) < oty <0 dans Qi)
(3.8)

ou :

-1
a,(t) = inf o) exp(—cReyt ? )- (3.9)

I

*[L

B,(t) = sup oo(z) exp(cREpt
€

priml s
Qo(t) = HQOHSEVI}(Q) exp(cRant 7 ), Bey = HUHWI:,Z’I(Qt)'

Démonstration : On considére le probléme de Cauchy suivant

dyt)
—_Cl_t- - U(y(t)?t)v

y(0) = Zo,
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avec 7o € (). La solution de cette famille de problémes de Cauchy définit les

trajectoires, que nous notons y(t). Sur ces trajectoires 'équation se réduit a :

%Q(y(t)> t) = —o(y(t), )V - o(y(t), t). (3.10)

Comme ¥ est donné, V - @ est elle aussi donnée, donc (3.10) est une équation
différentielle ordinaire, qui est, en outre linéaire. Comme on le connait bien,

la solution est donnée par
t
oo, t) = (o) expl— [ V- u(ult), V)i,
0

ou
t(
sy =zt [ o), w=yl)  0StSh,
0
donc Péquation (3.10) admet une solution et une seule. On remarque que,

comme W, (Q) = L™ (), et d’aprés Uinégalité de Holder on a
t i
[ 19 ollmt < e [ 1otz
0 0 i . , 1
<o [ 100)77 ([ Nolgond!)?

e o
<cter H’Ullm(o,t;wg(sz))

p=L

< CR(i,t)t F

et la condition "in;f2 00(z) > 0; si de plus le sup 0o(w) < 00, alors on a
z€ 2€Q

t 1
inf oo(x) exp(~ / V-2l et < olt,2) < sup o(z) exp(+ /( IVl et
z€l 0 ® )

En posant

B:l
a,(t) = agexp(—cReEnt » )s
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avec g = img oo(x), et
zell
E:i
Bo(t) = Boexp(cRent 7 ),

avec fy = sup go(z), on obtient
z€Q

0 < a,(t) < o(t,x) < B,(t) < o0

Maintenant en multipliant ’équation (3.3) par oP~! et en faisant l'integrale

sur {1, on obtient

/ o 10,0dz = — 1o (Vo)dx — / V - vofdx.
Q Q Q
Grace a © = 0 sur la frontiére, on a

1
= 8t pm:"‘— 'ﬂ.’)?— '{" XL
A (o)d /V(gp) od /9”(‘7 )d
1

= QQ‘”V vd$~/gp\7 v)dz.

Donc on trouve que

! pgp = L7P .
E/Q&“L(‘Q) dx ; /QQP(V v)dx

d’ou on obtient
1d

2 [ 1 < L=B9 o [ 16

ce qui nous donne
d, p - P
Zi_tHQ“Lp(Q) <|1-pllIV- 'UHLOO(Q)“Q“LP(Q)-

Comme p > 4, en vertu des inégalités de Sobolev, il exist une constante ¢’
telle que

IV - 0l pooy < € N0llw2():
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et que || - wi@) < | - llwa(e) on en déduit que

%H ol 7oy < Crllvllwz () el o) (3.11)

D’autre part, on applique I'opérateur V a (3.3), et on multiplie par Vo2V

i’4quation obtenue puis on l'intégre sur (1, de sorte que l'on obtient :

,,/§Vg —2Vp-V(di0)dx = — / |VolP?Veo-V(Ve - v)dx
Jil

/ IV olP2Vg - V(gV - v)da.
Q

Or, le traitement du premier membre donne :

/ Vol 2Vo- V(Bi0)ds = / Vol Yﬁgi?—@ . (3.12)

_ [ T2,

- / Vol B Vel)de
=5 ] BV oP)da

/ Volds

= _E{; va“LP(Q>

D’autre part, le traitement du second membre donne :

[Q IVolP~2Vp - [V(Ve-7) + V(eV - )ldz =

/ w” \ 0[6s, (B0 ) + Or, (€ - D)]d

— [ 1ver- 220% (01,0 o)+

i,=1

25



UniversiTé 08 Mai 1945-GueLmMa DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

3 L IVolP~ z:(amjg)(amig)azj@idx+ /Q IVol?™  8a,0(00,0)(V - 0)+

i,j=1 j=1
3

+ /Q IVolP2 " 0(0:,0)(0:,V - D)da,

i=1
et comme on a

3
>~ 8z,0(0s,0) = Vel
=1

on aura donc

3
[ 1ver9e: (9(Ve-8) + VeV - 0)lds - [ 19eP Y. 0,00 0n 0t
Q Q

ig=1

3
[ 1907 3 (00,0)(0n, 0002, 0 + [ 19 (9 -y
JQ i4=1 Q
3

+ / Vol 0(8:,0)(8:,V - v)de.
Q

i=1

3 3
. 6EQ(6:28:10) _
VolP 2N 8, 0(0,,0.,0)0:dx 2/ Volf™? E e —ydy

3
— /Q‘Vg!p—l Zaﬂ?i(lV7QD/ﬁid.’E

1
== | V|V’ -vdz
PJa

:J/ Vo’V - vdz,
PJa

Q

donc on aura

—1
}i/ |Volf = —l—)———-—/ |Vol|PV - vdz+
pdt Jo P Ja
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3 3
- /Q va‘pr Z(amj Q)(8fl?ég)(a$ji}‘i)d$: - L lvglp‘z Z 0(0s; 0)(0:,V - v)dz.

ij=1
En appliquant l'inégalité de Hélder, on obtient :

I 1]

—~—t(\7 oy < 1V - ll ooy I Velliagey

HIVolZri S 10e0llr@ 10z0ll o 1050l Loy da-+

ig=1

IV(V - )l e@l vQHw(Q)“VQNLP(Q)“Q“Lm(Q):

ce qui implique

L 190l 0y < 2= U9 - 0]l ey IVl

+“VQHIP(Q Z Haz,-@z‘nmom) +[IV(V - ﬁ)l‘LP(Q)Hle %—p(ln) “QHL“’(Q)'

3,j=1
comme p > 4, donc W2 () = L>=(€2). D'oi on obtient :

lp—

LG ol < P Iz el
+C”Q“€v‘g(m“5|iwgm) + Clmiwg(mngnwg(ﬂy

donc on aura

d o
at‘“VQHL:;(Q) = (“2,17)“W4(Q)HQ“W1(Q)' (3.13)

En adjoignant les inégalités (3.11)-(3.13), On obtient :
d P P YH v
Zi;g(”Q“LP(Q) + “VQ“LP(Q)) < (/”?»’ng(n)uéﬁwgf\g):

d’ot

d
& ” anl(q) CH@“WA(Q) n nwl(Q)

Ly
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Par conséquent, avec la condition go € W, (1), on obtient

t
oDy < ooy @(C [ Iohygood) (314
Or d’apres l'inégalité de Holder
¢ ¢ oy [t .
Iollwadt < ([ 11de)7 ([ 10lyzadt)?
0 Jo Q 7@
i
<tr /0 1912 e t)?
p—1
<t 9]l oot
< cRant'?
donc
p=l. _
ol M ey < Nl o(CEF Iolhugigy) (B19)

Le lemme est démontré.[]

3.2 Equation de continuité pour la vapeur d’eau

Maintenant on va examiner 'équation de continuité de la vapeur d’eau
(3.4), plus précisement celle de la solution 7 sous I'hypothése que ¥ soit
donnée, avec la condition initiale (2.24). Analoguement a l'équation (3.3,
I’équation (3.4) peut étre résolue, en utilisant la méthode des caractéristiques.
Nous allons citer Papplication de cette méthode dans le lemme suivant :

Lemme 3.2 : Soient données v € O, T € e, & € ([0, t:], W, (),
g € CO([0,t1], W(R4 x Q)). ¥ € ([0, t,], W(R, x ). Supposons qu’il
eziste une constante My > 0 telle que : supp(a(.,-,t)) C D2, supp(¥(.,.,t)) C
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Dy, Pour tout t € [0,t] avec
Dy =10, M [ x Q.
Alors [’éguation
Ot +V - (m.0) = —Hu(T, 7,5) — Hes(T, 7, 7), (3.16,

avee la condition initiale (2.24) admet une solution ™ et une seule dans la

classe :
7 € C%([0, t.]; Wz} (Q)).

En outre on a :
”7‘-(-7'5)!%/;(9) % Gil); (3.17)

ou
p—1 g-1 5
X eXp(C(R({,’t)t » + (E:{a’t) + R(g,t))(R(T’t)tqq -+~ R(ﬁ—’t)t)))?
R(T,t) = HT“W,‘IZJ(QQ:R(M) = “ﬁ“cﬂ({o,f},w;(g)y

Ry = 10 lleoqo gy Ben = IPlleoqonwyon)

Démonstration : On a

-

o +v-Vo=—aV-0— Hu(T,7,0) — H,(T,7,v),

ce qui implique que
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sur chaque trajectoire z(t). En procédant de maniére analogue a la démons-
tration du lemme précédent, on démontre I'existence et I'unicité de la solution

7; on a donc

i
i ] V- o(t", (t"))de")dt
f/

Maintenant, en multipliant (3.16) par 777" et en faisant Iintégrale sur €, on

a

f 7P Gmdx = — [ 715 - (Vr)dz — /(V - U)mPdz+
Q Q Q

—/ﬂﬁ_ll{gldxwpr‘ngsd:z:.
Q Q

D’autre part, on a

/Wp—lai;ﬂ'dz: l/‘a{(ﬂ'p)dl?
Q PJa

1d [,

=22 [ a%d
pd‘t ﬂ’ﬂ' X
_1d

- p%ﬂﬂ.“ip(mv
et

——/7rp‘1v-(V7r)d3:—— /(V-f))ﬂ”dﬂ: - / Pt Hydr — /Wp—ngsd:E
Q Q Q Jo

=-—1[V(7r”)-€1d.3:—/ﬂ"'(V-z‘J)dm—/wp'nggd:E——/ﬁp’ngsdm

PJa Q Q Q

s

=%;—/ﬁ'p(V'?"))da:—/W”(‘V-ﬁ)d:c—j['zr”“lﬂgldx—qur’)"ngsdw
bJa Q Q <

=1=F / 7?(V - v)dz — / 7 Hgdz — ] 7 Hysda.
P Ja Q 7
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D’autre part, on a

d wrds = ({1 — p)/ P (V - v)dr — / “‘Hyudx —p / 7P Hyoda.
dt Q o Q

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

%uwugm) —1—p| /Q 7?(V - 7)\da+

ol [ ()Pl (Hadal? — [Pl 7 (il

ou
d ;
i (| Uzz:w(m =

<1 -plIV - 0l Hﬂ[%pm) + pll Hytl 2@ il LP(Q + pHHySHLp(Q)“ﬂ HLp(ln)-

Or, comme on a
75y < L+ ImlEa@);
on obtient
'%“W”ipm) o
< CHWH’EP(Q)HV"DliLm(ﬂ)+Clngl|lLP<ﬂ>(1+liﬂllﬁpm))HllHQs|lLP<m(1+H7T'HI£p(Q))-
Comme p > 4, d’aprés Uinégalité de Sobolev on a
IV - 0l pe() < cllV - vllwa

< cf|vllwz;
et que || - prl(g) <l|- Hwé(g) on aura donc
ll?fl oy < Climll @ ollwze) + | Hallwio + [ Hgsllwpe]  (3:19)

CllHgllwe + | Hslwp@l-
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Maintenant, on applique Popérateur V a I’équation (3.16) et, on multiplie

par |Vr|P~2V 7 Péquation obtenue, puis on l'intégre sur 2, on obtient

/\Vw]” IV (0r)dx = /lV?pr 2VaV(Vr - v)dz+
Q

- / |V7r|p_2V7rV(7rV-1‘))d:n—/ |V P2V nV (Hg + Hgs)dz
Ja

/Q ‘Vﬂip—ZVﬂ' . V(@m-)dm — / 1V7Tlp_1z_7r_l'€_vﬂ(_|af_"ﬁdx

/\V P! V7 |Vat(|V7r)

B / VP20,V
[ 2(vap)s

= —-——/ |Vr|Pdz

HV o)

et aussi grace a ¥ = 0 sur 92, on a

/ VPV (Vr - 0) + V(rV - 0)ldz + / VP2V (Hy + Hys)do =
Q Q

/ i Zﬁm B, (O - Ti) + Oy (m0a, T )]+

7 ]—1

+/ |Vr|P~ 22 0z, 7)0z;(Hgl + Hy,)dx
Q

=j£ ‘VT{"p z 8 8 71' UdeH-

i,5=1
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3 3
[ Va2 (B )(Or,m) 0z v + / (VP2 Baym(Deym)(V - 0)+
Q Q

i,j=1 : §=1

3
/ w?rvﬂ-f\ (00, ) (02,9 )+ [ [V D Pey)0ns (s Ho)

i=1
et comme on a

3
> 8,,m(0eym) = V2.
j=1

On aura

/ |VaP2Vr - [V(Vr - 0) + V(V - v)|dx +/ |V P2V V(Hy + Hgs)dz
0 Q

3
_ / VP2 S (s, O )i+
Q

i’j:l

3 fr
+ L VP2 Z(@mj'n)(ﬁmivr)aﬁj@dx + /Q |Vr|P(V - )+

9=1
f |vﬂ-1p-- 7(8,7)(0:,V - D)dz + / i 22(@ )0, (Hg + Hys)dz,
j=1
et comme, on a
0y, (0,0, T)
p—2 _ p—1 VritNEFL T s dm
/[Vﬂl > O (O O, ) Vi = ]{Vﬂ ;ﬂ vl vida

£, 7=1

= fQ 1v7r1p-1z<9m(|w\)@idx
= é/ﬁVlVﬂp-ﬂdm

! PV - vdz
= ——;)/QIVWE \Y% d )

donc on aura

td / Vrpds = —2 = / VAPV - oda+
pdt Jo P Ja

33



UniversiTé 08 Mar 1945-GueLma DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

£ CQ[HDHLoo(DQ)/O 17 lwaydt’ + “’7HL°°(D2)‘/0 IT llwz(edt']

< ||| oo Do) 11T 2=y + € / |1[Pdt’)s ( / 17142 0y #)7]
< | oo Tl ooy + 7 Wl zao.awzcan]
< a7 ooy [ElIF o) + £ 1T | zaqoaswzcan)

En substituant (3.22),(3.23) dans (3.21) on obtient :

7 (s D) <
b “’%”ffyg(g) +e(Ras + R(E,t))(R(II—’,t)tq_;— + R(ir,t)t)]
= -1
X G‘Xp(C(R(g,t)t%— - (Ea(a,t) -+ R(g’t))(R(T!t)tgbq_ -4 R(ﬁ—,t)t)))’

avec Rz, Ris.t), Rwt), Bz définiées précédement.

Le lemme est démontré.[]

3.3 Equation de continuité pour 'eau liquide

Passons maintenant a la résolution de l’équation (3.5). On a le lemme
suivant :

Lemme 3.3 : Soient données v € @2’), T € @i?, 7 € CO([0, 8], W, (),
€ C([0,t,], W} (R+ x Q)), avec leur norme majorée par une constante Ry
dans les espaces prévus (indiqués). Alors il existe une constante M; <

telle que, pourvu que &(m,z,t) = 0 pour m ﬁ?] Ml[ l’équation
d,o(m) + V - (e(m)a(m)) + O [mhg(m)e(m)] = (3.24)
_ ha(m) = Ki(T, m)lo(m) + Ku(T,m)7 + = / By, m — m')a (m') %
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a(m —m')dm' — mo(m) / h Bi(m, m")a(m')dm' — ma(m) / N Zys(m', m)x
0 0

p(m")dm' + go(m)[N* = N (@, )" [7 = Top.sn (D))" = gu(m) [T = s (T)] "0 (m),

avec la condition initial (2.25), (2.27) admette une solution et une seule dans

la classe :

o € C°([0, 1], W, (R4 x Q)),

avec la propriété :
Mo -
o(m,z,t)=0 pour m ¢ } -Q—’Ml[’ (3.25)

satisfaisant a 'inégalité :

0 ) By = 19 My < ot (3.26)
avec :
p=l g2
qa-(t) = {“Cr() H:Vé(ng) + C[(l + R(Qﬁ-vt) + R?&,t) + R?ﬁ,t) )t + R(@j’t)t P + R?T,t)t q ]}

(3.27)
2:2

x exp(cl(1+ R, + Rl o+ RG o)t + Rant 7 + R?T,t)t 7 |), avec
Ry = Hl_’HWFZJ(Qt): R(T,z) = “Tﬂtvf'l(@t)'

R(?"r-.t) = nﬁncﬂ({o,t],wg(ﬂ))a R(é‘t) = n‘_f ncﬂ({o,t},W,}(Dz))'
R(g’t) = llﬁllco(lovt]’wg}(D2)>.
Démonstration : Résolvons I’équation (3.24) le long des caractéristiques
(m(t), z(t))ieor,) définies comme solution du probléme de Cauchy

dx(t)
dt

dm(t)

dt :ﬂ(m(t),t,a:(t))

= ’Tn(t)hgl(T; i'—: t’ x(t))a
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m(O) = My (S [O,Ml], .’L‘(O) = X9 € Q.
On pose U, = (mhg, W) €t Vigm) = (Om, O, Oz, Oz, ), alors I'équation (3.24)
peut étre écrite dans la forme

80 + Vi) - (0(m)Th) = [hg(m) — Kio(T, m)]o(m) + Ka(T, m)v(m)

+23 /m Bi(m!,m—m")a(m')g(m—m')dm’' —mo(m) /00 Bi(m, m')& (m')dm!
0 0

2
e : B
—mo(m) / Zy(m!,m)p(m')dm’ + go(m)[N* = N(@, )| *[7 — Tusy(T)]
0
—g1(m)[F — Rusqy(T)] "o (m).
Si on consideére la dérivée totale de o dans I’espace Dy =]0, _Ml[xQ

d 2. B
E-E = 6t + mhglam + ]; ’l_l,j—a—x—j,

alors on peut écrire I’équation (3.24) dans la forme

C_ia_cg{m_) = —0(m)V(mya) - Ui + [hg(m) — Kio(T,m)]o(m) + Ka(T,m)v(m)

%l/ By(m!,m —m")a(m')g(m —m)dm’ — ma(m)/ Bi(m, m")a(m")dm
0 0

[ _ s -
~mo(m) [ i, m)omYdm + go(m)IN* = (@I = st T
0
—gi(m)[7 — Tosy(T)] o (m).
Cette équation, ayant la dérivée totale ‘fl—‘t’ au premier membre, peut étre ré-
solue le long de la trajectoire (m(t),z(t)). Donc en procédant de maniére
analogue & la démonstration du lemme 3.1, on montre Pexistence et 'uni-

cité de la solution, sous ’hypothése de la régularité des données. la solution

obtenue est & la forme suivante :

o(m(t), z(t),t) = oo(mao, Zo) exp(/ ay (t")dt") +/0 by (t") exp(/ a, (¢")dt")dt',
0 v
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ol

01(t") = ~Vima) Uit ye (mg, xg))+hg(m)— K (T, m)—m/;3;(m,m')a(m’)dm'
0

—m / Zys(m', m)p(m")ydm' — g,(m)[7 — 7,,(T)]",
Jo
a;(t") = ——V(m,x}.{jrg(t”,ytu(mg,a:c‘))+hg¢(m)~K;5(T, m)—m / Bi(m, m")a (m')dm’
o

- /Om Zio (!, m) ()i — g, (m)or(m)[ — 7o (T)]

bi(t) = [ (KT, m)p(m) + go(m)[N* — N (3, ][ — 7on (D))
0

m e
+—2— / Bi(m',m —m')a(m')e(m — m')dm/,
0
il s’ensuit qu’il y a une M; telle que sous ’hypothése o(m,z, t) = 0 pour
m ¢ |Ze M|, soit vérifiée (3.25).
En ce qui concerne la fonction f(m,m’) qui figure dans , nous supposons

qu'elle est une fonction suffisamment réguliére et qu'il existe une constante

M(M < o) telle que
B(m,m)=0 si m+m' > M.

Cette condition est motivée non seulement pour des raisons techniques, mais
aussi par le phénomeéne d’éclatement des grosses gouttelettes par la friction
avec air. D’autre part, pour m+m’ < M nous supposons qu’elle est majorée
par une constante.

En outre pour des raisons techniques, nous introduisons la fonction de la

moyenne locale de 7. on pose une fonction 6 telle que :
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1. 6 € CP(R?)

2.0 >0 et 8(z) =6(|z)),

2 fm Hc)de =1
et en substituant 7 par 6, définit par [, 7(z —y)0(y)dy, on remarque que
c’est une regularisation de 7 et donc on constate facilement que méme avec
cette substitution, le lemme 3.3 reste valable, car pour sa démonstration
on n’utilise que la continuité des fonctions du deuxiéme membre et 7 est

continue.

Pour la simplicité de la notation, on pose
Dy :}0, A;Il{XQ,

ou .Z% est une constante suffisamment grande de sorte que, comme on l'a
précisé

o(m,z,t) =0 pour m > M,, Vte€ [0,t].

Maintenant, pour prouver le lemme, il suffit de démontrer 'inégalité (3.26) ;
En multipliant ’équation (3.24) par o?~*(m) et en intégrant sur D, on ob-

tient :

— / P tdodxrdm %[ 0?7V - (o(m)u)dzdm+
Dy Do

4 / o7 (1)d[mhgo (m))dzdm = | 0" hg(m) — Kio(T, m)]odzdm +
Do Dy

B 1 ¥y P
+/ o Ky(T, m)vdrdm + — / m/ P Bi(m',m — m')a(m')x
Do 2 Do 0

E(m—m')dm’da;dm—/ m/ o to(m) G (m, m')o(m')dm'dzdm+
D»  Jo
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- / m / o Lo (m) Zis(m!, m)o(m')dm' dzdm + [ 0" go(m)x
Dy 40 Dy

[N*~N{(z, 0) | [Tx0—Tpsy (T)] T dzdm— | oP— g, (m) [T%0—7, 50y (T)]~ o (m)dzdm.

Dy
Or on a
1 1 ,
o’ Owodrdm = = GyoPdxdm
Dy D Dy
1d
= —— / oPdzdm
pdt [p,
1d
= gl
ainsi, on a

f o7V - (o(m)a)dzdm = f " Vo -u+0V - gdrdm
D,

Dy

= j[ " WVWo - ddzdm + / o?V - udzdm
Doy Do
1
= - Vo? - udrdm + / o?V - udxdm
b Doy D
=1
=222 [ "V . adodm,
b Do

et

/ "N (m) O [mhgo(m)|dzdm = ! / Omo® (mhg)dzdm
Dy Da

{./ gf’am(mhgl)d:cdm
Do

—1
= ?—pm 0P O, (mhg)dzdm.

D

D’autre part, comme % vérifie la relation

1

V-8=V:-9— -
a(m)

A9,
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en substituant cette relation dans I'équation, on a

ld 1 , 1
@ / P(m)dzdm + £~ o’ (V-0 — —Ad®)dzdm+
pdt Jp, P o

Do

Dy

Doy

+ | " K (T, m)vdzdm + -A;/ / oP By(m!,m — m')a (m') x
Dy Dy JO
_ X0
xa(m — m')dm'dzdm — M / / a? Bi(m, m')a(m')dm' dzdm+
J Do JQ
—1\71/ / o? Zs(m, m)v(m')dm/ dzdm +/ a? gy (m)x
Dy J0O Dy

[N*~N(5,5)]"[7+6 ~Tus(T)] T dzdm— [ oPg, (m)[7+0—7, sy (T)]” dzdm.
Dy

En utilisant 'négalité de Holder et en tenant compte que 3, Z;,

90, g1,
[N* — N(3,7)]* sont bornées, avec ¢ = -2, on en déduit que
1-—-
sl < L2 )
Jr'l‘;—gl'lam(mhgz) lzeeDa) 1015 gy + 1 gi () = Koo (T, m) | ooy lo 2oy +

Kz / (") dadm] 5[ [ vPdedm]b+

Ds Do

1 = 1
+c£_ 18]l 2o / (0"1) 7 ddm] 5 / (6)Pdzdm]} +
Doy Doy
ﬁ!—‘f\;ng“O'“ LP(Ds) ”O"[L""(JD2) + MC“J“ (Dz)“l/“Lm(D2)+
+] / (0?15 T dedm] 7 | / (7 * 0 — ooy (T))Pdwdm]» +

+C“U”]£p(02) |7 %6 — To.s0)(T) ll oo (D2)-
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Donc, en désignant par Cyp la quantité constante == (m)A@H L(D,), O &

d —p
;ZE 1l30py < JLI)—}—J([[V *Vllzeo@) + Co)llo |5 p,y+

L ;plﬂam (mhgt)l|zoo(Do) 01120,y + | gi(m) — Kio(T, m)||zo(oy) 1o 7,y

o) T 1) [0y + 55 10125 1926 0
+eaM ot p,) 51| zo(py) + M 1z oo,
C”Uﬂiz(lpz)“ﬁ — To.5(l) (T)HLP(Dz») + C”U”}Z,p(pz)ﬂﬁ — sy (1) | oo (D2),

on, compte tenu que p > 4, done W}(Dy) — L>(D,), et que

10 (mbgi)l| LoDy, mbgs — Kial|po(pyy < 17 llwaiy + 1T lwz())s on a

=N, <
Cll w103y + 1713+
H o)+ 1wz 300y + 7 gy + 1Tz oy o+
30 1wz 173021 H1 W) 1y 1 i N i +
1wz ol Wy + oy (I lgiay + 1T )
13y U1 gy + 1Tz
Encore, compte tenu de 'inégalité
Ity < (14 N2,
on obtient
ol <
< Cllo Wy oy 1+ w000+ 30 lugior I )1 gy 17 s )
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W0y + DUTwzelPlhwgcom + 138300 + 1Flhwgay + 1Tz
ce qui implique que

dp”U”LP(D y
< Clllolws o, (L 1Plwze + 17wy o) HI T wa) + 18 lwpon + 171w o)+

+(llo gy + 1)

(T oy IPHg o) 1oy 0+ 50 1T )

Donc on a

Flolo, < (3.28)

< Cllo o, T+ 1olwz@ + 17w 1T lwsz ) H1 Iwima) + 17w pa)+
71112 - - =i
ol o2y + DA+ IT W0y + 17050305y + 17 a0y + 17 1300)))
D’autre part, on applique 'opérateur V & I’équation (3.24), et on multiplie
par [Vo|P~2Vo ’équation obtenue puis on I'intégre sur Dy, de sorte que 'on
obtient :

/ VolP*Vo - V(do(m))dadm + | |[VolP~2Vo - V(V - (o(m)a))dzdm
D,

Do

IVolP=2Va - V(Opn[mhgo(m)])dzdm =

Dy

: Vo|"*Ve - V(hg(m) — Kis(m)o(m))|dzdm+

\Vol?*Vo - V[K (T, m)|dzdm+

D2
?], |Val[P~*Vo - V[m/ Gi(m!,m — m')a(m')e (m — m')dm/|dzdm+
“ JDy 0
IVolP~2Vo - Vim o(m)Bi(m, m')a(m')dm'|dedm+

Do 0
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-/; [V()‘Ip_zva-v[‘mfm (m) Zis(m', m)v(mydm'|dzdm+

0

+/ Vo lP~*Vo - V[go(m)[N* — N (3, 7 — Fosy(T)] T )dzdm-+

- / Vo' Vo - Vg, (m)[x — To.st)(T)] "o (m)|dzdm.

wiOonha

[Val|P~2Vo - V(0,0)dzdm = | Vaip_lwﬂdxdm
Dqy Do [v ‘
1V -8(Va)
— Vaol|P !
o VNG
[Vo|P=18,(|Vo|)dzdm

Dg

_1!

—dzdm

0 (|VoP)dzdm
Do
_1d

/ |Vol|Pdzdm
~ pdt Da

= 4 dnv .

et on a aussi

[Vol|P~*Vo - V(V - (o(m)a))dzdm =

Do

\VolP Ve - V(Vo - u+ oV - a)dzdm
Do

/ i 22 0)0%;(0z,0 - U; + oV - uldzdm

4,7=1
3

=

= [ Vo' (0e;0)(Ox,0n,0)tidzdm+

[ ]VUIP“ZZ@ 0)(0y,0)(8y, ;) dxdm %—/ Vo’V - adzdm-+

D
i,3=1 2
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3
+/ Vo |P~? ‘T(azja)aﬁzj(v - w)dzdm
m

P — 1 ”' 3
=P = ~ | Vo[’V - adzdm + / IVol"™ Y " (8,,0)(8,,0)(8,, 1) dadm +
| .

By ij=1

s 3
+ [ VoY (8,,0)00,,(V - @)dzdm,
Dy e

et

L [VUF}—?V’O‘ . V(am[mhggo'(m)])dzdnz =

= / [Vol"*Vo - V(8u[mhylo + mhydpe)dzdm
Do
3

= | Vol"™) (8:,0)0:,10m(mhy)o + mhydnoldzdm
D,

=1
3

= | |Vol"™®) (82,0)[0c,0m(mhy)|odzdm
4 Do =1

3

+ | Vo' (8,,0)0m(mhy)8,, odudm
Dy

j=1

3
+ [ Vo' (8,,0)0,, (mhy)dmodedm+
D2 _7=1

3
+ [ VoY (8,,0) (s, 0n0) (mhy)dzdm
D F=1

3
P / Vo |P8,, (mhy)dzdm-+ / IVal"™ (8,,0)8,, (mhy)d,cdedm
p D, Dy j=1

3
+/ [Vo|P~? Z(@zjo)(ijam(mhgl}a)dxdm
Do

Jj=1
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= p;l Vo PO (mhg)dzdm + [ |VolP26Vo - V(O (mhy))dzdm

p Ds Dy

+ | |Vol"*Vo - V(mhy)modzdm.

D,
Donc on aura

—1
oL / \VolPdzdm + L Vo’V - udzdm
pdt Jp, P Jp,
3

+ [ Vol Y (00)(05,0)(0s,w)dzdm+ [ Vol 2aVo -V(V-a)dzdm
Do

ig=1 Dy

I 1 / Vo [P0 (mhg)dzdm + IVoP26Vo - V(8 (mhy))dzdm
p Do Do

+ | Vo|"*Vo - V(mhy)d,odzdm =
Dy

_/ Vo "*Vo - V(hg(m) — Kiy(m))o(m)dzdm+

Dy

+ [ |Vo|'*Ve - Va(m)(hg(m) — Kjs(m))dzdm+

D,
+/I; \VolP*Va -V Ky(T, m)vdzdm + : \Vol"*Vo - VK (T, m)dzdm+
2 2
+% /1)2 m /Gm Vol ~*Vo - Bi(m!,m — m')Va(m')e(m — m'Ydm'dzdm+
+% /D2 m /Om Vo ">V - fi(m!,m — m')a(m' )V (m — m')dm'dzxdm-+
- /1; m f h Vol Vo - Bi(m, m")Va(m)a(m')dm'dzdm+
Jo, Jo

—/ m/ IVolP~*Vo - Bi(m, m')o(m)Ve(m')dm/dzdm+
D, Jo

— / m / [Vol? _2VU~ng(m’,m)Vcr(m)ﬁ(m')dm’da:dm+
Do 4]
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_ /D - /0 VoV -zt m)o (m)Vo(m!dim dadm+
= /D 90(m)[Val"*Vo - V|7 — 7y (T)]F[N* — N(3,2)]*dedm +
+ /D | 90(m)|Val"*Vo - VIN* - N(5,)* [z — Tosy(T)] " dzdm+
- f{) 9 (m)|Vol"*Vo - V& — 7.a0)(T)]"0(m)dudm +

- /D 91(m)|Va " Vo - Vo (m)[z — 7 v.sy(T)]~ dzdm.

Pour avoir une estimation de |V ” "2VU-V(mhgg)3m0} Vol V.V, (mhg)o,
et |VolP~*Ve - V(hg(m) — Ki;(m))o(m) nous avons besoin d’une régularité
plus élevée de 7. Pour cela nous utilisons les propriétés régularisantes de Ia

moyenne locale 7 * 6. De plus, comme @ vérifie la relation

Veli=V-= AP

Q’[(m) '

en substituant ces relations dans I'équation, on a

1i/ Vo |Pdzdm + L / [ValP(V -5 — —A®)dzdm+
pdt D p Dy Qg

3
1
Val"? N (8,,0)(00,0) (85,5 — —8, V& )dzd
t [ 1Vt Y @o)0.0)(0n ~0,,V®)dudm

i,j=1

+ /D2 Vo’ 26V - (V(V -9) — a-llV(Aq’))dxdm«}-

- Hi'];—l IV P8rm(mby)dadm + / Vol 20Vo - V(Bn(mhyr) )dezdm+
Dy

D5

- IVoP~ 2V - V(mhy,)o,,odxdm =
9

Dy

= / Vol Vo - V(hg(m) — Kis(m))o(m)dzdm+
J Dy
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+ | Vo’ (hu(m) — Kis(m))dzdm + / |Vo|"*Vo - VK (T, m)pdedm+

Dy

/ Vo |"*Vo - VK 4(T, m)dzdm+

+£/ m /m!VU!p_ Vo - Bi(m!,m — m')Va(m')o(m — m'Ydm'dzdm+
2 Do 1]
+l/ m/ \Vo|"*Vo - Bi(m',m — m')o(m) V& (m — m')dm’dzdm-+
2 Do JO
- / m / OO|V<7[‘” Bi(m, m')a(m')dm'dzdm+
Do 0
- / m / h Vo |"*VoBi(m, m oV (m')dm'dvdm+
D
/ / [Val? Zis(m', m)(m')dm'dzdm+
D;
—j’f m/ \Vol["*Va - Ziy(m!,m)Vi(m')o(m)dm' dzdm+
D, Jo
+ [ golm) Vot Ve - VI(x «0) ~ 5oy DN ~ N (5. )] dzdm
e
+ / 90 (m)|VolP*Vo - VIN* — NG, )T [(7 * 0) — Tpeny (T)] " dazdm+
Ds

= /D 91(m)|Vo" Vo - V[(7 % 6) — ooy (T)] " (m)dzdm+

- /D 91(m)| Vol [(x x 0) — oo (T)]” dwdm,

comme d’aprés 'expression de hy, on a

Vmhy = K, S(m)V[(7 * 8) — Ty (T)]
= K1S(m)[(7 * V0) — Vi, (T)],

il vient

| | |VelP 2 Vo - V(mhy)d,odrdm| <

Do
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< Vgl ooy IV (500 VOl L2(D2) | O || oy
< ellStllze= o) 17 lwp ) VOl Loo(0s) — IT w2y I Ve |25 2oy 10ma |l LoD,

< Cliwlwae) + 1 Twz@ IV o [ iy 18m0 | Logoy)-
Analoguement

| | IVol"0Va - V(O (mhy))dzdm| <
Dy
< ! L") 8m(mhgl)”LP(D2)”VU| LP(Dz) “VUHLP(Dz)“O-“L“’(DR)
% cvllﬁmSz!!me»mwuw;(m + ilTNw;;m)]HVcr!!i;ﬁDz)IIJHLm(Dz)

< ClIrllwg@ + 1T wae]llIVe 7z o, 1ol Loe(s),

et
| | VeV - V(hg(m) — Kis(m))o(m)dzdm| <

J Dy

< Vlhg(m) = Kis(m)]ll 2 (0) Vo 575, IV Ol o(Da) | 0] o )
< (T lwi@ + ITwz@] + el Tlwa@) Vol lolzeos)

< Cllalwy + 1TIwz@llIVoliTs o, ol zeoy).

Donc on aura
VOl <

lp 1]

< P Vo1 IV - o1l m’p 2

IV | = A 1m0+

H Vel p(pz)ZH@z/v () + Vol (DQ)ZH o 05V ®ll oy +

1,j=1 i,7=1

VOV 2@ IVo | n iy 1ol oo HI Ve [nip, ol | EV(A@) llzo(Da)+

20
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EZ;—H 10m (i) | oo (Do) | VO 75y HIV (b | Loy || Vo | P ol

HIV(mhg) [ 202) Vo 3, | Ome [ ooy +
HVhg(m) — Kis(m)) | oo (ny) Vo 5,y | Locpay +
HIVO o, gt (12) — Ko (m) | 00y + |V Kt () | ) |V 25, 17 290y +
st (1) |10 (02) IV | o i) | V7l o)+ Mes || V|50, 1V | 2oy 15| e )
M|V 70, 15 LoD VOl o) + Meal| Vol 16 oo mn) +
+Mes|VoliipylollLemn Ve | Loy + MV |pp, 7] 1y +
+eM Vo |70, I VPl LoD 1ol 2o (Do) +
VO | ) |V [T ~Tas (T L2002) el VO o T~ Ty (D] 20
+lIVo 5oy | V1T * 8 = Footy (T)] | oo 0l ooy +
+el Vol ooy [T * 0 — Fusy (Tl (D)

ce qui implique que

Vol < (3.29)
< OVl Lr o IV Ol ooy IV o i,y HIV (VD) ooy [V 25, ol ey +
HIVolEaipyllollamay + 3IVo s, (7w + 1T lwz)+
+2Vollap,) 1T lwa) + I T lwa)+
10 || oo, (17 lwia ) + “T”W,gm))ffvolfi;(lpgﬁ
+(“ﬁ”WJ;(Q)JFHT”Wq?(m)”VU“?JESDQ) ]l Lo (o) FII T llw2(e “VU”'E(lDZ) 1] (o) +
+2(1 7wy + 1T wza) Vo llimipy ol opa)+
HIT hwz 1V 1720 1 V2 1o(D2) + 21V 0 o0y V5 oDy 1] 00 (02

ol
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IVolzo o lollze(s) + IVo Tz 1ol 2) I VE | Loy +
IVl Lo 1P oo 2y + IV 5, IV o0y | oo )-

Maintenant, on applique 'opérateur 8, a I'équation (3.24) et on multiplie

par |0,,0[7~29,,0 'équation obtenue, on I'intégre sur Dy, ce qui nous donne

j{ 00 P20, 0 (B0 (m))dzdm+ | |Opo!” 2000 (V- (o(m)a))dzdm+
D,

Dy

+ [ 00" 20000 (O [mhgo(m)])dzdm =
Dy

= / 100 P2 0000 00 [ (g (m) — Kis(m)o(m))]dzdm+

Dy

+ | (00 200 - B[ Ka(T, m)v]dzdm+
Do

(113
+é 100 |* 2 00O [ / Bi(m/,m — m")e(m"e(m — m')dm'|dzdm+
D 0

r o
— [ 18mo P 2000 O [m / o(m)Gi(m,m')a(m’)dm'|dzdm+
o Do 4O

~f 00?2 00 O [ / o(m)Zi(m', myv(m'Ydm')dzdm+
Do J0

+ [ |0n0lP 2000 [go(m)[N* — N(7,5)]* [z — Tos)(T)] T |dzdm+
De

— | |Omof? _28m08m[gl(m){7‘r — To.s@)(T)] o (m)]dzdm.
Dy
Cela implique que
1d

~— [ |OnoPdzdm + [ 10,01"20n0[0nVa(m) - @+ Vo(m) - 8,0
pdt Jp, Ds

+0,0V - U+ 00,V - u|dzdm + / 00 [P 20,0 |02, (mhg))o + mhg 0% odxdm

Do

+20,,00,,(mhg)|dzdm = | 0,07 20,000 (hg(m) — Kis(m))o(m)dzdm
Dy
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|00 P20, 00,0 (M) (hg(m) — Kis(m))dzdm+
Dy

+ / 100 P20, 00 K (T, m)pdadmt [ 0?2000 K (T, m),, pddim +

Dy

1

2 |6mcrlp’28mo/ Bi(m',m — m'Ya(m')a(m — m')dm'dzdm+
D2

+;/ 0o [P 200 ma,n/ Bi(m!,m —m')a(m')e(m — m')dm/|dzdm+

— | |Omo | P00 f o(m)Bi(m, m")a(m')dm'dedm+

D2
/ 100 0nolmd, [ o(m)fi(m,m')o (o dsdt
— | |0mo " 200 / o(m)Zis(m', m)o(m'Ydm' dedm+
J Do 0

- / [Oma|” _26ma[m5m/ a(m)Zs(m',m)v(m')dm’|dzdm+
Ds Jo

+ 1 1O 0P 20,0 Opngo(m)[7 * 6 — Tos(T)]TIN* — N(5, 2)] " dazdm+
Dy

100 [P 200 go(m) [T % 0 — Tous(ty (T)] T Om[N* — N(&7, 7)] " dzdm
Dq

100 |P 2 0m 0 Bngr (M) [T % 0 — T oy (T)]™ 0 (m)dadm+
J Do

——/ |00 [P 2o g1 (m) [T % 0 — 7, s ()]~ Omo(m)dzdm.
Dy
De plus, a Paide des relations

Oyl = Oy (T — iv«p)
Qj

1
= —9u(—)VO,
(Ve

et

Om0:tt = 0, 0,0 = 0,
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on transforme I’équation dans la forme

;jt 100 Pdadm + _.;l [ Vouol(v - L A@ dndit
o, |Ome ip ““OmoVo - V‘Pé‘m-——dxqut
jDz 0o | Omoc ADS,, —aazdm + - f |80 P O (M) dadim+
+ o |00 [P 20pmo 082 (mhy )dzdm =
10020000, (gt () — Ky (m))o (1m)dwdm-+

Do

+ | |On0 | 2000 0ma (m)(hg(m) — Kis(m))dzdm~+
9

Dy

|80 |7 28,,0 0, Kot(T, m)vdadm+ | |0mo P *8mo K (T, m)d,vdxdm
Do D>

+; |Oma|” 20, mof/ Bi(m',m — m')a(m')a(m — m')dm'dzdm+

Do
%*-27 ]Dz m ‘/0 10,0 [P 20,00, B (m!, m — m' )& (m/)a (m — m/)dm/dzdm-+
% /D o /O B P28 B!, m — )5 () B (. — ) dzdim
- 0,00 P 200 /0 N o(m)fi(m, m")a(m')dm'dzdm+
Dy
~ [ [ 1ol 20u 00t o) (i s
- /L_ m /O N |0 |P 20,00 Bi(m, m)D o (M) (m')dm’ dadm+
|00 P2 Om0 / h o(m)Zs(m',m)v(m')dm'dedm+
JDy 0

= / m / |00 [P 200 O Zis(m', m)T(m Yo (m)dm/ dzdm
D Jo
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-/

Jp.

m/ 00 P2 Zio (', m)ir(m) Opo(m)dm'dzdm+

2 40

+ / Ol 2000 (m) [ % 0 — Tosgy (D) [N* — N (5, 5)]* dadm+
Dy

{ -
+ | 10n0l" 0o go(m)[7 * 0 — Tustty (D] O N* — N (3, 7)]* dudm+

Do

4 |Oma|? _28,,%08,“91(771) [T * 0 — 7y 50y (T)] "o (m)dxdm+
J Dy

0o g1 (m)[7 * 6 — 7, s)(T)]” O (m)dxzdm.

. Dz

L’estimation des autre termes est analogue a ce que nous avons déja traité

en haut. Donc en utilisant I’inégalité de Holder, on obtient

1 d
Hamo'”Lp(Dz) Se

1]

g o
< ‘mp lﬂamallﬁpmz)ﬂv-vHme)“*“C@‘ 10m 1225,y +

+€8[0m0 75, IV Ol Lo(D2) + 81O H ool ey +

+ 2 o) 02 1o iy IO () B i 250
1O (gt(1m2) — K1a(12)) | %(02) 100 25 107 | 2y +
18 |2 ot ()~ K () o D2y 10un Kt (1) | 20 0 100 [, 1P )
(1) | 2o0(02) |9rs0 [ 1O o )+
+5110m 157y 1 200 15 | 22 (2) + €M 1B |25, 1 22D 15 L 20
+eaM 1010175,y 1511 £20(02) 108 | Lo(D2) +5110m [y 17l 2Dy 1 0 2y +
+5M |00 2t 10122115 | () + €5 M NBin 12, 15 | 00y +

; p— - W el _
+HiOmo| i‘p(lpz) lollze (o) |7l oo (o) + CMHamG”Iip(m) ol oo |7} Lo (a) +

39
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M|0m0 Loy 17l z=(Ds) + €8m0 |5t 10l + 6 = ooy (T)] I ogpyy +
cll0ma |7y I * 8 — Fogty (D] I ooay+
+e|0m0 72 o) 18 [T+ 0 — sty (T)] || 2o ()
Hlollzea) + clOmo || Lo pp | [T % 0 = Fusy(T)]F |l zo(D2)-

En outre a Paide de la définition de hg1, on obtient

Bno i < (3.30)
< CllOno 2o IV - llzoo) + 10m0 7o,y + 10m0 iipy | Vo | zo(pay+
10y o 2o(Dn) + (17w + Il 1B oy +
Hlirlwa@ + 1T Iwae) 10mo o, ol Loy +
+(I7lwp@ + 1T lwz@) 10me (7, ol Lo (o) +
7w + IThwz@) 10mo 7o,y + I Tw2@) |0me [5aip,, 17l oon +
T w2 10m0 Wz py) 10mPl 22 (D2 + [Bmo] Do 1o o0 10 | Lo (o) +
H10m0 725y 10m || 2(D) 15| oo () + 19mo [0y 17| oo 2 +
H10mo ooy 17l (D) + 10m0 [y 171 o 0l 220 )+
H0mo o oy 161 LoDy 10 | oo 0oy +
+Hamoﬂi;(lm)(”ﬁﬂwg(n) F T lwz) + HamC’”Ii;(lpz)(”ﬁﬂw,}(m F T llwze)+
H10mo o pgy (17 lwpie) + I Tllwz@) oo (pa)+
HOma 1o, 1T lwiz ) + [ Tllwz()]-

En sommant I'inégalité (3.29) et (3.30), on obtient

d 3 :
GVl Lony) + 10ma o] < ClIVOlLap, + 10melEsp,)) %
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L+ IV - 0ll i) + ([T lwacey + I T lwzc)) + 16| Loo(pa) -+ 17l Lo (o) ]+
VO oyl + 1900 W ap,) o lzos) + 2T lwgy 7]l roay+
HI T lwae) (V7] 2o+ 10mP || o)) +€ll& || oo (Do) IV [ £2(D) + 18T || 12D )+
H(I7lwa + ITlwz@)lloll oy +
H1Om [l Le(p2) + IV l|Lopy)) (1 + 17 lwpe) + I T lwze)+
7 lwa + 1T Iwz@)lolley) + o llzo,)) + 2017 lwa) + 1 Tllwze) +
Hloll oo 2y (VG| Lo2) + 10 | 2 (D)) + 10l Lo 00y IV 7| LoDy + [Pl 2 (D2)) ]+
HIVolToop IV (Y - D)o@ llol o) + 10m0 [ Taipyy 11220 15l Lo (D)

ou, en utilisant le gradiant V,,,) de o dans Ds,

gt‘uv(z,m)‘f“jfip(m) =
< OV @y o0y LIV o) H3IT iz @) HIT lwz e ) Hl Gl oo (a) + 7]l oo ()]
HVemol 12,;(11)2) Nollzooay 20T w2 17 ooy I T w2 | V ey P o0y +
+ellall o2y (IV@myo llzo(p2y) + 47 wpce) + 1T Iwz@)llollLopay +
+IVemyollz:) 1 + 1T lwae) + 1 Tlwze) +
T lwa 1T hwz@) Mo llzrma + Hollzemay) + 2017 hwa @ + 1T Hwai)+
Hlolzoea) (1VE | o) + 18 2(D2)) + 0| oo (o) (VP £o(D2) + 7] £2(D2)) ]+

HIViam) o apyy (ol @) IV (V - 0) | Lo(y) + 18] 22(D2) 15[l 2 (02))]-

En tenant compte de la relation p > 4, et donc W (D;) < L*®(D3), on en
déduit que

d
at “‘7(1"77”')0-“27’(D2) =
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< C[“““iy};(m) B+2[1llw o) 817w HI T llwz@) +41a w02 +3l1 7w a]+
+llo| 1@1(,92){3HTHW'§(Q>“’7”W,}(D2) +2([7lway + 1 Tlhwacey) + Hﬂl%vg(pg)]-

En utilisant encore

ol < (14 oy o)

on obtient

IV em ol <
= C[||0'||€V;}(D.2)[1+ 1llwa ) Hl7lwace) H1Twe @) + 18 lwios) HIZlwom)]+

+”0'”}1;;}1(02)[HT|IW§(Q)|I’7|IW,}(D2) + 17wz + I Twa) + ”5”%;/;(@2)]7

ce qui implique que

NVeem ooy <
< C[”“N%g(m)[l +lollwze + 17 lwae + IT lwz0) + o llwaon + 17w o2)]

+(1+ ol p,) %

| R B 1, B 1 _ i
x[}é(”T“%qu(Q)"'_”V“%V}}(DQ))+5(1+Ilﬂl‘%vg(ﬂ))+§(l+”T“%VQQ(Q))"*_“J W1 o)
Done

d A p
a“ V(x,m)JHLp{Dz) < (3.31)

< Cllo Gy a1+ 18lwa + 17 lwp + 1T lwae + lollwy o) + 17w o)
HL A+ oz )1+ 1T w20 + 12030 + 17 ) + 171530011

Pour arriver a l'estimation de ¢, on somme les inégalités (3.28) et (3.31), de

sorte qu’on obtient

i “‘V(m,m)g Hzip(z)g) =

0[2(“0“%(92))[1+ [ollwzce) H7 lwie + “ﬂlwg(n) o lwao,) +Zllwa oo+
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+2(1+ ’!0'”‘;}3(32)){1 + ”TH%V;(Q) + ”’ﬂ!%vg(nz) + “ﬂl%vgm) + “5“%471}(52)]-
On a donc _’
ol <
< Clllo s ooy 1+ 10wz HIF lwpe) HIT lwz) HIo lwpcpa) + 17 lwaa) 1+
-HL+ Hgﬂing(pz)){l + HT“%V,;(Q) + Hf’"%vg(pz) + “7—?“%@(9) + HC"H%V,}(nML

ou
d
7 HU“;I:VI}(Dg) <

c(l+ nﬁnwg(g) + Il?‘rlliv,;(m + ”T”%V;(Q) + ”C_’“%@}(DQ) + “W%&;}(p@)
(”U“i)vg(oz) +1E

En rappelant Phypothése g € W, (), on en déduit que

lo (s )l o,y < (3.32)

||C’0|1€VI}(DZ)9XP[C/O (1+H5“W3(Qﬁ”7?ngvg(n)‘JF”T”?vg(ssz“&“%tfg(ogff“lj’“%v;(pz))dtl]
'*‘/0 (L + lollwz@) + Hﬁﬂivg(m + HTH%;(Q) + Hafniv,}(pg) + [|,7||§V1}(D2))><

i
. - =12 _ 2 - 11
GXP{G/ (1+ ”'U“Wg(n)Hl”f“év;(ﬂ)JF”ang(er”‘Tllwg(l)g)+“l’HWg(Dg))dt"]dt'-
tl

Or d’aprés inégalité de Holder on a

% ‘ p=1
/wa@ﬁstpwhwwwwp
1]

et

{2 9
— 2‘2 —
/0 HTH%(Q)dt' <t ||Tf3ia([o,t];wg(m)-

29
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D’autre part on a

i
/0 Ha‘H%v;(Dg)dt' e t”ﬂ\%m([@,q;wgwg))a
analoguement pour f) 171551,y 2’ et IN [7 (%1 ()@t En substituant ces re-
P I 4
lations dans (3.32) on obtient :
“0('7 ¥ )“WI(Dz) ot
2L g-2
{HUOHWJL(DQ) + effl+ R(T( )t R((r ot R(%?,t))t + Rent » + R?T,g)t |}
Bt a=2
x exp(c[(1 + Rz + R ) + R )t + Rt 7 + Ripyt @ 1),

avec R4y, Rz 1), By, Bz ), définiées précédement.

Le lemme est démontré.[]

3.4 Equation de continuité pour ’eau solide

Passons maintenant & la résolution de ’équation (3.6). On a le lemme
suivant :

Lemme 3.4 : Soient données v € @ﬁf), T e @g), 7 € CO([0, 1], W, (),
et v € ([0,t1], W (R, x Q) avec leur norme majorée par une constante Rq
dans les espaces prévus (indiqués). Alors il existe une constante M; < oo

telle que, pourvu que v(m,x,t) =0 pour m & }%&,Ml [, Péquation

O (m) +V - (v(m)w(m)) + Om[mhys(m)v(m)] = (3.33)
= [hya(m) = (7, m)om) + KT, m)(m) + 5 [ o)
o(m = ' —mu(m) [ . m, oo+ [ 2 )
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v(m—m')a(m')dm'—mu(m) /GOC Zys(m, m')a(m'ydm'—go(m) |7 —7y.s(s)(T)] " v(m),

avec la condition initial (2.26), (2.27) admette une solution et une seule dans
la classe :

v € CO([0, 1], W, (R x Q)),

avec la propriété :

vim,z,t) =0 pour m¢ } %‘—1—? M, [, (3.34)
satisfaisant a linégalitée :
s Ol ey = G ),y < s (3.35)

avec

= {lvoliyzpy + el + Rizgy + Riz )+ R )t + Rt = S+ Riz ot @ !
(3.36)

7))

x exp(c[(1+ RE, ) + R o + R )t + R, t'e ot R ot

2

avec
Rey = ”UHW2 (Qe)? Ry = |1THWq2’1(Qt)
Rigy = |7 ”CO([O,t],Wpl{Q))? Roy=|o ”c"([o,t],W;(Dz))’
Ry = ”’7”c0([0,t],wz}(Dz))'

Démonstration : Résolvons ’équation (3.33) le long des caractéristiques

(m(t), 2(t))ecio.,) définies comme solution du probléme de Cauchy

) — it (7, 7.1, 208,

dz(t)

' w(m(t),t, z(t))

. m(O) =my € [0, A-fl], SC(O) =z € (.
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On pose U; = (mhys, @) et Vg m) = (O, Osy Ozy5 O, ), alors 'équation (3.33)

peut étre écrite dans la forme

OV + Vimg) - (u(m)[]s) = [hgs(m) — Kis(T, m)]v(m) + Kq(T,m)a(m)

m

s / Bs(m/, m—myo(m'Yo(m —m')dm’ — mv(m) / Bs(m, m"Yo(m'Ydm'
2 Jo 0
+mf Zys(m—m/, m’)ﬁ(m~m’)6(m’)dm'-mu(m)/ Zis(m', m)a(m")dm’
0 0
—go(m)[7 — 77‘,,3(3)(71’)]_1/‘
Si on considére la dérivée totale de v - d% = 0y +mhys0,, +w- V dans I'espace
D, =]0, M;[x (2, alors on peut écrire Péquation (3.33) dans la forme

dv(m)

di —v(M)V(mz) - U, + [figs(m) — Kis(T, m)](m) + Ku(T, m)a(m)

+% /Om Bs(m',m—m")o(m/)o(m —m')dm' — my(m) /000 Bs(m, m"Y(m'Ydm/
m 0
+m /o Zis(m—m',m)v(m—m')a(m’)dm’—mv(m) /; Zys(m', m)a(m’)dm’
— G2 (M) [T — Tpa(sy(T)] 1
Cette équation, ayant la dérivée totale % au premier membre, peut étre
résolue le long de la trajectoire (m(t), z(¢)). Donc en procédant de maniére
analogue a la démonstration du lemme 3.3, on montre Pexistence et I'unicité

de la solution, sous '’hypothése de la régularité des données. La solution

obtenue est 3 la forme suivante -

t t

v(m(t), z(t),t) = vo(mg, o) exp(/az(t')dt’) +/0 ba(t) exp(/aQ(t”)dt”)dt’,

Q ¥
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ou

o0

’ FT fat T [ " = ’ 7
a2(t ) = “‘v(m,m)'Us(t > Y (m'()a wO))”*"hgs(m)"Kls(T} m)—'m/ ,Bs(ma m )V(m )dm
0

v

—m/ Zis(m', m)a(m’)dm' — go(m)[7 — 7 (T)],

0

as(t") = -—V<m’m>.ffs(t”, i (Mo, o) )+hgs(m)—Ki(T, m)—m /,Bs(m, m')o(m')dm'
0

- /OOO le(m,7 m)a-(ml)dml - 92(m> [T_T - ﬁvS(T)]#7
by(t') = Ky(T,m)a(m) + %— /Om Bs(m', m — mYu(m)v(m — m')dm'

Fm/ Zis(m —m/,m"Yo(m — m")a(m")dm'.
0

On remarque que, comme dans le cas du lemme 3.3, le lemme 3.4 reste valable
méme si on substitue 7x 0 & la place de 7. Pour la suivante, nous avons besoin
de la régularité de 7 x 6 et donc nous la mentionnons explicitement.
Maintenant, pour prouver le lemme, il suffit de démontrer 1'inégalité (3.35).
Par un calcule similaire au lemme 3.3 et aprés des simplifications on obtient :
Si, on multiplie I'’équation (3.33) par v*~!(m) et on lintégre sur Dy, on
trouve :

d P
EEHVHLP(DZ) =

= C[”””%@gab)(l + |l wllwz@) + ”"’?ng(n) + ”T”wg(n) +ellwip,) + 17 lwa,))

+(”V”€vg(02) + 1)(“T”%v§(g) + |7

d

SV, < Sl

waoa) + 1T 151 0]

C[H’/H%};(l +l@lwze + 17 lwioyp,) + ”Tﬂwg(n) + llollwima + 1Zllwap,))
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- / m / \Val?*Vo - fi(m, m"\Va(m)a(m')dm'dzdm
Ds 1]

- / m/l \VolP~2 Vo - Bi(m, m Yo (m)Va(m')dm'dzdm
Jp, Jo

!‘ _
— | g(m)|ValP Vo - V[rt — Tpsqy(T)]” o (m)dzdm
Do

~—/ g1(m)|Vo P>V - Vo(m)[7 — Ty (T)] " dzdm.

Dy

Pour avoir une estimation de [Vo[* >V o-V (mhy)0mo, |Vo | *Vo-Vo,(mhy)a,
et |Vo|P">Vo - V(hg(m) — Kis(m))o(m) nous avons besoin d’une régularité
plus élevée de 7. Pour cela nous utilisons les propriétés régularisantes de la

moyenne locale 7 x §. Remarquons qu’on a

| |Vo P>V - V(mhy)Omodrdm| <
J Do

< CllI7llwi@) + 1T w1V ooy 10me | ze(s).

Analoguement
| [ Vol 20Vo - V(d,n(mhgy))dzdm| <
D

< Clli7llwyey + ITIwz @IV o oy ol 2o (D2),
et
| ] Vol 2Ve - V(hg(m) — Kiy(m))o(m)dudm| <
Do
< Cll7llwpe) + “THWg(Q)]“VJ”i;(lDﬁ llollLe(ps)-
De plus, comme u vérifie la relation

V.-i=V-0—

9
a(m)
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en substituant ces relations dans 'équation, on aura

;a”vgﬂip@z) <

My
< “/ lvalpﬂi'nidgdm+l IHVO'” 1r(opllV - Oll (o) +
0 490
= 'uv ool Leslliscon + Vel Z 10,5l ey +
i,5=1
3 21
HIV oy D 1200, V8l () + IV (T - D)@ [Vl oo
i,5=1

IVl oo VA o+~ 16, o i |9
HIV(Ommbhg) || Loy Vo [ oy 10| oeton+
HIV(mhg) || 1= IV |75,y 10me || Loy +

HIV(hg(m) — Kia(m)) | 2os) | Vo iz, 1o | oo 0oy +
HIVo Lo,y g (m) — Kig(m) | poo(pyy+
Mg Va7 ) Vol Lo(ony 1 o (py+ Mes | Vo 7 15 o0y IVE | oy
MgV ol o) 17l sy + Mesl| Vol ol oma IVE ] ooy +
+ell Vol ooy IV %8 = Fusay (D] | ooy ol 2= 02y +

+CHVUH?JP(92) {7 =0 — %vs(l)(T)}+§§Lm(D2)a

comme on a déja vu

Ml Ml
—/ / |VolP; - n;dSdm < —/ |Vo|Pa; - n;dSdm,
o Joo o Jr,

ce qui implique que

d \
#1Vollirp,) < (5.16)
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i
< —/0 1 . Vol"a - nidSdm + Cl|Vo |, p,) IV - llz=e) + Vo lhop,)
HIV(V - 0)lo@ IV [ T,y ol ooy + IV I35 o || 2oy +
B3IVl Laipy (T lwa + 1T Iwzw)+
HlOmo lz2a) (17w + I T lwz) Vo 5, +
2017w + 1T lwz@) Ve ooy lloll ooy +
+31 Vo 70 VG 2 (0) 1| Lo2(D2) + VO 0y 15 o0 (D) +
IVl ooy ol 202 1VE I 2o(2))-

Aprés tout ces calculs, on peut pas arriver & une estimation pour o car le
P TR 1My B ) o
terme |Vol|” de l'intégrale - Jo " foq IVola - nds n'est pas encore connait
sur la frontiére. C’est-a-dire que pour le moment on peut pas aller plus loin a
cause de cette difficulté. Donc, pour surmonter la difficulté il faut trouver une
condition sur la frontiére pour que |Vo|” soit bien défini. Pour cette raison,

on renvoit ce probléme & des études futures.

95



Bibliographie

[1]

2]

[5]

6]

HAiMm BREZIS : Analyse fonctionelle (Théorie et applications), Masson
1987.

H.FuJiTA YASHIMA : Modélisation de la physique des fluides, cours de
Puniversité de Guelma, 2010
LADYZHENSKAYA, O. A., SOLONNIKOV, V. A., URAL'TSEVA, N. N. :

Linear and quasi-linear equations of parabolic type (translated from Rus-

sian). Amer. Math. Soc., 1968.

H.FuJitA YASHIMA, V.CAMPANA, M.Z.AISSAOQUI : Systéme d’équations
d’un modéle du mouvement de U'air itmpliquant la transition de phase de
leau dans ’atmosphere. Quaderno Dip. Mat. Univ. Torino, N. 12/2009
L.KANTOROVITCH, G.AKILOV : Analyse fonctionelle, Tome 2 (traduit
de russe). EDITIONS MIR, 1981.

STEAVE C.SELVADURAY, Hisao FUJITA YASHIMA : Equazion:
del moto dell’aria e transizione di fase dell’acqua nei tre stati :Gas-
s0so,Liquido e Solido. (Mécanique des fluides.) & paraitre sur Memorie

Accad.Sci. Torino.

96



