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R€sum€,

Dans ce *tdrruairv ofl prcwile I',*tadte d'tln qrsfdrne il'qrmtiorts de wr'd'i"

rrui,ti paar l'a'ir see, fu tt&Pffirr &'ffi'u, t'eau liry$'de (gauttelettes) et' I'esa solidi-

frn (criatatn de H$ ) dans l'air mnfonninent s,u pr"in*iry de l'a rnnsensatiut

de Ia ynasse en tennwt com,pte de l'6venftuel{,e tra'rwitian de phase d"e la aapeur

d'eau et de tretl. diphrerneflt d{} &u Tftorfircr&ent de l'e*' et ri lo f,orce grrurrita'

ti,anelle. IL s'agit d,e I'equatim de trwrtryrt Gu tWe hryp*fuIiE*e ile prvrnier

orfuv) &uec un opemtatr ini@,. on il€tnsntre I'mistenm et' l'uniei'td de la

solution il'un systdme d'€'qu*ti'ons legirernent modi'Sd'



Chapitre 1

Introduction

soucieux de futur de ntrtre plandte, le monde s'int€resse aux probldmes du

clinrat et d€sire en connaitre le rnecanisrne et les cons€quences' Pour r€pondre

d des nombrreuses questions qui se po,sent, la modelisation math€matique des

ph€nomdnes atmrxph€riques et rnet€orotogiques est aujourd'hui plus n6cfu-

saire que jarnais. Toute fois d, cause de la complexit6 des phdnomdrres jusqu'6'

maintenant la majorit€ des scientifiques se contentait d"es moddles partiels ott

simplifi€s.

comne on le connait trien, l'atmosphdre contient I'eau dans l'6tat gazeux e1;

sa proporbion dans 1',air est tr€s lariahrle. A ia diff€rence des autres moleculcs

commeNz,oz...quirestenttoujoursen€tatgazeuxdarslesconditionsor-

dinaire de l'atmcrsphdre, fJ2O peut avoir trois €tats-ga'zeux! liquide et solide''

L,eau en 6tat liquide d.ans l'atsrosphere se trouve sous la forrne de goutte'

lettes; quand elles sont relativenrent grandes elles descendent avec diff€rente's

vitesses, ce que nous appelons conrmun€rnent la rrpluieil' De rrani€re analogue

HzO enetat solide dans l'atrnosphdre se trouve norsralement sous la f'orrnre

de morceaux de crietaux, quand ils sont petits ils sont suspendu's dan's I'alr'

3
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et quand i.h; sont relativement grands, ils tombent comme orr le voit dans kl

phEnomdne comrnunement appetr€ trneigett. La transition de phase de I'eau

r6alis€e daLns l'atmosphdre conce.rne donc les trois 6tats et tous les six typeri

de transitlon de phase de I'eau, c'est-d-dire de l'6tat gazeux A. l'€tat liquiclt:

(condensation), de l'6tat liquicle d, l'6tat gazeux {6vaporation.}, de l'6ta1:

liquide ii l' 6tat solide (solidification), de J.'6tat solide d l'6tat liquide (fu-

sion), de l'€tat gazeu.x A l'6tat solide (suhrlimation inverse) €:t de l'6tat:

solide d l'6tat ga!4eux (sublirnation), se r6alisent dans l'atn:osphdre.

Comme phdnomine physiquer, la transition de phase de I'eauL se r€alist:

selon les co:nditions physiques bie,n prGcises. lPour la d€finition des conditionr;

pour la transition de phase de ll'eau dans l'air joue le r6le fondamental la

quantitd appelEe ilpression de la vapeur satur6err. D'au"tre pa,rt leri processuii

de transitic,n de lphase contribue de manidre appr€ciable d, la variation de la

tempdrature, ce ph6nomdne est cclnnu sous le norn de rrchalieur latentet'. 1l

faut rappeler quc dans l'6tat d'€,quilibre, le nombre de moldcules provenanr;

du gaz est capturdes dans l'unit€ de ternps par le liquide dewa esserrtiellemenl

6tre €gal i[ celui de mol€cules qtri sartent du liquide dans I'runit6 de temps.

L'6tat d'Gquilibre d,la temp€rature T donn6e est d6termin6 par la quantit€ de

la vapeur presqu(3 constante danr; l'unit6 de 'rolume, cette derrsit6 de -f{2O en

6tat gazeu:: qui est presque constante d, la teurpdrature ? donnde corresperrd

d la pressic'n de la vapeur bien d€terminde, qui est la pression de la rrapeut

satur€e.

Dans le cas ori la temp6rature est infdrieure d, celle de la fusion, il faut

considdrer la presision de la vaper.lr satur6e su:: la surface de la glace. Mais pour

la transition de ,phase de l'eau tlans I'atmosphire, il faut tenir compte qur:
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d.ans l'atmosph€re r€elle m€me d,la temp€rature inf6rieure d' celle de la ftrsion'

on trouve des goubtelettes d'eau liquide, ce qui necessite la consideration de la

pression de la vapeur sa,tul6e s111 la surface de l'eau liquide aux temp€rature€

inf6rireures d. celle de fusion. La prGsence de gouttelettes d'eau liquide aux:

temp6ratures infrrieures d, celle cle fusion est expliqu€e par la n6cessit6 pour

la sublima,tion i-nverse de la pr€sence de structures cristalines, sur les quellesi

les mol6cules de i/2o puissent se rceposer, les structures cristalines necessaire$

pour la sublimation im/erse de lt2o sont les cristaux de HzA eux--memesl e1'

les afrosols pr$sents dans I'air orrt rarement une telle structure'

Les valeurs obtenues par les e]p6riences de [a pression de la vapeur satur&l

sur la surface de l'eau liquide :F*p1(?) d, la temp6rature T sont donn€err

approximativement par :

?.63(?l'-2?3.1s) F
p,"ro(fl ** E6.10sffi, & : fi.108 (rnbar) (i.1)

tandis que celles de la vapeur satur6e sur la slrrface de la glace F "trl(T) 
d la

tempdrature T sont donn€es approxirnativernent par:

F",t-l{") ^, 
E0.10ggh?'Rlct, Eo : 6'108 (rnbor) (1.2r)

Les 'valeurs de p,r1ry(?) sont valides seulement pour ?1 < 273'15"K' otl

273.L5"K est la ternpdrature de la fusion de I'eau qui ne dGpend presqute

pas de Ia pression.

Potrr les gouttelettes trfo pet;ites, Ia murbure de la surfac€ est suffisament

grande et les molecules qui se t:rouvent sur la surface sont sensiblement plus

enpos6es que celles qui se trouvent sur uIIe surface plane. C'est pour cela

eue dans la nature on ne trouve pas les gouttelettes de diamdtre plus petit
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que I'ordre de 0.1p1, si ces gouttelettes existaient, elles s'Gviepor€)raient tr6rl

r*pidement.

Dans [2[, il a rit€ propose un systeme d'6quation qui ddcrit Ia transition dr:

phase entre les 6bats gazeux €t l.iquide, il est souhaitable que I'on g6n€ralise

ces resultat en plrcposant un systdme qui ddcrit la transition. de phase entr)

les trois 6tcrts, ga,zeux, liquide et solide de l'ea,u dans I'atmosphdre. Sachan,r

que la pression de la vapeur saturde pour l'eau liqnide est difr€rerrte de celkl

porr le solide, pJlus prEcisErnent la prerniBre est plus 6lev6e que lia seconcle]

comme on lle voit; dans (1.1)-(1.2) avec f < 273,15.

En outre la formretion de glace dans I'air exige la pr€sence de noya,ux de eris-

taline, qui :n'est souvent pas suffisante da,ns I'atmosph€re. Ces circonstanees

rendent assez cornpliqu€e la description de kl transition de phase concernanl:

l'6tat solicle.

Les quantit;€s ph;ysiques que nouLs devons crcrnsid€rer sont la densitd de l'air:

ffic g, la densitd tr de H2O en l'6tat gazeux, la densit6 o(m) de f{2O en

l'6tat liquide corrtenue dans des gouttelettes de masse rn, la de:nsit6 r(rn)

de H2O en l'6tat; solide contenue dans des cristaux de masse rn' la vitessr:

t : tar,a2,at) tle I'air, la vitessie dfu): (u1(m), w(m),a{m)',]des gout-

telettes de masse, wt,lavitesse Ai(rn; : {uil(m?), wz{m),urs(rn)) des cristau:r

de masse rn, (danis la suite nous Ccrivons simplement tr, u{'rn),u:(rn\ au lieu drt

d , d1*7, d1*;i, la tempdratulr: T de I'air et la pression p. Ici pour l'air sec

on entend l.a partie de I'air des moi€cules diffdrentes de H2O, cotmme o{ml

est le rapport enbre la masse d'eau liquide contenue dans des gottttelttes dr:

masse m et; le vc,lunre d'espace, le rapport tP p*uo Otre inberpr'6t6 commr,.

le nombre de goruttelettes de masse m se trouvant dans I'u:nitd de volume
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analogueme.nt r(rn) est le rappor:t entre Ia nrasse d'eau solide contenue darxi

des rnorceaux de cristaux de ma"sse rn re trouvant dans l'unit€ de volume, l:
rapport # p"o* 6tre interpr6tdr comme le nombre de morceaux rle cristau(

de masse ?n se txouvant dans l'unit€ de volume.



Chapitre 2

Equations de continuitees pour lesr

irois 6tats de I'eau dans
I'atmosph€re

Du point de vue physique, ii cause de la transition de phase et de Le

diff€rence du mrnportement rrr6r:anique de la vapeur, des goutteiettes et des

morceaux de cristaux, I'eau pr€slnte dans l'atmosph€re dewa €tre considdr6e

s6par6ment en trois 6tats : gazerux, liquide et solide. Donc po6r fonmuler les

€quations rlu mnuvement de l'air de mani€re suffisamment compl€te, il faut

disfinguer l,air sec qui rasserrrble toutes les composantes gazeux de l'air sauf

HzOrla vapeur d'eau, I'eau liquide se trouvant dans les gouhtelettes et I'eau

solide se trouvant dans les morceaux de cristaux. Pour Atudier les ph€nomdnes

concernant l'air contenant .F120, il faut consid6rer s6par€rnent les quantit(ls

physiques pour ta partie de I'air forrn€e par les rnol€ctlles difr€rentes de H2r1

et les quantites physiques concernant f/20 en trois 6tats contenu ou suspend'u

dans l'atmo.sphtire.



Dfprrrsuenr or MsuiumtQum
Uurverurr6 Og MAr 1945-GuErM

2.L Equation de collsevation de la masse

Pogr d'6crire le processus de r:ondensation on a suppose une distribution'

dans l'atrnosphdre; cette distribution a 6t6 donn6e par une fonction de densit€'

oo(m)rori rn est la masse d'un arirosol. Une gouttelette devait se former sru'

un aerosol et la masse d'une goutl;elette mnsid€ree 6tait ta soruIlle ete la masst:

de l,aerosol et celle de la partie de l'eau liquide condens6e sur l'a6rosol. Cettt:

forrmrlation donnait une d"escription suffisa.rnment coh€rente du d€but dt

processus de condensation dans l['air.

Mais pour retrouver ies a€ro,sols d la fin du processus de l'6vaporatiort

des gouttelettes, on devait introuduire l'ensemble d'6tats otr l'€vaporation

est frinterditer' (rnalgr$ que la densit€ r6elle de la vapeur soit infrrieure ti

celle de saturation)

=(T,r,o(.)) 
: {*r0/z*6y(T) a-,j o(ti)d'm'Sf '-W)d''d}'

ori o"(rn) est la {ensit6 d'adrosolls de masse m (aerosol sur lequel se forme la

gouttelette), et la surface effective totaie des goutteiettes

fr,
S1(7, r,"(' ) ) : J O - X=1r,2r,o1.11 ( m))m- i o {m)dm'

0

Cela 6tant? rrous Posons

(2,1)

H st{T,?r', o(") ) : .KtSt(T,n, o(' ) ) (n - f*trl (T)), (2.1'.)

of f{1 est le coeffieient positif de la vitesse de condensation ou evapcration'

Nous admettons en outre que }e quantite HdlT,?r, d'(-)) serit distriLru€e pnr-

oortionneilement ri, la surface, ce qui signifie que la quantit€, par i'unit6 de
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masse de gouttelertte, de fIzO qui se transforment du gaz au liquide sur les

gouttelettes de r&asse ?n est donn.6e par

h il{T', tr, o 1i,..) ; m) : H st(T,n, o(. ; I 
31/* (1 J=tt't''t'll (*) )

,Sr {?', ?T-, o(.)i

: .Ki (r - zr,"to(T))rn-tls(1 - x=t*,,,t.ii(nz)). (2.3)

En utilisant eet ensemble, on a d,dfini la surface effective tot,ale d,es goutte-

lettes dans (2.1), et la quantit6 tol,ale (dans l'unit6 de volume et de temps) de

H2O qui se translbrment du gaz inu liquide dans {2.2), ainsi La quantit€, par

l'unit6 de masse cle gouttelette, de H2O qn se transforme du gaz au liquide

sur les goutteletter de masse tn est donn6 par (2.1).

Comnae rln perlrt le rema,rquer facilement, la fonction h,6{7',n,o{};rn) d6-

finie dans (2.1) ai'ait Ia discontirruit€ due au facteur (1 - X3tt",,"y(rn)), ce

qui rendait difficille la r6soiution de i'€quation de continuitd pour ia densit6

o(rn) de lknu liquide dans l'atrnc,sphdre. L'ic{6e selon laquelle, si

ffn f*
I o{m')d*'< I o,,(m'\dm',
Jo Jo

(2.4)

alors de la siurfacr: des gouttelettes de ma,sse rn l'€vaporation doit s'arr€ter,

idee avec laquelle on a introduit ll'ensemble d['6tats of l'6vaporation est rrin*

terditett, n'est en rfutre pas parfaii[ement coh6rente, d, cau.se de la coagulation

quand une lgouttelette qui achdve le prccessus d'dvaporatiotr aura 6t€ for-

m6e g6n6ralemenl; par plusieurs gouttelettes initialles et donc eontiendrait

plusieurs adrosol. Donc m6me si le processus d'dvaporation s'arrr3te quand

f inGgalit€ pr6c6derrte est v6rifi6e, on tr<)uve pas la rn€me distribution d'a€ro-

sols qu'il existait avant le d6but clu prccessus de condensation.

Maintenant ntxrs voulons introduire le processus de transition de phase

de l'eau entre le gaz, le liquide et le solide. .D'abord on rapp'elle lle tait que

10
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cearlx de cristaux de masse ?n, qui aura les ca,recteristiques surivantes :

S'(rn) :0, Pour0!m{m" {2.6)

S-(*) x c,'.mi poru rn ) ma,

cr) c" est une consl;ante positive telle que la moyenne statistiquLe de la surface

d'un morceau de ,clistaux de H2O de masse rn (et donc de rrolurne rn) soit

approximativemerrt €gate A, ""*3 1o* aura cvidemment c, > 33(+n;i)' On

suBpo$e que S"(m) est une fonction rdguliire et croissante.

Comme la prGsience des a€rosols est essentielle pour la form,ation des gout-

telettes, bien que du point de vue rn6canique leur pr6sence n'ait presque au-

cune infl.uence ftlr ie mouvement de l'atmosphdre' nous d€finissonr; Sl(m) et

Sr(rn) comnle fonctions de la sonrme rn de la masse de l'eau liquirle et celle

d.e 1'a,6roso1. Dans cette mod.Elisabion le point dClicat est celui de d€finir les

fonctions Sl(rn) et S"(rn) conJorrn6nrent au cornportement d,e 1'6laporation

des gouttelettes et de la suiriirnarbion des cristaux dans leur lrhaser final. En

effet, comme nous l'avons remarqu€ d, propos de la conditiorr (2.4,), d, la fin

de l'6vaporation dles gouttelettes {,ou de la sublimation des criritaux) le noyau

qui n'est pas H6e restera et donc la masse restera d, une certaine valeur

strictement positive, rnais la surface de l'eau liquide (cu du cristal ) de ff2G

devient nulle.

Rappelons que les aGrosols n'c,nt pas la miime rLa"sse et leur marise est dis-

tribu€e entre certaines valeurs, ce que nous avons mod6lis6 par unte fonctisn

de densit6 r1'a6rosols o*{m}.Si on regarde cette situation du porint de rrue

statistique, o1pe'ut formuler la moyenne stattstique Sl(*) de lla surtace d'une'

gouttelette d.'eau de masse rn et analoguement [a moyenne statistique S"(m)

12
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de la surface d'un morceau de cristaux d* rrro de masse .rn. c,est_d_dire,dans une situation statistiquement normare de la phase finare de l,6vapora.-tion des gouttelettes, une partie de goutterettes de masse rn a encore /126ret donc la surfac* de la goutterettes (si elre est sph.rique) est si{+?r.)*m$ etune partie de goutterettes de m&sse m est r.duite aux n'yaux secs et d.onc Iasurface de la gout;telette est nulle; donc Ia moyenne statistiqr-re st{m}serait
s31+tr1*m3d, of dr est ra portion des gouttelettes de masse m qui ont encoreH20 et on aur' cronc 0 { d: 0{m) < 1. Cette consid.ration nouspermet
de d.finir les fonctions continues et *oissa.ntes sr(m) et ,s_(rn) qui ont lescaractEristiques 

{2. b)_(2. 6).

Nous allons ret,ourner a, la conrsid.ration de Ia pa,r.tie des gouttelettes demasse rn reduites aux n.yaux secs, dont Ia portion est 1_ d . h{ais arm,nt d,yretourner, prenons d, l'examen Ia question de la formation des gouttelettes.
Rappelons que les goutterettes se forment sur des a.rosors et que, quand elles
sont form6es, leur xna,sse n'est pas nulle, car eiles cnntiennent des noya'x qui
ne sont pas r{2o erb qui ont une certaine masse {bien que ra masse est tr€spetite)' Rapperons en outre que Ia'*areur de Ia masse m d,adrosors sur resquers
les gouttelettes sonb form€es n'est pas unique et nous avons rr:preseatd par
une fonction u*t*) leur densit6. cette situation nous permet d,introduire
une probabilitd de rbrmation de nouvelres g<rutterettes de masse rn, qui est
donn6e par

uo{*)[" - n,ful{?)]*[nf- _,Af,(a, v)]+, (2.7)

0u

13
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w{o,u) : 
fo* 

*9-a*+ /* !,Pt* * o f, o{nz)d,rn * o f, ,r*r,Y.,
(2.8,,

Le nonrbre N* est [e nombre total de gouttelettes ou de morceaux de cristaux

qui peuvent €tre formEs dans l'u.nit€ de volume, tandis qu" .ltr repr6sente

le nomirre dans l'unit6 de volusLe des a,Erosols qui se trouvent d€j5, dans

d,es gouttelettes <ln dans des morceaux de cristaux. Le nombre total ff* de

gouttelettes ou de cristaux peuvernt €tre formd dans l'tmit6 de volume doit

6tre limit6 parce que ponr la forrnation des gouttelettes il est ndcessaire de

trouver des a€rosols.

L'introducticn de la probabilit€ de formation des gouttelettes (2-7)-(2'8)

nous suggdre une €ventuelle introduction de la probabilitd de disparition des

gouttelettes et des morceaux de crristaux i, la fin des processus de i'6vapora-

tion des gouttelettes et de la sub.limation des cristaux de HzO dans l'atmo'

sphdre. Nous intrduisons donc la prcbabilit€ de disparition des gouttelettes

DEnmswxr og M.suiustQuu

gt{rn) kr - o,,r,l{?)]-'

et la probabilit6 de disparition des morceaux de cristaux

sz(mlW - t "<.i(")l-

(2.e)

(2.10)

Dans {2.7) la fonction anal,ogue est rrrultiplie par ['A\r- - ',t(a' z)]+, mais

les fonctions donn€es (2.9) et (11.10) reront multiplires par a(rn) et u(m)

respectivement- Si on rappelle la motivation de l'introduction des fonctions

ga(m), gim), et g2(rn), pour €bre compatible avec le comportement (2.4)-

t4
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fonctions Sr(rn) et S,("n), on daiit supposer que

gotrn'l :0, grtm) :0, gztm) :8, paur m ) nt.n.

Hst{TJr, rz(.)) : Kt(tr- .r',*{r) (r)) 
/* 

Wo(*)d*,

ha@) : hst{T,n, o{.); m) :*#ta" - a'*111 (T)),

(2.11)

Pour decrire kls processus d'E'uaporatinn et de condensation sur les gout-

telettes d6jd, form6es, nous posorul

(2.12)

(2.13)

ori I{r est ie coefilcient positif de 1a vitesse de condensation ou cl'6vapora-

tion.La quantit€ lIs/T,n-, o(.)) est la quantitE totale de condensation sur les

gouttelettes d€jd existentes. Par les valeurs n€gatives de ffs*(T, n-, o(.)) on

entend la quantit€: totale d'€vaporation. Analoguement pour <l6crire les pro-

cesflrs de sublimation (de solide e:n gaz) et de sutrlimation inverse (de gaz en

solide), nous poso:rls

Hs"('T,r, r'(.)) : Kz(tr - fr'"*G)(T)) /* 
Wr(*1**,

h u,Qn) :,h n"(7, n, v {"); ml : ur$ fir - n -t"l (T) ).

ou K2 est le coefficient positif de la vitesse de sublimation ou de subiimatiorr

inverse. La quantibe Hs"(T,T,v{-}} est la quantitE totale de sublimation in-

verse de gaz en sollide d€pos6e sur les morceaux de cristaux do H20. Par les

valeurs nEgatives rle -EIn" (7, 7r , ut.)) on entend la quantit6 totale de sulrlima.-

tion de solide en gpz. Ces consid6:rations nous amdnent aux equatious de la

conservation de la rrasse pour o et r, qui sont

01o{rn) + V . (o (m)u(m\ + A*funn{rn)o(m)l :

15

{2.14}

(2,15)



UNrvEErr6 Og MAI 1945_GuELe
D6eamruem na M,s6gissl<lr*

: lh4(m) - r(,.,(?, .m)lo(m)+.K"r(T, 
m)u +T [* p,(*,,rn _ m,)o{m,)x. ZJo

o{m - m')d,m' - rns(m) 
{^* ,,t^,m,)o(m,)drn, - mo(m) {* ,*t*,,rn)xJO JII

u(m')dm' +go(rn){ff- * nf(a, u)]+ fr._ f,.*rr: (?)]* _g, (*) in.*a,.a;; (?)J_r(*),,
et

As\,m) + V. (u(m)u:(mD + a*ynhr"(m)u(m)1.=

:[hn"{m)-K*(]',m}lw(m)+Kr{T ' , , TrL {'n,rn)o\m)* 
Z J" 1-(rn-m,,m,)u(m,)x

u(m - m')d,m' - mu(m\ 
{^* fr"t o,,m,}u(m,}dm, + * [* 2,"4,* _ ffi,,m,.,xJo 

JO 
!D1 '- "a)"a.

u(m-m')oQn')& , . f-n - rnu \m ) J a 
21 6{m, m, ) o (rn ) d,m, _ gz (m)[a._?r.,."{") (T )]- u l;,,m).

D'autre part, la loi de conse.ratiein de ra masse pour l,air ser:, qui ne subit
pas la transition dr: phase, est exprimde par l'Gquation de continuit6 classique
c'est-d-dire

&s+V'(sti:o.
Pour la densitee n de vapeur d'eau,, puisque Hsv{T,n, r(.}) est par cr.finition
la quantitee tota,e de condensation (ou d,.vaporation) et Hs"{,,n, z(.)) est
par definition ia quantitde totaie dre sublimation (ou sublimation inverse), le
rn6me raisonnemenb nous amrlne ri l'€quation

&ttr t V' {a"u) : -}7s1(7,n,6) - H,"(T,T,,y),

2.2 Systdme d'dquations

Maintenant, en r*sumant ce que nous venons de remarquer) nous propo_
sons un nouv€au syst6me d'6quatic,ns. Ayant introduit les fonc,tions ,sr(rn),

16
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,S"(*), ga(m\,grftrn), gz(rn),,1f*, JV, Hsr,hst,Ifs*, hsu, atm),,w(mj, [e systdme

d'6quations g6n6ral serait donc le suivant :

&tP -l V'(su) :0'

1s',rr I V. (zro) : --Hs{7,T,6} * Hsr(T,T,v),

(2.16)

(2.ii)

(2.20)

1toli,m)+ V. (o(m)u(m\) + A,"lrnhs(mlo(m)l == (2.18)

: [4{rn) -- I{7"\,.7,m)]o(m) * ai.1(T,m)u *T 
"[r* 

fi*',m- rn')o{m')x

o(m - m')d,m' - rno(m) [* U,Un,nt)o(m')d:rn! - mo(m\ {* ,,r(*', rn)x
Jo Jo

u (nz' )d;rn' +ga (rn) []f. - 1tr(o, r)] + 
[n 

* 2r,."1r1 {f ;1 
+ 

- gr (rn) [n - t,."61 ( T)] - o (m),

1su(m)+ V . (u(m)'w(m)) + O*.[Enhn*(m)u(rn)].= (2.19)

: lhn"(m) - K r"(7-, m)]v(m)+ rr"r (", mlo (rn) * T f" fr -(* - m', rn' )u (n{ ) x

u(m - m')d,m' - mu(m) f* P"(,n,m')u(m')d,m' + m {'" ,,,(* - m',m'\x
Jo Jo

u(m-m')o(rn')d,no.' -mr@) f, .Zt*(m,rn'\o{m')d,rz' -grtm}Lu-t,."to (T) 1- r@}.

Avec u et to sont d€finies par :

11'u,:'t)--i.VO, rn:?)- 
-VO,atlm) a"[m]

Les 6quations (2.16),(2.17) sont r:onsiddr6es dans un domaine fl c IR3 muni

de frontidre zuffisa.nrent r6gulidre tandis que, ies 6quations (2.I8),{2.L9) sont

consid€r€es dans un domaine IR... x fl.

Ot I{* et Ks sortt les mefficients de solidification et de fusion, frt(tn',rn) est

la probabilit6 de rencontre d'unr: gouttelette de masse rn el, une de masse

m', F"(m', rn) est la probabilit6 de rencontle entre un morceall de cristal

17



Unrverorrd 08 Ml 1945-Gueruq D6pnmerlerr DE MATH6^rATreua

de HzO de masse m et un de masse rnt, renccntre qui en.gendre l'union

des deux rnorceaux? Zrc(m,mt,T') est la probabilit6 de rencontre etrtre un

morceau de crist,al de H2O de masse rn et une goutteletter de masse vle'.

Pour ces coefficients, Iappelons eue Kl, est strictement po,sitif seulement

pour T < 273,15 et Kg est stricl;errent positif seulement pour T > 273,15.

D'autre pad, A c€ruse de la tension superficielle des gouttelettes, la rencontre

entre deux gouttelettes engendre une nouvelle gouttelette, et ii cause de la sur-

fusion des gouttelettes ii, une temlfrature in-ftrieure e"273,L5 ,K" la, rencontre

entre un morceau de cristal de ]{20 et une gouttelette solid.ifie I'ensemble,

tandis que la renccntre entre deux morceaux de cristal de EtzO rr'engendre

pas necessairement l'union des deux morceaux.

Ce syst€rne d'6quations est ii envisager avec les conditions initiales et

les conditions aur( limites. Par eremple dans [e travail [6] on a consid€r€ les

conditioas initiales et les conditions aux limites suivantes :

q-2
T(.,0) : ?b(.) eW; "(CI), p$ro(r) > o,

?r(.,0) : o*(.) e wi-T P1, uolacr : o, (2.21)

Tolarr: f*lr:0, Q.22)

(2.23)

{2.24)

(2.25)

(2.26)t

{2.27"t

(2.28)

=M' 
> rna tel rtrue oa(w\ r) =. vo1*, r) : 0 si rn € ]0, rn -] U lMt, oo | '

,?(.,0): po{.) € w;(fr), 
ip$,eot") 

> o,

rr(.,0) : oo{.) € l4d(CI), ;p[zro(r) 
> 0,

o(.,.,0) : oo(-, -) € I46(R+ x f)), cr6(', ') - 0,

/(.,.,0) : y0(.,.) e H/o1iln+ x 0), lls(.,.) ) 0,

ulac :0

18
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?lar, : r e rnrf-*'t-*(E[-]xll',rrD,,_,0.!tl1o',1q*(",r) > 0, r, 
ir1*,

dans ce travail on' a suppos€ 6galement que la fonction iF varifie la condition
suivante :

s € c3(o), vo'* : 0 sur Ef) (n est la normare exterieure d, afi). (2.80)

Porir d€montrer .l'existence et l'trniciti de la solution local, les in6galit6s de

Sobolev ainsi que les estirnations dans I'espaee de sobolev constituent deri

instruments fondamentaux. Intrcrduisons la notation

Q,: : f) x 10, t[

et rappelons la d€finition des espaces fonctionnels lll,zJ(es) et w?-i(n),
qu€ nous aJlons utiliser : ils sont d6finis par les normcs

ll p ll w3'' ra,l : ll p lh.'to,t,Hf2(a)) * ll &pll r"tq*1, (2.31)

llvll*3-?p, : llrllr"lol + llveli;r"1n; * t lr fr&ff#,4f d^rdy1t/,.

t2.32)
Pour les dEtails dr: ces espaces voir[S].

i9



Chapitrra 3

Equatio:ns lin6er,ris6es Pour les

densit6s

L,id6e g6n6ralLe que nous adoptons pour l'6tude de la solution locale est

celle d,examiner d'abord les 6quations lin6aris6es et puis de chercher un poinl;

fixe d,un op€raterur d6fini par la soiution d'es 6quations lin6aris6es' Dans c<:

qui suit, les consitantes figurant dans les in6galit6s seront d6sign6es par uII

symbole indiquant leur d6penda,nce seulement si leur d6pe:ndence d'autrers

quantit6s est utilis6e dans le railronnement successif' Autrenrent elles seronb

design€es simple:ment par c. Dortc les constantes c dans de diff6rentes in6ga'

1it6s, en g6n6rai seront diff6rentes. Nous convenons de prolonger les fonctions

d6pend,ant de T pour T < 0 (comme n'(')'La(il ' Pour commencer' intro-

duisons les classes :

oj"): {u ew}''(Qr)l a v6rifier d' (2'2r),(2'2s)}'' (3'r)

O14 ,= {f ewl''Qt)l T' verifier d' (2'22),(2'29)'{2'32)}'

Soient d.onn6es (a,,7) € OII)xOif , On considdre les 6quati'ons :

(3.2)

&Q * V' (so) : 0,

2A

(3.3)
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Asn * V' (n'o) : --ff4(f ,K,o) - Hs"(T,T,v), (3'4)

ls(m\ + V' (o(rn)u(rn)) + 8""[*hd(rn)o(m)] == (3'5)

-- lhn,@) - Kt"(T,m)lo(m) | hi"l(T,m)u I T fr* 0'(*'',m - m')o(m')x

o(m - rnt)drnt - rno(m) f* U,bn,rt)o(m')d'm' - mo(rn) [^* ''"(*''m)x' 'Jo Jo

u{m')d,nt+go(n'r)[.nr* - tr(o, 
")]"[" - 

r'."trt(f)]* -gt(*)[,lo- +**olif)]-r(nz)

d;r(.rn) + V' (r(rn)t*(rn)) + A*[rnhn.(rn)r(m]l : (3'6)

: [hn-(m) - K,,{1l,rn)]r(rn) * K",r(T ,rn)o(m) *T f , 0"(*--d ,rn')r(n/) x

u(m - m')d,rn' - mu(m) 
!o* 

U"t*,m')u(m')d'm' + m 
to''"',,r* - 

m" m')x

u(m-n{}c(wu'\d,m'-rnrfut L Zt'(m,rrt}o(m'}dm''-g2(rn'}1ff-f"'"t'l(f)1-"(*)'

av€e :

1l
't-t':'u- afuo'*, w : a 

*(rrr)o*
Les 6quations sont obtenues, en substituant o : u, T : f <lans (3'3)-(3'6)'

On remarque que si u est donniles, l'6quation (3.3) est lin6aire, tandis que',

m€me siu,T sont donn€es, les equations (3.4),(3.5),(3.6) ne sont pas l€n€aire:

Dans le pr€sent paragraphe nous envisageons l'6quation (3.3) et les @uations

lineairisees {3.4),(3.5),(3.6) en rernvoyant f€tude complete au paxagraphe suir-

vant. En ce qui ,concerne l'€quation (3.3) qui est de type de transport, il esrt

bien connue, si ii est sufifrsanrenlu r€gulidre on peut rdsoudre (3'3) par la mG

thode caract6ristique avec les donn€s initiates. On outre, on peut pass(:r

dans l,espace qui nous int€resse, en conservant l'in€galite des norrxles

(3.7)

2L
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3.1 Equation de conrtinuit6 pour I'air sec

Les m,ethodes fondamentales de l'€tude des equations du type (3'3) sont

celle des caracteristiques, et celle de l'estimation dans les espaces de sobolev'

Pour cela nous allons illustrer l'application de ces m6thodes dans le lemme

suivant :

Lemme 3.L : Soitt € Ot:)' '4lors l'1quation

\tQ't Y'(gu) : 0,

auec Ia cand,i,tion i,nitiale (2.23) ailmet une soluti,an p et une seule ilans lar

classe :

p € C3([o, r1h l,4(CI)).

En outre orl o' :

llg(.,t)llor,,1oy :! eo(t), 0 ( os(t) 3 e{r") < gp{t) < s dans Q{r')'

(3.8)

oit :

ap{t) :jp$ ao(r) exp(-crlo ,t1t?1' (3'e)

13,(t) :suP P6(r) exP(cR1o,4 t+)'
a€0

ee{t) == llaoll'wr,tol exp(cfi1,,4 t+}, R6,t): llollw1<qi'

D6monstration : on considdre le probldme de cauchy suivant

4.9- : a(y{t),t),
clt

s(o) : ro'

't

22
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&v€c ns € O. La soiution d.e cette famiiie de probldmes de Cauchy d€finit ies

trajectoires, que nous notons g(t). sur ces trajectoires l'equation se reduit d :

fta{u{t),t) 
: -p(u(t),t)v'o{s{t),r)' (3"10)

Comme O est donn6, V-d est elle aussi donn€e, dernc (3"10) est une €quation'

diff6rentieile ordinaire, qui est, en cutre lin6aire- cornrne on le connait bien'

la solution est donn6e Par

pt

s(r,r) : eo(so)tl>rp(- ,r, 
'a(Y({),{)d{),

or)
ft'

g(t') : 
"o 

* 
Jn 

o{g{t'),t"Jdt", s : a{t), 0 { f { tr'

donc l'6quation (3-10) aduret utle solution et une seule' On remarque que'

comrne t14(fr) -+ i*(CI), et d'aprds I'in€galit6 de Hiilder on a

J' ,'t'CIll;-1s2:dt' :; , follollqlg,ldt'

::,( f0 
Ld{ }+t/' ttttt?"rt,,rdt') i

:: d+ ll r: ll s,r1a,44,{a))

{ cB16,4f+,

et la condition inf ooir) > 0; si de plus le sup ps(r) { oo' alors on a

;g[ co(r) exp(- /- tto.rtt"*1g,;c(t') s e(t,*) s 
:EH 

6(r) exp(+ /' llo'ttt"*1s,dt')'

En posant

ar(t) : as exp(-c R6,r1t?")',

23
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a,v€c 06 : itl s'o{r), et

fn(ti : ,6q e:{p(crtlo,tyt#;,

avec Bs - srPPo(r), on obtient
c€O

o < cn(t) :1 p(t, n) 3 frn(t) < oo.

Maintenarrt en nrultipliant l'equretion (3.3) par d-1 et en taisant l'int6gralt:

sur f,}, on obtient

r t'^- {-
I {-'1,pd,r- - | d^,.(Vp)dr- l v.u{dr.
Jcr- Jo- Ja

GrAce d tr :0 sur la frontidre, o.n a

I f . L f - f
- I d,(p)o d" -- -i / vtel 'udr - [ gtv ' 1;)dn

PJa PJa rct

:! [pr(v. D)d,r - [ m, -u)dr.
p la- Jo

Donc on trouve que

L I a,(o\o4,r:L:2 f Xo .D)d,r,
p JavL\ut --- P Jo -

d'otr on obtient

L! { ww,n. 11 - Plllv .rll,-t n, I Wl*,pdtJa''' P Jn

ce qui nous donne

n

ftll nllo",1n1 < | 
1 - pl llv " tll"*r"l ll ellLtnr'

comme p ) 4ren vertu des in6galit6s de sobolev, il exist une constante c

telle que

llV' tllr*(s; ( c'lltrlls."'1s1,

''

't

-t
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et que ll ' llw;tol S ll ' llw;to1 on eo d€duit que

$UnUL,n, 
:i crll*llw",qn;llellft;tnr' (3'11)

D'autre part, on applique l'op6ra1;eur: V a (3'3), et on multiplie par lVplr-2$6'

i,cqu*tion obtenue puis on I'intigre sur f), de sorte que l'on obtient :

{ N oy-,oa. v(a,s)d,n - - { lonlo-'op- v(vp' u)d,r

,irr'--i 
q jii

- f tVnlo-2V s. V(sV. o)dr.
Jn'

Or, le traitement du premier mermbre donne :

f
Jnlv otnzvs'v(&s) dtn : fn1vnp-rY9ffiac 

(3'12)

f - ,^ rvs'1r(Yda*: I l\zs1o-rn lvql

: / lvnl"-'a(lvd)a"
1f: ; Jrot(lvple)dr

:L1, I tonyo*
P dt Ja'

::+ttvp[[?"tor
p dt"

D'autre part, le traitement du second membre donne :

/ tonf*vs' [v{vs't} + v(sv 't)]dr :

: f lonlo-' i it*,p16*,{0*up'dr) * E'r(pv 'ilJld*
Jfl i,j=I

f3: f lvelo-'? t i)*,P(o*,0*,P)a$'r+
J e i,j:l

't

_T
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* [ pev-'i (0,ia){8,,a)a,raidn+ [ vpv-'i 0*iQ(0n,0)(v'o)+
- 

-/n ' 
" o, 

#rt""t"""eter-eJ 
-'- Jn' -3:'

+ / tvet'-'* p(o*,e)(o*,v 'o)dr,

et comme on a l
Lu''ntu''o) : lvPl''

on aura donc

{ N ov-rvB. [v(vp. 0) + v(sv .D)]d*: / lvnlo-' i 0",s(a",0,up)o6ai"r*

-/rr''=' 
r'\ Jo i3:t

f t f .

/ lval-'Er*",p)(t)*'p)0"'aid'r + f lvartv 'a)dn+

* / lval"-'i p(0,,p){0,,Y .a)d,r.Jo' fr
Or, on a

{ v np-ri ,", s(0*,0,,p)u6* : I lVqlo-' f a''p{a''?''d 
u 

^*Ja fi=t 
- /o | 'sr #t lvPl

: / lonl'-'* o*,(lvpl)otdr

:L I YIY olp .ud,r
pJa

: -1 I |tnloo -ud.u,
p Jn'

donc on aura

ld { tvplp ,: -o - 
| / lonl"o .od,n*

pdt Jn' -' P Jo

I
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- I lonlu-- i (&rex&,e)(E*,orlds - / tod-* f *ta*c)(a'iv' 6)ds'
Ja' F-

En appliquant l'indgalitd de Hiilcler, on obtient :

L d" lo- ll
;,s*tlvell;,n, ='f llv' 6llt*("lllvellLt":

+ ll v ell5lo, i ttU, n ll r"1o1 ll E', sll prnl ll E'rot ll i,*tards*
6,i:1

ll V (v . c) ll a-ta: ll Vpltilinr ttvslloqnl tt ell 
"*1ny'

ce qui implique

lftno ar*(') s # llv' tll,.*(n1 llvallLtc;

3

+ ll Vpllor"rnl I il0',0, llr* ru + ll v{V' o) ll t"tnl ll V ptli"t'nr ll sll r*(c)'
iri:l

comme p ) 4, demc I4ri(Q) + I'*(A)' D'oti on obtient :

| $ rronrr;,", s f llofl s';"'141 ll ellow;tar

rcll all{qrny l[ o ll w;ta: + cllu ll w'to1 ll all w; 1nl'

donc on aura

ftilvnll'uror 
< c,llrllryanrlloll?";rnl' (3'1it)

En adjoignant tes infualitds (3.1U-(3'13), On obtient :

$Utan rr, + llvoltrLtnr) 5 cllollrytn)llEllnw;r*r'

d'oti 
$[[nn"*r,*r 

< clldllw",lr,vllellL;qr,v'

I
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Par con@uent, {ilvec la conditior}00 € W;W), on obtient

[[p(-,t]ll{$;1oy S lloll*;tqid')'

Or d'aprds I'in6ga[te de Hiilder

yt

lloll{t;rnr ttP(C J
(3.141

/' ll, ll*r,nrdr' < { /' I r tarl*, J [[o [[enn*,n,a/) i

s t+ | f o' 
ilull'*grnrd#)i

< t+ li o ll 
"o(o,r,wo, 

(n))

( e.Rqo,*yf?,

donc

ll s(., r) ll'r4.; inl 5 ll ut llo*; 1n; 
e>ip (ct ? 

| l 
t 

I I w"''' tq,l )'

Le lemme est ddrsontrd'fl

3.2 Equation de co.ntinuite pour la vapeur d'eau

lVlainten&nt on l€, exa.ruiaer l'equation de mntinuite de la 'ffi'peur d'eau

(8.4), plus pr6ciserpent celle d,e la soluticn ?r sous I'hypothdse que u soit

donn6e, avec la condition initi;*le (2.24j. Analoguement d' l'dquation (3'3)'

l'6quation (3.4) peui €tre r4solu€, en utilisant la methode des caract6ristique s'

Nous allons citer I'application de cette mgthode dans le lemme suivant :

Lemme 3.2: S*ier* ilolrwxbs* e etl), r e eif , n'e d{[O,tr],I4t{fi)+'

a e C0({0,t11,I4#(R* x o)). tt € d([0,t1]'I4#(R+ x o))' Suposons Et''il

esi,ste une const*nte M1> o tell'egue : supp( 6{'' ''t)) c D2'' supp(a{'' '' t)) c

(3.15)

--t
l

I
'-1

28
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Dz,, Pour toat * a [0, t1f aver

Dz=- ]o,rtZt[* n-

Alors I'6quati,on

a*r *v'{r'o) : -Hot(T,fr,6} - Hs*{f '*'il)' (3"16)

auec la conditian initi,sle (2"u) ailmet ane schution n et ame seute tlarus la

classe :

zr e C'o([0, t1]; wj (Cl)).

En autre *rb & :

lhr(.,t)ll'w;1o1 S e"(*), (3'17)

oit,

{rr(r; : lll*ollu*;tnl * c(Eqa,,t; + ftaa,a}(ft €,$s+ + r!*,at}l (3'18}

x e:ip(c{fi 6,t\t* * {tr!a,4 + rQz,a)(ft F,tf# * Q6,4f)))'

R1r,t) : l[ f ll *]'' (e,1, &*,4 : llo [l t*tp,a,!vp1{ct))'

ft (a,t) : ll o ll rotto,rl,, r) {Dil) t R6',t1 : ll t ll to tp,q,*} to, )t'

D€monstration: On a

8*r -tu'Vr : -?r!r 'E - Hsr(f,t,d) - Hn'{T,x'v}'

ce qui imPlique qtre

* :-a'v 'o'- Hs{T,i,d} - Hs"tT,fr,il),
dt

'-'l
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Eur chaque trajectaire c(t). En pnocdant de manidre analogue d' la d6mons-

tration du leurme pr€cdent, on &irncnbre I'eristence et I'unicit6 de la rclution

7r; 0n a donc

r(t, :r.(r)) : n'o(rCI) erp(- 
,1' 

o'r*', r(r,))dt')- f o' 
@*tr,?i', n)+ffs*(f'' n' ;i I

x ery(- f" o - u{t",r(t'})&t")d,t'.

Maiatenant, en multipliant (3.16) p* u"o-t et en faisant l'integrale sur {l}, ott

a

fnno^E*rdn: - t'nou'tl. 
(vn)ds - Jr" 'r)tpd'r*

D'autre part, on a 

*'t'n*t'fsrds - 
"{*-ttn-*"

tnun'Ernd,* 
: L 

t*a,kila*
:t!" t'***

Ld,,,n: 
o mllnllr,rlny,

et

- fnnn', 
.(vn)dn- f t" 'a)rd,n * 

,fnnu-'**dn 
* 

t'n'e-'wn"a*

: -l/ vr,,-l .*dr - 1|o',o'6}dr 
* Jo'"** - {"-lI{o*dr

:i f.*ro 
.*)d,n - f**ro'*)d,n - fn*^**dn 

* 
t'nno-'Hn"d'*

: *,{*,".o}d,r - "{*-'*** - 1 1r-Lls"tu-
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Dtautre part, on a

* f;rdn 
:(r - p) 

fn*'to' 
D)dn - p 

fJrp-LHsd'r - 
p 

|r.r-'\Hssd#'

En appliquant I'in6galit6 de Hiilttrern on obtient

d el f ino(v'u)ldr+
frll"llLrnr:11--,Jn'

-pl f*@'-'1--' 
a,1# | lntnn 

)'a*t* - ur{( *-t7# dnt# t{tt,")od'l; '

oll

ftunvu,n, s

s lt - ptllv .0[[L*qeyfln'll!"rnr + pllHr,[[r"rnlll"ilFlnr + p[[rrn"[[*tnllla:[lfrfn,'

Or, comme *n a

ll"ll?,l,rl < (1+ ll"llL"rct),

on obtient 
$,,"*il,* s

< 
"ll'11l,"rn;llV.oll"*1nl+cllflgrllr"rar(1+llnllLtnr)+"lllL"llptnr(t+lln'll?"rar)'

Comme F ) 4, cl'apds l'indgalit6 de Sobolev on a

llV .oll;*1oi ! cllV 'ollw;to:

< cllollszo'1ay,

et que ll ' llw;tot S [l ' llqta) oxr aura' donc

fiilnllu",rn, 
S Cllolluw;1o1llltillw;1oy + ll/{4llw;tnl + llirg,ll4tnl] (3'rrr)

+C ill Her ll w-.toi * [l He* ll t*-'tnt]'

3l
'--'l

,-l
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Maintenant, on applique l'operarbeuf v e l'equation (3.16) et, on rntrltiplie

par lVa.le-2Vr l'equation obtenuLe, puis on I'intigre sur fl, on obtient

I Nny-'onY(0tn)d,t : - [ lvo lo-'orrv(Va' 'o)d'r*
Jn'"' '\-u"/ Ja'

f
- frlv*f-zvtrv(trv 

'u)d'r - lrW"f-'vnvlHnt* 
Hn')d'r

Or

I Fny-'otr . v (otn-)d* : I lvnlo^@d''
Ja, l- v rt - v \vt'r Jn,' "' lVtrl

: S ,rnro-'v"',3(Y") a,- -/n' 
' "' lvrl

: 
fnlrnY-'arlvoga*

: L I oilrYrle\^n
PJa

:Ld=, I Nnyn*
P dt Ja'
Idr- tt': 
e dtllvnlllels;r

et aussi grA,ce d,u :0 sur Efl, o'n a

I lVnlo-rVz,[\Z(Vzr.r) + V(n.V .D)]d*+ [ N"Y-'VrV1Hn7 * Hn")da':
Jrr'"1 

"'1"\'" -t' '\ Ja'

.3
: l' 1vn1o-'z L 0r,7rl0*1{a*ur 'ar) * a*,(tr0,,6a)ldn-l

J n i,j:I
,"3

+ / lv"lo-'lla,,n)o*,(Hnt + Hs,)d'n
Jt) i:r

n3: / 1v"1r-zf o*,n(o*.0,,n)oidr*
tl

J O i,.i=I
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13'n3

I pny-' I (a,,rrx 0,,r)0,.,uid,n + f lv"lo-' f 0*,r(0",n)(v ' o)+

Jn ' " ', ' Lrr"rj ",,\"ft" ,-".i ' Jn' 7^
F3ra
/ lorrln-' )l n(o*,rrXa*rV ' o)dt + f lv"l-t l(a*,")E*r(ntr 4 'F**)dc''
Ja' 

= 
ra i:t1=L

"t "o*** oo u

fu,,g1o,,n) 
: lvnl2.

3=1

On aura

I Nny-rVr. . [V(Vr. t) + V(rV .E)]d* + { tv"f-'VnvlHnt * Hs,)d':r

Jnr",' t'\"' -!' Jn'
q

: / lorrl*'i a*,n(8,,0,,n)o;dr+
Je i,j:I

+ [ lvnlo-'i (0*;r)(0*,n)0*,aid't + 
fnlv*Y(v'o)+Ja i,j=t

F3
+ / tv* l" i; 

zr'{E,n }(&iv' o}ds + / lt* l*' f tu*o';u* trsr + Hs*)dr'

et comme, on a,

{ NoY-'i u,",o ,a*,n)oad'r: [,NnY-' i Llffi o'*
./n' #- "'o di=1

o3
: / lvr,lo-tf o*,(lYnl)aidr

,t'z-tJn d-l

:! {vlvnlp.odr
PJn

: -l / lo,rloo -ild,n,
P Js'

donc on aura

!9 f tvzrtpdc--P-1 f lv,rlov'ad,n*
Pdt Jar 

"'' --- P Jn'

33
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< c2lllullq*@,) { llnllr,y",rordt'+ llrll"*, ,,) [ fiTflw,pyd,t'l-' Jo Jo
7t,tt

< c2|lrl[p*(r,)[rll"'llr*(,D + (J llloat')*(f ilAf".,qal&1*]

3 c2llull 7*{o,) [t Il n ll r* tr:t + tt ll f ll 
""tto,r],*; 

rnttl

< c2llu ll a*to, I [t ll ri' ll r* 1ni * t# il f ll 1n11o,4 ;wn' tnl I 1'

En substituarrt (3.?2)'(3.?3) dans (3.21) cn obtient :

llrr(.,r)llfy,1a; <

S [ll?r0llpr,r?1c, * c(817 ,*1* Rp,t)(Rg,r1t+ + Qr,at)]

x expiciQ r,o1t* + (Ikar) + &",ttX& ,,4t+ * &*,rit))),

avec Qo,r1, Il1a,t1, Rp,t),&*,0 d€fini&s prdcdement'

Le lemme est ddmontr€.U

3.3 Equation de continuitd pour ['eau liquride

Passons maintenant ii, la r6solution de l'dquation (3'5)' On a ler lemnre

suivant :

Lemrne 3.3 :,sorerlt donndes 0 6 8f:), f e eff , ?r e C9( [0, tr]' I4'o1 (n)),

A € #{[0,C1],I&'o1(lR+ x g])), au'ec \eur mar{rue maiar€,e Wr utbe etnst'unte }la

d,ans les especes prdaus (i,nd,i,Etd,s). Alors i,I eri,ste une constante hh < <n

telle que, F){}un}a que o(m,r't) :0 pour * 4lT,Mtl, I'eqluiati*n

\s{m)+V' {o{rn}a{wt}} + E 
"Whor(rn}a(rnX 

: (3'2{}

tt ri: lttst\m)-- nrs( t,m))o(m) + K,1(T,m)u + T {^- fll*' ,m - m')tt(m')><
eJo
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rn - nr'\dn{ - mo(na} J- $1t*, nc'}6"{tn'}dat- - nao(nt} J* a-t*, rn}x

mt ) tunt * g{*) Fr- - N {a, t))+ ln -zr,.aq {f) J+ - g11m)W -"'.<,r (fl I 
- o (m}'

la cond,iti,on i,ni,ti,al {,2.25), {2.27) ad,mette une solwt'i,on et une seule dans

classe "'

a e C9{[0, rr], ]llut{R+ x O)),

o(n*, re,t) : $ Potrr * elT, *rL,

d l'in6galit6 :

ll"{", ., r} llf*;{R+ x a) : llo(., ., t} llfqtal S q,(').

{3.25}

(3"?6)

q : {ll6ollfo,*, + c[{1 + {*o + 4o*l + R&,r)}t * fi4o,4t? + nfu *,t'f11
(3.27)

orp(c{(l * #6,r) + Rzqa*1 + ftr,t1)t* ft10,4i* + fit1rt*]), a*ec

fiqo,ri: llol[*d*tq"t, ftr,,; : [[fll*f,'tol.

Qr,r) : llr'llotp,*t,w,1(f,,))' &u*) : llallco11o,rl,wo'1or))'

ft1ii,*; : llollgo11o,4,wor1n ;i.

D6monstration : Rfukre*s l'Gquation {3.24} le long dm c*ractffistiquw

t),r{t))rcp,1.1 dEfinies costme solution du probldrne de Cauchy

ry: r,o(r;h6(f,r,r,s(r)), # : a(sn(t),t,r(*))
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m(o) : vna € lo, Ml, r(o) : rs € o'

On pose 01== (mhnr, ur) et V1',-) : (0*, 0rr,0*rr0'r), alors l'6quatiorr (3'24)

peut 6tre 6crite dans la forme

\to tY sn."1 ' @@)U) : [hn1(m) - Ku(T,m)]o(m) -t K"1(f ,m)u(m)

m f^ ^, I t\-t l\-t,..^ foo

* ^ I Frtrn',m - m')o(rn')a(r'n - mt)d'mt - rno(m) | P,(*,w{)a(m')drrt''2lo Jo

-rno(*) [* ,,"(*',m)t',(m')alm' + gs(m)lN* - fr(a, ,)]*l;6 - t .1,r(f)1+
Jo

- gt(m)[z - z',"(rl (7)]- o (rn).

Si on consi.ddre la d6riv6e totale de o dans l'espace D2:]0,'Mlx{l

d,30
dr: 0r 1 mhs@* + Lui 0%,

J-L

alors on peut 6crire l'6quation (3.24) dans la forme

AP :, --o(m)y (*,*) . il1 + l|hn1(m) - Kt"(T,m)lo(m) * K"1(T,m)t(m)
dt

n1 f* ^, r t\-/ /\-/-^^ f@

, I pt\m, ,m - rn')a(m')a{nz - m')dm' - mo(m) l- g{*,m'}cli,.m')dnz
' J0 Ja

-mo(m) [* ,,"(*',m)u(m')dm'* gs(?n)[lr* - fr(a,,')]+h - t*t,l(f)]*
JO

- g' (m)llt - i u"(r)@)l- o (m) -

Cette dquation, ayant la ddrivAe totale # uo premier membre, peut Otre rr!

solue le lc,ng de la trajectoire (m(t),f(t)).Donc en proc6dant de manidre

analogue ,i, la d6monstration du lemme 3.1, on montre I'existence ,et l'un.i-

cit6 de la solution, sous l'hypothdse de la r6gularit6 des dorrndes. la solution

obtenue est d, la forme suivante :

ttrff
o(m(t),r(.t),t) : os(rno,rs) exp( l a{t')d,t') * |,'(t') exp( l ar1t"1dt"1dt"

r Jo -'J
Ot'
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ou

T
at(t'): -vq*,a) -tI,(t',ut,(mg, cq))+hrr(rn)-'(r"(f, m)-m 

J O,t*,m')o(m')drn,
0

f6
-m I Zu(m,,m)t(m,)dm, - gr(*)[r - r""(f)]-,JO

T
ait"): -V1,a,*) -U,(t' ,Ut,(rr4,r6,))+IaE(rn)-}f,-(f, m)-rn I prfu,m,)o(m,)drn,

to

{*
-m I Zu(m',m)u{m')d,m, - gr(m)o{*)["- o",(f)]-,

JO

t
t

br({) : I lXr,tr,m)u(m} + 96(m}[.n{. - ff(a, r}l*{n- rr,_(f)]*
b

rn {* n, ,nT 
J* fl{m',m - m'}a(rn')a(m * nz'}dm',

il s'ensuit qu'iX y a une lVf1 telle que sous I'hypothdse o(rn,rrf) : 0 pour

*dl*,Mt[, soit v€rifiee (3"25).

En ce qui concerne la fonctioa {}{m,'m--) qui figure dans , nous supposons

qu'elle est une fonction suffisamnrent rdgulidre et qu'il existe une constante

IPI{fu < m) telle que

${m,r#):g si m*rn'} M.

Cette condition est motivde non srulement pour des raiseins techniques, mais

aussi par le ph€nemdne d'Bclatement des grmses gouttelettes par Ia friction

avec I'air. D'autre part, pour rn*rt' 5 M nous supposons qu'elle est majoree

par une constante.

En outre pour des ratsons techaiques: nous introduisons la fionction de la

moyenne loeale de a'- on pose rrr]e foaction I telle que :

3g
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L.0 € Cf (R'),

2.0>0et€(r):f{l"l),

3- lu. d(r)dr : 1,

et en substitua.nt ?r par r'* 9, ddfinit par /ea r{r - yJfl{ildg, on remarque que

c'est une regularisation de a-et donc on constate facilement que m€me avec:

cette substitrrtion, le lemme 3.3 reste valable, car pour sa ddmonstrationi

on n'utilise que [a contirurit6 des fonctions du deuxidme membre et n- est;

continue.

Pour la simplicit6 de la notation,, on pose

ori .44r est

pr6cis6

D2:10,Jt71[xf],

tur€ constante suffisamment grande de sorte qu€) cofilm€ on

a(tn,c,t):0 tr'wff rn) Mt, Vt € [0't1J-

1Cb

Maintenant? pour prou\r€r le lemme, il suffit de d6montrer I'in6galite (3.26) ;

trn multipliant l'€quation (3.24) palr or-L{m) et en intdgrant sur D2, on ob-

tient :

fr
I ont*rotudrru l I orrV ' (o(m)u)drd,m t

J n" Jn"
rt

I I nn-r{m)a*lmhnlo(m)ldndim : I oe-lfhnt(m) - K*{T,m)lodrdmt
Jo, Jn,

* .f o"f-r 
K 

"t 
(7, m) udrdrn t * .f ,,* t'"* sp-r PE(w{, rn - rn'}o {nt} x

d (* - m' ) 
d,rn' d,r d,m, - | ̂ * t r* 

oe- | 
o {m) B 1 (m, nl ) a (m' ) d,m' d,r d'm +

40



a.fnpi, on a

D'[ptre part, comme a v€rifie Ia ndation

f*ut " (r{me}u}dndrm : 
A ou-rlvo. * * ov. r]drdrn

: 
-[o"ot1vo'ud,nd'm 

* 
-{o"opv 

'nd,ndm

:; 
Ir,vop 

. *d*dnz * 
_{o,6ev. 

a&drn

:Y:: 
,fo,*o 

.niindrn,

f * 1. - 1 f
| ̂  

on' (*)&"k"ha"{m}}dcdrn : : I 0,*f (mhst)drd,mJDz P Joz

* 
tr,oe0*(mhn)tuh

:L-l f
o I^oP0*(mthaldrdrn.

- t' ** .{o* 
;'-t o (m) 21* (n', rn) a( n{ ) dn{ dndrn * ! *oe- 

I 
sb (n?) x

fM--f(a, r,)l+[n*0*fr,"$t{f)j+d^rdm- 
t'o"nn,s,(*)[n*I-tro."111(T)]-o(m)dad,m.

Qr, on a

'r''ur**:l{;;#

et

V.u: V.o - -lAo.ar[rni

i O8 Mar 1945-Guau

41
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en substituant cette relatien dan,s l'6quation, oa a

;# f ,,oe(m)dnd,m* 
I7 

_[o,oo(o 
o - lno )dsdm+

.+ 
fr,roa^t*her)dcdna 

: 
t'*opfhol(rn)- 

r(,"(f, m)ldrdrn+

f
* 

J o,on-r 
K*1T,m)udrdm * + fr, Io* 

*-t U,(m,, m _ m,)a(m,)x

xa(rra - ri)drn,dndm - * f ,, t'o* 
oo 8,1*,n{)a(m,)d,n{dnd,m)

-ffc.
-* J r, J, op z6(m',m)'u(m')d'm' d'rd,m * 

-[r,op-L 
ss(m)x

Fr- - lr (a, r)l + 
[n * s * r*rrl (f )]+ *u* - t r"opsl 

(rn) [n. * s * no.*1s; (f)] -ararn.

En utilisant I'in6galit6 de Holder et en tenant compte eue fi, Zt", 9a, gr,

f.A/. - ,a,r(a, z)]+ sont born6es? avec g : f1,on en d€duit que

li lt-nl I:frll"llT*ta,) S ?f no.D|ii;-1ol * il#ilAslh,*ra,l) llollruu,,t*

+ f il 4," (m h s ) ll r* < o,t ll o ll,4 
t o,1 + ll h 6 {m) * K, 

" 
{7, m) ll 7 * p z) II o lluro 

t o,t *
+ 

I | 1(r" 
I I a- r ^r{ o,( 

ae- I 
; ;5 6x6 d,wfi# 

| t' o,,r 
a, arnli +

M .. -f*"uTllollr*rp,r LJ ,,{a-\# ara*1# Lf 
o,{uya*d,mlb 

a

+Mep 
f l o 

I feoro,i ll o 
I l r* rrp:) * M cllo llp* r^1 | I 

u 
| | e* 1a,1 *

t 4 
"[o,16n-1 

th aro*l# t fr,{tr 
* 0 - r,"u)(T})p d,rd,m]I p

1 cllo lle", ro",tllr * 0 - tro."(D (F) ll y* p,1.

A'
=2
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Donc, en ddsignant par C6 la quantit€ constente llffiaO11ra(Da), on a

Ld,, *p -ll-Plr,,,
u asllolli.,t&) S T.ttto . dlll*1a1 + C6)lfoffer,(D,)+

11 --l+Tll0*(mhsr)ll"*@,)llolll"t:,o,t+llhn1(m)*Kt"{T,m)llr*p"1llollo",rr,t

+ll"lli;LlllK"r(f,rn)lle*rnnillrllotp.l * 
"u#wtli;q'*,llallr"lsaI[[a11*1p*1

1-c s M ll o llerrro, I I I 
o ll 

" 
* r.o,) * c*r 

11 
u 

1 J r*,r,r f I " lf Lto, r

'll"ll'il",t llzr'- n,."(rt Q)ll*o,t * cllolle"oro,rlla - fr,."aifl)llr-{o,),

on, compte tenu qtoe p > 4, donc l+l}(n_l * tr*(Or), et que

ll0*'(mhofi[["*{a,}, ll*hot - J{r"l[r-raz] S c(llallr.r;trr: + !l?ll*,qa;), o* *

fluoilu*ao,s s

c lllo ll*a oy ll' lli"",6r,y * !l o llfln",rr"r *
+(llrllr.r,;rnt + llflll*a1n;)llollfa,,1 o,) * (llrllw;<ol + lllllwewl)llolley,t1o,1*

+ll"llinJi"-l llf llq1,'l lltll*;ro,r + ll"llioirrr llall?";ro,r + llollo*;rorillollw*,1on;*

+ ll*ll w; p,r ll o llfln",ro.i + ll' llfii"", ( 
l! o !l *",qr,y + !l f !! w""rai )

+ ll" ll!w;o,; ( llrll w;1o, + llf ll q,",1o1 ).

Ergcore, compte tenu de I'iu6galit6

ll"llf"Lr { (t + fl'flLio,r),

on obtient 

$ilo.ilL,r,, s

l clllalle*'to,l(1+llrllry1nl+3(llrllr.r.,,1o1*llfll1an;rnr)+ 
llollwlg,.,t+llrllsr,,1n,1)
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+(llollowlro,) + lxllfllwn'rn) lltllw';pa + lldll?4,;(D* + llrll*;rnr + llfll';rnl)1,

ce qui implique que

j;u,tt%,,,, <

S c ill o ll!*'r o, r 
( 1 + l l o 

l l w g pl + l l' l l *,, 
1 
ny + llT Il * t <ai ll a ll * ; e.,> + ll 

-" 
ll w ; t o *) +

+(llolley,'1e,; f 1) x

.1...-..^ rrD ,,D 1 . I - o

"Gillrll'*ts1+llull!*,(pzr)* llall?*;tr,t+ ,tr+ll,rll?u;rnr)+, (r+ 11r1g|r,n,))J.

Donc on a

fr:ilrllo*p,15
3;C\lolley"(D,)(1+llollp,z1nl+llzrllry,'1o; +ll7ll*A62,+llalls,o'1ot+ll-"llw;ta,))f

+(llolll*;p") + 1)(1 + llfll?u;r'D + llr'll'*'(o,) t llall?";o,t+ llrllin"'rnr)1.

D'autre part, on applique l'op6rerteur v d, l'6quation (3.24), et on multiplie

par lvolr-2va l'6quation obtenue puis on I'int€gre sur D2, de sorte que l'on

obtient :

{ lvole-2yo .v(01o(m))drd,nz + [ lvole-2vo. v(v . (o(m)a))d,rdmJor' Jor' ' - '\

r^
* 

J o"lv 
ole-'v o . v (0,"[rnhso(rn)])dnd,m -

f: 
J r,lv 

ole-2vo - v[(hn1(m) - Ku(*)o(m))]d,nd,m+

+ [ lvole-zYo.vK,(f, m]uld,rd,m*
JDz

.+ [ lvole-2vo -v[* [* U,(*',m - m')a(m')a(m - m,)d,m,]d,nd,ma
2 Jo"' Jo

(3.28)

- .f ,,lvale-2va' 
vL* l ro 

o (*) fr,(m, rn')o(m')dmld,rd,m*
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f roo

- Jo,lValp-zVa 
. Vt* l_ a{m}g"{nt , nr}r{rn,}drnJdrdm*

+ I lVolbzyo. V[m(*)t.tr* - fr@,fi1+[r - o,"<,)(T)l+ldndftt+
J nz'

f
- L lvolP*zvo " v[st(*][* * o*",(,)(f]l*er(m]ldrdrn.

or on a 
JDz

f f w* v
I lv olo-'o o . v(l1o)daa* : I lvolo-' YqJ-(d'") d,rd,mJDz .\ o-l Jor'-"t lvol

: 
Io,Lv'1"-'Yg#P drdrn

f: I lV ole-' 01fly olJdsdrn

1^,
: I 0t(lYole)drd,m
P JD"

: !! [ lvolpd,nd'm
Pdt Jn,'
1d

ifrllv"llLr",r,
qt on a aussi

f
I lo"1o-'vo. v{v . {o{m)a))dnd,rn :

JD2

f: I [VolP-"Vo. V(Vo, a * crV .fr]tutun
JD"

f3
-- f* lvol-' f {a,r"prr[&,o '& * sv ' e]dcdrn

J D2 i"':l
-3I: 

| _ lv o1'-' f{a",dto,,o,,o)il;dndrn+
J Dz i;,:l

"3
+ f lvolo-' T4.,o110,,o)(0*,na)d,rdm+ [ lVolpv .tld.rdrn+

Jn"' Fr' 
-' '' 'J Jo,
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et

+ {^ lv"t -'f;{o-,o)oo*o{y .n)drd,m
JD, 

-.t-L
n-7 f r 3

I lvolov . adudrn + I lvol*r E tar"16 0,,o){0,,a)dndrn+p Jor' Jnr'- i,r:l
fo

+ f lvol n' 
)l{0.,o)oo*,{v " E)dffdrn,

JDc :-

f^
l_ lVole-'Vo. V{fl*[rnl6 p(m]]]d,*dm :

JD"

f Vofe-2Va .V(ftlrnh, t]a * mkor0*o)d,adrn

?

I 
Yo 1t-' \ta', o1 a*,1l*{mhn} o * mh nt},no1d* d.*

;-1

3

lVo.;u-t f {a, "Xa-, fl*(rntrsr)lodrdrn
j:1

f3
+ / lv"l'-t f){a,,o)0,oftnhn1)0*,od,rd"mJ Dz i=l

:
fr

+ / lvolo-t f {.a*ro)E*; (tnlr4)E*o &d,m*
JDz :- . -r

f3
+ | ̂  lv of-' ll:,0.,o){0*,0*o){mhn)d,rdmJU,

p3
I Vo le8* {ntes}drdm -r /_ | Vo l** I {A*, o1A*, (na&nr }&*odrefrrarDz A

"3
+ | ̂  lv "lo-' lta*,o)(0,,0*(mhn1)o)d,nd,rnJDt -.' 2:t

f- Jo,

: 
.t'o"

: 
fo.

:vf,.
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:'+ { lvalpO*(m hn1}dratu+ { lvalp-2ava.v(fl*(rn hn}}drdrnP Jnr' Y" I^'- - 
'

+ { lvale-'rva -v(mhn}o*od,nd,m.
JDo

Donc on aura

;# f,,lvolpd,rdn ,+ t^rr"ro -udrd,rn

fo
+ I- lvol*'f (a,roxfl,,oX0*ralaxam+ { fvalp-zovo.v(v.*} dftdrnJD, ff:r' ' " -'r 

JD,

.+ { lv ole O*(mhn)dn&n + [ lv ole-z ov o . v (a*(mhfi)d*d*P Jo" Jo"'

i /, lv*lh2\Fc . v{nahsr}a,*adseJrn :
T: I lvalp-zva .y(hn1{m) - K,,{m))o(m)d,rd,m*

JD,
f

+ | lVale*zVer . V,r(m)(iasr(*) - f{.(rn))dndrra*
JDz

+ [^ F rl'-'v o.v K"t(T,rn)r,d,nd,m+ { lyolp-zvo.v rK d(T,m)drd,m+Jo" Jor'
lrfrn+; | _ * I lVoF2Vo .,8,(ro'om - nr')Va(rn,)a(rn - mtld,m,d,rdmao JDz Jt
lrrn+; I m I lVolp-zV o . \t(rn', m - m')a(m')Va(m * m,)d,m, d,rd:rn*z JDz Jo

- { * {* lvale*2vo " Sr(*, m'}vo(nt)o(rn'}&n,drdrnfJo" Jo

ff*
- | m I lValp*2Vo . flt(*,mt)o{m)Va(m,)d,mtd,rd,m*

JDZ JO

f{*
- J o,* Jo lVale-2Va - Er,(m',rn)Ver(rn)r(rn')drn'drdm*
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{f*
- Jo"* Jn lvolr-''oo . zu(m,,m)o(m)vu(m')dm,dnd,m+

o 
/r,s0{r'})lvolp-?vs ' vln - a*r,t(f)l*[i{. * .rr(a, r)]+d*drn+

f
* 

J o"e6(rn) 
lVolp-2V o. V[]r- - w {a, r)1* ln* r*ro(f) l+ drd,m+

f
- J*s1(rn)lVal*"V,, 

. Vtr * n..-ru(f)l-o(rnldrdrn+

;
- J o" 

s{nl)lV o lo 
-,v c . v o {m)[n _ F,.<o (f) l- d,ndrn.

Pouravoiruneestimationde 
f Vole-2Vo.V(nrirsf)d* o,lVole-2Vo.Vd*(rn hd,lo,

et lv, f-2vo'v(Iesr (*j _tri.(*i)r{re} nous a\mns besoin d,u*e €gularit€
plus 6lev€e de n' Pour cela mus utilisons les propri6t6s regularisantes de ia
rnoyenne locale i * 0. De plus, comrrre n vdrifie la relation

V.u:V.o--i.no.
ar(mJ

en substitriant ces relations dans :l'€quation, on a

ld f n-1 r
;# J,,lvoled.ndm * T! f*F,rtv.o - !ro!a*a*+

* I r,Lv"l*',* (0*,o)(0,uo)(0,,0t- 
f a, o* )d,rd,mt

f
, 

Jr"lvole-2avc, 
. (\r(v .o) _ 1v(ao)) dsdm*

-+ { lv slp 0,,(mhg)d.ndrn r t' . 1v "re-2 
ov o . v (0,*(mhot))dnd,m+P Jor' 5a' - -"- 

Jo,

* 
fo,lvole-2va 

. v(rnhrr)E* od,rd.m :

: 
-{r"lvolp*2vo 

. v {hun1(m) * Kt"t*))o(m)d,rdm=F



* 
I^lvolp(hrr(rn) - Kr"(*i )aram + [_ lvolh2vo . vl{d(f, m)vdrdrnt

Jw'

+ { lvolo-2Yo .vr,K,lT,m)dndm+
J o"'

lffm
nt Jr,* J, lvaFzvc . S,(*', m * m')Va(si0')a(rn - rn')drn'drdrn*

1f r*i Jr,* J, lvolY2Yo - frAd,m - rd)a(m'\va{m - Td)dm'dndrn+

ffoo* 
J ** J, fvolpp;(m' r'#)a'(rn')drn'dsdrn*

', f* lVole.zzo1t(m,m')oilo(m')d,rntd,rd,m*- Jo"n Jo

{ roo

- J o,* J, lY ol, fi"(m',m)v(m')dmt tudrn+

ff*
- J o"* Jo fvo[zvo - zutw{,m}y.v{m')o{m}dm' d*d;rn+

f
* 

Jo"96(rn)lVal*'vo 
-v[{" * 6} - r-.to(fi]*F{- * lf(a, n}]+drdrn+

* 
,f or"s6(rn)lvaf 

*zvo. vFr. - r(r', p)l*[{r * 0} -r,"t,t(f)]* tudrn+

f ^ o -

- Jo,s1(rnilvolo-2vo 
'v[(r n d) - "".<o(f)]- 

e(m]dud,m*

t
- | s1(rn)lVolo[(r, * 0) - i,."{t){T\l- dntun,

Jo"
qornme d'aprds l'expression de lrn1, on a

Vrnhsr : ifrsr(r-n)V[(n'^ * g) - r".<rl(f)]

: KtSr(rr,X(" * VP) - Vr'".aa(flJ,

| { lvalp-2vo. v(mh6}fl*odrdrnl S,JM,'

49
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S ll vrnftnr [k * ranr ll v" ttfri", l ll vo ll a"tal ll 4*o ll r"ro,l
< cllsrlL,*ta,l[[frllw;Esryl[Veffl*(rz) - [!Fl!w,'ror][tv"l!frLtfi0*o[[e"ral

< C[ ll r ll %, 1n; + ll f I 
j s,,, 1ny] ll Vo ll!" ln;lll*o ll r, r*r.

Analoguement

| t'o"N "Y-2 o\t s . y {a,*{mh,fi)d,rd,ml <

! [[ V0* (rnhcr ) ll i"rp, ; ll v 
" lli"t* ll Vs ll i,te,; ll o ll 3.* 1a*1

S c ll A*,Sr l[ L* (D2) f [[ er ll p",1ny + 
f f 
f [f w,,(or ] f f V" 

f f LJt,1 [f o [[ r.* 15a I

< c [ | | 
r 

| | w"' 1o1 + | | 
7 

| | ry-' ror ] | | vs 
| |il,!,, | | o ll 

"*ro,r,
et

I f lVo[?Va.V(h4{rn) - &-{*}) o(m}d,rdml <'Jn,'

! llv fh 4 (m) _ K u (*)J 
I l r". (n, ) llv o llri?o,1 I I Vo lL," 1o, I | | 

a 
| | r" (a:)

S {"ill a }l ery1ov + ll f ll 6'"'enrl + c}tf [! 1v**6a; ) ll v" 
f l?;L, ll o llr"to,;

{ C[ll r lh', qoy + ll f ll 6,, qoy ] ll Va llf; lo,tlloll * o,t.

Donc on arrra

|ftttr"tt'*(D,) <

= ? ilvnll'up,yllv.ullr*1o; * 
+flvolleppzril jlolr-(Dz)*

+ ll vo llL(',) i [ld*,ao !! 

"*qay 
+ ![ va 

!! 

o* @,]f U ]a-, v6[[s.*qr,; r

llv(v'o) ll*ror llv"ll?,Llllollr-ra,i+llvollfitni llalk*1a,ril jvtao) llptn,r*

50
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? fiL*{mha)llr*{o,)llVolles,lnz;+llV(O*rn hilll*tn,tllvollo*lr,lllollr,-1nr;

+ || V (nzt6r ) || r* qo,I ll Vo 11fr,1r_, || a*o ll pra,I *
+ fi V (Anr (rn) - r{r" ("',) } l[ r* qo,y [[ Vo 

tf !;,1*; ll a ll pqo,t *
+llYolle*ro;llhst{rn)-I*"{*)ll;".1n,1*llVf{s(')llr* p;llvolle*lo,tlltll*ro*+

+llr-r(mlll5*1pn;[[voll?;Lr llvplla"rpol+Mc6llv"llilio,l [lvtrll*tp*r llalle*to,r

+ M c pllV ollfiL 
) ll 

r ll r,* {Dz) ll vo 
| | 

""r 
r, I + McB 

| | 
v o llp* ro"}l ol 

! r,* 1r, I f
+ f,[ c B llY o ll'ii" 

"t 
l l 
r 

l l r- ro, t l l Va ll * to, ; + c,ffi 
l l v n llrr" { n,)ll u fi 7* p,1 *

+cn? || vo fi Fqtn,", ll vrl!aanil !tafi r,*(Db) +

+c 
l l va 

l l ilL l l l v tr *p -t 
" 

ro (f ) l 
* 

ll u p; + cl 
l vo 

l li"r!, r l l [t*e * r,",,4 {f ) ] 
+ 

l [," 1a, r

+cf l Va ller"L, ll V Iu * d - a.o"qs; (f)l + 
ll ;*1o,t ll o ll otr,r *

+c|f Voll!'to,l llfrr * 0 * Eu,q11{?)}+ l[.*6o,y,

ce qui implique que 
d

;llvollil(D,) s {3.2s)

s clllvslll,otn,flv'0111*1ny+[[vcrfffuro,i+llviv'a)ll""rnlltv"llfrL,;llolL,*1o,;*

+ llv o llp*l 
" 
;ll n Il u p"1 + e ll vr ll fu q, 

"1 
{ll" ll w ;1ay + ll r | | 

p,, ( c,) ) +

+zll va llfr1t*, { ll" ll*; 1nl + ll f lls.,rnr )*
t II 0'"o ll uro, I { }} zr' ll w; 1ny + 

f f 
f 

f f ry,, 1nl ) f f va 
f f fr,1*, +

+(ll"ll*;tn;+llf llry-'16:r) llv'll?"rL,,; ll'll"*1, *+llrll*e<or llvrll!;,1r,111/Ik,1r,1*

+2(ila ll*,',n; + llf ll*""1r4)llvcllfif*y [loll.r."1a,;*

+llfllnu;rnrllv"llfri",lllVrllr'1r>s *2llYollL;t"rllvnllt,to,,llalL,*1azy*
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l[ v" lltro,; llo lh,*qn 1 + ll va llil1'o,; ll " ll r* qo,l ll Vd ll e"{Dr) *
ilV"lllr",l ll'll"*1o,i + ttVolfi;Ll llVa[f :,"to"y lfo[lr-1or)1.

Maintenant, on applique l'oprSrateur o* d,l'€quation (8.24) et on multiplie
par f6*ole-21ruo l'6quation obternue, on I'intdgre sur s2, ce qui nous donne

f^r
i _ ll*ole-' 0*oa*(0s(m))dnd,m + | p*"1n' a*oa*qv . (o (m)*))ttnd,m*JDz Jn,

*,{ 
o" 

I E* c le 
- 2 0 *, a E* (E* [rnhsr o (rn) ] ) dr d,rn :

f: 
J o " 

l0*o le 

*2 
0,*o au,,f{h n1{m) - K u (m) o (m))ld'r d'm+

f^
r 

J o,l0, 
ole-" 0,^a . 0*[K-r(T, m)vldnd"rn+

, I f r^ ro-2- rrft*i 
Jo,l?,ntrle-"0,noA,"1* Jo llim' ,m - rn')o(m')a(m - m')d,m')d,t:d;rn*

- I,ll^ole-2 
0*o O,,An 

.[o 
o @) O,(m, m' ]a (m' )d,m'ldad,m-r

- { ll*ole-z0*o0*lm,[ o{m)r1"(nl,m)r(nt)dm]dnd,m+
J nz J'o

f
* 

J o,l7*ole- 
" 0*od* [Ers (rn) r[i/- - ^n{(4, rz)]+ [n - a*t,i (f )]+ld,rdm.I

f
- J o"10,*ole-2 

a,*o a,*lg1{rn)[a - n,."(u (fl ] 
- o (rn)] d,nd,rn.

Cela implinr,, O,r*

\d f .". f
;; J^la*olpdnd,m* Jr,l0*olp-20*ol0*vo(m) 

.a + va(rn) .0*u

+:l*oV 'u * o}*Y 'uld,ntun * 
lru,l0*olp-2a*olfl{mhn1)o 

* mhnlfiodndm

*2a, o0*{mhnfild,*dm : I la,,ol'-2a^co8*{hnr(rn) - Kr-i*))a(rn}drdrra
JDz
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plus, d,l'aide des relations

* 
-{ r,10*ol'2 

0*o8*o($oxhsr (rn ) - K, "(*

f ,,la^o**4*oa*r*{f, m)irdrdrm * I*14*rl*'
*; 

Ir"l0*olp-20*" { fr{m',m * wt)a{m'}a{m

*; f ,,1&*o1u-'u*o[,,]a* fr^ 
fi,{*,rn * m'}a(* )a(

- -{ r"1l*olvz 
0*u 

{o* 
o {m) fiftn, r{}a {rt

- .[ r,l8*nfe-20*cr[rn&* I "(*lp,(rn, 
rn')c(n*

- f ,,lo"xrY*a*s { o{rn)z,"{n{,m)o{nt

- I,l0, olo-'0, o[ma* 
fr* 

*@1zr-(nz',nr]a(

* f o"ll*olp-'z 
fr*r0-g6(rn) [ n * 0 -r""gt (f)]* [nr- *

* | *L&*sle-24*o.6{rn} 
[fr' *, s - r*.1a (f)] +&* pr.

- LrlL,,olv'L, 
ol*g1(m)Ii * & - no*11r{4]-

* 
I r,ll,*sl*" 

E*crE1{rn}[r * d - a',"*64(fi]-0*

DSammt re Msa&{sreu6

)dsdm+

J{s(f,rn}fl*tdrdr }+

nd)d,m'dadm*

* rn')drnldrern+

dedrn+

)dm']drdm+

dndrn+

ld,sdm+

V{,o,fr)l+dndrn+

W(a,v)l+aadrn

{m)dad,rn+

{m}drdrn.

pe

pr

o*u: a*(a - *o*,
: -u,."(*)vo,

A*Aru: B*A.t] :0,
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on transforme l'dquation dans lcr, forme

;* I"10,*oled,rd,rn 
* o_-.]. 

t'r.w,,oY(v' 
o - !t*)*o*r

{ lo*ole-1'o*ovo - veo*14r4**
Jo, d1

- { l0*ole-20,oooa,ea,*Lo!nd,m +ry+ f l0*ole0*(mhs)d,rd,m*Joz Q't P Joz'

+ [ la, ole-20"*oo0l(mhn)d*d,rn:
Jp,

f
== I l0*olp*2a*oa,*{hn1(m) - r(r-(*))o{rn)d,nrtm+

JDo
F
I

a- 
J r,la*of-2 

O,*o\,*o (m)(hn @) - K*(*)) d,sd,m*

+ f 1a,*of-2 0,,oa,,K"7(T,m)ttdrdm t I la,.ole-20,,oK;1(T,m)O,*vdndrnJoz Jpz

1ff'o
+ ; I l?*ole-" a,no | 0{m',m - m')o(m')o(m - m')drn' drdm+

Z JDZ JO

'lffm
ui Jr,* "1" 

l0*ole-20,*oa*fi1$r{ ,m - rrt\a(nt}a{n - rr{}d,m'd,rd:rn+

** !r,* !o* ll,,ole-2L, ofrt{'m',m - m')a(rn')0*a(m - rn')d,rn'd,sd,m*

- { ll*ole-za*,o f* o(m)fi1(m,m')a(m')dm' dudm+
Jo, Jo

ffm
- J r,* J" l1*ole*2 0*,o E*p1{m, rr{}c{m)a{n{)drn' d'ndtn+

- t * [* 10,*olv2L-o|{m,nt)a,*o(rn}stffr}dxttdndrn+Jn" Jo

t ll,oolp_2 0,oo [" o(m) 21"(m', m)u(m')d,m' d,rd,m*
.l n,' Jo

ff.F
- I * I l0*cle-20,,o0,o21"{m',m\u{m'}o(m}d,rn'd,rd:rnJnz Jo
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fr
- J o,* J, ll*olp*z 0*o z 1 "{m', 

m) r, {n{ ) 0,,o (m) d,m, d,r d,m -t

f^
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J o,lD*ole-'0*o0*gh(m) [n: * 0 - r*to (f)J+ [t{- - tt{a, *)J+ardrn+

r
* 

J o"l\,nole-' 
0*s so(m)Ii * g - tr or111 (f)]+a* [nr* - F(a, ;,)]+ d,rd,m+

r
- J o,l},'olb2 

0^o0*9r(*)[zr * d - no."111 (?)]-o(rn]tudrn+

f
- J o)A*olT2 

0*o q !m)hT * 0 - tr,."111(t)l- 0,*o (m)d,rd,m.

L'estimation des autre terrnes est analogue d ce que nous avons d6ja trait6

en haut. Done en utilisant I'in€galit€ de Htilder, on obtient

f,frna*"nr,1r,1s

s # ilL^oll'u p,r ll v . o ll x-qny n * Y ll E*a ller",o,, +

+cs 
I l A-o 

I l 

r*t" 
*ll Vo 

I l,otp, ) + ceilA,no llr*t 
",.,1 

l, | | r, ro, I +

.2P-I,,^ / , \+-t--)110,"(mhsi11r*qnz) ll0,"nllL,o*+llffi{mho,) llr*ra,r ll0^olle*lo,1llalk,1a,l

+ 
| I 
E* (t E@)- K6 (r,) ) fl r,- ro,r [[ d* o llfrio"tlloll r"rr,t +

*ll0*alle*tr,ilha{*)-Kr"{rn) llpp;+ll1*K"1{m)ll7*psll\*oll!;}ro,ylltlb.,<o,t

+ IIr-r(ne) |I"-(",,) il4"""||Ltt ry I|E*r,llr,,1n,1+

+ c Bll a,*o ll'it 
",ll 

* ll u(p, r I l 
o 

l I r- r o,] * e p M fi a*o llfrl o,rll a ll *t p, l I I 
o 

I I r* ra"i

+cph[ll4*"ll'utu,t lloll;*qozl fia*ttll7*qez]+cpilamoili;f",,ll"ll w@z) llajk*1n ;*
+ e 

B IE ll fr*" llFi",t ll " ll * l[ a ll r*(a) * c B M ll0, o llL r*l ll o ll ;- 1a,; *
-ll8^olleuto"tlloll",rr,l llr,l|;*1:r,1 + cMll0,,"ll'ilo"t lloll*ro,i llrll;*1on;+
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cfr{ll0*alle*rprllltllr*rar)*+cll0*ollp*,.t ,,ila*["*d- n s11y{f)]*lle"tp,l+

 la*" Il!it",r li l" * 0 - *,"q4(T)J * 
il 
""1o,1 

+

+ ell 0,"o llp*! o,sll i) *y" * 0 - tr o, 6y 
( f ) J 

* 
I l, - t 5,, I

* ll o li aoro, 1 * cll1,.o ll,,ro 1o,1 ll [r * f - r*ol (f)1+ ll 6* (rz).

En outre d,l'aide de la d6finitionL de hsrl a* obtient

fi*u*oy'*(p,) s (3.J0)

S Clll0*sll1",o,t llv - oll"-tnl I ll0*o llrup,t + fia,"oll!,lo,yllvolk"1o,1*

+ilA*crl[t",to,lll"lloto,y + (llnllp",1o; + llfllry,,tal)ll0*crlle" o(Dz\r

+ { | | 
n 

| | w"' 1n I + 
| I 
? 

| I r,r,", r ol ) | | 
O*cr 

I lpr,"L I | | " I I 
p r5,,l +

+ ( ll " I l r; rn) + 
| | 
f 

i | %, r o1 ) ll s*s 11; lo"llloll,* p"1 +

+(llz'lls'"'1or + llfll*;1ny)ll0*ollfu(Dz) * llTllpy,,1nlllA"."llo*L,llzllz.,1a,1+

*llf llp",1e'll0,,,olluo.io,1lld*/llm1n") * lll^"llriln"y llallz,"1r,t llollr*tr,;+

+ | | 
s*r 

| | i" lo,tll 0,*a ll *{n, I I l t I I r* r n il * ll 0 *o ll|, p, I | | 
o 

| | r* 1o,1 *
+lls*ollLto,l lltl["*rpr + ilA-o6;1 lltllprn*l [la[la-io,y*

+ll0,"o lleui", 1 ll 
a ll r,"qo,y ll o ll ;* 1o,y *

+ll0,"olleilo;{llnll*;1ny + llfllla',,(CI)) + lll*ollfilo,l(llallw;1nl + llf llp',,1e21)+

+ ll A*o il?",lo,y ( ll r ll,"o, 1ny + ll ?ll p"'tnl ) ll o l[,"rp,t +

1-ll 0,"olle* ro,, ( ll * ll *,, roi + ll f ll w", rn I ) J.

En sommant l'in6galite {3.29) et (3.30), on obtient

d

dtillv "ll'*( Dz) * ll a'"" llLt",yl S c [{ ll vcr llLro,l + ll a*a ll}(p,) ) x

bf)
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It + llV . eilll*1n; + 3(il?rll%'1cr1 * llf ll'",z(n)) + llallr-1oz) + llzlh.*rp,l]+

+ ( ll vr lifrio,l ll + ll a*o llfrf",r) [ ll " ll 
",rr,1 

+ 2llT lly,"ror ll r ll r,orp,i +

+lf fllp",1al(llv"llr"+ ll1 ""llws,y)+cilailr*rp,l(llvallprp,r* lll,*allne,>]+

+ 4( 
| | 

zr 
I l r"',a;, + | | 

f 
| | s,", rnl ) | | 

o 
| | r"rp, I *

+{ lld*cr il6'(or) * llVo ll'rr* ) (t + ll" ll*;<nr + ll?ll py-,1s,1 ) +

+(lltllq'rnl t- llfllqrolX[['}[r"ro,; * l[o}|;*qo,;] + 2{[[n[[*,"'qn; + llfl[p-"(o))+

+ llolL.*1n,1( llVo ll""ro,l + llo llpr'a,1) + lla llr.*rp"l ( llVzllr n(o2) * llrllp (Dr))l+

+lfvall!"01",111v(Y.o)llr"rnlllollr,*1a,1 +ll0*ollpit'o,1llrllz,,1r,1llolL,*1oz)J,

ou? en utilisant le gradiant V{e,nr} de a dans O2,

ftil'o r,',,roll'*1r,1 !
< CfilV1*,*t"ll}ep,l lt+llV'oll:,.,1e1*3(llnllsro'1o1*llf llu'*"qo;)+ller[[;*1a,;*lltll"-ro,l]

*flV1",*yolli;,L,, ill"llup**2!'''7-ll*n,lny lltllr"ro,l*llf lls'"'1cry llV1,,*yrllprDz)*

+clla ll 
"*rn,r 

( ll V @."aoll p *,,1 ) + a( il n ll wo'{n) + ll f ll w;r"r } llo ll 
",rr,l 

*
* ( ll Vr,,*lo ll e"rn..l X 1 + ll " ll w; ta) + ll f ll %,(a) )+

*{llrillsr"'isy r llfll*,',otXll"llpr,r,l * lloll"*{D:)) + z(l[nfi*"'1oy * llf ll-,,tnl)*

allall;-1n,t(llvoll",ro,t+lltll*ro,l)+lltll"-rr,i{llvzllrn@2)*llrll*to,i)l+

* ll V1',*y o llFL, t tt " [[;*1n*; l lV(V' o) ll *rr,r + ll a ll e'rp*y fi a [[ e* 1n*r )1.

En tenant ccrrnpte de la relationL p > 4, et donc tr4lo1{Dz} .-+ L*{D2}, on en

d6duit que
d ,,,r.
47* 

, \r{n)ollo*pr1S
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S clllalle*"'{e)[3+2lltllw;1o1+s{[[a'l[uro'1el* ilf ll*etnr)+4llallqlr:,)+slltllw'{D,)l+

+tl"ll"*,"r",ylSllflltqlr:yllr'fiw,'1r,y + 2(l[', il6,,'1o; + llfll-,(c])] + ltat[ir+ro,l]-

En utilisant encore

ll"ltiu"itqil < (t + l["[1"*;eo,l),

on o-btient 
ftil,rr,,, rdrL1or, S

S Cfi[a[[io,(D,)[1+llul[u','qny*llt'll*;tnr+llF[|p,,1or+llallr.;rn,t+llrll*;rD,)J+

+llolle*,i1rp,1ffifll1y;tnlll"llw;to,r+llzrll*;tor+llfllqrar+llall?y;ro,ll,

ce qui implique que 
d,,'.,
4rll'vl*,,*\ollLr",l 

<

S Cfll"llow,,ro,l[t + lloll17;roy + ll;illry"'1ny + llf llry,'1o; + llally2.(D,) * llrllw,rloz)l

+(1 + llc'llo%'ro,i)x

l*l^'l _

"lzillf lli*e1ny + llzll?u;(n,r) { itr + ll"ll3u",rnr) r ;(l + llf ll?qrnr) + lloll?o;rr,ri.

Donc 
$ll,o,*,*,o[[Lqo,; s (8.81)

< Ctll"ll""+to,l[1* fiullry,,1ny * llril[6'".1ny + llf llry,'1sry * lfo[f ry,.(D,) * {fvillv,r1o,tl

+(1+ ll"llfu;ro,r)[t + llfllfo"lol + llrrllfr,,qr,) + ll"ll?u;r"r + llalliu"'ro,l]1.

Pour arriver ri I'estimatian de 6j, on somme les in€galites (3.28) et (3.31), de

sorte qu'on obtient 
d ,,,_
*ll'V a,*toll'up4 5

cV(l"ll'*;tr,-i)[1+ llo[[w61n;+ lla'[[uqrni + llf ll*;tnr+ llallw;rral*ilrils,'"'qo,r]+

58



+2(1+ilollo*,'r*.r)[t+ilfllfu-'rcy+llrf1fu,.tqi*ll*ll?*,'tru+llal[?v".tp,il-

oLn a donc 
frilnilo*;1o* s

S cill"tl?u;{n )[1+lloll*;rnr+ll*llw;ror+llfll*etnl+llall**r",y+llrl[p.;1eoy]+

+(1+ [[o[ffy,'1r,;)[t + ffffffn"rnl + llrflfo"'(ra) * ll"lf?,r,"'rni + ll'll?n;ro,iJJ,

o* 
$iloil?ry,o,, _.

c(1* lloll*'lnl + ll"ll?";rn, + ll?lli";1ny + llal1fu"*o,) + llpll?u;ro,l)

illollo*.,*, + 1).

Ea rappelant I'hypothd* as € ly?,l($), on en d€duit que

lln{.,.,t)llf";1o,y S (3.32)

lloolliu;rp,r .r.plc 
/'tr+tte tlr,trnr+llrllir.,,ror+llfil3o;1n1+llallil",1a,+[lrllir](e]]dt'l

pt+/ tt + ll0llp",16rl + llrll'r"'rnr + llflliqral + lla1fut{De) * llrllfr.,on,)x

pt
pr.plc 

J,,$*llollw;r*l 
+ ll"llh",r*l + llfllio;rnr + llallforal * llrll?u",ro,l) N]dt.

Or d'aprds in€galit€ de Holder on a

fi
J, llrllryrald*' < t* llrll*nofl;wf(o))r

yt

I nrU?or")dt' s tV YrY7"*0,4;wo2(n)).
Jo e''

et
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D'autre part on a

ft

J " 
ll o ll'*; tn, 1dt' < t ll a |I ?*t{0,*l;w}(pz )),

analogu€rnent pour fi ll"ll"*;t",rd,tt et,f llall?u,,rn dtt . En subsrituant ces re-

lations dan.s {3.32) on obtient :

llo(., ., r) lloq,1:r,l <

{ll"olll*;vr,, + c[i1+ 4*,a + €'ru,o + H1e.t)t* B1o,4t# -r nf7,,t#1i

x eip(c[(t + R&,0 + ]{a,r,1 + R21.o,4}t* f1a,4dF + {.1,*,rfl),
avec J?1a,*;, R6,t) t Rp,ty, R6,t1, d€fini6es pr6c6dement.

Le lemme est d6montr6.il

3.4 Equation de continuit6 pour l'eau solide

Passons rnaintenant d, la rdsolution de l'€quation (3.6). On a [e lemme

suivant :

Lemme 3.4: Soi,ent d,onnde.s o e Ofl), f e Off , zr e (9([0,*i],IVul(Q)),

et i € {[0,tr],Wol(lR+ x ft)) aaec lewr noyrne majoree po,r une constante Ra

d,ans les esp$ces priutn (ind,i,queis). Alors iI miste une constante M1 1 m
telle que, poulau que u{m,r,t) =, $ pour * #)Y,Mrl, I'eEtat:ron

E1v{nz) + Y. {u(m)n{wt)) + E*[rnhn"{rn)u(m)}: {4.83)

: lh n "(m) -- 
K tu(T, m)lu {rn} + K 

"E{f , 
m} a (m} * : f^ fi *tm -- m,, m } v (n{ } xAJo

foo roo
,(m - m')dm' - mu(m) I 0"(*,m')u(m')dm' + m I 2,"(* - m',,m')x"Jo 

Jo
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t (m- nf l a {rn' } d,m' - m"@} [ Z t"(m, nt ]a {m] drrt * g2tm}lr -o"*t.) (f )]-, (m),
JO

auec La cond,s,ti,on i,ni,ti,ul (2.26), t2.27J ailrnette une soluti,on et une seule da,ns

ln, clnsse :

a a e{lg,rr], }Zu1(iR+ x e)),

siJec la propri4td :

a{rn,r,t) : 0 Wur * d1'!g. M,l ."-FJ 2r!'LrL, (3.34)

sati,sfai,sant 0" I'inqaiitde :

llt'{.,.,f)llora66*,.ny : llr(.,-,f}llo*,ro,l I e,1t1, (3.35)

ev(t): {lluollL"r1r,1 + c[(1* fifr,4 * RL,*) + Ee,r))t f Rqo,at# + cfr,,,tf 1i

(3.36)

x exp(c[(l + Ef.,a + eb,o + fifo,6;]r + J?(r,i)r+ + R?e,rf?l],
avec

&r,*) - llollryrr,'1qr; , R1f,t1: ljfllr*r,',*,

llqr,t) : lltll"oqio,q,*"'1n;y, ft1a,i) : lloll*oqp,4,*;61,r;1,

Rp,t) : ll tll cutr1o,r1,wo, qr, ;y.

Ddmonstration: R6solvons l'dquation (3.33) le long des ca,racteristiques

tm(t),s(t))reto,al d6finies coilIme solution du probiAme de Cauchy

ry : m(t)hs"(T,tr,t, 4t)), # : ta(m(t).,t" n(t))

rn(0) : rno € [0, Mr], r(C) : rs € fl.
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On pose 01== (ryhn"rtr,r) et Vq*,r,r) : (0r*, 0*rr0*rr0"*), alors l,dquation (i.gsj
peut etre Gcrite dans la forme

0p * V1",,,,; -(u(@0) : [hn"(m) - K*(T,m)]u{m) i- K"1(T,m)o(m)

.m f* ^. foo+, | ̂  0"(m', m - m')u(m')t{m * m')dm' - mu(m) | pr{*, nt}u{m,)d,mtaJo Jo

* * [* Z 1" (m - rn', m' ) u (m - yn' 
) a (rn' ] dm' - mv {m) {* Z t"{rr{, m) a (rn ) dm,Jo .Jo

-gz@)Lr - n""61(7)l-u.

Si on considdre la d6riv€e totale de y : S : Ar+mhur\*+?r.r.V dans I'espace

Dr :]0,&ft[*n, alors on peut €crire l,6quation {g.BS) dans la forme

du(m)
t : -u(m)Y(-,") ' u" + lho"(m) - K,"(7-, m)lu(m) + K-r(f, m)o(m)

*T [* g 
"(rn', 

m - m' )r{m' ) u{m - m' )d,m' * nzu {m) {* fi "(*, m, ) u (nz, }dm,zJo 'Jo

f* 16+* t Zs(m-m' ,m')v{m-m'}a(m')dm'-mu(m) I Zr"(A ,m}a(m,}d,m,Jo 'Jo

- Sr(*)1" - rr,"1"y (T )] - z.

C.ette €quati,on, ayant la d6riv6e totale # *u premier mernbre, peut €tre

rdsolue le long de la trajectoire {*(t}, tr(f)). Done en procfolant de manidre

analogue d,la ddmonstration du }emme 3.3, on montre I'e>ristence et l,unicit6

de la solution, sous l'hypoth€se de la r€gularitG des donn€es. La solution

obtenue est d, la forme suivante :

tt
u(m(t),r(t),t) : ,o(ma,ro) exp( [ a2ft)at) + [' 6r(r,) 

"xp( [ a2({,)dt,)d,t,,JJo.l0*,
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az(t'): -V1*,,)-y*(t', yt(rna,rc0))+fts*(r-&)-Kr.(f, ml-m j U"r*,nt)v(m'\dm'
b

f*
-rn I Zu{n{,m)a(ml)dm' - gz(m)bT - t,,(f)l-,

JO

az(t"): -v(*p) .tl'(t",gr,,(nts,rs))+hr,(rn \-Kt,(T,m)-r*T U.r*,ntlt(n{}drn'
J
0

fe
-m I Zu{rr{, m)a(m')d,m' - n{m)W - o""(f)]*,

JO

br(t') : Ka(f ,mla(mj *T {* #,{*-u,rn - rn'}r,{ *t}v(m - n{}d,m'
.Jfi

n* [* Zt"(m - ffi',m')o(m - m')a{m')d"o'.
JO

On remarque que, comme dsns le cas du lemme 3.3, le lemme 3.4 reste valable

rn6me si on substitue tr x I d la place de n. Pour la suivarrte, nous avons besoin

de la rdgularitd de n * d et donc nous la mentionnons explicitement"

Maintenarrt, pour prouver le lemme, il suffit de ddmontrer I'indgalit€ (3.35).

Par un caleule similaire au lemme 3.3 et aprds dm sirnpiifications on obtient :

Si, on multiplie llEquation (3.33) par an-t(rn) et on l'int€gre sur D2, on

trouve 
*ilrilLr"_l s

3 Clllull!*,ro,l(1* lltrllry"zlal + ll"llu,;rn) + llTlhy-'(ay + llolls'.(Dz) * llvllw;o')

+ 0" Illn ; <o,) + 1X ll T II il;,n, + llt ll}d,* ta,r + II a II io; r",I )I.

fifi,v*,o., s (s.3?)

clll"llir;(t + lltlllv4lr:y r lltr'll*,'{n){oz) + llf lls,,,1s, + llallt"', o") * llpll*;rr,t)
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f rco

- I rn I lVolo-zVa .frt(m,m)Va(rn)0(m'\d;m'd,rtun
Jn, Jo

- t * f* lVolp-2Vo . Bj*,m')o(m)v o(m')d,m'dnd,mJo, Jo

- { e1(rn)lVol'-'vo. V[o' - tr,."r,1(f)]- o(m)d,rd,m
JDo

f _ o -- I s1(m?)lVolo-"Vo "Vo(m)[n * nu.,(r)(f)]-d'nd'm.
JD"

Pour avoir une estimation de lV ole-zV o-V{rnhs)6* o, lV olp-zVa'VE* (rn hst)o,

et lVole-zVa.V(hn,{*) - /{"(*}}o(rn) n<rus avons besoin d'une r6gularit6

phns €lev6e de n'. Pour cela nous utilisons les propri6t6s regularisantes de la

rnoy€nne locale tr * 8. Rerna,rquons qu'on a

| { lvof2vo . V(rnhsr)o* ad,rdrnl !'Jnr'

S C[ ll " | | w, 1oy + 
| | 
T ll iy,'ral] ll Vo ll?" to,tll?*oll u p,t.

Arraloguement

I f lVole-2aVo . V(0"*(rn hst))d,rdrnl|=
J n,'

S c lll,r llw ;1 o1 * | | 
T 

| | 
p"' rnl I I I v o 

| | 

p-r"r'o, 

I | | 
o 

I l r* t r, t,

et
f

| | lvole-zYo ' v{}l,6{rn) - Kr"{*)) o{m)dnd'ml !
JDz

s c ill,r ll w; 1n, + ll T ll *,1n11 ll vo lle;r'o,l ll o ll ".rat.
De plus, cornme u v6rifie Ia relation

V.u:V-a*-4,€r.,
at\m)
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enl substituant ces relations dans l'6quatian, on aura

1d"r,
Pd'tu 'sllol,.<o'l S

fM, f .- ^ ln-ll
a - J, J*lv"y*. rad,sd,m* rilllv"llLrr,lllv. dlh,*1n,+

* lp - ll llVorp , I -=^r - 
3

p ,, 'll1"<n,lllfre-r11"- 
@z) * llYnlloroto,r D lla,ro,llr,-1o1*

drJ:l

3

+ llvo llL1D") I ll f a', vo lh,*tp"r + llv(v - o) lla"rni llv'llLrlr ll"llr*rp,l
i,i:l

+ ll v{' llfr{L I ll o ll *ro, l il } v f a o I ll 
"*<", 

l + S 1l^{mhdll 
"*(on) 

ll vo llL ro, r

+ | | V {O*mlzor i ll r"ral | | V" llLi""y ll o l[,_ro, r +

+ l[V(mlls] ll6-1p6y ll Vo llfrLr ll d*o l[ 6"15ay+

+ ll v{tes {m) - /{'" (*) ) ll *rr,i | | v' llLtl I llo lL,- 1o, I *
+ ll Vollfu,*y ll frnr(,ra) - Irr"(rn) llr*1.a,;*

+rfcBllvollfrir,,ttvrll""lo,y [lall;*qozy*lvfcBllvoffLlt,lllallr-to,l llval]oral

+ [d c pllv ol lLto, r l lr l l r*1o:) + {[ c ellv,ol lfir!, 1 l lo l l c*t,rz ) l l 
vr 

l l *ro, r +

+cll Va ll!"-,1*1 ll V [r * B - ?.,"11; (f]J* ll r"ro,y ll o ll s,- qa,y *
+cllvallp*ro,t ll [n- * 6 - a-4g; {f)]+ [[z*1r,1,

con[me on a d€jA vu

fMr, ,OrF
- | | lv"yn6.r4d,Sd,ms- I I lValoq.nsd,Sdrn,Jo Jad, Jo jrn'

ce {ui implique que

ftIv"ll,",(n ) S

94
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ffurf
S - l^ l^ lvrlo* -nid,Sd,m+ C[llvcrll}ro,)llV.ollr*rrrl + llVallT*@,)J0 JIo

+llV(V - o) llpror llv "ll"iio,l llol[.*1n,y + llVollfrl llallrro,r+

+sf l Vo' llp*6a"1 ( ll* ll -;1n1 + ll ?ll p",ror )*
rlla*o ll prp, 

I 
( ll n ll w"' 1oy + ll f | | ry,'tol ) ll va 

I IFL i +

+ 2{ ll r ll *,r1o1 + 
| | 
f 

I 
j *,' rcl ) | | Vo 

| 1fr,1",1 ll r ll r- 1o, I *
+3 ll Vcr lli-"(Ly ll Va llr"1o,y ll a ll r*1a,y + ll Vo ll!"14y ll a ll r,*1r,1 *

+ ll Vd lli;Ly lloll 
"*1r,1 

ll Va ll",tp,ll.

Apras tout ces calculs, on peut pas arriver d une estimation pom tr car le

terme lv"lo de l'intdgrale -| Jo* Jrn lvaleu "mds n'est pa^s encore connait

sur la frontidre. C'est-d,-dire que pour le moment on peut pas aller plus loin d

caus€ de crette difficuitd. Donc, porrr su.rfironter ia difficultd i1 faut trouver une

condition sur la frontidre pour que lVolo soit bien ddfini. Pour cette raison

on renvoit ce probldme i des 6tudes futures.
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