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R€suyn€,
I

I

on considdre les 6quations du mouvement d,un fluide visque,x t"-r4
pressible, 6quation de Navier-stokes, et y appliq*e un opdratetrr a* *oy**t
locale en forme d'un operateur int€gral. Ea analysant le comportement dl
terme non lindaire, on charche A, estirner l'€ventuel transfert de l,6nergi" a**f
[5] on a €tabli une estimatian relative d I'op€rateur de moyenne locale d,ordr+
1' Dans le pr€sent travail uous allons €tablir une estimation relatine U l'"Oui
rateur de moyenne locale d,CIrdre m 

I

3



Ctrapitre 1

Introduction :

La turbulence ou €coulement turbulent s'observe a,ssez souvent dans Is

nature et intEresse beaucoup des physiciens et d,ing6gneurs, qui s,occupent

de la rrr6caniqrre d6s fiuides et ses applications. h{algrd un grand nombre de

recherches sur le sqiet, la nature physique-Math6matique de la turbulenae

n'est pas encore dclaricie.

Dans ce rn6moire, nous nous inspirons de la thdorie de Kolmogorov et

Obukhov de 1941 [2] (lu theorie K4]) pour 6tudier le probldme de la turbg.
lence dans le cas de trois dirnensions. La th€orie de Kolmogorov et Obukhov

sont bas€s sur le mod€le physique qui suppose le champ de vitesse d,un 6cou-

lement turbulent caractdrisd par des perturtrations de diff€rentes longueurs

qui exercent des influenes diff6rentm qualitativement sur un ph6nomdne tur-

bulent.

l{ous considdrons les dquations de Navier-Stokes sur le tore A, trois di-

mensions'lfS et; de leur solution stationnaire. M€me si ce domaine n'est pas

naturel pour 6t;udier un mouvement fiuide, le choix de la 1f3 nous permet de

faire usage des sdries de Fourier.
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Pour €tudier Ia turbulence' nous exarsieons lesrelaticns entre CI le moyenine

locale de la vitesse u et Ia fluctuation ?tr : ,u - a et pour ce faire, nous in-
troduisons une famille des op€rate*rs moyenne locale param6tr6e par d€s

longueurs carra,ctdristiques en > 0, e : L,.., rn, plus pr€cis$ment le produit

de convolution avec la fonction

O1.1 :;P-r

Cet op€rateur, par ces propridtes particulidres, donne des caract€risations

int6ressantes cte la moyenne locale de la solution de l'€quation aux d6r6v6es

partielles, pv1 :particulier en l'appliquant aux 6quations de Navier-Stokes, on
pourra donner des caractdrisatians de Ia moyenne locale et de la fluctuation,
qui n'est autre que la diffdrence de la solutio* et de la moyenne locale.

L'un des th€mes principaux de l'€tude de la turbulence est le transfert

d'€nergie €ventuelle (rrcascadef') do rnourriements de grande longueur d, des

mouvements de faible longueur {a partir de mamocamposent ou microcom.
posent, en utilisant Ia langage de Otiukhov). Kolmcgorov et obukhov sug.

gdrent que la cause d'un transfert d'€nergie dventuelle pourrait 0tre attribu€

d, la priisence du terme non lin€aire. Le but de ce rn€rnoire est de donRer

une estimation du transfert d'dnergie €ventue$e des mouvemmts de graade

longueur (moyenne locale) d d.es rnouvements de faible longueur (ftuctuation)

d, l'6tat stationnaire, qui correspond ri,la solution stationnaire,

Cette 6tuder suit la travail de Carretto [bl, ori elle a 6tudi6 le cas m: L

(c'est-d-dir€ 61 : f > 0, €2 : ... : s,n : 0); donc le r6sultat du pr6sent

m6rnoire g6n6n*ise Ie rdsultat obtenu dans [b]
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Chapitre 2

Rappel

2.L Tlansformatian de Fourier :

Etant donn€e une fonction f Lebesgue.mesurable da,ns lR',. d, val

rdelles ou comFlexes, on se propo*e d'dtudier sa transformde de Fourier

d6finie par:
fm'+cfJ t* f !{n)e-'*tf,s, (t'
\ Jn.

avec u € R", € e IR", et r{ - rr{r +... + n"{*-

Il existe des variante dans la ddfinition de la transforurde de Fourier.

rencontre aussi :

^f/({): I f @)"-rt'o*Ed,n,
JRo

ou:

f(e):# t'-ild"-i*tda.

6
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2.2 Transformation de Fourier dans trl(R") :

D€finition 2"2.L Paur tout f € t1(lR"J, la fonction,f , lR" _r C est conti-
nue et born€e par ll/ll;,rm9 (c'est-d,-dl,n llill"o{Rn) { llJll4ru.l),

Lu fonetion' i, gr'on nate aussi.r$), est appel*e la transforrnu d.e Fou-
rier de f , et I'appl'i,cati,on

- . f ,t(m") -+ co{lR")t : I 
{Z.Z)[ /*+/

est la transforvnati,on de Faurier dcns ^Ll(lR).

Lemme 2.2.1 (Riemarw*r'ebesgae) : pourl € tl{R'), i eri,ste, et on a

K,lgi($: o"

Proposition !.2.1 La fondi,on f est darx trl{JR-} d,onc Ia foncti,on i est

aussi in,td,grabltz c'est-d,-d,ire i est bien d,dfi,ni,e

L'aplient'ion, :
f-

It : L' (lR") -r ,-(R")
t f '+ F(/),

est un appli,cati,on li,nel,i,re canti,nue de t1(1R.") dans {,*(IR",),

Remarque 2.2.1 l.on note 7 ln trvrasf*rmatimt de Fourier conjugu€e,

dannde sur trl(lR") p*

F(fl(il: f f@)ei,€dr.
JR.

Z.Soi,t f une femction difrni€e dans IR.' .

a. Si, f est d, ualeurs rnrnplexes, on notej sa conjugafue.
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b. La symdtrisde fo d,e f est la foncti,on ddfi,ni,e par f,tn): /(_s).
c. La translat4e rof d,e f est r,a foncti,on ddfin'ie pur r,f (r) : f (, - a) ott

a, est un pa,int d,ann6 de IR.*.

Th6ordme 2"2.1 {Forlrwde d'inaersi,on) : sr J € ,t(R") et i er1(m'r;
alors

i : (zn)f, p.p.

En d,'autres ternzes, on o, pour presqae tout n dans lR.

i_ 1 f
f : eny Jo^f 

G)""ta1-

Proposition 2.2.2 Soit f € .[1(R").

7..Pour I e R\{0} f,r€,on *

r(/(,l")Xei: ftrrfy
Z.Po,ur a € lR'" fia€, on a

F(r"f)(€) : "-*tFff)(t) et re*e yfu)X€) : ,_(r(/)X€).

2.2.1 convolution et Transforrnati<ln de Fourier d.ans
r l/pn\ .

.{-.1 \rN I .

Un des r6sultats fondaraentaux de ce chapitre fait le lien entre Ia trans-
formation de Fourier dans trl(lR*) et Ia convolution. Il permet notamrreut
de ramener la rEsolution des €quations de convolution {et donc des 6quations

aux d6riv6es partielles d coefficients constants) d, des probl€mes de division.
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Th€ordrne2.2.Z So,ientf e .[1(1R."] etS€Ip(lR") avect<p( n. Alors,
pour presque taut r € IRo, Ia fonction

s,.+ "f{r 
* v)s{d,

est ,intdgrabte sur R.n, on pose

(f *s)(d: I f@-ils{y)du.
JR,

Alors,

f * g e t'(R") et llf * glh,, { llf l[,,llgll-. (2.s)

Proposition 2.2.8 Pour tows !,g e trl{R*}, on o

7*s:i.9.
Th6orerne 2.2-3 (Forrnrde de dua,lit6.) : pour ta.* f ,g € ,1(lR*),

{ r@)fi@)ar: I l(e)g(e)ar..,rR' Jmu

Proposition 2.2.4 Si f , i et g, sant da*s.Lr(lR"), alorsfg e .11(R"),

Plus on a 
fr: ^' 

i -'' :
vvYI 

* g'

7(f s): F(fi * F(s).

2.3 Transformation de Fourier d'une d6riv6e :

Soib f une fr:nction rdelle ou camplere, diffdrentiable en urr point c delRo-

On nol;e Aif (o),la j-idme ddriv€e partielle de / on a :

a rl \ Af , \o"i I \a) : *\at,..., an),

or)a:(ar,...,or,).

{2.4)

on6

(2.5)

et d,e

(2.6)

{2.7}
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Proposition 2.8.tr Soi,entf e trl{lR") nCl{lR') et j € 11,n] nN.
Si A*jf e ll(lR"), cJrrs

V{eIR",*fgl:r€jf(€}.
{2.8)

Remarque 2.3"1 Si I esf un fanction d,e closseC2(R") n i{2(1R."), on o, :

r((1 - ealf(ri)({) : (t + 61fi,)i(r).

2.3.1 Corollaire :

L'op6rateur :

(1 - eA)*1 : f/F(R3) -+ He+21R3;. (2.g)

oikelV

2.3.2 Ddrivde d,uu.e Tlansfornnde d,e Fourier :

Soit f € t:t(R.*), telle que la fonction g(r) : *if@) soit dans rt(R,).
Alors f admet une d6rivee o6rf cantinue et bornde su-r iR.', donn6e par

V{ e IR", Eerr(/X€) : *t3{r*fi($. (2.10)

2.4 Operateur de moyenne locale :

Consideou-'t uue fonction f(c) d€finie sur IR"*, au mi*s loealeftent i1te*
grable, i[ valeurs reelles. Si notrs voulons crcnsid€rs s& moJrlu]e lacale, ns11s

pouvons ddfinir
-f
f {") : l_ f{" - s)e{fidv, {2.11)JR.*

10
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avec une fonction convenable 6{") ielle que

A(ri>0 Va€R",

f
I a{n)d,r: L.

./lR2

(2.12)

(2.13)

En outre, pour que firl ""it *ne moyenne rocale, il faut que o{r) soit re_
lativement grande pour icr petit et qu'e[e soit petite (ou nulre) pour frf
grand.

2-5 D6finition de I'operateur de moyenne locale
d'ordre 1 :

cornme nous I'a'ons vu dans Ie ch*pitre 2, si u(.) est une fonction de
classe Ct(R") n.Fl2(lR), alors on a :

ri(l - ea)u){{} : {1+ 6l{12)0i€), (2.r4}

donc si

p : {t * eA)u, (2.1b)

alors, on a

p{{):(l+el{i2}*(E),

or)

,p(e)

1+el{lt:a(€)'
si on applique la, transforrnation inverse de Fourier, on a :

u(nt:E{ O(€) \-/z{ t \,\.- \1+'l{P/: (" (r+,19, ).v)t")' (2'16)

11
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Proposition 2.b"1 Ora a

1^
1 + r]€iE 

€ t=(lR") wur n:1,2,3

et n'appar-ti,ent pas d "02(R.'), pour n > 4

D6monstration : On a

tr _,.__. 1

1+ r]€lt € 
''(lR') 

: 
1t *;6,,r € 

'1(lR"),
OI

1

0 + El{l2P s i' v{ e R"

11
G +?flry s Fm' v{ e IR"

f 1 r+ r.oo -l

/.- 6;;61ryd'€ < Jr" 11s'-t1""-rdr + l . $J""-' lr"-tdr< oo.

pow' n : 1, 2,3 
J ia €'r-

donc:

Jt"o € ,2(lR") pour n: L,z,,B.r + elfl"
Nous ddfinissons

%(,):r(l+=m)

Proposition 2.5.2 On a :

f
Jn*o,{*)a*: , VE > o. (2.rT)

D€rnonstration : On a

;[, o.1";a* : 
l_ B,(r)e-2e'0dr : r(e,Xo) : 

, *hl* : ,

12



2.6 Ddlinition de I'operateur de moyenne localue
d'ordre yn :

r((1+ f ee(-rlua*)"X€) : (1+ f ru6l'u)a(€), (2.1s)
&:1 *:l

IJNrvErurrE 08 MAI 1945_GuEm DEpmeuur De MsH6usreuE

donc si

alors, on a

,4+f{,! : (1+ )_ e4(-1)kLk)u,
lc:1

rn

pr,r{{) : (1 + Ir*l€I,*)a(€).
*:1

Ou

eJ:r({) :,i{€),
t * p_ u*l€l'&

si on applique la transformation inverse de Fourien, orr a

{ \ lf \ \
u(r) := 

[ -rysl- I : Ir f ---t- | .r,n I o,
\,* i,aev ) \" \'._t'a:ter )''c' ) 

\-t

Remargue:Ona:

(2.1e)

#-€rz(R") pour, n<4m.
1+ I r*i{i'*

,r:1

On note

telle que

Or+(") :7{
I\

f o1,1(c)dr
JIR.

I

)

0.

1* f sa
k=7

l{l?n

t€'>
-t

13
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2.7 Equation de Navier-stockes :

Les proprietds mathematiques du systdme d'6quations du movement d,un
fluide visqueu'x et incomppressible, appel6es €quations de Navier-stokes, consti-
tuent la base bechnique pour I'€tude mathdraatiques de toutes les 6quations
de la nLecaniques du fluides. En effet, les Gquations de Navier-Stokes peuvent
6tre 6tudi6es dans dm espaces fonctiounels qui peuvent servir de base m6me
porr les autres equations. Pour cette raison, nous pr€tons une attention par-
ticulidre aux 6quations de Navier_Stokes.

2.7.1 Consenration de la, masse :

soit p(r,t). la densit€ d''n ffuide au point r ri,l,instant t et a{r,t) est la
vitesse

la ioi dr: conservation de ra masse d,tm fluid.e contenu dans un domaine CI

s'6crit

0p,-
=;+V'ipo) :0 

Q.20)
il s'appelle aunsi l'6quation de continuit6

2.7-2 conse*rations de la quarrtit6 de rnouvernent :

on rappelle que l'6quation de la conservation dans le cas du M.M
df f r
d, J"Pudn: Jro'ot t !oo'*

telle que ? repr6sente la force surfacique et J'la ftrrce externe

en explicitartt les cnmtrrosante on aura la lci cons€rvation de la quantit6
de mouvement :

* f"sritu 
: 

,fuorid* 
+ toef,tu (2.21)

14
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Th6ordme z.T-L Ir exi,ste un tenseur o d,e carnpos(rntes oip(r,t) telre que

Ts{r,t,n): o3xnx

Dotrc pour tout point orl o3 et dy* sont assez r6gulidres on aura l,6quation
aux derivdes partielles asseici€e a la loi de consematicn

a
*\wi) t (guiru),*: ojrr,te I pfi e.2z)

2.7.3 fncompressibilit€ de fluide :

un' fluide est dite incompressitrle iorsque son volume demeure constant
sous l'action d''une pression srterne

/ ,\ , .0Op\n,t):p+IAt et Vp:0],
donc d'aprds Ia consenatitrn de la masse on trouve

V'u:0 (2.23)

2-7.4 conservation de Ia quantit6 de mouvement pour
un fluide visqueux Newtonien :

soit l'equation de conservation

(2.24)

c'est ri dire o est exprimd on de*x partie celle de la pression et celle de la
viscosit6 avec

{'**o-t- 
uu#: p,fioE k

Ioi*: olh+ oi*

( olu : -dl p

l"ru 
: 

"(H+ #) * frdix,=D, *
15

(2.25)
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avec o: : rl, F: € - 3rl *o substituant tZ.Z4) dans (2.23) on obtient

E *\ a),0* ia",(tuj.tur z, $&,,.,,o ai'', + p(L ux **)i * hr: H 0r1,,.,,0r4 , 0*j - 'ru,rD#n-
(2.26)

*alol#, + pri

'-'l

l'dquation (2.25) est appel€ l'6quation fondarnentale du mouvement d,un
fluide visquex Newtonien

cas d'un fluide incomprissibre. L,6quation (2.25) s'6crit avec v.o : 0 et
le coefficient de viscosit€ 11 est constante, on obtient

0u
PA+p@-V'Su*Vp:ry&u*pf

dans le cas ori p est constante p: p

{H*(u.V)u*Vp:r1Lu1 f
fV.u:o {2'27)

l'6quation {2.28) est une €quation de Navier-Stockes

L'6quation de Navier-stockes stationnaires est donn€ par :

It".v)"*vp:qLar I
lv-', : o

16



Chapitre 3

Equations de Navier-stokes dans
le tore 3I)

3.1 Ddtermination de I'6quation de Navier-stockes
dans le tore 3D :

L'6coulement turbulent d'un fluide visqueux incompressibie peuvent 6tre
d€crit par la ddterneination du systdme d,€quation de Navier stokes en BD :

(^
lAa+(u-V)u*Vp-uLa:f
lv-u : o (3.1)

t € lR'r, r e iR3. Les quantitds que nous consid6rons dans l,6tude de ee

probldrne sont :

a(n,t) : vitesse, p(*,tj: Ia pression et /(r, ti : la force erfierne.
Nous consid€rons le tore gU T9 : Fel/(Ztr\,ys. Nous trolls souvenotrs que

les fonctions d6{inies sur 1e tore T3, peut 6tre considdr6e comme des fonctios
piriodiques de p€riode Zr en fir, frz €r 13.

Nous posons :

t* : {o e C*{T€,Rr)fV .u :0, { *r: o},' 
J.r"

t7
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et nous d6finissions I'espace de Hilbert

=-L2fir3.Ro)?l:V* ',

avec le produit scalaire ddfinie nar :

{ u,u ,q: I uada.
'tT3

Nous introduisons l'opdrateur de projection orthogonal e pq de r2(T3, rRB)

rut fr' Nous pouvons facilement prouver les propridtes suivantes

?q1vP: s'

PqAu: An,

Le systtime (B.l) peut €tre dcrire sous Ia forme :

0
At, 

+ Pn{u .V), - uAu : pfrf . $.2)

Le systdme stationnaire associd :

Pg{u.V)u - u&u:pqf , (g.g)

admet ou moins une solution appel.e solution stationnaire de (a.3) fal.
Il est connu que toute fonction pdriodique ?r € t2(lf3,lR*) peut €tre ddve_

lopp6 en s6ries de Fourier

Posons :

zI : {k: (kr, h,ki e z*l (fr, > 0)v(kr : *,kz> 0)v(*1 : a,h: 0, b > 0}},

(3.4)
nous &vons

.,: I(*'-ry#+o,,r*P)+*0. {s"b;k€Z? L lt V tt ZlT \/ 7l

18
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Ori 41,s, ol2,s et os appartiennent r{,lR.s et

0r,*: I"rW, ,,z,k:LrW*,
oo: f a

Jn"QvyM'
pat:r k e Zl

et comme .[yrud*:0 donc 0o :0.
A partir der (J.b) on a :

llull!'p,.; : 
I(1o,,*12 * laepl2) : f l*i,rlr,xez! o,e)er

et lL : {I,2} x Zi.

En effet

/ sin(lc . r) cos(A' . r) : 0
JT3

f
/ ^ 

sin(/c .e) sin(fr' . s) : 4tr351,1,,
Jn3

;[. 
co.(*-r) cos(k' . r) : 4tr36ss,

donc on a :

il,ll?,ro,r : I,*p,@'rY# + o,.*w)),,l*
: Iilo.*l'+ l<rz,*l').

k€zl

d'ot le rf:sultat est obtenue I
Proposition 8.1.1. 1.

/ _ sin(k. n) cos(k .ll).\.i,u-;d,.i,ufif), (8.6)

auec j : 1,2 et k e z!, est ane fu,se ortltonown*e d,e?l d,ans le cas zD

19
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Z'Ies aectu€ns u'1,1g et o,2,p &pryrtiennmt au 
'a,r*-eslruse 

bi-d,i,rnensionner or-
thogonat d, aecteur rc. Donc iI est possibte d,e fwer une base orthogonale
?,I,kt e2,k s*r U,n SA,*S_*SWU, et pUr euprimer &1,1, €t &.2.7; corrr,trre une
combi,nai,son lin€aire d, l.,a,id,e d,e rctte base.

i)e cette fagon rbmrs &a&rks l,erpressian sui,aytte de u

',:|[(o1,*,181,&*Q!,k,2e2,k)W*(a2,1",1e1'kId2,4,2e2,nWt

: jft," r,k,L,'t,k * (rr,k,2ez,krsi'n{h'r) t /^ ) ^. ,cos(k'z),
" 7- ' ' ,ttfi- f (G2,'t,l€1,1* a2,u2ezf;h 

rr

o'&Zl: Z3\{(0,0,0)}, et od rwus mettons

01,*,1 : tlr,lr- €L,k

01,&,2 : &r,k' e2J,

0,1",1 : &,*. et-,k

Q2,k,2 : cx2,k' ez,!q

3,s,iu€fr,onn:

G1,p'& : $, &2,6 .Ic : $.

En effet

Ona

V'a: f (*,.n *"'i1*'=") -az.*.n"i!{*':)r.
xezl 'rt v t' zTiV'lt

Donc

I tr.u)zd,r: l,,I- (or,r.rW - az,*. k r;::r:)))rd*
J.nr J.n.r El

: f^,f (o4u . k)'+ (az,t,. k)2
u u" nez!

(3.7)
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et corlrme V. o : 0, donc G1,* :0 et a2,a _ g
d'ori le r6sultat est obtenuell

3.2 Expression du terme non-Iin*aire en s6rie
de Fourier :

c'rnme le terme nonlindaire de l,Aquation de Navier-stokes est respon-
sable de l'dventuel transfert de l,€nergie des mouvenrents de grande longueur
d'ondes a,x mouvements de petite langueur drondes, on v& examiner |ex_
pression du tersre (u. Viu en s€rie de Fburier.

(u'v)u: g|},.E f f{*""*r,*,) {t2,s,r - {le" -a2,1,,)az,*,,]sin((ft , + k,) .r)
k'€Zf, let'€23

+ [(k" " a1,7r,]ay,6,, * {ko , a2,6,,}e.2,1r,,f sin((k, _ krr) . e)+
+ l(k" ' a2,p,)o,1,7,,, + (ou' . o,4y)a2,6,]cos((fr, + &n) .r)+
+ l(k" - a2,p,)a41,,, - {lro . r4s,,)a2,1,,,]sin((ft, * k,} . *)

21
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preuve:ona:

(u.V)a:1 5-- (^...-(k'l) , ^ c(E/'-'-\ 1')-- 2 Lvtr,k'ffi*az,k,#l .iD{r,, cosf,t"z)
- k,ezf 

""" 2tfi ' *Z"f,' L,,y,, o xEzI 
'Q1,p"nd-

- k".or,r,,'io(k"')'2"6)
: #,E" I (*r,u,sin{#r) * r}2,3, cos(Ic,r))(c1,r,, . k,,cos (h**)-

k'€zl k"€Zl
* a2,ltr.sin{#%))

: # f f (*"' e,1,7",)r'4p,,sin(&'r) cm(/c%)-
kt€zI kil€zT

- (*" " e.1,7r,)&.2,s,, sin{*tr) sin{#%) + {#n . e,2,1a,)e,1,1r,, cos{k/r) cos(krrs)_

- (k*t . a2,6,)e2,y, cos(&rr) sin(lcrrr)

: # f f n{*" 'a41,,\ayv, sin(Ic'r) cos(fr"c)+
lct€fi ktrl7t'

+ (k" ' a1s,,)ay1r,, cos{#'r)sin{/c%)*

(k" . o'yy)a1,6" cos(k'*) sin(rVrr) - Z(H, . &,1,p,)c2,1rusin(lc,r)sarz (tt,*)+
+ (k"' 'ayp,\a2,4ocos(k'rlcos (k'*\- (k" . &r,H)o.2,*ocm(&.r)cos (k,r)+
+ z(le" . a2,s,)a1,s,, cos{&tr)ros {k,r)+
(k" . az,x,)al,s, sin(k rlsin(H,r) _ (k*' . &2,yla1,y,sin{&.r}szn (k*,*)
* 2(k" " o.2,p,|o,2,p,, cos(k'r)srra(lc',*l+ (&" . 6.2,p,)6"2,pusin(lc'r)cos (k,*)_
- (k" . a2,7r,)e2,1r,, sin{#r}cos {k, *)
: # .D r [(k".or,") &2.*'* (H', .or,u,]o26'Jsin((an + k*n].xr]+

H€4 k'tezl

+ [(k" . e.1,1r,)e,2,16,, - {,k" . ttz,k )&z,k ]sin{{*, _ t "}. tr)+
+ l{k" . a2,s,}ay1,n + {k" - &1,p,)a2"s,,]cos({fr'* *nn) . r)
1- l(k' . o,2,1r,)a1,7rt, * (ku, . ayp,)a2sr,,]sin((k, _ k,) .*).
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d'ot le r6sultat I

Proprrsition 9.2.1 Les termes {u"v}a,u satisfant re propri€t€

{{o-Vio,u) : $, (J.8)

au contraire

{{u. V)u, Aa} I s. (B.e)

preuve : On a

({o . V)t,, ,} : [ {u .V)uud,a
Jrs.

D: )-- { ,oonfug*Z-l Itf,1Jr" - ri
a:-i [,,n*

i,i-r Jr3 oti\uiaa)
J

:-i [^.,oui outt-- 
kJ"uo\a''attuia%)

:-t [',''*o*
; ;-1.,,-, Jot " xli

P:_ I @.V)uud.r
Jtf3

: -((u .y)u, o)

Donc ((a, .V)u, CI) -- 0. D
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3.3 Egalitd de l,6nergre :

En faisant le produit scalaire de {8.2) avec u et en l,intdgrant entre 0 a t,
6 I'aide de (3"8), on otrtient

|lk,tt)il'",ro*) - ;fir(0)il?,rr"r n, 
.fo' 

ilVuilf,1.s., at, : 
!'{f ,uldt, (s.10)

preuve: On a

fi, * ?q(o. Vlt, - uAu : pfrf .

On multiple par u

(fro,r1+ ((r.V)r, u) - u{Au,u) : {f ,u)

f d r
Jo, *uuo* - " JorLuudr: \f 'a)
d f ,- f ^

ut Joru'dz 
| " Jn"(vu1'dx: 

(f ,u)

fruralll?,ru-l +ullvalr!2(rr) : (f ,or.
On intdgre sur ]0, f[ on trouve :

L [' d , t,t\r). ,^' Pt ^ 7t
; J, *llr(/)ll2',qv"1dt'r " Jo llvrll?,ro.l dt' : 

Ja(f 
,u)dt'

|urolllf,11,1 - jttrtol llf,p,, + , 
I'llvullf,11,1 

at, : !' {f ,u}dt, .

d'ot le r6sultat fl
La solution stationnaire est :

vllY ullzy, 
1au; 

: {,f, u).

24

i3,11)



Uurverurrd O8 Mer 1945-Guerue
DEplmBueNr DE M.qrHEMATlaus

L'expression de la s6rie de Fourier (3.11) presente sous la forme suivante

" D l&l2la3',s,12 : f fr,* .{r,i,rtt (8.12)
fu,&)el U,*)€[,

oir nous mettons

/,,r: [,rW*, fz,x: | "rffi*et [. : {1,2} x Z!

Nous allons maintenant, en faisant le produit scalaire de Au avec les deux

membres de l'6quation (J.2) et en I'int6grant entre 0 e t, on trouve le bilan
€nergdtique

l^1-7t
, llvu(t)111,11,1 - i llvrto)ll?,ro,r - J, 

(@. v)r, aa)dt,* (J.ls)

*, [' llAullf,1a,1 dt': - ['6,ooyor,.Jo Jo
preuve : On multiple l'6quation (8.2) par Aa :

,d
{V,a,A.u) + {(tr-V)o,Ao) - u(Lu,Au): (/,Au)

{ uLuAr+ ((o. V)o, Ao) - ullAull},1o"t : ("f, Au)
Jns

- I"ftvovra*+ ({u -v)u,ar) - vl!aull21"1y.; : {,f,Ar,)

la f ,-;;i/ ,(vr)'a" + {(o ' v)o, Au} - rllAulll'p,r : (f, Au)

td,,-
-;;.llVull!'1a'; + ({o. V)o, Ao) - rllAz'll!,,1r,y : (,f,Aa)

et on intdgre sur ]0,t[. On trouve I'equation (9.19)- tr
En particulier, si u est la solution stationnairedonc nous avons

vll&all!,s,1 - ({u. V)o, Au) : (.f, -Au). (8.14)
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(lependant nous rappelant en 3D, que nous avons

{(u-V)u, Au} / 0, (3'15)

lheureusement il est possible de trouver une estiuration pour ce terme. Puisque,

rt}ous pouvons prouver

l((o . V)u, Ao)l < "rilnoll'*<*r + 4"llvull!,s,y. (3'16)

Preuve : d'apres l'in6galit6 de H$lder, on peut obtenir

{(u . V)o, Ar) S llVull;,lwyllvulll's'r

e+" par I'application de Hdlder et les in6galit6s de Sobolev, il est possible de

donner une estination de llVoll|.6,r1 cornme suit

13

llVrll'",tn-l < cllVullf'1o'y llAtlli'1o'y,

donc 
i 3

i(u- Vlu, Ar) S cllYulli",o,l llAull?,,1r'y,

Enfin, en utilisant l'indgalitd de Young, nous obtenons

3gu^2
ct[vul[i,,o,, llAoll ?,,ro" ) < ;ltA"ll?,to-l 

+ icllvt'll!'1a*y,

d'ori le rGsultat. I
De (3.14) et (3.16), il resulte une estimatien pour les r[lAull]zga; Qui est :

!lln,ll?,ru.1 < fr"llvt'll!'1u"1+ llv-fll"'ro';l!vtrllr"1t"1' (3'17)

L'expression de s6rie de Fourier de i3.1?) se pr€sente sous la forme

i Llklalas,*12 = 2' "( | ltl' loi,*l')* * { f ltl' lri,o [1* ( I lrl'lor;'l']*'
z iTet 

- u iE, j,k€L i,keL 
{8.1S)



Chapitre 4

Equation de Navier-stokes et
moyenne locale de la vitesse

4.L Comparaison avffi Ia moyenne locale dtordre

1:

Dans I'6tude de ]a turbulence an utilise souvent 1a "moyennerr et la r'fluc-

tuationrr.

Ici on propose un op@rateur particulier de la moyenne locale et on va

estimer l'€ventuel trarsfert de l'€nergie les mouvements de moyenne locale

aux rtfluctuationsrt.

En g€n€ral, une moyenne locale d'une fonction p{r) sur R'3 peut €tre

d6fini colnme convolution

,F{"):(6*rP)(r) : [ 6("- a)Pfu)du,
Jma

alrec ure fonction 61t; a. sorte que

61,i > o, 
;[, 

u{,)r': t.

27
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Danscetpartienousconsid€ronslafamilledefonctioas

,.r.\: t-t ( -J=,-) ("), d ) o, (4.1).;,')-r \t+dl(r-r
t I oi F-l designe la transform€e inverse de Fourier' et d est la largeur carac-

n l,€ristique d.e ia fonction du poids qIle nfi$ utilisons pour d6finir la moyerure

' l,ocale.

.T La fonction Oo a la forme CIrplicite

' 1 -lelOris) : --l-e-78. (4'2)
Ft 

-v\ ' 4r'dlrl

I

En fait, nous a$ons

1 .t 1 \, oo(r) : r_, l6;14rJ
F I f exPi(r'€)r-i : w /u, 151Ep ''"

1 f ^-^ 
(l(*€t +jz€zl rrgD dt dt dE".n :-f exp@*

I | (zfl''' JRB r -r

Ff On Peut aussi constater que :

It
Oo Z o, Vr € IR3, I eoPlas : t

Jnt

il

rI

GrAce d

llOo * tpllp*Bry 5 [106ll1'G*lllgllr*c*l 
: llptlr*tnl' (4'3]

fJ il est possible de d€finir l'op€rateur nroyerm€ locaie O5* 6trr la clasre de

fcnctions 
'*(N)'

l1

,aI

rJ

n

28
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A?ars il eri,ste une forlction 9(6), d > 0, ile telte sorte $K

g(d) -i 0 War d -r 0,

Fl
;i

n1l

Ma *,,,H" #ffi*1o3*t' 
:,,Hu {,*ftw f 5,x' ai'r'

ludl < c's(o)llrll;,s,1l[Aull?"r'6,1 S Gg(dxtf l*3,*l']i* (4'e)

*tlr( I 1fr121a3,*12)3 + ( I lkl'115,*12)+( t 1*l2lo3'*12)*1'-w 
u*-lru $,e)€r' {i'&)€n'

oun Ma:lr,-+ t/ rryP)*{t"'v)o, -,,rW\)'
11 

tu:i#,F+alfiry l\(" 
Y)u'aux *tr6 / ' \'"

(4.10)

et auec les constontes C1,C2 ir:dl*rr',rl.,dlante de 6'

n Pfus pr€cisirnent, la fmrctio*g(d) est dwwt&' par

s(d) :,iu,r h #) 
* 

(**,#(Tfiffi ')',, (4 il)

n
r- | et que

rlrl

n
I

'T

n
oit,Z3*: Zt \ t(0,0'0)1"

n 
Ce th6or6me donne une estimation de l'€nergie 6ventuelle <en cascade>> des

urouvements de grande longueur & des mcuvements de faible longueur' cttte

estimation de tra,nsfert d'€nergie depe"d de 6, & telle sorte qu'il tend ners 0

n quand d est Proche de 0
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: (t. 
E€q(*t)saq) 

*,', .'#

: o{u} - (r*i,,,-r,'^') ",,rffi
: (r-,-E',t*t*) o1,1 * ",,uffi

donc on obtient les relations

^ sin(lc' "\: ^t ",,**P, 
j: {1,2},o1'1* ei,N-ffi:; 

fr;kl*'" z,r{7r
q=1

sin(lc'r\tj'*- znrfr

cos(k'r) 1 cos{k'r)
o1,1 * "i,o-fif : ; f, .rlkl*eir"-6tr;,

i: {L,21,

k ev'l

(4.20)

k ezI,

(4.21)

@1e1* sur

g:l

utilisant les relations (4.20), (4.2I) on peut definir I'operateuren

?{

alors, siu €.7t,

oi,i * u : o1'1 - (t or,*ffi * or,*ffff)
IceEg,

: I(ar,r,o{.} * #f* a2,6o1.1 .ffi1
kev'l

: I t-# 
- W* -#-cos(k' 

r)l

ffi1 try'ly zn'/i - t * fr tnlklk zn'/i /'
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Sii de plus on considdre a €{t une fonction p6riodique dans JR'3, nous avons

f
Or"r * a(r): f Of i(r -Ylu(U)dY,

JR.3

l,orsque f intdgrale est bien d€fini' Ainsi, pour o e il , nous B'ppelons O1e1 + ?

la moyenne locale de u et nous avons 6tabli

s-O1"1 *t/.

,+.5 Le bilan 6nerg6tique macrocomposent avec

la moyenne locale d'ordera m i

fProposition 4.5.1 Sait u la moyenne loc*le ihe a, na*s {ruans Ie bilan 6ner-

.gdti,que

1...,,' 1 ..q 7t

jtiottiil?,ro,i - jUttoltt26zqvsl * 
7|o 

,u, *P,r(t' ' v)'' uldt'+ (4'22)

*, 
frllvdll|,s.1 

d*' : 
!r' 

,r,aild,t -

Si a est, la solution stati,annai're, naus auorls

{oa *Pg(u'V)r,,t) + vllvtll21,11.1 : U',ur, (4'23)

Ddmonstration : on a

A

&u *P*{u ' V)u - uL'u : T>frf ,

on a,pplique l,oparateur de mayenne lccale dans l'iquation de Navier-stokes

O{u} * t#" 
"Pr(u'V)o 

- rAo) : 0{u} *P1af
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*rur* u * O1,1 * Pq{o" V)' - rA0iul *' : f

fi" *oi,) * Pq(u' V)' - uLo : f ,

rnaintenant on multiplie par t et on intdgre entre 0 d' t

!r' ,*o,ald,t' +/'tou, *Ps{*v)', aldt' - u 
!o'{u',o}dt' 

: 
Jor 

\f 'olor'

,{"r !,.fia,a*a{+ fo'{ett*e*(u.v)u, 
uld,t-v f: ,t"Lood,rd{ 

: 
to'$,ovt'

.{rr !r"f,fir'a*ar'*;f'{"un 
*Pq{u'v)a,wld,t'+u 

lrr l*,roo)2dedt' 
: 

to',\!,'}*'

,, 
l"t *lloll|,,o,,4r'+/'{er"i* 

Pr(u'Y}u,o}d't+v/'tto'tt? '1w;dt' 
: 

.fo' 
,t'r:ldt''

lD'ou

]nrttlll?,tr*r - ]|lrtolttf,,**v 
* 

/'tuo 
*P,4(u'v)u' oldt+

n, 
frllvoll?,{o,r 

6t' - fo' 
{f ,a)d,t',

et si 0 est un solution statiormaire, nous obtenons Jfacilement

(oo * P*(a- v)o,o) + rllvoll]'1a'1 : (f,o).

D'autre part l,expression de la s6rie de Fourier est donnee par :

T
xer,l (t + I €qlkl2q)2

q=1
{4.u)

n

lbl2 . ro \-1 1 ,+rI --+-lc,i,*12: t Ji,xtt\,x.

1f,ny." (r + f lkl")' tiul.r (1* I ll'lzn;'
n:1 q=1
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4[.6 Une estimation du terrne non lin6aire avec

I'op6rateur d'ordre rn :

'llheordme 4.6.1 ffous sapwsorw {pe a est wne s'aluttan statiannaire des

,equat'ions ile N aui,er- Stokes

n

h, * Pq(o ' V), - uLu : Piif '

,hlors i,l eniste une fonctian g{e),6E } 0 et q : lr "rffi, d'e telle sorte que

g(e) -+ 0 Wur eo -+ 0 8: L, --,ffi

et que

ar \- lklz , lr: \- _ =1 fi,*.ai,*.l,I.+u | ----f-Wi,*l ,/ n7

(i,k)€L (1+ t enlklzalz 
"' 

<Ftr' (1J E eolklza):
4:1 g:r

lM,l SCs{e)llull;zs,;llAull},aa,y S CrgGX )D l*;,*l')i * (4'25)

0,k)€n,

,2 , \---axl*"\ L 1r12lcui,*12)3 + ( I l*l2lfi,*12)*,:.E 1r121oi312)'1,

' (i,k)eL U,rc)€L ff'tc)€L

ou

1 s-- 1 si'n'{k 4 r* g.26)tu[u: ;L --- jq 

- 

[((u' v)u' ot'u'-*,,/n
neh0+lenlklw)z

s:|

+{(t,' V)u,o",nffill
et auec les constantes C1, C2 in'd€pendante de e '

Plus preci's*ment, la fonction 9@) est d'annen par

4t
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h#),1**#[
rn/

zf e,,[/c[2e + [s:l \
lkl

,T

eql'

-i
-l

/

!e,
q:l

'lkltn I
(4.27 )

cr(e) - inf
o<'v<1

!' rn

{l+ f en
\r q:l

(k' - t*) '01,&'dt,&'-* * (k' - ki' (Jz,H&2,h,-k

2(2r1fn)

rt.D V'! : Z3 \ t(0,0,0)l'

lDdmostration : De (3.5) et (3.6), en utilisant le changement de variables

,4" : (k - Ict) et les relations

/ sin(k' r)sin(/c' ' r) : 4n3'\1,1''

Jn,

/ "or(k'e) 
cos(k' 't) : 4n352a'

Jra

I sin(k' r)cos(k' ' tr) : 0

Jrt
on obtient

't"(kPl+ ((r.v)r, or,*ffi) : 1l*l + ryt + r3[ft] + 4el((t'.V)t',at,x-fi16 | ,\\' ' 'tz,x-2n5 t-'r 
(4.2S)

o11

r-a (k - H)'aLwo,\x-E- (k --kt)'u2,k'Q'2'k-k'L
h,€21,k'+1r

rthl - 1'r -4
'0r,*

'Or,n
,Y' :to t- h'e7'?,Ic+k

,y':I t- kt€Zs",let+le

{k - letj ' az,x,aux-x' * $e .- ld) " $'tt'&Z,t -k' . uz,t
2{2trJr.\
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rU"l - 
I

t4 -;
t4' +h

de (4.26) et (4.28) et comme

{kt * k} - az,x,au,'-x - {lt' - k)Jgg3,k,_y.
z{2r./a}

((tr ' V)o, u) : 0, il s'ensuit que :

t
€v,l,kl

'AZ,k

((u .v)o,t,) : {(u-v)r, f,| {o',r$ff + rr",rffi)} (4.2e)

: i I,,u'v)u,o'*s*hd) + (('' v)o,o,*#)
clonc on peut 6crire Mr comme suite

[{{o'V)u, or3ffi}+

,- 1\-r
, ,L\

kev'!

Mu:* r' xezl

(1+ fl r,qlklzs)2
{=1

(1+ E €qlbl?4)2
q:1

+((r- v)o,or,rffi)l - ((r'v)r:,r')

- r) [((o-v ]u, o'uffi]11 lqu'v) u, or,offiil

1I:- , I
k€z

rn qn

-2! €olkluu - {I eulftltu)'
sin(k' r), 

,u-Y',laror,u zd)+
g:l {:1

(1+ I €qlklzq)z
4:1

T
21,1$l

Qk,k,,T
k€21

cns{k - n\,.
l-((u'Viu, az.x-;€).

zlt \/ ?T

vn ,fr

-2leolkl'o - (t tolklk)'

(l + I rulfrlzc;e
tl:l
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avec

iDr,,k, : l(k - kt) 'r,t,te'c,.1.,1c-*' - (& - ftn) ' at2,k'azJ'-k' + (/t'- k) 'o1't'41'k'-k *

(k'-k) -(xz,b,a2,k,**l 'ar* + [(tt -tC]'(r2,k'dr,k*tt -F (h- Ic')'o1'6'o2'k-k' +

(k' - k) '(r2,k,a\k,-* - (H - k)' oLv0,z1*-tt] 'ot,*'

et on note

*k: l*r,*l'* l*r,t,l',
nous avons

liD*,*,| < 4\/rlk - l{ lAkAk' A1"--4"

,donc de {4.29), on a

lM6lsc'tt
k€v,1

zHY:t?,"r*rr
{1+t6El*l2s)2 *'€

a:1

T
Z!,*1t

lk - k'lAkAu'Au-*'f',
*t

(4.30)

^ \/2
&V€C L,1 : GG.

Deplus,d,aprdsfin€galit€decauctry-schwarz,pourtousleslelO,l[,on

a

T
14€7'1

t
€z,1,trl

Jn ffz

2f enlklw + (t €olkla)" r Iq=r 4_-lk - Ic'lAkAl,,Al_y, < A4 R4'------*-rn-
+k (1+ t rnllcl&)z

{:1

ou

+')'

lkl*:t?,

E [k - fr'1,4r

lrt€z|,kt+1r

i rolrl"n - (fl',1
q:l 4:t

Q,: D
heV'B

{&:I I
k€zt 

\

(

-2

lkl-

)

A*,--r,'

kl'u)'

(1+ t €olklk)'
q-1
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r:i[onc

lMdl S c,liRi,

,cl'aprds Ia relation

#'T#=F;F*u,b'
on obtient

I sz(q!'l +8!'l),

'tl I I \'
et:l : t I F. ,.lk- 

tt'!2Ap-p,Ar, 
li_ ag 1 

,

k€v,| \tcten?,H+k ' ' /

/ r \'
QY:f I F,, lfr-te'12A1'-7'A-'FjFJ '

k€7"1 \k'€z?.k'+k " /

comme 
l-lb, 

ne d6pend pas de lc" on aura

\,
etrr :t -J=r f t Vt - k'l:zAk-r'Ar'l- 

?_lkl{s+rr \*,e21,*,7* /

. t '\ {- \
<t l,f 5- vt-k'14A2k--, ltD_.o7,1

k€.filkl(s+^,, \r,.?l*,*k ,t \x,ezl I
en rappelant, les relations

(4.31)

llArll?,ro't, :,= A?, : ll"ll?'{u'1,
ktev,l

.l- 
lk - k'1.4 AZ-7,, :

ll'

lrt€V'l,kt+k

nous obtenons

n1
AYt < p- E1t,*'l 

ll u ll f'1a'1 llAr' ll 
21'1a'1' t4.32)
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.l{aintenant} rrous devons etudier Q!}1. D'apre I'inegalit€ de Cauchy-Schwarzo

,on obtient

/r\
A"r S t I T, .Arr,lt 

- k,lrAr_r, 
tt"_Tp )"k€zi \k'€21'k'+k /

* (,,,n,**rr - x' l' Ar-n' 
rtr ],,*),

\l4t€v'?,kt+k

comme on a

I lk,_k,lzAx__,drg{
TrgVfi'lctfk l

/ r*/ \t
. (,F lk- k't'A2k-k'l ( ,-n-,,'t+FJ

\o'rffi'+ , I \k'€zl'k+k"

/ , \u
s lt#f llAull"ro'r

\*ez1 '" ' /
D'autre Part il vient

1
^ "!-

I t A2k,lk-k'l'Ax-u';_,;;*/, r-t ft-re'1 z

k€Zs* kt€V,?,k'+k

: 
n*,' {-e 

lk * tr'l2A*-- #")
tr---1 ,^4^, \;1 

' \*
=E-oz,l t w-k'l,A'zk-k,l l,-.L,,tx-r,y,*^, 1ffil \*ez!.*;*' / \*e"z1"xst""

t ., \*
= l-e Fl*J llull?'P"rllAull*trur'

donc on auta 
qfl s 

E- #-llull'?a'1a'llllroll|'1a'1 
(4'33)
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(4.34)

d'aprds (4.32) et (4-33) on a

Q,, S 2[6fu l"Ul's'*; llaolf i's';'
ke?'?' '

Y
s*1+.+?l s"l

I
1

*)'\'\' / 1i' I | {r woA'*l 3

)) \F"t /

ry]"'l**o,,,",,o,, (437)

))

3?) on deduit (4.25)'

.Pour Rt, on a

( {,f.eolkl'n+ fi enl*12+;z\'z

Rn<l rl*l
lt-al \ (1+ 

F- 
€nlkl*)' j

\\

( ( zi enlrel'z< + (i e,ltcl
lllq:rs:1< lsup---a=;l<- lxei*lklt I tr+ f enlelza]z

\\q;r

( { 2i enlklw + {i enl*
lllq=tq=L<lsup--n-;l<- lnrdtlkl-r- [ tr+f eolkfzc)z

\\s:,

de (3.17), (3.11) et de (4'31)' (4'34)' (4"

tc
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