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Résume

On considere les équations du mouvement d'un fluide visqueux incom-
pressible, équation de Navier-Stokes, et y applique un opérateur de moyenne
locale en forme d’un opérateur intégral. En analysant le comportement du
terme non linéaire, on charche 4 estimer 1'éventuel transfert de I’énergie dans
[5] on a établi une estimation relative a Popérateur de moyenne locale d’ordre
1. Dans le présent travail nous allons établir une estimation relative a 'opé-

rateur de moyenne locale d’ordre m



Chapitre 1

Introduction :

La turbulence ou écoulement turbulent s’observe assez souvent dans la
nature et intéresse beaucoup des physiciens et d’ingégneurs, qui s’occupent
de la mécanique dés fluides et ses applications. Malgré un grand nombre de
recherches sur le sujet, la nature Physique-Mathématique de la turbulence
n’est pas encore éclaricie.

Dans ce mémoire, nous nous inspirons de la théorie de Kolmogorov et
Obukhov de 1941 [2] (la théorie K41) pour étudier le probléme de la turbu-
lence dans le cas de trois dimensions. La théorie de Kolmogorov et Obukhov
sont basés sur le modele physique qui suppose le champ de vitesse d’un écou-
lement turbulent caractérisé par des perturbations de différentes longueurs
qui exercent des influences différentes qualitativement sur un phénoméne tur-
bulent.

Nous considérons les équations de Navier-Stokes sur le tore & trois di-
mensions T et de leur solution stationnaire. Méme si ce domaine n’est pas
naturel pour étudier un mouvement fluide, le choix de la T® nous permet de

faire usage des séries de Fourier.
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Pour étudier la turbulence, nous examinons les relations entre v le moyenne
locale de la vitesse v et la fluctuation u = v — v et pour ce faire, nous in-
troduisons une famille des opérateurs moyenne locale paramétrée par des
longueurs caractéristiques €,>0, ¢=1,..,m, plus précisément le produit
de convolution avec la fonction

1
Blpg = ] g

™
L+ 37 gglkf?

=1
Cet opérateur, par ces propriétés particuliéres, donne des caractérisations
intéressantes de la moyenne locale de la solution de 'équation aux dérévées
partielles, En particulier en Pappliquant aux équations de Navier-Stokes, on
pourra donner des caractérisations de la moyenne locale et de la fluctuation,
qui n’est autre que la différence de la solution et de la moyenne locale.

L'un des thémes principaux de P’étude de la turbulence est le transfert
d’énergie éventuelle ("cascade") des mouvements de grande longueur a des
mouvements de faible longueur (& partir de macrocomposent ou microcom-
posent, en utilisant la langage de Obukhov). Kolmogorov et Obukhov sug-
gérent que la cause d’un transfert d’énergie éventuelle pourrait étre attribué
a la présence du terme non linéaire. Le but de ce mémoire est de donner
une estimation du transfert d’énergie éventuelle des mouvements de grande
longueur (moyenne locale) 4 des mouvements de faible longueur (fluctuation)
a I’état stationnaire, qui correspond & la solution stationnaire.

Cette étude suit la travail de Carretto [5], o elle a étudié le cas m = 1
(Cest-a-dire &, = § > 0, &, = ... = &,, = 0); donc le résultat du présent

mémoire généralise le résultat obtenu dans [5]



Chapitre 2

Rappel

2.1 Transformation de Fourier :

Etant donnée une fonction f Lebesgue-mesurable dans R", & valeurs
réelles ou complexes, on se propose d’étudier sa transformée de Fourier f
définie par :

R* - C

£ flx)e ™ dx, @1
JRn

f
avecz € R”, £ €ER”, et € =26, + ... + Tuln

Il existe des variantes dans la définition de la transformée de Fourier. On

rencontre aussi :
fe) = [ s@era,
Rn

ou :

Fley— 1 7 T 7,
f(f)—@?r)% R“f(.r)e dx.
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2.2 'Transformation de Fourier dans L!(R") :

Définition 2.2.1 Pour tout f € LYR™), la fonction f : R" — C est conti-
nue et bornée par || f||1rn) (c’est-a-dire ”f”LooaRn) < N fllzrwny)-
La fonction f, qu’on note aussi F (f), est appelée la transformée de Fou-

rier de f, et ’application

(2.2)

f: Ll(Rn) _}ACO(RH)
fi=zr f

est la transformation de Fourier dans L (R™).

Lemme 2.2.1 (Riemann-Lebesgue) : Pour f € LYR"), f eiste, et on a

lim f(¢) =o0.

[€]=+o0
Proposition 2.2.1 La fonction f est dans LYR™) donc la fonction f est
ausst intégrable c’est-a-dire f est bien définie

L’aplication :
F: LNR") — L®(R")
f= F(f),

est un application linéaire continue de L'(R") dans L>=(R™).

Remarque 2.2.1 1.0n note F la transformation de Fourier conjuguée,

donnée sur L*(R™) par

FO) = [ saesan

2.So0it f une fonction définiée dans R" .

a. 5 fest & valeurs complezes, on note f sa conjuguée.
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b.  La symétrisée f, de f est ln fonction définie par f,(z) = fl=z).

c. La translatée 1,f de f est la fonction définie par 7.f(z) = f(z — a) ow

a est un point donné de R™.

Théoréme 2.2.1 (Formule d’inversion) : Si f € LYR") et f € LY(R)

alors

~
~

f=Q2n)"f, p.p.

En d’autres termes, on a pour presque tout r dans R™
= | H@enta
2m)" Joa” )

Proposition 2.2.2 Soit f € L}(R").
1. Pour A € R\{0} fizé,on a

1

_ §
2.Pour a € R" fiz€, on a
F(raf)(§) = e“F(f)(€) et F(e™f(2))(€) = ra(F(£))(E).

2.2.1 Convolution et Transformation de Fourier dans
LYR") :

Un des résultats fondamentaux de ce chapitre fait le lien entre la trans-

formation de Fourier dans L}(R") et la convolution. II permet notamment

de ramener la résolution des équations de convolution (et donc des équations

aux dérivées partielles & coefficients constants) & des problémes de division.
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Théoréme 2.2.2 Soient f € L'(R™) et g € LP(R™) avec 1 < p < co. Alors,
pour presque tout x € R™, la fonction
y = fz—y)a(y),
est intégrable sur R", on pose
(f *g)(z) = /ﬁ% flz—y)g(y)dy.

Alors,
fxge L'R™) et |f*gle <|flllgllze (2.3)

Proposition 2.2.3 Pour tous f,g € L (R™), on a

A

Fra=F-8 (2.4)

Théoréme 2.2.3 (Formule de dualité) : Pour tous f,9€ LY(R"™), on a

[ 1@ = [ fege (2:5)
Proposition 2.2.4 Si f, f et g, sont dans L'(R™), alors fg € L'(R™), et de
plus on a
. 1 .
fg= Wf * g. (2.6)
F(fg) = F(f) x Flg). (2.7)

2.3 Transformation de Fourier d’une dérivée :

Soit f une fonction réelle ou complexe, différentiable en un point a@ de R™.
On note 0, f(a), la j-iéme dérivée partielle de fona:

0
amjf(a) = a*xfj‘.'(ala “'7an)>

oua=(a,..,a,).
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Proposition 2.3.1 Soient f € L*(R") N CY(R") et j € [1,n] NN.
Si 0y, f € LMR™), alors

V€ € R0, F(6) = i&; F(¢). (2.8)
Remarque 2.3.1 Si f est un fonction de classe C2(R™) N HX(R"), on a ;
F((1=eA)f(@))©€) = (1 +eleP) f(=).
2.3.1 Corollaire :
L’opérateur :
(1—eA)™": HYR?) — H*2(R3). (2.9)
ouke N

2.3.2 Dérivée d’une Transformée de Fourier :

Soit f € L'(R"), telle que la fonction g(z) = z; f(x) soit dans L'(R™).

Alors f admet une dérivée Ok, £ continue et bornée sur R”, donnée par
\Vlf € Rna a&yf(f)(f) == ~—’l";.(‘rjf)(f) (210)

2.4 Operateur de moyenne locale :

Considérons une fonction f(z) définie sur R, au moins localement inté-
grable, & valeurs réelles. Si nous voulons considérer sa moynne locale, nous

pouvons définir

f@) = [ fa-vew, (211)

10
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avec une fonction convenable ©(-) telle que
O(z) >0 Vz € R", (2.12)

/ O(x)ds = 1. (2.13)
-

En outre, pour que f(z) soit une moyenne locale, il faut que ©(z) soit re-
lativement grande pour || petit et qulelle soit petite (ou nulle) pour |z|

grand.

2.5 Définition de I’operateur de moyenne locale
d’ordre 1 :

Comme nous I’avons vu dans le chapitre 2, si u(-) est une fonction de

classe C2(R") N H2(R"), alors on a :

FI(L—eD)u)(€) = (1 +elefya(e), (2.14)

donc si

o= (1-eA)u, (2.15)
alors, on a

@(&) = (1 +eleP)ae),
ou
o)
I‘{'ng - u(S)a

st on applique la transformation inverse de Fourier, on a :

u(z) =F (Tf%lgﬁ) = (? (-1—:16@5) * go) (z). (2.16)

11
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Proposition 2.5.1 On a

1
—— ¢ AR our n=1,23
Iteep SU®R)
et n'appartient pas @ LAR™), pour n >4

Démonstration : On a

n 1 n
c L2(R ) R mﬁ = Ll(R ),

1+ eféf?

or

(regpE=h Wer

1 » 1
(1+elg?)? ~ e2lgf?’

1 7 |
~ c n—1, . n—1 T Jen—1,n—1
L e s [ e i J,, e <on

€

V¢ e R™

pourn=1,2,3
donce

m S L2(Rn) pour n = 132,3.

Proposition 2.5.2 On q :

Nous définissons

/ O.lzjds =1 Ve > 0. (2.17)
Rn
Démonstration : On a
) 1
Y Lo\ s oo - —271'7.1'—0,: . S =1
/R" O.(z)dz . O.(z)e dz = F(6.)(0) 7 2J€F oo

12
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2.6 Deéfinition de I'operateur de moyenne locale
d’ordre m :

F((L+ ) er(=DFARu)(E) = (1+ 3 exle)ace), (2.18)
k=1

k=1
donc si
ey =1+ iek(—l)kéxk)u, (2.19)
alors, on a k—lm
Pex€) = 1+ aleya(e).
Ou -

(,5{5}(6)
1-} i ex €2
k=1

si on applique la transformation inverse de Fourier, on a

_ b _ 1
g = F _907{,1“}(5)_ = 1 F — * e | (2).
1+ 3 exlg)* 143 exl€]*
k=1 k=1
Remarque : On a :
1

= € L*(R*) pour, n < d4m.
L+ 37 exlg*
k=1

On note
) — 1
@{5} (T) = "F m - »
L4 )7 exléf?
k=1
telle que

/ O lzide =1 Ve > 0.
R

13
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2.7 Equation de Navier-Stockes :

Les propriétés mathématiques du systéme d’équations du movement d’un
fluide visqueux et incomppressible, appelées équations de N avier-Stokes, consti-
tuent la base technique pour 1'étude mathématiques de toutes les équations
de la mécaniques du fluides. En effet, les équations de Navier-Stokes peuvent
étre étudiées dans des espaces fonctionnels qui peuvent servir de base méme
pour les autres équations. Pour cette raison, nous prétons une attention par-

ticuliére aux équations de Navier-Stokes.

2.7.1 Conservation de la masse 3

Soit p(z,t), la densité d’un fluide au point z & Iinstant ¢ et v(z,t) est la
vitesse
la loi de conservation de la masse d’un fluide contenu dans un domaine 2
s’écrit
dp

5 TV () =0 (2.20)

il s’appelle aussi 'équation de continuité

2.7.2 conservations de la quantité de mouvement :

On rappelle que I'équation de la conservation dans le cas du M.M
d

= § pudg e / Tds +/ pFdx

dt Jp oD D

telle que T représente la force surfacique et F la force externe
en explicitant les composante on aura la loi conservation de la quantité

de mouvement :
d r

— pvjd:r=/ Y’jds+/pvfjd:r (2.21)
dt Jp oD D

14
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Théoreme 2.7.1 11 existe un tenseur o de composantes o;(z,t) telle que
Ti(z,t,n) = o5

Donc pour tout point o U; et o sont assez réguliéres on aura I'équation

aux derivées partielles associée a la loi de conservation

0

gt—(p’vj) + (pvjvK) k= o + pf; (2.22)
2.7.3 Incompressibilité de fluide :

Un fluide est dite incompressible lorsque son volume demeure constant

sous I'action d'une pression externe
___ 0Op
[)(.Z’,t) == {g et Vp = 0}7
donc d’aprés la conservation de la masse on trouve

V.u=0 (2.23)

2.7.4 Conservation de la quantité de mouvement pour
un fluide visqueux Newtonien :
soit I'equation de conservation

(‘E)ij

. 3 3
(‘)L‘j (9?)1' _ )
o +P§1%z: =pl; +k_zl s

— -0 ;
Ojk = 03, + T

(2.24)

c’est & dire o est exprimé on deux partie celle de la pression et celle de la

viscosité avec
.1 J— .

el s (2.25)
O = (g—é+g}f)+ﬂ53k;

Yi

15
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(2.26)

- avec a =1, f = § — 27 en substituant (2. 24) dans (2.23) on obtient
a : afuj Lou 2 auz
ik Por's * p(4 Y By 823 dx axk *3 jk Z
3 o
+53Tj(§ ; 53;) +of;

fluide visquex Newtonien

Péquation (2.25) est appelé I'équation fondamentale du mouvement d’un

Cas d’un fluide incomprissible. L’équation (2.25) s’écrit avec V-v =0 et

le coefficient de viscosité 7 est constante, on obtient
ov
po pv- Vv +Vp=nlAv + pf

dans le cas ou p est constante p = p

%t (v-Vo+Vp=nAv 1+ f
V:o=0

I’équation (2.26) est une équation de Navier-Stockes

L’équation de Navier-Stockes stationnaires est donné par :

g (v-V)v+Vp=nAv + f
V-o=0

16

(2.27)



Chapitre 3

Equations de Navier-Stokes dans
le tore 3D

3.1 Détermination de I’équation de Navier-Stockes
dans le tore 3D :

L’écoulement turbulent d’un fluide visqueux incompressible peuvent étre
décrit par la détermination du systéme d’équation de Navier Stokes en 3D -

(3.1)

v+ (v-V)o+ Vp—vAv = f
V=40

t € R*, 2 € R®. Les quantités que nous considérons dans l'étude de ce
probléme sont :

v(z,t) : vitesse, p(z, 1) : la pression et f(z,t) : la force externe.

Nous considérons le tore 3D T® = R3/ (27Z)*. Nous nous souvenons que
les fonctions définies sur le tore T®, peut étre considérée comme des fonctios
périodiques de période 27 en I, Ty et z5.

Nous posons :

Voo = {v € C™(T R}V - v = 0,/ vdr = 0},
T3

17
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et nous définissions ’espace de Hilbert
D

~  =—L*T3R?)
[0 ]

?
avec le produit scalaire définie par :
< u,v >ﬁ=/ uvdx.
T3

Nous introduisons Iopérateur de projection orthogonale Py de L?(TS, R?)

sur H. Nous pouvons facilement prouver les propriétés suivantes
'Png =0,
PgAv = Av,
Le systéme (3.1) peut étre écrire sous la forme -
0 ,
Ut Pg(v- Vv — vy = Paf. (3.2)
Le systéme stationnaire associé :
Pr(v.Viv — vAv = P, (3.3)

admet ou moins une solution appelée solution stationnaire de (3.3) [3].
Il est connu que toute fonction périodique v € L*(T3 R3) peut étre deve-
loppé en séries de Fourier

Posons :

Z‘;’ == {k = (kl, kg, kg) € ZSI (k‘l > O)V(kl =0k > O)V(kl =0,k = 0, ks > 0)},

(3.4)

nous avons

sin(k - z) cos(k - z) "

= _ —_ . 3.5

v kezﬁ(al’k 271'\/7? + o g, 2’1T\/§T )+Oéo ( )
¢

18
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Ot o 1, g €t appartiennent 4 R3 et

sin(k - x) cos(k - x)
e — = ————dz,
Vi /11:3 ! 271'\/7? s /3:3 ! 277'\/7-'('

_/ LN
= @mpE "

et comme [i, vdz = 0 donc oy = 0.

pour k € Z3

A partir de (3.5) on a :

olZamsy = D (lausl? + lasel?) = D el
keZ3 (4:k)€eL
et L= {1,2} x Z3.

En effet
/ sin(k - z)sin(k' - z) = 4736,
T3
/ cos(k - z) cos(k' - z) = 436,
T
/ sin(k - z)cos(k’ - z) =0
T3
donc on a :

“UH%Q(TS) :/ (2( 1kS1n(k 37) az’kCOQS('I:/—CC))) de

= Z(lal,kl + |azl?).

kez$
d’ott le résultat est obtenue [
Proposition 3.1.1 1.

sz';z(k/—x)’ ]kcoés?gl‘c/_x))’ (3.6)

(ejk
avec j = 1,2 et k € Z3, est une base orthonormée de H dans le cas 3D

19
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2.les vectuers 1k el ag . appartiennent au sous-espase bi-dimensionnel or-
thogonal & vecteur k. Donc il est possible de fizer une base orthogonale
€Lk €25 SUT UN saus-espace et pour exprimer oy et Qo comme une
combinaison linéaire & ’aide de cette base.

De cette facon nous avans I ‘expression suivante de v

sin(k - ) cos(k - x)
7TV/7?

V= _s_ [(al,k,lel,k —+- le,k,zez,k)m— ~+ (az,k,1€1,k + gk oea )
kez}

sin(k - x) cos(k - z)

1 =
= § Z[(al,k,lel,k + al,k’zez,k)m— + (a2,k,161‘k -+ a2,k,2€2,k) 271_‘/7—1_ b

z3
0% Z3 = Z3\{(0,0,0)}, et on nous mettons
A1kl = Q1 €11
Qrk2 =01k €
Akl = Q- €1y

QA2k2 = Qo * €k

3. sz':uef?, on a

A1k k == 0, Qo+ k=1 (37)
En effet

o ) (k- 2)

cos(k -z sin(k -

szZ( 1k Kk —gy -k )
vzt 27 27
Done
: os(k - x) sin(k - x)
v)idz = . kLOS( - ck——2))2dx
A;x LY U) e /'JT3 (keZZ3 (al’k 277'\/7? Kk 2/ ))
== / Z (CBLJ,, . ’{,')2 + (az’k . ]{3)2
L kez}

20
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_\_\_ 

et comme V -y = 0, donc arr=0¢et agy =0

d’ot le résultat est obtenue[]

3.2 Expression du terme non-linéaire en série
de Fourier :

Comme le terme non-linéaire de Péquation de Navier-Stokes est respon-
sable de I'éventuel transfert de I'énergie des mouvements de grande longueur
d’ondes aux mouvements de petite longueur d’ondes, on va examiner 'ex-

pression du terme (v - V)v en série de Fourier.

1 .
o=V = 3273 Do D ar)ag - (K" - ap e )ag pr] sin((k' + &) - z)
T KeZi k'ez3

+ [(k‘” . al,k/)al,ku = (k‘” . ag’k!)az,ku} sin((k:’ - k”) . 217)"—
TR as ) + (K" 0y o)y o] cos(K + B - ) 4

- [(k‘” 2 ag,k/)al,ku — Uf” % Ct’l’kr)ag’kw] sin((k' — k’/) i l‘)

4]
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preuve : On a :

k'z) cos(k'z) . cos(k”:r)
v- Vv—— gy + g g (k" g pn —"2
( ) 2 Z ( Lk \/— 2 27(\/_ kgg \/7?

k’éZg
n  sin(k"z)
— kg 2n\/T
= I-6——3 Z (o sin(k'z) + Qg cos(k'x)) (g o - k” cos(k"z )—
s

KeZdk'ez3

— Qg g - QIHUC”’L’))

= Z Z (K" - ay oy o sin(k' x) cos(k"z)—

k'eZ? k"ez3
— (K" - o )z o sin(K'z) sin(k"z) + (K" - g p )y gor cos(k'z) cos(k"z)—

= (- g cos(ko)sini'n

- gﬁi Z Z 2(k" - oy K )0 g sin(k'z) cos(k"z)+

Kez3 krezs
+ (K" ay p)an o cos(k'x) sin(k"z)—

(K" - a1 )y g cos(k'z) sin(k"z) — 2(k" - a; g )ag g sin(k'z)sin(k"z)+

+ (K- a1 p)ag pr cos(k'z)cos(k"z) — (k" - a1 oz g cos(k'z)cos(k"z) -+
+ 2(k" - ao )y g cos(k'z)cos(k"z)+

(K" - g pr Yoy g sin(k'z)sin(k"z) — (k" - Qo Jar e sin(k'z)sin(k"z)

= 2(k" - g )aig g cos(k'z)sin(k"z) + (k" - 02 )z g sin(k'z)cos (k" z) —
— (k” - Qg ) g sin(k'z)cos(k'z)

=327 2 2 ¥ i )anss + (- as)an] sin((K + ¥') - z) 4

KeZ3 krez3
s [(k‘" . wa17kr)a27kff — (k?” . azgkr)az’kﬂ] sin((k’ — k‘”) . 33)—{—

-+ [(k" < CﬁQ’k/)OZl’k" -+ (k” . O[Ly)az’k//} COS((k?’ -+ k”) R SU)
== [(k” % (Ig’ki)a'l,kﬂ s (k,'” ® alyke')azfc"] Sin((k’l — k”) ¥ .’l?)

22
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d’ou le résultat []

Proposition 3.2.1 Les termes (v-V)v,v satisfont le propriété

aU contraire

Preuve : On a

{(v-

Vv, v)

Donc ((v- V)v,v) = 0.

(v-V)v,v) =0

((v- Vv, Av) #£ 0.

= / (v V)vvdx
= Z/ v;v; —dx

i,5=1

23
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3.3 Egalité de I’énergie :

En faisant le produit scalaire de (3.2) avec v et en V'intégrant entre 0 & )

a l'aide de (3.8), on obtient
1 1 L3 t
g1Vl = IO o +v [ Vol = [t .10

preuve : On a

%v +Pg(v-Viv—vAv = Lo

On multiple par v

d
(%v, v) +{(v- Vv, v) — v{Av, v} = {f, )

d
T3 dt

23%/ v da +u/ (Vu)’dz = (f,v)

thllv(t)l(mm + V“V’U”%mﬁ) = (f,v).

—vvdr — / Avvdx = {f,v)

On intégre sur ]0, t[ on trouve :

O ot 4 [ 900yt = [t

;j§nv<t>uim) = IO+ [P0l = [ (o

d’ou le résultat [

La solution stationnaire est -

V[ V0ll2 ey = (f,0). (3.11)
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L’expression de la série de Fourier (3.11) présente sous la forme suivante

v > (kPlogal? = > fik s (3.12)

(Jk)€L (d.k)eL

oll nous mettons

B sin(k - ) B cos(k :2:)
Jik = /Tsf"rr\/— dz, fz?k—_/’ﬂﬂ 2”r\/rr
et L = {1,2} x Z3

Nous allons maintenant, en faisant le produit scalaire de Av avec les deux
membres de I'équation (3.2) et en I'intégrant entre 0 t, on trouve le bilan

énergétique

19008 sy — 2 V0(0) e — /O (0- Vo, Aty (313)

t t
‘f‘l// ”A’U”%z(-]rs,)dtl = —/ <f, Z&’U)dt/
0 0

preuve : On multiple I'équation (3.2) par Av :

(%v, Av) + {(v- V)v, Av) — v{Av, Av) = (f, Av)

/T vAvdz + ((v- Vv, Av) — I/HA’UHLZ(T";) = of F LN}

;VUV’UCLT +{(v- V)v, Av) — v|Av]2, 22y = (f, Av)

T3

--%gt- (Vo)2dz + {(v- V)v, Av) — v Av|ags) = (f, Ac)
T3

1d
g V0o + (0 D)o, Av) — vl Aoy = (F, Ao)
et on intégre sur |0, t[. On trouve 'equation (3.13). [I

En particulier, si v est la solution stationnairedonc nous avons
I/”AUH%Q(T:;) —{(v- V)v, Av) = (f, —Av). (3.14)

25
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Cependant nous rappelant en 3D, que nous avons
{(v- V), Av) # 0, (3.15)

heureusement il est possible de trouver une estimation pour ce terme. Puisque,

nous pouvons prouver
[{(v- V)v,Av)| < -“AU“LZ('W) + Cl Vollz2ers)- (3.16)
Preuve : d’apres I'inégalité de Holder, on peut obtenir
(0 V)0, A0) < [Voll gz [ V01

et par I'application de Holder et les inégalités de Sobolev, il est possible de

donner une estimation de HVUHZ}}(W) comme suit
”V'U“L‘i('ﬂ‘ii) Cnvanz(-ﬂva)“Avnzz(-ﬂ‘s),

donc

1 3
{(v-V)v,Av) < Cllvvnz2('ﬂ*3)“AU“ZQ(WV
Enfin, en utilisant I'inégalité de Young, nous obtenons
3 3 v
e\ Vol| 2y ‘\A"’“zz(m) % 'Q““A'U“L?('n‘%) C“VU“L%W)’

d’ott le résultat.
De (3.14) et (3.16), il résulte une estimation pour les v||Av|2, (2) qui est :

HAUH;z(w; “V’U“pmﬁ) + iV e\ Vollzzre). (3.17)

L'expression de série de Fourier de (3.17) se présente sous la forme

5D kltlagul < o3 kPlaga + (X KPR (Y [klasu)?.

J.keL j,k€EL j,k€L 7,k€L
(3.18)
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Chapitre 4

Equation de Navier-stokes et

moyenne locale de la vitesse

4.1 Comparaison avec la moyenne locale d’ordre
1:

Dans I'étude de la turbulence on utilise souvent la "moyenne" et la "flue-
tuation".

Ici on propose un opérateur particulier de la moyenne locale et on va
estimer I'éventuel transfert de I’énergie les mouvements de moyenne locale

aux "fluctuations".

En général, une moyenne locale d'une fonction @(x) sur R® peut étre

défini comme convolution
o@) = O+ o) = [ Blo— 1))
avec une fonction ©(z) de sorte que

O(x) > 0, / O(z)dx = 1.
R3

=



F L]

]

(Y]
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Dans cet partie nous considérons la famille de fonctions

| L 1
@5(3?) =F (m) (J}), 6 >0, (41)

ot F~! désigne la transformée inverse de Fourier, et § est la largeur carac-
teéristique de la fonction du poids que nous utilisons pour définir la moyenne
locale.

La fonction 6 a la forme explicite
B5(2) = ——€ s (4.2)

En fait, nous avons

o)== (i73g3)
1 / expi(z- S)dx
R

@) Jes 1+ OIEP
. (i(x26; + z2bo + 2383))
- @ L T g

On peut aussi constater que :
0; >0, Vze R3, /Ra Os(z)dz = 1.
Gréce a
165 * @llzos) < 16l mqes lollz=es) = lPllze@), (4.3)

il est possible de définir I'opérateur moyenne locale O+ sur la classe de

fonctions L@(R?).

28
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Alors il eziste une fonction g(8), & > 0, de telle sorte que

g(6) = 0 pour & —0,

et que
YA R . z S
et (L2 T+ olkR L+ 51’6\2) sl
(M5] < Cua(@)olaces | Av[Eaces) < Cag@)( 3 laselYix  (49)
(g.k)€L
205 Plagal) + (Y WEIMAC Y kPlasel )
(4.k)€L (jk)eL (5,k)€L
1 1 sin(k - z)\ cos(k - x)
M; = kz (———-——-j‘ {<(U Vo, 00— 7= ey >+ <(U-V)U,Oé2,k 271_\/7? ‘>} ;

(4.10)

et avec les constantes Cy, Co indépendante de 0.

Plus précisément, la fonction g(8) est donnée par

i
2

| 1 1 25\;;1\2%2\1«:14)2 %
_ 1 411
9(6) = inf | 2, Tl (j:zi lkl%’e( (1-+ 0lkP)° e

k'eZ?

ou 73 = 72\ {(0,0,0)}.

Cle théoréme donne une estimation de Iénergie éventuelle «en cascadey des
mouvements de grande longueur & des mouvements de faible longueur. cette
estimation de transfert d’énergie dépend de 4, de telle sorte qu ‘il tend vers 0

quand & est proche de 0

32



UNIVERSITE 08 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

k k
ejf’;( fx) (1 + Es 1)%‘1) O * 3123%2

= sin(k - x)
= O (1 + &) W) I D

g=1
_ = 2 _ sin(k - x)
(1 -+ ;bqlkﬁl ) @{e} * ej’k_—_—-QW-ﬁ

donc on obtient les relations

sin(k - .T) 1 sin(k - ) )
@{5} * €5k 271_\/% 6],]‘;——57}——‘\/%‘—, J= {1,2}, ke Z?
1+ Z £qlk[?
=
(4.20)
cos(k -z 1 cos(k-x .
vw) (k- 2) j={1,2}, keZ.

VO T T 3 eqlklzqej’k T
- (4.21)
en utilisant les relations (4.20), (4.21) on peut définir l'opérateur Oy * sur
#H
alors, siv € ’7‘7,

O ¥V = Oy % (Z Pl il e )
=== e Y on /T 2K ox/m
19
k- k
_ Z (014 * Sk 2) sm( x) 24O * cos(\/_a:))
keZ? \/—
_ ( o1k sin(k - ) a2,k cos(k - x) )

kezd 1+ Y glk

q=1

+ m
VT S MY
g=1
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Si de plus on considére v € H une fonction périodique dans R?, nous avons

Oy xv(z) = /R . O (z — y)v(y)dy,

lorsque lintégrale est bien défini. Ainsi, pour v € ‘H , nous appelons O} * v

la moyenne locale de v et nous avons établi

T = @{g} x V.

4.5 Le bilan énergétique macrocomposent avec
la moyenne locale d’ordere m :

Proposition 4.5.1 Soit v la moyenne locale de v, nous avons le bilan éner-

gétique
A Lo ' St
L0 aqrs, — 510 ey + [ (05 Palv- Vi)t (422)

t ¢
+V/ I‘V’B}I%Q(Ta)dt/ = / <f, ’ﬁ>dt,.
0 0
Si o est la solution stationnaire, nous Gvons
(O + Pyl V)o, ) + VI Volaqs) = (£, 7). (4.23)
Démonstration : on a
0 Av = P
pri + Py(v- Vv —vAv = Pyf,
on applique 'opérateur de moyenne locale dans Péquation de Navier-Stokes

d
Oyey * (—cﬁv + Pglv- Vv — vAv) = Oy x Py f
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d ~
a@{e} * U+ @{e} * ’Pﬁ(’v . V)'U — I/A@{E} * U = f
d _

(—126 + Oy * Pg(v- Vv —vAv = f,

maintenant on multiplie par © et on intégre entre 0 a ¢

/<%U7U>dt'+/(@{5}*73?;(U~V)v,ﬁ)dt’—y/ (Aﬁ,@)dt’:/ (f, o)t
0 0
t " B
/ / ——’U’Udl‘dt +/ (9{8}*’Pﬁ(v-V)v,r@>dt’_V/ / Avidzdt —/(f,z"))dt'
T T3 5

t t
/f = — g2 dzdt’ +/ B4+ Py (v-V), @)dt’+v] / (V@)Qdmdt'z/ (f,v)dt'
T3
; / & ol + / (Oey+P5(v-V)v, D)t +v / |Vt = / (F, o)t
D’ou
1 — 2 1 o 2 ! 1 = !
L (Ol2acre — 31O agry + [ (5% Palv- Vv o)+
t t B
v / V0|2t = /; (F, o),
0
et si  est un solution stationnaire, nous obtenons facilement

(85 x Pg(v- V)v,v) + ul[V@Nia(Tg) = (f, ).

O

D’antre part expression de la série de Fourier est donnée par :

vezs (1+ f_mileqlki?‘f)2 K(v | V)v’al’k%%%i» ! <(v ' V)U’az’k%%x—)ﬂ "

(4.24)
k|2 1
GheL (1+ Y |k[29)? Gret (1+ 30 [k[9)?
g=1 g=1
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4.6 Une estimation du terme non linéaire avec
I’opérateur d’ordre m :

Théoréme 4.6.1 Nous supposons que v est une solution stationnaire des

équations de Navier-Stokes
0
pre + Py(v- Vv — vAv = Py f.

Alors il existe une fonction g(g), €>0 et g=1,..,m, de telle sorte que

[ ge) =0 pour g,—0 g=1,..m

s et que
k|? 1
i Me+v 'nrlz | Jjal® = o i+ Q-
B Gkl (1+ 3 gl k[*0)? GReL (L4 37 &qlk[?0)?
g=1 g=1

2)3 % (4.25)

L
M| < Crg(@)l[vllzaems) 1AV Tags) < Cagle)( ), lasa

< (4,k)€L
2 i 1
X[l 3 ePlagal+ (3 RELADIC D IkPleisl D7)
(4,k)eL. (3,k)€L (3,k)€L
ou
- sinfk -
M, = % ! [{(v- V)v,al,k-s—sz\/—g—)—)+ (4.26)
kezz (L+ ) g4]k|%2)? VT
g=1
cos(k - )

+{(v- V)v, azkwﬂ

et avec les constantes Cy, Cy indépendante de €.

Plus précisément, la fonction g(e) est donnée par
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— )
- - 2y 2\ 2
: 23 c e+ (55 ki)
P )_ inf E ___1_ su L = =
ol 4 * + 6 |
v e=l ’
_ 427)

ot Z8 = 73\ {(0,0,0)}.

Démostration : De (3.5) et (3.6), en utilisant le changement de variables

k" = (k — k') et les relations
/ sin(k - z) sin(k’ - z) = 430
T3
/ cos(k - z) cos(k’ - ) = 473 Sppe
i

/ sin(k - z) cos(k' - z) =0
T3

on obtient

sin(k - x cos(k - x) & a &
((v- V)?f»@l,k——g&ﬁl) +((v- V)U,azk—é%—\/;r—*) =14 I+ Lk + il
(4.28)
ol
R (k—k)-arporer — (k= k') - oo k-k
M= > 0
L oD
1 (K —k)-oaqparp—k+ (k' — k) - agpaop—k
I%k] = - Z s — “Qik
4 k€T3 k' #k 2(2m/7)
I (k - ]C') - Qg j' Q1 k' + (k} — k') - Ol g Q2 k—k'
RN

W _ L
s =1 Z 2(2m\/T)

K78 k' #k
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(k' - k) C O RO R -k (18’ - k‘) SO k2 K~k

]z[;k] =7 Z 2,k
- k€T K £k 2(2n/7)
de (4.26) et (4.28) et comme ((v - V)v,v) = 0, il S’ensuit que :
sin(k - m) cos(k - x)
(v-V)o,v) = ((v-V)v, ,;Zs(alk ag,k_ﬁﬁ—)) (4.29)
sin(k - ) cos(k - x)
N _—Z<(’0 Viv,ey 60— o/ — Y+ {(v- V)v, a0 o )
keZ?
donc on peut écrire M, comme suite
M= = (v~ V)o,ar, k&;(fﬁ)n
kezd (1+ 3 eqk|29)?
- g=1
k
i (- Vo, sz"cozs (\/’x) —({(v-V)v,0)
~ 1 1 sin(k - z) cos(k z)
=2 m ~D[{(v-V)v, a1 (- Vv, 020 ———=)
250 (14 3 e lkj20)? 2m/m 2m/m
g=1

m

23 ey k[ — (3 e, kY
. =y i ™m = [((U . V:',U7 Qi k
2 (1+ X elkl)?

il
2m\/7T it

+{(v- V), aszO;(]i‘/_l?)>

-2 Z eqlk[* — (Z eqlkI%)?
= Z D,

32m/m keZ3 (1+ Z g4lk|%9)? k€T3 k' #k

g=1
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avec

Dy = [(k— K- onponp—w — (k— k') - cp gz o + (K — k) -1 p0np—k+
(K — k) - agpaop—i] - ong + [(k—K) - qeponpw -+ (k— k') aypoop—i +
(k' - k) c Qo O K-k T (k' - k) : Cﬁ,k'azkf—k] + (2 ks

et on note

A2 = Jaggf? + lozl’,

nous avous

B | < 4V2]k — K'|ArAw Api

donc de (4.29), on a

2 5% e K2+ (3 el
M| < Cl[z = = Z |k — K| A Ap Ag-r],

m
keZs (1+ 3 eqlkl?9)? k' €T3 kA K
g=1

(4.30)

avec C; = %.

De plus, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tous les €]0,1], on

a
232 eqlbl? + (35 ealk)’ -
Z Z — _ g= |k — K'|ApAp Ag—r < QIR
keZ3 k' €L3 K #k (14 eglk|?)?
g=1
oul ’

0= | T k- KlavAeplk

keZ3, \k'€Z3k'#k
2

¥ e k2 — (3 ekl

R=Y|———=" 6|5 A,
= (1+ 3 eqlkl)?

,=1
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donc

|Ms| < C1Q73 B3, (4.31)

d’aprés la relation

1 1 . 1
3+e¢ ‘ki:ﬁz—_g?

1+e S
b — k| |k ~ |k— k|2

on obtient

Q, < 2(QM +QP),

ou )

1
1] § : 2 : 12 , -
Q€ = !k‘ k‘] Ak—k Ak lk————-——— k!k3;€

keZ3 \k€Z3 K #k

1

4

2] = 12 o
Q[v] - Z Z |k — k'|* Ap—p Ar \k]%l ;

kezd \K'€Z3k'#k

comme —;}3}—., ne dépend pas de k', on aura
|kl

1 A
2] _ 2 .
Q= Z k[ Z |k — K'|* Ag—rr Ak

keZ3 k€T3 k! k
\

\
< Z mé;;j Z |k — k’\“‘A}i_y) Z A

keZ3 k' e€Z3.k'#k k' eZ3

en rappelant, les relations
Z k- K| A = HAU“%Z’(W)a 24 Ay = ”’U"ié‘z(r‘s)a
K eTB k'#k KeT?

nous obtenons

1
Qf < 23 ann%mnmniw), (4.32)
keZ3
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Maintenant, nous devons étudier Qi,l I

on obtient

QU <

comme on a

> k-

k' €73 k' #k

3>

k' €Z3 k' £k

keZ3

D’autre part il vient

> Y e

keZ3 KRS K F#k

> ALk — kP A —3
kezd \ K €Z3 K #k Ik—kl 2
S k=K A-rT— : 7
k€T3 k' #k |k — k'\
1
K2 Ar_ k’\k k’\*—? <
7 1 )
Ik — K| A%y ( T
1
2
Z }k‘|3+w HAUHL‘Z(’W)-
K'2Ap_w A k—K]*A .
\ T 2:3 i 21 \ T HH
cZ kEZ$
K|t AZ o :
D -k A > TR

SZA2'

k'eZ3

donc on aura

keZ3 Atk kLS kFAK!

<X

keZ3

1
2

| k\3+ HUHQLZ('E‘?') | Avl|r2(rs)-

< Z ‘k‘z(u.—y) ”U"LZ(W)HAUHLQ(W)
keZ3
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d’aprés (4.32) et (4.33) on a

152 Z lkl3+—y L2(T3) A7 L2(T3) (4.34)

keZ3

Pour R., on a

(2 elhie G albly 2
R<|Y |- KAz | <
e | 5 eqlkf2)?
g=1
( 2\ 3 1
: 23 e |k12q+<§: (JKl20)? :
< | sup = S lktAp] <
| keZ3 'k’, (1+ qu‘k‘zq reZ?
g=1
(el G
< | op =z | =5 A p2(rs)-
hesed 1R (L4 35 eal k)

de (3.17), (3.11) et de (4.31), (4.34), (4.37) on déduit (4.25).
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