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R.6sum6. On consid&re le systbme d'dquations intdgro.diftrentielles decrirm,nt

I'intensit6 de Ia radiation et la tempdrature de I'air dans un domaine de IRS.

En supposant que les coefficients d'absorption et de diffusion du rayonnement

sont petits rn6me s'ils d6pendent de la position, on d6montre I'efstence d'une

solution stationnaire du systbme d'6quations dans un domaine born6.

Abstract. We consider the integro-differential equation system which

describes the intensity of the radiation and the temperature of the air in a

domain of R3. Supposing that the coefficients of absorbation a,nd emission of

rad.iation axe small even if they depend on the position, we prCIve the existence

of a stationary solution of the equation system in a bounded domain.
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Chapitre 1

fntroduction

T
rra question de la radiation et son effet thermique dans l,atmosphdre,

dont I'analyse dewait donner i'explication, entre &utreso d"e i'effet sege, int6resse

des rechercheurs de plus en plus ncmbreux dans le monde. Toutefois il nous

semble que la theorie mathdmatique concernarrt ces ph6nomines ne soit pas

addquatement ddveloppde. Nous ddsirons alors apporter notre contribution d,

l'6tude math6matique des dquation qui ddcrivent ces phdnombnes.

On d6stingue des sources naturelles de rayonnement (soleil, zurface ter-
restre, atmosph€re)' Tous les objets dmettent et absorfuent du rayonnement

en permanence. Au niveau de l'atmosphbre une partie des radiations qui ar-
rivent du soleil et du sur{ace terrestre est absorbde par certaines composantes

de I'air etu diffus6e par ddviation ou r6flexion dnns I'atmosphBre. L'absorption

du ray,onnement par l'air pro',roque I'augmentation de la temsrature et I'air
r6chauf6, d son tour, 6met le rayonnernent, en provoquant la diminution de

la tempdrature. Ces proeessus ddpendent sensiblement de la distribution de
H2O -emtrois 6tas- dans I'air- II est donc fort souhaitabrle que l'effet thennique

de la radiation dans l'atrnosphbre soit int6gr6 dans notre systbme d,6quations
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a,vec ses fonctionnernents specifi ques"

F*ur contribuer i,i'dlaboration de la thmrie mathdmatique de ees ptr€nomlnes,

nous alions 6tudier un systBrne d'6quations intdgro.diffdrentilles pour l'inten-

sit6 t!(r, g) de la radiation de longueur d'onde .\ dans la direction q € 5€ au

point; n € R3 et h tempdrature T(r) au m6me point. Il s'agira d'une famille

d'6quations paralndtrisde par,\ e JR* qui ddcrit la variation de f1(r,{), va-

riation due i, I'absoption, h la diffusion et A, l'drnission du rayonnement, et

d'une 6quation qui ddcrit la distribution de Ia ternp6rature dans l'air en tant

que rnilieu continu calorifrre avec des sources, positives ou ndgatives, de la

chaleur.

D,ans cette orientation, Arnosov (voir l ]) a dtudid le problbme avec ie

mourrernent de l'air dans un dornaine d'une dimension spatial et a obtenu la

solubion globa,le par rappCIrt au temps" Dans le prdsent travail, nous allons

considdrer le systlme d'6quation dans un dornaine fl C IR3, mais sans prendre

en cosiddration le r:louvement de I'air (c'est-h-dire da,ns ie cas or) la vitesse

de l':r,ir s'annule identiquement) et nous allons chercher la solution stastion-

naire. Pour la ternp6rature T{e) nous eunsid€rons la condition de Neumann

sur la frontidre, ce qui signifie que la solution stationnaire correspond i, l'6tat

d'6quilibre sans diffision de la chaleur A, travers la frontibre, dtat thennique

ddtermind seulernent par I'absorption et 1'6mission du rayonnement par i'at-

mosp,hbre.

La radiation du Soleil est fort e.oncentrde dans une direction. Comrne

I'ang.[e solide du soleil vu de la terre est trds petit, dans les dtudes pratiques

on utilise sour.ent une desc.ription qui considbre le rayonnernent du Soleil dans

une seule direction gr € 52. Pour cette raisons nous allons consid6r6s les deux
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modi{e l'une avec une radiation non singulibre et I'autre avee une radiation

srngulibre-

Dans le chapitre 1 on donne une d6scription g6n6rale sur le phdnombne

de radiation dans l'atmosphbre

Le resultat principal du prdsent travail est la ddmonstration de I'exis-

tence d'une solution stationnaire {{r1(r,q}}rro,?(")) du syst}me d'dquation

consid6rd dans un domaine born6 sous l'hypothlse que les coefficients d,ab-

sorption et de diffusion du rayonnement sont petits. Du point de vue tech-

nique, l'€quation pour (Ir{c,g)) est lindaire en fi{r,{), de sorte que, si on la,

transforme habilement, il n'est pas difficile de la rdsoudre avec T(r) donnde,

mais le terme repr6sentant l'6mission du rayonnement est fortement non-

lindaire par rapport d, 7(r), ce qui ne facilite pas la r6solution du systbme

d'6quation. toutefois il possebde un certain comportement de monotonie(voir

chapitr 6), ce qui nous permettra de trouver une solution.



Chapitre z

Probl&me de Ia radiation dans
i?atmosphbre

I
r-lorsque le rayounement trarrerse la couche atmosphdrique, il eatre eu

ccllision avec les rnoldcules et les parbicules prdsentes dans l,atmosph€re.
Ii peut 6tre ddvi6 de sa trajectoire, e,est le ph6nom€ne de diffusion at-
mosphdrique. En outre il peut 6tre absorb6 en partie- Donc Ie rayonnement
dlectrornagndtique est perturb€ par deux processus : processus d,absorption
et pro<nssus de diffusion"

2.! Processus de diffirsion

Dans le processus de diffusion les photons sont redistritruds dans toutes
les directions. on distingue diff6rents types de diffilsion, cara.ct6ris6s par le
cornportement de diffusion dri i ra taille relative des cibles par rapport d la
longueur d'onde de Ia ra.diation incidente.

8
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2.1.1 Diffusion de Rayleigh

trlle est due b I'interaction des photons avec les uroldcules gaze*ses des
couctes sup6rieures de l'atmosphbre dont la taille est trbs infdrieure *, la
longueur d'onde. En lggg Rayleigh a montr6 que l,intensitd de Ia l'mibre
diftNde dans une direction particulilre 6tait inversement proportionnelle A,la
puissance quatri€me de la rcngueur d'onde. par consdquent, re rayonnement
de courtes longueurs d'ondes, comme le bleu i, aanm,est plus difiusd que le
rayonnement de grandes longueurs d'ondes, comme Ie rouge 670 nm. comrne
le rapport de ces deux longueurs d'ondes est €gal e r.625, l,intensit6 de la
lurniire bleue diftrsee par une mol6cule d'air esil.6Tba : T.gz fois sup6rieure
d, celle de la lumibre rouge diffusde. ce ph6nomBne exprique pourquoi nous
percevon$ le ciel bleu durant la journee. Au eoucher et au lever du $oleil, le
rayonnement doit parcourir une plus grande distance d travers I'atmosphlre
qu'en milieu de la journee. La difftrsion des courtes longueurs d,ondes est
donc plus irnportante.

2.1.2 Diftrsion de Mie

Elle est due i I'interaction des photons avec des particules dont le rayon
moyen r oscille entre 0.1 et 10 f<lis la longueur d'onde du rayonnement. En
1869 Jr*n T)'ndall avait cbservd que la couleur bleutde s,6rranouissait si la
taille des particules ddpassait le dia,mltre de 0.3pm. Ls go'tterettes d,eau,
les cristaux de glace ou les aerosors prdsents dans l,atmosphbre (poussibres,
fum6es, pollens) sont les principaux vecteurs de la d,iffusion de Mie-

I
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2.1.3 Diffusion non slective

E'lle se produit lorsque les particules (hydromdteores et poussibre) soni
l;eaucoup plus gnrsses que la rongueur d'onde du rayannement. Dans ce ca,s res

iois de I'optique g6orndtrique s'appliquent. prenons le cas ri'une goutte d,eau :

une fraction clu rayonnernent incident est r6fl6chie, l'autre r6fiact6e. Dans la
goutte, la lunlilre peut 6tre atrsorbde ou subir des rdflexions multiples arrant

d'6mr:rger- Les gouttes d'eau de l'atmosphlre dispersent boutes les longueurs

d'oncles de rnani0re presque 6gale, ce qui produit un ravorurement bianc.

Ceci explique pourquoi le brouillard et les nuages nous paraissent blancs.

Dans ia rdalitdi, le*s propri6t6s radiatives des nuages rJdpenclent de la taille des

particuies et de leur nombre par unit€ de volume.

2.2 Processus d,absorption

Les difidrerltes moidcules de I'air absorbent diffdrenbes longueurs d'ondes
cle racliations. Dans ce caa il y a transfert d'energie entre le rayonnement et

les moldcules avec lesquelies il entre en collision. L'absorption du rayonne-

ment qui cbde tout ou partie de son 6nergie conduit par consdquent d une

att6nuation du signal dans la direction de propagation du rayor:nement. La
moldcule change de con{Iiguration dlectronique- L'dnergie atrsorbie modifie
l'dnerpgie interne de la moldcule en la faisa,nt passer d'un niveau d'dnergie 61

A, un niveau d'dnengie -82 sup6rieur. Cette dnergie est ensuite rd6mise sous

forme de ehalerrr h une plus grande longueur rl'onde {infrarauge thermique).

Une uroldcule possbde des nivearix d'6nergie discrets cu quantitds auxquel*
sont associds des 6tats de mouvement rnoldcuiaire : 6tat de vibration. de ro-

l0



r.:rnsnsrr 08 [IAr 19,{5-GIjELNA DPAsrr}ig\T Ds lilTH]"srrer;Es

tation ou de configuration dleetronique correspondant respectivement i, des

niveaux dndnergie croissants. Alors que selon I'dnergie du rayonnement inei-

dent, on distingue plusieurs types d'absorption :

* | dan"s l"ultrwwiotet:L'inergie absorb6e est suffisamment importante

pour permettre des tra.nsitions 6nerg6tiques entre niveaux 6iectroniques.

Au-delh d'un ceriain seuil dnergdtique, I'absorption peut provoquer tme

dissociation des rnoldcules par rupture de liaison.

- ) dans Ie wisible: Le rayonnernent n'est pratiquement pas atrsorbd

par l'atmosphdre, ou trBs l6gbrement par I'r:zone. Ics transitions $nerg{tiques

se f,ont entre niveaux 6lectroniques-

* | dnns |tinfranmrye: L'absorption du rayonnem€nt est beaucoup

moins dnergetique que dans le visible ou les ultraviolets et les transi-

tions d'dnergie se font entre le niveau fondamental et les niveaux vibra-

tior,rnels des moldcules

- ) dans les hyperfr€quenees : L'6nergie transf6r6e dtant encore

moins importante, I'absorption entraine des transitions dnergetiques de-

puis le niveau fondamental vers les nivearx rotationnels des moldcules.

Chacun des gaz constituarrt de l'atmosphbre absorbe le rayonnement dans

des longueurs d'ondes sdlectives d6limitant ainsi de nombreuses bandes d'ab-

sorption. Les rnoldcules les plus importantes da.ns le processus d'absorption

sont:

>l'oryg€ne (Oz) et b dbwde d,e carbme (COz) uniformdment

m6lang6s dans I'atmosphdre et en quantit6 presque constante" La contrib*
tion de Oz est trEs forte autour de 0.7prrn. Celle du Ca2 a lieu au-deli de

11
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lp'm et surtout dans l'infrarouge therrnique or) ce gaz joue un r6le dans l,effet
de serre.

)Ia vapevr d'eaa (anol principalernent localisee dans la troposphbre
et dont la quer,ntitd varie grandement d'un endroit I I'autre et d,un mornent
a, I'autre de l'annde. par exernple, une rrrasse d'air ael-rlessus d,un ddsert
contir:nt tr6s peu de vapeur d'eam, tandis qu,une massa, d,air au-dessus des
tropiques contient une forte concentration. Elle prisente piusieurs bandes
d'absrrption irnportantes aux longueurs d'ondes supdrieure s it,L-T s.em.En par_

ticulit;r elle atrsorbe une bonne partie du raSronnement infrarouge de grandes
longu,eurs d'onde 6rnis par la 'Ierre.

>tltozone (O3) prdsent dans la troposphbre et d.ans la stratosphbre. L,ozone
stratosphdriqu'e {90%), situ6 autour de 18krn, prdsente une {,aible bande d,abr-

sorpti'on entre t0.55rrne et 0"65p'm'et une trbs forte absorption riu ra-vonnement

ultraviolet. Ce.[ui-ci est n6faste arx 6tres vivants.

>le m€thane {CHa}, le morw*yd,e d"e m,rbone {C0}, le prv-
tory dt"e d' azote (Nzo), res ehroro*fiuaro - earbures ( c p c ) qui possBdent

des bandes d'absorption dans l'infrarouge therrnique, rnoins abondants que
la vapeur d'eau ou le dioxyde de cartrone, ces canstituants ont un pouvoir de
pi6ger du rayonnernent des centaines ou des milliers de fois supdrieur dans
la mesure orl leurs bandes rJ'absorption sont situdes i des longueurs d,ondes
difidrent,es de celles de H2O et COz.

rsC)uand les spectres d'absorption des gaz de tr'atrnosphbre sont combin6s,
il reste des "fen€tres " de faible opaeitdo autorisant le passage de certaines
bandes lumineuses- La fen6tre optique va d'environ 300rarn (ultraviolet-Ci
jusqu'aux longueurs d'onde qele les liuneains peuvent voir. la trumigre visitrle

t2
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(commundnre;nt appeldlumilre), i environ 400-?00nm et continue jusqu,aux
infrarouges vers environ rL}anm.Il y a aussi des fenGtres atmcsphbriques et
radios qui transmettent certaines ondes infrarouges et radios sur des lon-
gueurs d'onde plus irnportantes. par exerrrple, la fen6tre radio s,6tend sur des
iongueurs d'onde allant de .rn centimdtre a, environ onae mEtres.

2.3 Emission

Mraintenant nou$ ra,ppelons ies caxactdristiques essentielles de i,dmission
de racliation- L'6urission est le process,s oppos6 de |absorption, il s,agit du
procerisus par lequel un objet 6met des radiations. Les objets ayant uRe cer_
taine 1;emp6ratu.re tendent i 6naettre certaines quantit6s de radiation de lon-
gueursi d'ondes suivant les courbes d'6rnission du "corps noir ,o 1. Selon cette
ioi des objets plus chauds tentlent il dmettre plus tle radiations sur des l*n-
gueurs d'ondes plus courtes. Les ob.jets froids 6rnettent moins de radiations
sur des longueurs d'onde plus longues. Dams le rrailieu or) nous virons. 

'ntrouve 3 sources naturelles du rayonnement.

Sgioleil:Le soleil est une forrnidable source d'dnergie qui r6chaufie notre
pian'bte. sa ternpdrature est approxirnativernent 6000"/{.selon la loi de planck,
les pics de la radiation solaire s'approchent de 500rern. son rayonnement par_
vient i la terree aprAs un voyage de 150 rnillions de kilomtstres : l,atmosph6re
r6fl6chit environ un tiers du rayonnement solaire visible, tanclis que les rayor-q
ultravicilets sont absorb6s par i'ozone qui est un ,,filtre ,,pr6sent 

dans la sira_
l- U" 

""tpt 
q*-bt*b- i-t6g.-lernent le rayonrrernent qu'il regoit est un corps 

'<rir:.Darx ce cas le flu:r: r6fl6chi est nul et le ffux partant est constitu6 seulement par ie fluxF'mis' L'€:mission d'es ralronnements <l'un corps noir peut 6tre ddcrite par le fonction dePlanck cornme fon<:tion de tempdrature et <le longueur d,onde

l3
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tospl[bre. Dans la troposphbre environ 20% du rayonnement soiaire est ab-
sorbti par la vapeur d'eau, I'oxyde du carbone et d,autres gaa de particules
miueurs' Environs 50% du rayonnement sola.ire atteigne la surface terrestre I

environ 25% est absorbd par les ocearls, ZlYe pat les sols et seulemerft A,Z%

par I'es plantes. le ra.vonnemerrt solaire absorbd est utilisd pour rdchauffer ia
terre (surface et atrnosphdre).

L'dnergie n'est; pas absorbd de la m6me fagon sur l'6quateur qu'aux p6les.

la quantit6 de rayonnement solaire que la terre peut recevoir par unit6 de

surface ddcroit i rnesure que l'on se dirige vers les p6les en raison de la
g6om6trie sph6rique de la Terre.

@La s'orfa.' tewesfse : la Terre ayant sa surface h une tempirature
moyernne de 15"c 6met des radiations, dont la longueure d'onde approche de

1000ctnrn(10p,m), ce qui est trop long pour que l,ceil humain ies perqoive. ces

radial;ions se situent en totalitd dans I'infrarouge, qui a une dnergre taible par
rapport i celles dmises par le soleil- Les radiations terrestres sont presque

entibrement absorbdes par I'atmosphEre sauf eelles de longueur d'onde se

trouvons entre 8 et 14 i.lnr dans ra fen€tre atrnosph6riqu€; ces dernibres

peuvent donc sontir de tr'atrnosphbre lorsque le ciel est ciair. La quantit6

d'6ner'gie 6mise par la terre correspond Fr celle que la terre absorbe de la part
du ra5'onnement solaire.

La zone tropicale qui est plus chaude, 6met donc plus d'dnergie que les zones

p6laitx.

sJl'atarcsp&.dr: L'atmosphbre, ayant une tempdrature entre -70"c et

4A"C environ, 6met des rayons infrarouge dans toute les directions : une

partie vers le b.as et une partie vers le haut. ces rayons chauffe l,atrnosphbre

14
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qui j,eue le r6le d'dmpHrer cette chaleur d'dchaper vers I'espace : c'est I'e$et

de serre. Par exemple, lors des nuits or) le ciel est ddgag6 la surfaee de la Terre

se rafraichit plus rapidement que les nuits of le ciel est couvert. Ceci est dfi

au fait que les nuages @"A) sont d'irnportants absorbeus et dmetteurs de

radiations infra,rouges. L'atmosphbre n'atrsorbe pas toute Ia chaleur qui lui

parvient, et elle ne 6met pas intdgralement toute la chaleur qu'elle absorbe.

:r'*fs bila,n entre l'dnergie du rayonnement solaire absorb6 par la terre

et ce,iie du rayonnernent 6rnis par la terre est dquilibrd si on considbre Ia

moyerlne plandtaire.

La formulation de la luminance 4nergitigue spectrale du corps noir B[,\, T]

est donnee par la loi de Planck

B[.\,r] :#t"* -t)*' (2.1)

A :Lon$reur d'onde{en rn)

?:Temp6rature at solue(en ki

fr,,=Constante de planck(6.625 * 1g-zagr*r;

c=Vitesse de la lumidre dans le vide {2.998 x 108rns-1)

k,=Constante de Boltzmann (1.38 x 1g-zr;6-i;,
de telle faEon que -81,\, T] tend vers 0 quand ) --- 0 ou ,l -+ oo.

Et d'apr6 la loi de Stef,an*Eloltarnanrr : "la luminance 6nergf,tique totale" 2

d'un corps noir, est calculde en integrant B[i, T] sur toutes les longueurs

2. cette garndeur d6pend seulement de la puissance quatri6me de la tempr5rature et elle
est rar:ement rnesurable car olle corespond ir, l'ensernble du rayonnement 6mit par le corlx
noir dans torrts les longueure d'onde du specter

rd
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d'onde :
co

t p[\ 'fr ,\ ry4I DlA, rld,A: o I
J"
U

avec o la conr;tante de Stefan-Boltzmann.

t') 'i \

16



Chapitre 3

Systdme d'dqutians de la
radiation dans I'atmosphbre

r\.L,f6.signons par a.r(s) et ry(r) respectivement les coefficien_ts d'atrsorp-

ticn ert celui de diffusion (par d6viation ou par r€fiexion) du rayonnement

dans I'atmosph€re. Les eoefficients d'absorption {"^(")) changent trbs rapi-

dement en fonction de la longueur d'onde (f) et prdsentent une structure tr€s

ccrnpJlexe. Leur calcul tient compte de la position r, de I'intensit6 l{.,.) et

de la forme de chaque ligne dans une bande d'absorption, mais aussi de la

rdpart;ition des gaz i diffdrentes haute.urs, ainsi que des profils de tempdrature

"(r). 
On suppose que

alir) ) 0, ryir) > 0,,r^(r)*ry{r) { C< oo (3.1)

avec ulne constante C.

La diffusion du raycnnement peut 6tre ddcrite par la fonctionFl(d, q) qui

represente le changement de direction du rayonnement de longeur d,onde A

de la rlirection g' h la direction g, changement exprim6 par une densitd par

rapporb h, q e S2(S2:sphdre unitd). Normalement dans la nature p1({, g) ne

L7
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ddpend essentieuement que de d - q e [-1,1]. Toutefois, comme on n'utilise

pas cette propridtd dans la suite, ici nrius consid6rons pr(d, q) comme une

fonction de g/ et de g, on pose donc les conditions

Pr(g',q) >0 Vq',q€52, *[oUn',q)dq:L Vq,e,g2. (g.t)*n 
i"

Quant 4,1'6mission de la radiation de I'atmosphbre, conform6ment A,la ioi

de K.irchhoff, on suppose qu'elle est donn6e par

a1(r)B[,\, 
"(r, 

t)].

Selon les consid6ration des physiciens, I'intensit6 de la radiation rr(r, g)

doit satisfaire h, i'6quation

L,
-qp;-+414(q'Y)r;(r' g) = J.r(r, e) - &(r' q, /.r, ?) (3.3)

ori {(r, q,Ix,T) est donn6 par

rx(s,q,,trr,r) : itilffiGt f tU*,q')Px({,q}dd+ (s.4)

s2

+ ,tt(") ,. Br),.7(r\1.
ax\n) *r^(zJ \ /r

D'autre part, pour la temp€ratureT(r), on consid6re I'dquation de la dif-

fusioni de la chaieur dans le gaz avec la source de la chaJeur due i,l'atrsorption

et l'dmission de la radiation. Plus prdcisdment on considEre l'6quation

rcAT: V - .F, {3.s)

ou

1B
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f : ifr, Fz, Fs), , : {* { ,^t*,q)qjd,Ed,i, (8.6)Jo Jsz
qr' 6tant la composante dans la direction de I'ane 13 du vecteur g. La formule

(3-5) repr6sente la relation entre la varriation de la tempdrature de I'air et

de l'intensit6 de la radiation.

Les dquations (3.8) avec .\ e]0, oofet {8.5) constituent le systbme d,6quations

que nous devons envisager

or, il. nous sera commode de transformer l'€quation (3.3) en 
'ne 

6quation

int6g:a1e. En effet, en posa,nt

o.r(s) : ar{r) + ry(tr)} (B.Z)

on peut reecrire l'6quation (4.3) da,ns la forme

d-.
aol^("Iuq,q,t): (A.S)

: -b;(r * aq)Ir(r * cg, q) + br(r * cqpl(r * ag, q,Ix,T).

Pc,w envisager l'6quation {8.3) {ou (3"s)) dans un ensemble ouvert f,i de

IR3, on pose

ol,,o) : inf{o € R[r + a'q e f] Vo, elo,0[]. {3.g)

Si ofr,nl ) -oo, alors r * c?,,olq € dCI, mais si CI n,est pas born6, af*,n, neut
6tre -oo.

1
I

;-T-

V

(q.V)rr(r, q) : /r(c, q) * Jr(r, q, rr, T)oo(*)
nLT:

,l,t )
.F

19
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Dans le cas ori of,,n) ) -oo, l,6quation(3"g) avec la condiilon

r1{r * oto*,u){, q) : 4(" * af,,o;c, v) (a.10)

peut 6tre rdsolue formellernent par la fonction

0

r.r{", s) : 4(s * da*tqg) exp(- I ,U, + a,q)dn)+ (3.11)

*&,ol

0I ir ?*; 1 I r {x*s, q)pt{g,, q)|g{r*a,q, q,) exp(_ | b^1*+*, q)da,,)d,q, d,a, *+ltJ J Jttl',ni s' e'

0rl+ I "^(" + a,q)Bh,T(r i_ a,q)jexp(_ | U^@ * a,,q)da,,)d,a,.JJ
ooa,ol al

Dans le cas or) o?",n, : -oo, on considbre la condition

*IT* J^{r * eq, q) : ff(q) (g,12)

Comme on peut le constater facilenent, cette condition (3.12) nous permet
de d€iinir la solution formelle de 1'6quation (B.s) avec la condition (8.12)

I
ie(r,q) = ff(E)exp(_ I u^b + a,qld,a,)+ (g.lai

{
01 f t o,

*A J J or^{r+o'q)P^(s', 
q}I{r*a'q, q') e:ie(- | b^1r+a,,g)da,,)dq, dat, *-'t, ""; !,

f?-t I a;(n * a's)B[,\, T(n + c,q)]e>{p(_ | U^t, + a"q)d,a',)da,..t 
i,

Qa veut Jo n.* l'€quation (3.3) avec la condition (3.10) ou {8.12) est trans-
form6e dans les 6quations (3"11) et (1.13).



Chapitre 4

Equation de la radiation avec la
iempdrature donnde

nrJans ce paragraphe on considbre la farnille drquations (J.il) ou (3.r3),
en s'apposant que la fonction T(r) est fixd" or, comme on le constateimmddiatement,
si 7(z) est donn6e' on peut envisager la famille d'dquations (3.11) ou {3.1,3)
sdpardment pour chaque i" Donc, dans le prdsente paragraphe, on fixe un
,l>0.

Soit O un ouyert bornd ou non de IRs, pour r0 e dCI on pose

,St_(*o) : {q e ,S2;fe } 0,ro * aq e e,Vtr e]o,e[] (4.U

et on d6finit l'ensemble

!i - [-l {{"0} x ,s2-1ro)}. U.z}
coeAA

on adrnet que {(c0, q) est donnde pour tout {no, q) e E et que riiq) est
donnde pour tout g g ,S2. On suppose qn€

sr-rp 4(*n, g) < oo, suq ry(q) < oo (4.3)(rtl,g)eE qe,i, ^ "'

2t
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oi

PRoposr:nor.r 4-1. .9aat e un ouaer-tde IRi. soienta,l(c) , r.r(s) et p;u, qJ

d,es J'anetion$ rnesarilbtes d,ifi"ruies sur o et sr x # respe*tiuernent et sati;s_

fa'isantes aan cond,itrans (3"1) et {z.z). so,ient en outued("', q) et If (q) d"es

fonetions meswrabl,es, non-ndgati,tses d,*fini,es so,n E et s2 resytectiaement et
sati,sfaisantes d la condit'ion (4.g), si une fanetionr{r) e ,""(e), ?(r} > 0,
est d,onnde et s'i en autre

ff(ry)liPl ls,*lseyse; { 1, (4.4)

i4.5)
ol',nl

(i*i a?*,ul est,le nornbre rdel nd.gatif ou -xdifini d,ans (3.g)r, alors la fami,lle
d"'€'quati,ons (3.i1) ou (3.13) ad,met ane sslu/'ion Is, et une sewle d,ans ?aclssse
t*(rt x SP)J.

Pour ddmontrer la proposition, il nous est comrnode de ddfinfu I'opdrateur
G pu"

G(&)(r, q) :

o

itr(ry): sup { [ ,^@+rrq]dr]
(rl,q)eOx,92 J

0
Iff
^_ | 

,^(* + a'q) I p^fu' 
, q)Ix(r + a,q, q,)x+ir J -'J '-\:/r, '\\

ot",*l s2

{4.6}

0
f

x ele(- I b^(* * a"q)da,,)dq,da,,

i,
\{lot oi,,o) est le nombre reel udgatif ou -m d6fini dans (J.g). on a alors le

lemme suivant-

Lniraun 4.L L'opdrateur G e.st une contract;ion d,ans l,espace tr*{CI x se),
c'est-d,- di,re il rni,ste une constante K telle que 0 < r{ < r et que pour tout

22
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Ii1i, J'[2] € t*(CI x ,S2) oru eit

llclru; - G(rr:t;11tr€(exs:) 5 J{llrrr} _ ri2t}f;*1s1,.s,1 (4.7)

DduonsreATroN. Comrne b.r(r) > 0, on a e>ry(_ j rr(* + afu)der,) I l.
on a donc tNz

s nr(ry) j 
I 
P; | | 1*1s, *s,; I lrttt - 1l2i 

I f 1,* 1r: *s,1

presque pa,rtout dans o x .s2. Les relations {a.a) et (a"s) entraine (4.7) avec
0<K<1.f1

Df&totrsTrRATroN DE LA pRoposITIoN 4.1. on constate que le pre_
mier eL le troisibrne terrnes du second rnernbre de {3"r1) et de {8.18) sont
ddtermin€s directement par les fonctieins donnees. Donc, si on ddsigne par
GrU^) le seeonde membre de (r.tt) ou de (3.13) consid6r6 comme une fonc-
tion de ,I1, quelqum soient 7{r1, JIA e tr*{f) x .g2)o on a

cr{rru, - cr{/'t, : 5:11trt1 * Ggrzt 1

of G(-) mt I'op6rateur ddfini dans (a.6). par consdquent, du lemme 4-1 on
ddduit que m6me I'op6rateur Gy(.) est une contraction dans l,espace ^L-(i-|x
'92), ce qui nous permet de trouver une solution f1 et une seule dans Ia classe
tr-(f, x: S?).n

Dans la prochaine pa,ragraphe on va utiliser la propri€td suiyante de ia
solution de 1'6quation {3.11}.

1c1ttt111r.,{):clrtrt)@,q)l< 
{4.8)o

Lff
= A J J r'^("* o'q)p,\(qr,o;;rttllr * a'q,r,; - rt4(r * e,q,q)ldq,da, <

a.i . Eztr,4)
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Fnoposr:rrou 4.2 soit o un oartert born6. de IR*. on sappase wea,,(e),
rx(r), Pxtd,q) et ll(n},q) udri'fient les conditians mentionndes dans la pro-
posi,t'i'on 4.I- So'ien17{tl 

"s 
T{21 d,eur fonctions i, aaleurs d,ansl},oo[ appar-

tenunt d t*(CI). Sott lfl{resp.Ilzll la soluti,on d,e l'd.quati,ons {3.IL) aaee

A[,\,:fJ : Bh,flti] {rery.An,fl : B[],ftztl).
Alars o* a

l|4r_{2l||;*1n"s,,.4||B['\,7Ir]]-B[),rI,]]l|"-1n;,- 1 - N(r^)llpllll-1sr"sz, " r.',- l

(4.s)

od N(ry) est le nombre ddfini d,ans {4.b}, tandis ry,e

0

i/ial) : , :,rp _^{ { o^@ + aq)da} (4"10)
t"'o)'o*st 

o1o1,o,

DfruronrsrnlrroN On pose

r:41 -rIJ, v:B,),rrrtl _B[,\,rrzt1

Alors, en faisarrt la diffdrence de l'dquation (3.11) avec B[.1,T] : gl[;,1"t41

et celle avec B[.\,TJ : B[i,7[z]1, on a

0

u{*,q):* I Ir{n*a,q)p^(d,gt}{n*a,q,s,)exp(- {o,u^1r**,,q)d"a,,)dq,d,a,*
4",r & rd

707
+ | ^ a1(r * a'q)V(n * a'q)exp(- I ft^@ 1- a,,q))d,a,,)d,o,,Jot",ur 

{
en utilisarrt I'opdrateur G(.) introduit dans (4.6),

U{*,q}: G({/)(r,q)+
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* I;.",*r{' + ,,'|s)v{r * q'q)errpi- 
t o^n * a,,q)da,,)d*,,

.*. De la maniBre amalogue i (4.g) on a
iri i 

l}{u){*,q)r s^v(q)frp1}l;*1sr*s,lrftrfis-1o"s,1.I
r r Drautre part, cn a

Ir iro, l^o ar(r + a,q)v(n + o,q)erp(- i uU, + a,,q)da,)^,lrr(a1)llrf lr*(o).IJ,

On en d6dlrit que

lluf ls,-qn*s,l s ffi f fyf f;-1n1.

i ce qui preuve ( .g). D

I

ll

I

I

l:
li

25



Chapitre 5

Equation de la radiation avec la
pn6sence de la radiation solaire
singulibre

.M*n *rrant nous considdrons le probldme de la radiation dans I'air avec

la pr6sence de Ia radiation du soled. Comme la radiation du soleil est beau-

coup plus forte que les autres radiations et est concentrde presque dans une

direction (plus pr6cis6ment I'angle solide que le soleil occupe dans le ciel vu

de la terre est tri6s petit), il est cornrnode de la repr6senter comme radiation

provenant de i'ext6rieur et eoncentrde sur une direetion.

Ddsignorrs par {t e ,52 la direction du rayonnement solaire(c'est-i,-dire,

on suptr)ose que le soleil se trouve dans la direction -91)" D6signons par

If l'interrsit6 de la radiation du soleil de longueur d'onde ,\. Si pa.rmi les

radiations ncus tenons compte dgalement de la radiation solaire,la eonrlition

(3. f"0) deviendra, formellement,

IY@+ afu,oye, q) : d(" + crfu,*y{, q} + d(q * qrFf (c.r/
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ofl d{q - ft) est la 'Tonction delta Dirac' sur 52" Dans cette dtude nous nous

iimitons au cas oi o(or,ur) > -oo pour tout c € Q.

Comme nous I'observons quotidiennement, si la radiation solaire n'est pas

presque compli:tement diffusde dans lm autres directians ou absorbde par des

particules particulibres(comme les goutteletes de nuages) dans l'atmosphBre,

m€me aprds son entr6e dans l'atrnosphBre elle reste trds forte par rapport aux

autres radiations.

Donc nous d6signons I'intensit6 de radiation totale de longueure d'onde

A au point r dans la direction q par

*'(*,s) : A(s, q) + d(q - sr)A(r, qr)

Donc, da,ns le cas oir o?,,n) > -oo, on peut substituer Ijd{r,g) dans (3.11)

au lieu de "[{r,e), ce qui nous donne

o

,1 t t f .*A J J'^@* 
cr'q)P*(q',s)(.trr(r* c's,q') + 0(q' - 9r)rr(r *a's,qt))*

o-tl . 52
\r,qJ

^f
x exp(- I b^(" t a"q)d"a")dq'da'*

J
ael

ff
+ | o^(*+a'q)BlA,T(r* a'q)]"xp(- I b^("*a"q)da")dn'.

JJ
ot*,sl txl

27
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." :" 
remarque que d'apr€s la d€finition de la 'Tonction delta DiraC' sur,S2

,o
| ,^{* * a'q)P1{q',q)a{q' - qt)Ix{r I a'q,qr)exp(- { U^{* * a,,q)da,,)dq, =JJ

Sz er

e

: rr{ir * a'q)P1dqt,q)Ix{r * o'q.,qr) exp(- f U^O * a"q)da").
t,

En outre, vu I'expression de lt^"t(*,g) il nous est commode de consid6rer

le cas or) q # 91 et le eas of S - {r.

En effet da,rrs le cas oir q # q, cornpte tenu de cette dernibre relation, de

(5.2) on ddduii que

0

fi'o(*,q) : 4(r * ctl,,o18,q)qp(- [ ,^A+ a'q]da')+ (s.g)
.J

*?",q1

lf f f*; I l r^("+a'q)P1(q',g){(r*o'q,q')exp(- 1 b^(r+a"q}da")d{da'++7t.1 J J
*t,",or s, (rt

0
1170

+ A* t r7(r-Fa'q)Pt(h,4Ix{nIa'q,qr) x exp(- I U^{"*u-'q)da'')do'+
+?r .r J a,

o9

00rf-f I o^{, * o'q).Bh,T{r * a'q)l exp(- I b^(* * a" g)da")da',
J.J

*P-,nl (!r

D'autre part, paur { - {r, compte tenu encore de la d€finition de la "fonetion

delta Dirac", de {5.2} on ddduit que

0

J.r{sr,qr) : /fexp(- [ u^@ * a'q1)d,a'). {b.4}

'?',o)

28
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En efiet on a
o

IY{*,q) : 4{r * af,,ny{,q) exp(- f ,^@ + c,'q)d,a')+ (5.5)
.t

*t',ol

| { f L t \n/ | \, t , t rI +; J J rx(n+a'q)Pr(s',q)Ii(r*o's,q')exp(- lb7(x+a"qld,a")d'{do'*
J

o?,,n1 s' d'

** l ry@+a'q)P^(q,.,q){"ta(- f br(r+a"qr)da")e}a(- / 61(rt-a"q}tu")dn'+
4tr .l J Ja,

or1"
+ I o^(* + a'q)Bl),,T{r-r a'q)]"xp(- I b^(" + a"q)da")dn'-

.d, !,
\r,q)

donnde, on peut envisager l'6quatitrn (5.5) pour chaqne A. Donc, nous fixons

un .\ > 0 et ncrus dr4finissons I'op6rateur G par

o
1ff

G(fi)(r, il: ; J r1(r * o'd I Px(q',q)1r(r * a'q,q')x (5.6)

a9 s?
\2,q I

o
, f.

!,
oil o?",ni est le nombre rdel n6gatif d6fini dans (3'9)'

L'op$rateur G ddfini dans (5.6) est identique h I'o$rateur (4.6) du chapitre

pr6cddent done on peut utiliser les m€me arguments-

PRopounoN5.l. ,$oif f,l un oaaert bam6, de R'3. Soif,,n,' a.r(r),r1{r)ef

Ps,{q',q} d,es fowcti,ons ynesurables d,6fnies sur{l et 52 x * respecti,uemset
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et sati,sfa'isantes mn mnd,i,t'iorus (3.1) ef i3.2)" Saient 4{*0, q) une fonct'i.on

mesurwble, non-ndgati,ue d6fi,ni, sur E et s*ti,s.fai.sante i, la rcndi,ti,on i "3). Sa

une frsneti,on 7'(n) € ,'"(Q), ?'(r) > 0, es* donnie et, si, en outre

if(rr)llPl lr-1srxs; { 1, \c.rJ

(5.e)

otl,

(5.8)

'L,ot
('ici at,7,,0, est le nombre r6,el nd,gati,f d€,fi,ni, d,ans {3.9)), alors l'€,qunti,on (5.5)

ad,met; une solu*ion I1 et une seule daru la elosse tr'"(O x S2).

Rappelons d'abord las propei6t6s de I'apdrateur G

Lguttn 5.1. L'opdrateur G est une contracti,on. d,ans l'espnce t*(CI * St),

c'est-ti-dire it esiste une constante K telle que 0 < K { | et que pour tout

1[r1,1NzI € tr."{f,t x St) on ait

llc(/tl) - G(rlzr;11sm1nxss) g Kllrllr -;izlll;*1o*s,1

0

i/{rl): sup { [r^@+cq)da]
(c,gleOx,92 J

C'est le m6me lemme gue le lemme 4.1.

DfiraoxsrnATloN DE LA PRoPosITIoN 5.1. On constate que le premier, le

troisitrne et le quatribme terrnes du second rnernbre de (5"5) sont ddtermin6s

direct,ernent par les fonctions donndes. Donc, Si on ddsigne par dr le se-

cond mernbre de (5.5) consid6r6 cornme une fonction de Ix, euelques soient

f[1], /[:]i € t*(fi x ,S2), on a

Gr{rltly - crltttl: 6:q/t11 - G(rltl;

30
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of G(.) est I'op,6rateur ddfini dans (5.6). Par cons€quent, du lernme 5-1 on

ddduit que rGrne I'op€rateur Gt(.) ot une contraction dans I'espace 'L*(CI x

,52), g(: qui nous permet de trouver une soluti0n Jr et une seule dans la classe

,L* (f) x 52). {I

PRopOsrroN 5.2 Sait ft un ouuertbomi deR3. On suppose gue o,x(r),r1(rr),

Px{d,q) ef I!(ro ,q} u6ri$ent les mnditi,ens nzenfi,onn6.ex dans ln proposi'ti'on

5"1. Sai,ent 7Ir1 
"1 

Tl21 d,ew fancti,ans d' valewrs dons ]0, xl appafi'en*nt d'

t*({}). Satt 1l1{re.rp /l'l) h solwti,on d,e l'1qwateorus (5.5) auec BlA,Tl :

B[.\, ?-t1l] {res3r.B[.\, T] : BF, ?tql) -

Alors on a

/V(sr)
lB[4, rltll- Bltr, rl2l]ll;-1s1,

(5.10)
I l{r -,rl'1 | l;*1n"s,; S 1 - If(r1)| | P1l l;-1s',s,;

ot) ff{r1) est le nambre d,6,fi.ni' d,ans (5'8), tand'i's que

o,

V(c;) : sup { I o^("+o,q)da}'
(z,q)€Ox,S2 J

"t",o)

{5.11}

DfuottsrnmroN. On Pose

y : rf;l - rj:], lz : B[], rlnrl - a[.\, rtzll

Alors, en faisant la difference d.e I'dquation (3.11) avec B[.tr,"] : B[,\,?'14]

et celle avec B[.\,?] :8h,7121], on a

u (*, q) : * j 
tr1(c*c's)P1(e', 

q)t/(r*el's, s') exp(* 
/o 

o^{**o "q}dd')dy' d'.' +

o?,,n) s"
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f00
+ | ar(z* a,q)v(z+a,q)elrp(- 

f tu^t"*a,,q))da,,)d,o,Jot",ot 
a,

ou, e$ utilisant l,opdrateur G(.) introduit dans (b.6),

U{*,q): G{{r)(*,qi+

fo 10* 
J*?,,",a'{t 

r a' q)v (r + o'q) exp(- 
J,, 

u^f, + a"q)d,a")da' ,

en effet

fG{U}(r, o)I S n[1r^)I!}irIlr_r5z*sz;If Lrf f;*(oxsz;.

D'autre part, on a

Ilro ? |

I l^, a1(r* a'q)v(n+a's)*,cp(- I u^(**a,,s)da,)a*'f S N(a*)llr[[r*(o).
lroi",et { 

' 
l- 

1"711 1rr--r

On en ddduit que

ll[rll1*1nxs'i s ffi | r'f rs,-qov,

ce qui preuve (5"10). tr
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Chapitre 6

Lemmes sur l'effet thermique
I.lou rayonnemenf,

t)*r la suite(chapitre 6, 7), nous considdrons un domaine O c IR3 muni

d'.Jne frontibre suffisament regulibre et nous traittons le systBme d'6quation

(3.11),{3.5). P<rur la ternp6rature ?(r), on considbre la condition de Neumann

sur ia frontidre:

d-VT:o s&r afl (6.1)

ori nt est b vecteur norrnal ext6rieur sur 0f,1. On rernarque que' pour que

l'dquation (3.5) admette une solution, il faut que

f
lV.Fd,r:o

J
(6.2)

En efi'et, si T et F satisfont ir,l'6quation (3"5) et d,la condition (6'1), alors en

int6grant les deux membres de (3.5) sur {-1, on a l'6galit6{6.2}-

En outre, si al s'annule identiqtrement (ar - 0), le problbme se r€duit il

eelui que nous avons consid6r6 dans la proposition 4.1" Donc da.ns les cha-

pitres 6 et 7 nous suppoaons que a1(r) est mesurable dans Qx]O, m[ et que

:le > 0 tel que rnes({(c, A) e nx]0, oo[[ar(r) > €]) > 0 (6.3)
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Nous supposons en outre que {(r0, g) est mesurable dans

IA : {(r0, g, .f) e 0O x ,92x10, *fi("0, q) e E}

(E 6tant I'ensemble d6fini dans (4.2)) et que

lle > 0 tel que mes({(r0, q, }) e E"ldi*o, q) > €}) > 0 (6.4)

En effet, si .((r0, g) s'annule identiquernent dans E^, alors on potura ddmontrer:

sans difficult€ que lx{r,q): 0, 7(r) : 0 sera la solution du probl€me{3.11)

,(3.5), (6.li.

En vertu de la proposition 4"1, pour tout T € -L*{n),I } 0, il exist une

seule tr1 € tro'(f,} x 52) pour tout ,\ e]0, m[, ce qui permet de consid€rer

11 {ornme fonction de T; donc la fonction F d6finie dans (3.6) elle peut

6tre consid6r6e coillme fonction de T. Pour souligner eette d6pendance, nous

6crivons

F: F(T)

LuLdNrn 6.1, Soi,ent Tlal E t*{g),7lal ;" A,i, : L,2. SiTIll > T121, aloy"s on a

/ v F(TIir)db t ;|o 
. rr{r121\dn.

Dfuons.rnenoN. On rer,narque d'abord que

#u'^,rl >o v,\>o,vr>o

(6.5)

(6.6)

ce qui r6suite immddiatement du calcul expiicite de la ddrivde de la f<rnction

de Plank(vtliri2.1)). Donc on a

B[.\, rltll > B[.\, rtzl1.
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on rappelle que l'dquation (3.11) est lindaire €n r1, ce qui nous permet de

d6cornposer la fonction lx(r,q) : 4tl(r, q) d6finie ayec la tempdrature ?t2l

en

Ix{*,,q) : If t*,4 + I"i{r,q), (6.7)

of lff(r, q) est la solution de I'dquation (4.11) avec B[A,TJ : 0, tandis que

IT@,E) est la solution de l'6quation {3.11} avec {{r t a1r,q)aq,q):0 et

B[,\,?'] : B[i,1"lz]].

D'autre part, on d6ccmposer la fonction I^{r,q): ljll{", q) en

Ir(r, q) : Jff(r, q) + {*(s, a) + Ifi(r, q; {6.8)

ori lff(r,q) et li"ir,g) sont comme dans (5.7), tandis quelft(r,g) est la

soiution de l"6quation (3.11) avec .((r* oo@,n)e,{) : 0 et avec le rernplacement

de B[.\,4 p* A[,\,fttl1 - S[],ytz]1. Corrm* B[i,flrl1 * B[,\,?"fzl] > 0, en

rappela,nt la d6finition de ff{r, q} comrrre so}ution de }'6quation {3.11) avec

les conditions nrentionndes ci-dessus, il n'est pas difficile de constater que, au

rnoins pour,\ appartena,nt h un ensemble de mesure non nulle(voir(b.3)), on

a

If (*,q) > 0 p-p dans fJ'x ,92, f)'c (), mes(er) > 0

Par ailleurs, de la d6finition (3.6) de F on ddduit que

!" 
F(rru)dr - !. 

r(rr2r;ar : 
{[ IE u}r* @,q)qid,qd,Adn:

oo , 
(6'9)

: { { i i o^nilf(r,q)d,sd,qil,,J J', J +"''o ao J:,
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or) n3 rxt lai-i$me composante du rrecteur normar extdrieur d sur ECI. comme

ona<ldfini lf{*,,q) par (8.11) avec {(r *a1",0fl,{) :0 * qt{("o,q)
oestdonn6esuri,ensemblede(a0,q)caract6ris6parIarelationE'qini<

J:r
0(voir(4.1),(4.2)), on a

33

lui"itf(",q) :0 
"i I qini Sa

J=1 ,=1
D'autre part, comrne on I'a constatd ci-dessus, pour,tr appartenant i, un

enseml:le de rrresure non nulle on a

I*{*,q) > 0dans [-l'x ,92,

ce qui peut 6tre prolongd jusqui, la frontidre porr,vu q* * eini > 0. En

rappeliurt (s.9), on en ddduit l'ln6galit6{6.s). te lernme 
"rt'JJ*ootr6. 

n
LnMrrs {j.2. sai,t T € ,"'{fl), T > 0. on pose wly - ess i!L{ r{"). Alors

la fonction
fJ(.):Jv F(T+cldn i6.10)

o
est eontinue et strictement croissante d,ans l'i,nterualle ] - *r, *[.

Dfuows'rRATroN. Comme la croissance stricte de /{c) est d6montr6e

dans le tremnre 6.1, il reste d ddmontrer que /(c) est continue. or, comme on

le rroit aisdment par la d6finition(6.10) de ia fonction /(c), pour d€montrer

la contjinuitd de l(c), il suffit de ddmontrer que 
"Tg,f(c) 

- J(0).
il n'est pas elifficile de dfiuire de la ddfinition de lft*,gi que

t*(r,,q) * 0 pourc -+ 0

et donc
ooe

.fi.) - f{0) : f f f lai,lrf(r,q}dsd,qd,h..*0 c+ 0
JJJ;_I
0 52 6f, .r-'
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Le Lemme est ddmontr6" n
LEIvttuIu 6.3 d, eri,ste ?tne anrest&nte stri,etement pasi,tiue Ts et une seule

telle ry,e

{v FlTo)dr:o (6.11)
Jn

DfiuoNstttATroN. soit trl(r,q) la solution de l'6quation (g.11) avec une

constante f > 0" On d6compose .I;(r, q) €n

I^(r,q): If (r,d + fT@,q)

de la mdme manibre que dans(6.?). En outre on pose

Fo : (FF,Ff,ff), Ff' : f ! tro,qlqid,qd,^,
0s2

oo

Fin: (FI",F;,,Fi\, f;"{r): { { I1@,q)qidqdA,
t, tt'

De (3.8)(voir arrssi (3.7)) on d€duit que

d _"._

,tolf 
: --o.r(r + aq)If {r * aq.,q) - rr(r * aE,q)ff($ + og,g)* (6.12)

*r.r(c + aq)+ f tf U* cq, d)p^td,q)dq,..*fi J Sz

On a donc

oo oc
f f f f dv. F* : 

J J q-Ylf(n raq,q)dqil,: 
J J rttfb* aq, fil"adqd,A

ClS2 0S2

"" 
(6.13)

f f- r r: I I l-a>,(r)I," (n, q)-ro{r\If {r, q)+r{r)} I tf {", q')p^{q'., q)dqld,qd,A
J J +1tJS2
0s2
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Or, en rertu de la derxiime condition de (8.2) on a

f, r f
| [-r[,{n)]f (r,q) + r^@)i I tf @, d)p^(q,,q)dq1dT :0 (6.14)J '4nJ

s? ge

Il s'enriuit gle

f-

.f 
v Fod,r: f lfF"^t4rf{*,q)ld,qd,^d,n<s. {6.15)

l] n 0s.2

D'autre pa,rt, de maniEre analogue h la d6duction de (6.s) de (6.9), on par-
vient d

{v F*nd,r: I {/iorrui{*(r,q}d,sdqd.\ > o,]r;r 6 i,ki:t
or, cornrne l'dquation (3.11) est lindaire en fi, p'ur chaque ,l > 0 fix€, la
quantitd

oo

f I/I qinll{(r, q)d,sdqd),

0 S2 d(} J:r
est proportic,nnelle par rappor* e, Bh, z]. Donc, en rappelant I'expression
(2.1) de B[A,T], on voit ais6ment que

A[,\,fl-*g pour?*0*,

ce qui, joint ii (fi.15), nous donne

f l- f ^^ f Ilim J v. Ft'T\dn: lim I I v.F""d,n +_tiry, I v.Fi.drl : (6.16j7*o-./e ?{* LJa r*o} Jn I

: f v.F.'dn<o
Jf)

En outre, de I'expression (2.1) d* Bn,T] on d6duit 6ga,treurent qrd'il existe

un fi sulfisanrment grard tel que

{" Fo*da'll v.F*{udnl
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(f'"-{'4)) €tant .Po d6terrnin6 par 71 et donc

ffr
l \r . FTl)tu : I v . Fod,r + l v . Fi"(T)tu > 0. (6.17)Ja Jo Jn

Le Lemme ti,3 rdsulte de (6.16) et (6.17) et du lemme (6.2). tr
Lgvrua 6.4 soi,ewt Tlrl 6 TI21 d,eu,r foncti,ons a?s?mrt'nant ti .t*(CI) et

telle que

i,t a ess inf atl(r) ( essl33r",(") 
= ;Tr, i,: \,2. (6.18)

Alars on a

llV.r1vru1-V.r1rlzt)llr*<nr < M({o^}"r, {".r}.r, {pr}^,Fo)llro,*Tiztlls,*1o,,

(6.1e)

o'il

M({*r}r, {"^}r, {Pr}^,7u) : ryp ^o^(") f,+L + r) x (6.20)e€o,.\>0 \r-iv(rrJ /
oo
f

x J tQ)dA,
0

F1a; : qrqff(or), F(rp) : ?upff{rp)llPlllg,*1s,*s,;,.l>0 .\>0

z()) : ._ sup^_ $a1,1,11,
|7e5r3$Ts ut

N(rr),if(*o) dtant les nornbyes dd,finis d,ans (4,.5) et @.LS).

RnueReun. On a 
foo

I 7(,\)d.\ < CIo. (6.21)
JO
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En effet, en cax.culant explicitement ta ddrivde #a[.\,f], il n'est pas difrcile
de trouver une fonctionf(,\) telle que

?{r) < T(.1) VA €lo, oo[, /* r,1^; . *
Jo

Di:nnor.rsru.atroN. D'aprbs la ddfinition de .y(,\), on a

lA[,\,rtrl1 - Bl],rttlll S r(])lrttl -,y,tztl (e.zz)

et donc, e l'a;de de la proposition 4.2, on a

||{l_{,}||1-1n*s,l<ffiz(r)||7trl-TI2|||r-(n),
(6.23)

on ffil est la solution de l'6quation (3.11) avec -B[.], T] : B[i, yttl],i,: L,2.

Or, de ia d6finition de F et de la relation ($.S) on d6d*it que

v .r'1r{rr; * v.r(rfzl; : {* { 7o^{*)u>,tn,q) - rr{s)y.\(r,s)+Jo Js,
1f

+rx(r);- I U^(*,q )Pr(q', dN + a1(*i(B[.f,?ttl1 -.A[.\,r[2]l)dqd.\,+7rl J gz

ou

[Jx{r,,q) : rf](" ,E} - 4'l(", q).

Or, e.n ve,rtu de la deuxibme condition de (J.2) on a

flf
J r,l 

-r^t")tr x{r,a) + ri(r) t J *u ̂ l*, il 
px4 .q)ddldq : a

Donc, on pa,r:vient A,

llv.r(rPI) - v.r'(rlzi;;1r-1n; S

= ,jl3, o.r(s) I"* Ulu,l ll;-1o*s,, + lla[.\, 7ttl1 - a[,\, rt 1]ll;*1p;ld,\,

d'or), compte tenue de (6.22) et (6.23), on obtient (6.19). n



Chapitre 7

Solut;ion stationnaire

M*rr*,rrrant on va ddmontrer le rdsuitat principal du pr6sent travail.

Tn6oni;ur: Soit {-l un ouverb bornd de RB muni de la frontibre Ef,} de

la classe C2. Soient or("), rr(r), P.r{d, q), 4(*0, g) des fonctions mesurables,

born&:s et non-n6gatives d6finies sur f,lx]0, m[, CIx]0, *[,,St x S2x]0, oof,

Ex]$, m[rerspectivement, oi E est l'ensemble ddfinie dans (4.2). On suppose

qu'elles vdri.fi.ent la condition (3.2) ainsi que les conditions

sup f* ,^(*o,q)d) < oo
(co,q)eE Jo

(7.1)

lf(.^)l lPlls*lsaxsz; { Isup
0(.\<oo

if{({*r}^, {r^}^, {Pr}r, fo) S

llV.F(70)llz,*1.,1 
= *+(/fl

ori }/{rq) et ff{{<4}^, {"o}o, {P"}^,76) sont les constantes ddfinies dans

(4"5) et (6"?0) respectivement et % tu constante d6finie dans le lemme G.3,

It

2C"

(7.2)

{7.3)

(7.4)
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tandis Que Crr est une constarrte ddpendante seulernent de 0(1a contante

Cs est pr6cisrle dans la d6monstration du lemme 2.1). Alors le systbme

d'dquations (3.11), (3.5) avec la conditiou (6.1) admet une sorution {{&}rsF,*1, T}
dans Ia classe

Jx € -L*'(f,t x S2),V.1 e]0, m[, f € H2(n)., 
;pA 

T(r) > 0

La solution est unique dans un voisinage d'elle-m6me.

Avant tout on d6flnit I'ensemble .Eo par

Es == {T € r,*(CI)l fro F(r)d,r : o,}To< r < fAo o danso} (z 6)

On a alors ie lemme suivante.

Lpunan 7.1. siTq e Es, il eriste l'uniEue salutianT de r'*quation

(7"5)

nA,.T: V.r(?) d,ansQ,

auec la condl;i,tion (6.1), solution satisfaisant d, la cond,i,t'ion

(7.7)

(7.8)

En outre on a'T € Eo.

Dt4ptowsrRATIoN. Un raison-nement analogue hla ddmoustratioa du lemr'ne

6.4 nous conduit d, l'appartenance de V.F(?) n ,*(fr). On a donc €galement

V"F{T) € ,2{n). Cela 6tant, le problb*e{7.Y), (6.1) admet une scluticn

g6n6ralis6 ? avec Vf e f/t(o), qui est unique d, une constante additive prds

(voir par ex:m'ple le th6orbme 1 du chapiter IV de [c]]. En outre, il existe

une constante (71 telle que

llT'.- Mg)ll",rar n Qtto.F(7)llr,{j 
K,, ' -t"rttr."(Q)
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oli

M(r):#o l,rn,*
(vcir par ex:rnple le th6orBryre g du chapiter IV d* [6]). on a donc

llr _ ef(")llr*rnr s fftf v. r(?)ll;,1oy

avec une conLstmrte C2 telle que

f faf fs,*1oy < f,2f fuf f61n1 Va e az{fr).

On en d6duii; qr_re

'"u:Egt(") - ess inf T(r) < *f f o.r,(Tlls,*1er) (2.10)

avec C62 : 2C1d'!2(mes({^}} }t/z
D'silleure on a

llV'.F (411"*1ny < llV. r'{Fo}llr*tnt + llV .F(F) - V ..F(76)l16*1o1.

or, d'aprBs le iernme 6.4, on a crmpte tenu de la condition (z.J) et de l,ap_
partenancedeTdEo

I I 
v.r-(F) -v. p.(,r0) 

| | r*1n) I M({o^}^, {.^ }^, {pr}.r, r_) 
| l?_r, I l"*r*r 

= *
Donc, err rapprelant {?.4), an obtient

llv.F(T)l lt ' nTo
1*(o) - 4,

ce qui, joi.nt A (7"10), nous donne

esssupr(") - ess inf rt"t < i%. (2.11)
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on en dddult, compte tenu dgalernent des Lemmes 6.1 et 6.2 qu,il existe une
unique T e E6 satisfaisant e (?"?), {6.1}.Lernmeest d6montr6. I

I lrlll - rl2l I lr,-1o) t ?, uae}, {"^}^, {p^}^, %) r rFltr -FH I rs,*1o1, {7.r4)

or) 1l'{i{a1}^, {r^}^, {P^}1,7s) est la constante d6finie dans (6.20}.

Ddfirrissons la suite y[ol,n:0,1,..., €[ posant

IH : Fo, 7[n+tl : p17l'4;.

Loa,rnaol'.' Sd Fit1, FI'l e Es et", FIti 
"tT'rl sont la soluti,on d,a probldme

(7.7),{6.I) appartenant d, Es, alors on a

llfl'r - :"pllls*1n, s f tV.r{fFI) * v. r1?p1)lly*1n;. (7.r2)

DfuoNstR;ATIoN. On remarque que la diffdrenee W :?iil - Tf2l vdrifie
l,6quation

nYW: xr. r{Tr1) - V.F(?'t?r)

et la cc"rndition

fr .VW : 0 sur 0f,1.

or, en vertu du lemme 6.2, w ne peut pas 6tre strictement positive presque
partout, ni st.ric'l;ernent ndgative presque partout. Donc le m€ene raisonnement
de la ddmonstration du lemme ?.1 naus rambne e (?.12). n

Dfnrousr:eerroN DU :rufionimn ?.1. on ddfinit l,opdrateur f, qui h
T e Eo assorcie la solution T e Es du protrlime {T.T), (6.1). En vertu du
lemme 7.1 on a

r(.oo) c Fo. (?.tB)

D'autre part, en vertu de (6.19) et (2.12), on a
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En vertu der (7.1s), ft"i est bien d6fini pour tout n € FI et an a {?H}*erv C
86. or, conlme I'in6galit6 (2.14) iointe e (z.J) nous donne la contraction de
I'opdrateur ll' la suite y[nl,n: 0,1,...: converg€ d.ans ra toporogie de -L-(o).
Il n'est pas diflicile de voir que la limite vdrifie le syst&ne d,dquation (3.11),
(3.5) avec Ia condition {6.1)" En outre, de },in6galit6 (?.14} et de la condition
(7'3) on ddd*dt quela solution ({/r}.r.to,*t,?) avee 

" 
e gs est unique. Le

th6or€me esi; drlmontrd.l

REMARQUE : Pour le problEnre de Ia radiatisn dans I'air avec la pr6sence

de la radiati'n du soleil (coneentrde dans un angle ), en tenaat compte des
rdsultats de l'6tude effectude dans le chapitre 5, nous pouvons espdrer que
I'applicabion de la rn6thode utilisde dans la ddrnonstration de l,existence de 1a

solution cit6e dans le chapitre ? pourra nous donner I'existence d,une solutiorr
m6me dans b cas de la prdsenee de Ia radiabion du soleil .
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