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Résumé. On consideére le systeme d’équations intégro-différentielles décrivant
I'intensité de la radiation et la température de I’air dans un domaine de R3.
En supposant que les coefficients d’absorption et de diffusion du rayonnement
sont petits méme s’ils dépendent de la position, on démontre l’existence d’'une

solution stationnaire du systéme d’équations dans un domaine borné.

Abstract. We consider the integro-differential equation system which
describes the intensity of the radiation and the temperature of the air in a
domain of R3. Supposing that the coefficients of absorbation and emission of
radiation are small even if they depend on the position, we prove the existence

of a stationary solution of the equation system in a bounded domain.



Chapitre 1

Introduction

Lza, question de la radiation et son effet thermique dans I’atmosphére,
dont I'analyse devrait donner lexplication, entre autres, de I'effet serre, intéresse
des rechercheurs de plus en plus nombreux dans le monde. Toutefois il nous
semble que la théorie mathématique concernant ces phénomeénes ne soit pas
adéquatement développée. Nous désirons alors apporter notre contribution &
I'étude mathématique des équation qui décrivent ces phénomenes.

On déstingue des sources naturelles de rayonnement (soleil, surface ter-
restre, atmosphére). Tous les objets émettent et absorbent du rayonnement
en permanence. Au niveau de 'atmosphere une partie des radiations qui ar-
rivent du soleil et du surface terrestre est absorbée par certaines composantes
de I'air ou diffusée par déviation ou réflexion dans I’atmosphere. 1’absorption
du rayonnement par lair provoque I’augmentation de la température et 1air
réchaufé, & son tour, émet le rayonnement, en provoquant la diminution de
la température. Ces processus dépendent sensiblement de la distribution de
H50 -en trois étas- dans I’air. Il est donc fort souhaitable que l'effet thermique

de la radiation dans I’atmosphére soit intégré dans notre systéme d’équations
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avec ses fonctionnements spécifiques.

Pour contribuer a ’élaboration de la théorie mathématique de ces phénomenes,
nous allons étudier un systeme d’équations intégro-différentilles pour 'inten-
sité I(z, ¢) de la radiation de longueur d’onde A dans la direction ¢ € S? au

~~~~~ point z € R3 et la température T'(z) au méme point. Il s’agira d’une famille
d’équations paramétrisée par A € R, qui décrit la variation de I,(z, q), va-
riation due a l'absoption, a la diffusion et & 1’émission du rayonnement, et
d’une équation qui décrit la distribution de la température dans ’air en tant
que milieu continu calorifere avec des sources, positives ou négatives, de la
chaleur.

Dans cette orientation, Amosov (voir [4]) a étudié le probléme avec le
mouvement de I'air dans un domaine d’une dimension spatial et a obtenu la
solution globale par rapport au temps. Dans le présent travail, nous allons
considérer le systéme d’équation dans un domaine {2 C R3, mais sans prendre
en cosidération le mouvement de l'air {c’est-a-dire dans le cas ol la vitesse
de l'air s’annule identiquement) et nous allons chercher la solution stastion-
naire. Pour la température T'(z) nous considérons la condition de Neumann
sur la frontiere, ce qui signifie que la solution stationnaire correspond a I'état
d’équilibre sans diffision de la chaleur & travers la frontiére, état thermique
déterminé seulement par ’absorption et ’émission du rayonnement par I'at-
mosphere.

La radiation du Soleil est fort concentrée dans une direction. Comme
I’angle solide du soleil vu de la terre est trés petit, dans les études pratiques
on utilise souvent une description qui considere le rayonnement du Soleil dans

une seule direction ¢; € S2. Pour cette raisons nous allons considérés les deux
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modele I'une avec une radiation non singulitre et 'autre avec une radiation
singuliere.

Dans le chapitre 1 on donne une déscription générale sur le phénomene
de radiation dans Patmosphere

Le résultat principal du présent travail est la démonstration de I'exis-
tence d’une solution stationnaire ({1;(z, ¢) }aso, T(z)) du systéme d’équation
considéré dans un domaine borné sous I'hypothese que les coefficients d’ab-
sorption et de diffusion du rayonnement sont petits. Du point de vue tech-
nique, 'équation pour (Ix(z, q)) est linéaire en I(z, q), de sorte que, si on la
transforme habilement, il n’est pas difficile de la résoudre avec T (x) donnée,
mais le terme représentant ’émission du rayonnement est fortement non-
linéaire par rapport a T(z), ce qui ne facilite pas la résolution du systéme
d’équation. toutefois il posseéde un certain comportement de monotonie(voir

chapitr 6), ce qui nous permettra de trouver une solution.



Chapitre 2

Probléme de la radiation dans

19

I'atmospheére

Lorsque le rayonnement traverse la couche atmosphérique, il entre en
collision avec les molécules et les particules présentes dans Patmospheére.
Il peut étre dévié de sa trajectoire, c’est le phénoméne de diffusion at-
mosphérique. En outre il peut étre absorbé en partie. Donc Le rayonnement
électromagnétique est perturbé par deux processus : processus d’absorption

et processus de diffusion.

2.1 Processus de diffusion

Dans le processus de diffusion les photons sont redistribués dans toutes
les directions. On distingue différents types de diffusion, caractérisés par le
comportement de diffusion di & la taille relative des cibles par rapport & la

longueur d’onde de la radiation incidente.
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2.1.1 Diffusion de Rayleigh

Elle est due & V'interaction des photons avec les molécules gazeuses des
couches supérieures de I'atmospheére dont la taille est trés inférieure & lg
longueur d’onde. En 1899 Rayleigh a montré que I'intensité de la lumiére
diffusée dans une direction particuliere était inversement proportionnelle 3 la
puissance quatrieme de la longueur d’onde. Par conséquent, le rayonnement
de courtes longueurs d’ondes, comme le bleq 3 400nm, est plus diffusé que le
rayonnement de grandes longueurs d’ondes, comme le rouge 670 nm. Comme
le rapport de ces deux longueurs d’ondes est égal a 1.675, V'intensité de la
lumiére bleue diffusée par une molécule d’air est1.675* = 7.97 fois supérieure
a celle de la lumitre rouge diffusée. Ce phénomeéne explique pourquoi nous
percevons le ciel bleu durant la journée. Au coucher et au lever du Soleil, le
rayonnement doit parcourir une plus grande distance & travers I’atmosphere
qu’en milieu de la journée. La diffusion des courtes longueurs d’ondes est

donc plus importante,

2.1.2 Diffusion de Mie

Elle est due & Vinteraction des photons avec des particules dont le rayon
moyen r oscille entre 0.1 et 10 fois la longueur d’onde du rayonnement. En
1869 John Tyndall avait observé que la couleur bleutée s’évanouissait si la
taille des particules dépassait le diamétre de 0.3um. Les gouttelettes d’eau,
les cristaux de glace ou les aérosols présents dans I'atmosphére (poussieres,

fumées, pollens) sont les principaux vecteurs de la diffusion de Mie.
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2.1.3 Diffusion non slective

Elle se produit lorsque les particules (hydrométéores et poussiére) sont
seaucoup plus grosses que la longueur d’onde du rayonnement. Dans ce cas les
lois de I'optique géométrique s’appliquent. Prenons le cas d’une goutte d’eau :
une fraction du rayonnement incident est réfléchie, 'autre réfractée. Dans la
goutte, la lumiére peut étre absorbée ou subir des réflexions multiples avant
d’émerger. Les gouttes d’eaun de Patmosphere dispersent toutes les longueurs
d’'ondes de maniére presque égale, ce qui produit un rayonnement blanc.
Ceci explique pourquoi le brouillard et les nuages nous paraissent blancs.
Dans la réalité, les propriétés radiatives des nuages dépendent de la taille des

particules et de leur nombre par unité de volume.

2.2 Processus d’absorption

Les différentes molécules de I'air absorbent différentes longueurs d’ondes
de radiations. Dans ce cas il y a transfert d’energie entre le rayonnement et
les molécules avec lesquelles il entre en collision. L’absorption du rayonne-
ment qui cede tout ou partie de son énergie conduit par conséquent A une
atténuation du signal dans la direction de propagation du rayonnement. La
molécule change de conffiguration électronique. L'énergie absorbée modifie
Iénergie interne de la molécule en la faisant passer d’un niveau d’énergie E;
a un niveau d’'énergie E» supérieur. Cette énergie est ensuite réémise sous
forme de chaleur & une plus grande longueur d’onde (infrarouge thermique).
Une molécule possede des niveaux d’énergie discrets ou quantités auxquels

sont associés des états de mouvement moléculaire : état de vibration, de ro-

10
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tation ou de configuration électronique correspondant respectivement & des
niveaux d'énergie croissants. Alors que selon 1’énergie du rayonnement inci-
dent, on distingue plusieurs types d’absorption :

~ @ dans Vultraviolet : 1'énergie absorbée est suffisamment importante
pour permettre des transitions énergétiques entre niveaux électroniques.
Au-dela d’un certain seuil énergétique, ’'absorption peut provoguer une
dissociation des molécules par rupture de liaison.

~ @ dans le visible : Le rayonnement n’est pratiquement pas absorbé
par 'atmosphere, ou trés légérement par I'ozone. Les transitions énergétiques
se font entre niveaux électroniques.

— @ dans Uinfrarouge : L’absorption du rayonnement est beaucoup
moins énergétique que dans le visible ou les ultraviolets et les transi-
tions d’énergie se font entre le niveau fondamental et les niveaux vibra-
tionnels des molécules

— ® dans les hyperfrégquences : L’énergie transférée étant encore
moins importante, I’absorption entraine des transitions énergétiques de-

puis le niveau fondamental vers les niveaux rotationnels des molécules.

Chacun des gaz constituant de ’atmosphére absorbe le rayonnement dans
des longueurs d’ondes sélectives délimitant ainsi de nombreuses bandes d’ah-
sorption. Les molécules les plus importantes dans le processus d’absorption
sont :

»l’oxygéne (O;) et le dioxyde de carbone (CO,) uniformément
mélangés dans ’atmosphére et en quantité presque constante. La contribu-

tion de O, est trés forte autour de 0.7um. Celle du CO, a lieu au-dela de

11
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1pm et surtout dans 'infrarouge thermique ot ce gaz joue un role dans l'effet
de serre.

»la vapeur d’eau (H,0) principalement localisée dans la troposphere
et dont la quantité varie grandement d’un endroit a l'autre et d'un moment
a l'autre de I’année. Par exemple, une masse d’air au-dessus d’un désert
contient trés peu de vapeur d’eau, tandis qu’'une masse d’air au-dessus des
tropiques contient une forte concentration. Elle présente plusieurs bandes
d’absorption importantes aux longueurs d’ondes supérieures 3 0.7pum. En par-
ticulier elle absorbe une bonne partie du rayonnement infrarouge de grandes
longueurs d’onde émis par la Terre.

»l’0zone (Os) présent dans la troposphere et dans la stratosphére. L’ozone
stratosphérique (90%), situé autour de 18km, présente une faible bande d’ab-
sorption entre 0.55um et 0.65um et une tres forte absorption du rayonnement
ultraviolet. Celui-ci est néfaste aux étres vivants.

»le méthane (CH,), le monoxyde de carbone (CO), le pro-
tozyde d’azote (N,0), les chloro-fluoro-carbures (CFC) qui possédent
des bandes d’absorption dans linfrarouge thermique, moins abondants que
la vapeur d’eau ou le dioxyde de carbone, ces constituants ont un pouvoir de
piéger du rayonnement des centaines ou des milliers de fois supérieur dans
la mesure ol leurs bandes d’absorption sont situées & des longueurs d’ondes
différentes de celles de H,0 et COs.

= Quand les spectres d’absorption des gaz de atmosphére sont combinés,
il reste des "fenétres 7 de faible opacité, autorisant le passage de certaines
bandes lumineuses. La fenétre optique va d’environ 300nm (ultraviolet-C)

Jusqu’aux longueurs d’onde que les humains peuvent voir, la lumiére visible

12



UNIVERSIT 08 Mar 1945-Guerma DPARTEMENT DE MATHMATIQUES

(communément appelé lumiére), & environ 400—700nm et continue jusqu’aux
infrarouges vers environ 1100nm. 11 Y a aussi des fenétres atmospheriques et
radios qui transmettent certaines ondes infrarouges et radios sur des lon-
gueurs d’onde plus importantes. Par exemple, la fenétre radio s’étend sur des

longueurs d’onde allant de un centimetre & environ onze meétres.

' ! Emission

Maintenant nous rappelons les caractéristiques essentielles de ’émission
de radiation. L’émission est le processus opposé de I'absorption, il s’agit du
processus par lequel un objet émet des radiations. Les objets ayant une cer-
taine température tendent 3 émettre certaines quantités de radiation de lon-
gueurs d’ondes suivant les courbes d’émission du ”corps noir 7 . Selon cette
loi des objets plus chauds tendent 3 émettre plus de radiations sur des lon-
gueurs d’ondes plus courtes. Les objets froids émettent moins de radiations
sur des longueurs d’onde plus longues. Dans le milieu ot nous vivons, on
trouve 3 sources naturelles du rayonnement.

0 50leil :Le soleil est une formidable source d’énergie qui réchauffe notre
planete. Sa température est approximativement 6000° K Selon Ia loi de Planck,
les pics de la radiation solaire s’approchent de 500nm. Son rayonnement par-
vient & la terree aprés un voyage de 150 millions de kilometres - Iatmosphere

réfléchit environ un tiers du rayonnement solaire visible, tandis que les rayons

ultraviolets sont absorbés par I'ozone qui est un "filtre "présent dans la stra-
p

1. Un corps qui absorbe intégralement le rayonnement qu’il regoit est un corps noir.
Dans ce cas le flux réfléchi est nul et le flux partant est constitué seulement par le flux
émis. L’émission des rayonnements d’un corps noir peut é&tre décrite par le fonction de
Planck comme fonetion de température et de longueur d’onde

13
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tosphere. Dans la troposphére environ 20% du rayonnement solaire est ab-
sorbé par la vapeur d’eau, 'oxyde du carbone et d’autres gaz de particules
mineurs. Environs 50% du rayonnement solaire atteigne la surface terrestre;
environ 25% est absorbé par les oceans, 21% par les sols et seulement 0,2%
par les plantes. le rayonnement solaire absorbé est utilisé pour réchauffer la
terre (surface et atmosphere).

L’énergie n’est pas absorbé de la méme fagon sur I'équateur qu’aux péles.
la quantité de rayonnement solaire que la terre peut recevoir par unité de
surface décroit & mesure que l'on se dirige vers les poles en raison de la
géométrie sphérique de la Terre.

O La surface terrestre : la Terre ayant sa surface & une température
moyenne de 15°C' émet des radiations, dont la longueure d’onde approche de
10000nm (10pm), ce qui est trop long pour que 1'ceil humain les pergoive. Ces
radiations se situent en totalité dans I'infrarouge, qui a une énergie faible par
rapport a celles émises par le soleil. Les radiations terrestres sont presque
entierement absorbées par I'atmosphére sauf celles de longueur d’onde se
trouvons entre 8 et 14 um dans la fenétre atmosphérique ; ces derniéres
peuvent donc sortir de l'atmosphére lorsque le ciel est clair. La quantité
d’énergie émise par la terre correspond a celle que la terre absorbe de la part
du rayonnement solaire.

La zone tropicale qui est plus chaude, émet donc plus d’énergie que les zones
polaires.

® L ’atmosphér : L’atmosphere, ayant une température entre —70°C et
40°C environ, émet des rayons infrarouge dans toute les directions - une

partie vers le bas et une partie vers le haut. Ces rayons chauffe 'atmosphere

14
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qui joue le role d’émpécher cette chaleur d’échaper vers 'espace : c’est effet
de serre. Par exemple, lors des nuits ol le ciel est dégagé la surface de la Terre
se rafraichit plus rapidement que les nuits ou le ciel est couvert. Ceci est di
au fait que les nuages (H,0) sont d’importants absorbeurs et émetteurs de
radiations infrarouges. L’atmosphere n’absorbe pas toute la chaleur qui lui
parvient, et elle ne émet pas intégralement toute la chaleur qu’elle absorbe.

w~Le bilan entre 'énergie du rayonnement solaire absorbé par la terre
et celle du rayonnement émis par la terre est équilibré si on considere la

moyenne planétaire.

La formulation de la luminance énergétigue spectrale du corps noir B[\, T]

est donnée par la loi de Planck

BAT] = 21;%(6% - (2.1)

A =Longueur d’onde(en m)
T=Température absolue(en k)
h=Constante de planck(6.625 x 10~3W s?)
c=Vitesse de la lumiére dans le vide (2.998 x 108ms™1)
k=Constante de Boltzmann (1.38 x 1072 JK1),
de telle fagcon que B[\, T] tend vers 0 quand A — 0 ou A — 0.
»2

Et d’apré la loi de Stefan-Boltzmann : ”la luminance énergétique totale

d’un corps noir, est calculée en integrant B[A, T] sur toutes les longueurs

2. cette garndeur dépend seulement de la puissance quatriéme de la température et elle
est rarement mesurable car elle correspond & 'ensemble du rayonnement émit par le corps

noir dans toutes les longueure d’onde du specter
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d’onde :
o0

/ B[\, Tld\ = oT* (2.2)
0
avec ¢ la constante de Stefan-Boltzmann.

16



Chapitre 3

Systéme d’équtions de la
radiation dans I"atmospheére

[)ésignons par ax(z) et ry(z) respectivement les coefficients d’absorp-
tion et celui de diffusion (par déviation ou par réflexion) du rayonnement
dans I’atmosphere. Les coefficients d’absorption (ay(z)) changent tres rapi-
dement en fonction de la longueur d’onde () et présentent une structure trés
complexe. Leur calcul tient compte de la position z, de 'intensité I Al .) et
de la forme de chaque ligne dans une bande d’absorption, mais aussi de la
répartition des gaz & différentes hauteurs, ainsi que des profils de température

T(z). On suppose que
ax(z) >0, r(z) >0, ax(z)+nm(z) < C<x (3.1)

avec une constante C.

La diffusion du rayonnement peut étre décrite par la fonction P\ (¢, ¢) qui
représente le changement de direction du rayonnement de longeur d’onde )
de la direction ¢’ & la direction g, changement exprimé par une densité par

rapport & g € S%(S*=sphere unité). Normalement dans la nature Py(¢’, g) ne

17
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dépend essentiellement que de ¢ - g € [—1, 1]. Toutefois, comme on n’utilise
pas cette propriété dans la suite, ici nous considérons Py(¢/, ¢) comme une

fonction de ¢’ et de g, on pose donc les conditions
i :
Pld'9) 20 Yd,qe 5, — / A(d,q)dg=1 Vg €S> (3.2)
g2

Quant a ’émission de la radiation de 'atmosphére, conformément 3 la loi

de Kirchhoff, on suppose qu’elle est donnée par
ax(z)B[\, T (z, t)].

Selon les considération des physiciens, 'intensité de la radiation I, (z,9)

doit satisfaire & I’équation

o EVhE0 = hEd - A T)  (3)

—EA($) + Tx

ou Ji(z,q, I, T) est donné par

‘ 1 T)\(SC) ’ ’ ’
5T = D .4)P\(d, q)d 4
Iz, q, 1), T) 4M/\(m)+rl\($)/1,\(x;q) g q)dgd+  (34)
SiZ

ax(:v)
‘FmBP\, T(CC)]

D’autre part, pour la températureT’(x), on considere I’équation de la dif-

fusion de la chaleur dans le gaz avec la source de la chaleur due a Pabsorption

et I'émission de la radiation. Plus précisément on considére I'équation

KAT =V - F, (3.5)

X
ol

18
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F=(F FF), F = / / I\(z, q)g;dgd), (3.6)
0 52

g; étant la composante dans la direction de ’axe z; du vecteur q. La formule
(3.5) représente la relation entre la varriation de la température de Dair et
de l'intensité de la radiation.

Les équations (3.3) avec A €]0, o[ et (3.5) constituent le systeme d’équations

que nous devons envisager

1

ax(z) + ra(2)
KAT =V.F

(Q-V)IA($7Q) = IA@%Q) - J,\(as,q, II\VT)

Or, il nous sera commode de transformer Iéquation (3.3) en une équation

intégrale. En effet, en posant
ba(z) = ax(z) + ra(z), (3.7
on peut réécrire 'équation (3.3) dans la forme
d L(z+aq,q,t) = (3.8)
% A& ag,q,t) = s

= —b\(z + aq)x(z + g, ¢) + ba(z + aq)Ir(z + ag,q, [, T).

Pour envisager I’équation (3.3) (ou (3.8)) dans un ensemble ouvert ) de
R3, on pose

Oy = inf{a € Rjz +o'q € Q Vo €]a, 0]} (3.9)

Siaf,, g > —00, alors x4+ af, g € A, mais si Q n’est pas borné, af, , peut

étre —oo.
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Dans le cas ol af, o > —0, I'équation(3.8) avec la condition

(= + agge,0) = Bz +af, 44, 9) (3.10)

peut etre résolue formellement par la fonction

0
o9 = B +olpeaen- [ beragda) @)

;
Yz,q)

0
/ rA(@-+a'q) P(¢, ) n(z+a'q, ) exp(— / ba(2-+0"q)do")dg'do’ +
52 a’

a
g f ax(z + a'g) B\, T(z + o'g)] exp(— / bae -+ o"g)do")de.

0
o
(z,¢)

Dans le cas ol O‘?m ¢ = —00, on considere la condition

Jm I\(z+ aq,q) = I(q) (3.12)

Comme on peut le constater facilement, cette condition (3.12) nous permet

de définir la solution formelle de I'équation (3.8) avec la condition (3.12)

]
I(z,9) = [°(g) exp(— [ ba(z + o/g)da’) + (3.13)

0 g
1 " I 7 )
tg [ [ neraandonerded)en [ heranaaas

a'

0 0
£ / ax(z + a'q) B\, T(z + o/q)] exp(— / bx(z + o"q)da)do! .

Ga veut dire que I'équation (3.3) avec la condition (3.10) ou (3.12) est trans-

formée dans les équations (3.11) et (3.13).
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Chapitre 4

Equation de la radiation avec la
température donnée

I:)ans ce paragraphe on considere la famille d’équations (3.11) ou (3.13),

“i supposant que la fonction T'(z) est fixé. Or, comme on le constate immédiatement,

si T'(z) est donnée, on peut envisager la famille d’équations (3.11) ou (3.13)
séparément pour chaque . Donc, dans le présente paragraphe, on fixe un

A>0.

Soit © un ouvert borné ou non de R?, pour 29 € 90 on pose
S? (2 ={qe S*3e > 0,2+ g € ,Va €]0,¢[} (4.1)

et on définit Vensemble
= = {{QZO} X 52_(310)}. (4.2)
z2edn

On admet que 73(z% g) est donnée pour tout (2% q) € E et que I°(q) est

donnée pour tout g € 2. On suppose que

sup I7(2%,¢) < o0, sup I5°(q) < oo (4.3)

(20,q)e= ges?

i
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PROPOSITION 4.1. Soit Q un ouvert de R®. Soient ax(z) , rA(z) et P\(¢, q)
des fonctions mesurables définies sur ) et S x S2 respectivement et satis-
faisantes auz conditions (3.1) et (3-2). Soient en outre 19(29,q) et I 2(q) des
Jonctions mesurables, non-négatives définies sur = et S2 respectivement et
satisfaisantes a la condition (4.3), si une fonction T(z) € L>(Q), T(z) > 0,

est donnée et si en outre

N(ra )| P||ze(s2x52) < 1, (4.4)
ol
0
N(ra)= sup { r(z + aq)da} (4.5)
{z,q)€Qx 52 3
Xz,9)

(ici a/?w, g 65t le nombre réel négatif ou —ocodéfini dans (3.9)), alors la famille

d’équations (3.11) ou (3.13) admet une solution I et une seule dans la classe

L®(Q x $2)).

Pour démontrer la proposition, il nous est commode de définir Popérateur

(7 par

0
G@wa =1 [ neide [A@.oneraanx @)

] 2
Fg g

4]
X exp(— / ba( + a”g)da")dg'de!

8 3

ou oz?%q) est le nombre réel négatif ou —oco défini dans (3.9). On a alors le
lemme suivant.
LEMME 4.1 L’opérateur G est une contraction dans Uespace L>() x §?),

c’est-a- dire il existe une constante K telle que 0 < K < 1 et que pour tout
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1018 ¢ foo(Q) x S?%) on ait

G = Gl axsmy < KN = 1By ay

0
DEMONSTRATION. Comme bx(z) > 0, on a exp(— Jba(z + a’q)da”) < 1.
a!

On a donc
G (2, q) — G(IF)(x, q)] < (4.8)
4]
1
g / (= + ORI + o', ¢') — ¥z + o/, )|dg/ dor <
i
b &2
(z,q)

S NP zoo(szxsy [TV — 12| s
bresque partout dans @ x S2. Les relations (4.4) et (4.8) entraine (4.7) avec
0<K<10O
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1. On constate que le pre-
mier et le troisiéme termes du second membre de (3.11) et de (3.13) sont
déterminés directement par les fonctions données. Donc, Si on désigne par
Gi(I ») le seconde membre de (3.11) ou de (3.13) considéré comme une fonc-

tion de 1, quelques soient 711 712 ¢ L>{(Q1x S2), on a
Cr(2M) = G (1) = G (1) - G (1)

ol G(.) est 'opérateur défini dans (4.6). Par conséquent, du lemme 4.1 on
déduit que méme Popérateur ¢ 7(.) est une contraction dans ’espace L>°(§) x
S?), ce qui nous permet de trouver une solution /7 et une seule dans la classe
L>(Q x 8%).0

Dans la prochaine paragraphe on va utiliser la, propriété suivante de la

solution de I’équation (3.11).
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PROPOSITION 4.2 Soit Q un ouvert borné de R3. On suppose que ay(zx),
(), PA(¢,q) et I3(2°,q) vérifient les conditions mentionnées dans la pro-
position 4.1. Soient T et TP deuz fonctions & valeurs dans 10, 00| appar-
tenant a L>°(Q). Soit I;”(resp.l 1) la solution de Uéquations (3.11) avec

BIA,T] = B\, T (resp. B[\, T] = BJA, TH]).

Alors on a
N(GI,\)
LI ; | A—— B\, TH) = BIA, T®|| oo,
H N A HL (2x852) > l—N(T}x),,PA!lLOO(SQXSQ),’ [ ] [ ]”L (Q)»
(4.9)
ot N(ry) est le nombre défini dans (4.5), tandis que

0

N(ay)= sup { ax(z + ag)da} (4.10)
(z,9)€Qx 82 g
a0)

DEMONSTRATION On pose
U=1-18 v =BT - BN,

Alors, en faisant la différence de équation (3.11) avec B A, T] = B[A, T
et celle avec B[, T] = B[\, T®], on a

0
| 0
V=g [ [nreon (. 0veds et [ hragdifas
ol 52 “
(z,q)

(1]
0
; /  aa(z + dgV(z + olg) exp(- / (ba(z + a"g))da”)dd!,

(=3}

en utilisant l'opérateur G(.) introduit dans (4.6),

Ulz,q) = G(U)(=, q)+
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0 0
+/ ay(z + YV (z + a’q) exp(—/ ba(z + a"g)da")de!,
0 7
Yz,q) «

De la maniére analogue & (4.8) on a

IG(U)(z,q)| < N(?‘»\)!IPAJle(s2><s2)HUHLw<QxS'-’)-

D’autre part, on a

0
0
/ ax(z + o'q)V(z + o’'q) exp(— /b,\(x + a"g)da”)do!| < N(a,\)HVHLoo(Q).

0
(z,9)

On en déduit que

N(a)\)
N B g 1V 1200

U] (axs2) < 1

ce qui preuve (4.9). O
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Chapitre 5

Equation de la radiation avec la
présence de la radiation solaire
singuliere

l\/l aintenant nous considérons le probléme de la radiation dans I'air avec
la présence de la radiation du soleil. Comme la radiation du soleil est beau-
coup plus forte que les autres radiations et est concentrée presque dans une
direction (plus précisément I’angle solide que le soleil occupe dans le ciel vu
de la terre est trés petit), il est commode de la représenter comme radiation

provenant de l'extérieur et concentrée sur une direction.

Désignons par ¢ € S? la direction du rayonnement solaire(c’est-a-dire,
on suppose que le soleil se trouve dans la direction —q,). Désignons par
I Dintensité de la radiation du soleil de longueur d’onde A. Si parmi les

radiations nous tenons compte également de la radiation solaire, la condition

(3.10) deviendra, formellement,
Iz + ad, 4a,q) = (@ + af, g0, 9) + 6(a — @)X (5.1)
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oll §(g — ¢1) est la “fonction delta Dirac” sur 2. Dans cette étude nous nous
limitons au cas ou a?m7 q) > —00 pour tout z € {1

Comme nous I'observons quotidiennement, si la radiation solaire n’est pas
presque completement diffusée dans les autres directions ou absorbée par des
particules particuliéres(comme les goutteletes de nuages) dans I’atmosphére.
méme apres son entrée dans I’atmosphere elle reste trés forte par rapport aux
autres radiations.

Donc nous désignons U'intensité de radiation totale de longueure d’onde

A au point z dans la direction ¢ par

LMz, q) = In(z,9) + 6(¢ — q1) In(z, q1)

Donc, dans le cas ol of, , > —o0, on peut substituer I{’(z,q) dans (3.11)

au lieu de I,(z, g), ce qui nous donne

0]
L (,q) = (I(z+al, 9, 9) +8(g—a1) I3 exp(— f ba(z+a'q)da’)+ (5.2)

aO
(z,9)
.
L' / / vz +d'QP(d, q)(IN(z + a'q, ') + 0(¢' — @) In(z + &'q,q1)) x

v ol 52

(z.q)

]
X exp(— / ba(z + o"q)da Ydg'do/ +
0 4]
n [ ax(z + &'q)B]A, T(z + o'q)] exp(~ / ba(z + o"g)da")do.
0 o
*(a,q)

a7
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On remarque que d’apres la définition de la “fonction delta Dirac” sur S2

o1 a

]
/ ra(z +a'q) P, 9)0(d — qi) In(z + o'q, q1) exp(— / br(z + 'q)da”)dq’ =
g2 ('xf

&
= 1+ ) P, 1 e 0, ) el [ Bl 3 o).

En outre, vu I'expression de /{°(z, q) il nous est commode de considérer
le cas oll ¢ # qq et le cas ot ¢ = ¢qi.
En effet dans le cas oll ¢ # g1, compte tenu de cette derniére relation, de

(5.2) on déduit que

o

I{(a,q) = 3@ + of, 4, 9) exp(— / bz +dqda’)t  (53)
*e.a)
0 ¢
+£7; / / n(@+a'q) (¢, ) Ia(z+a'q, ¢ ) exp(— / ba(z-+a"q)da")dq'da’+

al 52 a’

v
{(,4)
0 0
+ / ax(z + o'q)BIA,T(z + o'q)] exp(— /b,\(:c +a’g)da’)da’.
Q?ZYQ) o

D’autre part, pour ¢ = ¢;, compte tenu encore de la définition de la “fonction

delta Dirac”, de (5.2) on déduit que

it}
1@, @) = IS exp(~ / ba(z + d/ay)det). (5.4)

(z,q)
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En effet on a

4]
Lz, q) = 13(z + 0%, g, q) exp(— f bz +dqda)t  (55)

af
(z:q)
1 0 0
o [ [neraond oneided e [hera'gdd)ddd +
ad g2 af

0

G
1 ’ 0
o [ netaon@oges- [ bErendaep- [ bl

a?m ,q) a(()z+a’ 4,9}
0 0
+ [ oo+ )BT + el [ b+ ogda’)de
ol af
(=9}

Dans la suite on considére I'équation (5.5), en supposant que la fonc-
tion T'(z) est donnée. Or, comme on le constate immédiatement, si T'(z) est
donnée, on peut envisager I’équation (5.5) pour chaque A. Donc, nous fixons

un A > 0 et nous définissons Popérateur G par

o
c@a =5 [ netds) [A@onE+dadx 60

o A &
0
x exp(— /b;\(:v + a'"q)da")dq'dd’

o

ol cx?m’ o €st le nombre réel négatif défini dans (3.9).
L’opérateur G défini dans (5.6) est identique & 'opérateur (4.6) du chapitre
précédent donc on peut utiliser les méme arguments.

PROPOSITION5.1.  Soit Q un ouvert borné de R®. Soient ax(z),rx(z)et

Pu(q.q) des fonctions mesurables défnies sur Q et S* x S* respectivement
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et satisfaisantes aux conditions (3.1) et (3.2). Soient I3(x°, q) une fonction
mesurable, non-négative défini sur = et satisfaisante o la condition (4.3). St

une fonction T'(xz) € L=(Q), T(x) > 0, est donnée et, si en outre

N[ Pllres(sexsyy < 1, (5.7)
ot
0
N(r\)= sup { [ n(z+ag)da} (5.8)
(z,q)€Qx S2 .
X
(ici o, o €5t le nombre réel négatif défini dans (3.9)), alors U’équation (5.5)

admet une solution I et une seule dans la classe L=(Q x S?).

Rappelons d’abord les propeiétés de 'opérateur GG

LEMME 5.1. L’opérateur G est une contraction dans l’espace L>® (€2 x S%),
c’est-a-dire il existe une constante K telle que 0 < K < 1 et que pour tout

M 12 e [2(Q x S?) on ait

|GIM) — G| | oo axs2y < K| TH — I pooiaxs2) (5.9)

C’est le méme lemme que le lemme 4.1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.1. On constate que le premier, le
troisiéme et le quatrieme termes du second membre de (5.5) sont déterminés
directement par les fonctions données. Donc, Si on désigne par Gy le se-

cond membre de (5.5) considéré comme une fonction de I, quelques soient

U 12 e 12(Q x S%), on a
Gr(IM) = G1(1®) = G(IM) — G(I™)
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oll G(.) est l'opérateur défini dans (5.6). Par conséquent, du lemme 5.1 on
déduit que méme l'opérateur G;(.) est une contraction dans 'espace L**({2 X

5?), ce qui nous permet de trouver une solution 7, et une seule dans la classe

L* (2 x §%). O

PROPOSITION 5.2 Soit Q un ouvert borné de R®. On suppose que ax(z), ra(x),
Pi(q, q) et I3(2°,q) vérifient les conditions mentionnées dans la proposition
5 1. Soient TW et T deus fonctions & valeurs dans ]0,00] eppartenant d
L>(Q). Soit 1 gﬂ(respl;z]) lo solution de Uéquations (5.5) avec B\, T} =
B[\, T (resp.BIA, T] = B[A, TH)).

Alors on a

w_ ol N(ay) y ST
ey sl < BIA, TH] = B[\, T?|| oy,
H A A HL (2x82) = 1—N(7‘)\)HPAHL°°(5’2><S’3)H [ ] [ ]”L Q)
(5.10)
ot N(ry) est le nombre défini dans (5.8 ), tandis que
.
N(ay)= sup { ax(z + ag)da}. (5.11)
(z,q)€QxS?
¥z.9)
DEMONSTRATION. On pose
v=1"_12  v=B\TY-B\T?

Alors, en faisant la différence de 'équation (3.11) avec B]A\,T] = B [A, TH]
et celle avec B[\, T] = B\, 7], on a

0
7 0
Ve =g [ [mEteobd ovEdad e | dstara gyt del+

f23

] a2
Hay 2
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(4]

O

+ / ax(@ + /q)V (z + a'g) exp(— / (b + 0”g))da")do
. (1]

¥(z,q)

ou, en utilisant Popérateur G(.) introduit dans (5.6),
Ulz,q) = GU)(z,¢)+

O 0
4 f ax(z + d'q)V(z + a'q) exp(— / ba(z + ag)da")da,

(6]
Y M)

en effet
fG'(U)(éB, q)| < N(TA)IIP)\HL“’(SQXS?)”UHLGC(QXSE)~

D’autre part, on a

0
0
[ o+ agViz+dgem(- [0rte -+ " g)deer| < NIV llmiey,
0
) o
On en déduit que

N(ll)\)
}l( p < ‘/ O 5
“ ”L ] S 1 N(’A)HP;\”LN(S2><32)” “L -

ce qui preuve (5.10). O
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Chapitre 6

Lemmes sur 'effet thermique
du rayonnement

]:)zms la suite(chapitre 6, 7), nous considérons un domaine £ C R® muni
d’une frontiere suffisament réguliere et nous traittons le systeme d’équation
(3.11),(3.5). Pour la température T'(x), on considére la condition de Neumann
sur la frontiere
n-VI=0 sur o0 (6.1)
ol T est le vecteur normal extérieur sur 9§2. On remarque que, pour que

’équation (3.5) admette une solution, il faut que
/v .Fdz =0 (6.2)
Q

En effet, si T et F satisfont & I’équation (3.5) et & la condition (6.1), alors en
intégrant les deux membres de (3.5) sur (2, on a I'égalité(6.2).

En outre, si ay s’annule identiquement (a) = 0), le probleme se réduit &
celui que nous avons considéré dans la proposition 4.1. Donc dans les cha-

pitres 6 et 7 nous supposons que a(z) est mesurable dans 1x]0, 0] et que
Je > 0 tel que mes({(x, A) € 2x]0,c[|ar(z) > €}) >0 (6.3)
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Nous supposons en outre que 13(z°, ¢) est mesurable dans
Zh = {(2% ¢, \) € 90 x §%x]0, 00]|(2°, q) € E}
(Z étant U'ensemble défini dans (4.2)) et que
Je > 0 tel que mes({(2°,¢,A) € Z4I}(2% ¢) > €}) >0 (6.4)

En effet, si I9(2°, q) ’annule identiquement dans Z*, alors on pourra démontrer
sans difficulté que I (z,q) =0, T(z) = 0 sera la solution du probléme(3.11)
,(3.5), (6.1).

En vertu de la proposition 4.1, pour tout T € L*(Q), T > 0, il exist une
seule I, € L®(Q x S2) pour tout A €]0,00], ce qui permet de considérer
I, comme fonction de T; donc la fonction F définie dans (3.6) elle peut
étre considérée comme fonction de T. Pour souligner cette dépendance, nous
écrivons

F = F(T)

LEMME 6.1. Soient T € L°(Q), T > 0,i=1,2. SiT™ > T, alors on a
f V- F(T™dz > / V- F(T™¥)dz. (6.5)
0 o

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que

%B[A,T} >0 VA>0,VT >0 (6.6)

ce qui résulte immédiatement du calcul explicite de la dérivée de la fonction

de Plank(voir(2.1)). Donc on a

B[\, TH] > B[A, TH],
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On rappelle que I'équation (3.11) est linéaire en I, ce qui nous permet de
décomposer la fonction Ix(z,q) = I ;2] (z,q) définie avec la température T2

e1l

ol I§*(z, q) est la solution de I'équation (3.11) avec B[\, T] = 0, tandis que
I3(z, q) est la solution de ’équation (3.11) avec I9(z + oz, 9)°q,q) = 0 et
B[\, T) = B[\, TH].

D’autre part, on décomposer la fonction I)(z,q) = I /[\1] (z,q) en
I\(z,q) = I*(z,q) + ['(z,q) + I{¥(z, q) (6.8)

ou If*(z,q) et I{"(x,q) sont comme dans (5.7), tandis quel%(z,q) est la
solution de I"équation (3.11) avec I G($+oz(m o g) = 0 et avec le remplacement
de B[, T] par B[\, TM] — B[A, T®]. Comme B[\, T1] — B[\, T®] > 0, en
rappelant la définition de I{*(z, ¢) comme solution de 'équation (3.11) avec
les conditions mentionnées ci-dessus, il n’est pas difficile de constater que, au
moins pour) appartenant a un ensemble de mesure non nulle(voir(5.3)), on
a

I#(z,q) > 0 p.p dans ' x S2, Q'CQ, mes(V)>0

Par ailleurs, de la définition (3.6) de F on déduit que

/V F(T")dz — /V F(TE )d:z:--///za (,q)g;dgd)dx =

= (6.9)

// /qunjldz(x q)dSdgdA,
S')

aq =1
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ou n; est la j-ieme composante du vecteur normal extérieur 7 sur 89. Comme
on a défini I{(x,q) par (3.11) avec I(z + af, 199 = 0 et que I13(2°, g)
3
est donnée sur I'ensemble de(z?,q) caractérisé par la relation dogn; <
=1
0O(voir(4.1),{4.2)), on a

3 3
qunjlfi(x, q)=0 st qunj <0
=1

i=1
D’autre part, comme on l’a constaté ci-dessus, pour) appartenant & un

ensemble de mesure non nulle on a
I¥(x,q) > 0dans O x S2,

ce qui peut étre prolongé jusqua la frontiere pourvu que i gin; > 0. En
rappelant (6.9), on en déduit 1'inégalité(6.5). Le lemme est gciéimontré. O

LEMME 6.2. Soit T € L®(Q), T > 0. On pose my = ességg T(z). Alors
la fonction

flo) = / V. F(T + o)ds (6.10)

est continue et strictement croissante dans lintervalle | — my, ool
DEMONSTRATION. Comme la croissance stricte de fle¢) est démontrée
dans le lemme 6.1, il reste & démontrer que f(c) est continue. Or, comme on
le voit aisément par la définition(6.10) de la fonction f(c), pour démontrer
la continuité de f(c), il suffit de démontrer que 111% fle) = £(0).
il n’est pas difficile de déduire de la définition de I¥(z, q) que

I¥(x,q) = 0 pourc — 0

et donc
o 3
fle)—f(0)= / / / > gniIfi(z, q)dSdgd\ — 0 c—0
0 52 g0 I

36



UNIvERSIT 08 Mat 1945-GuELMA DPARTEMENT DE MATHMATIQUES

Le Lemme est démontré. [
LEMME 6.3 il existe une constante strictement positive T et une seule
telle que
/ V- F(Ty)dz =0 (6.11)
Q

DEMONSTRATION. Soit I(x,q) la solution de 1'équation (3.11) avec une

constante 7' > 0. On décompose I5(z, q) en

Iz, q) = IF(z,q) + [*(z, q)

de la mnéme maniere que dans(6.7). En outre on pose

R L

Fm — (Flz'-n}FQin’ an), Fm f/ m(l q (jjdqd)\

e (3.8)(voir aussi (3.7)) on déduit que

d
= » o =—ax(z+aq) I (z + agq,q) — ra(z+ aq, ) I (z + ag, )+ (6.12)

1 & !
+ralz + ag)— [ I (z + aq,¢)PA(d, 9)dd.
J 52

On a donc

/ [ q- VIF(z + aq, q)dgd) = / / I3(z + ag, ¢)|a=odgdA

Ci 52 0
(6.13)

(o2e]

/ @) (3, )—ra (@) 5" (2, 0) Hra () / I8 (x, ¢ ) PA(d, g)dg')dqd
0 52
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Or, en vertu de la deuxiéme condition de (3.2) on a

J/ [=ra(@) 57 (2, q) + ra(2) 217; / L2, ¢)P\(d q)dgldg=0  (6.14)
52 82

Il s’ensuit que

/‘V « il = ///[—a;\(x)Lﬁx(a:,q)]dqudx < 0. (6.15)
O Q0 52
D’autre part, de maniére analogue & la déduction de (6.5) de (6.9), on par-

vient a

/ V- Findg = / / / qunjlm(x q)dSdgd\ > 0

0 5200 7=
Or, comme équation (3.11) est linéaire en I A, pour chaque A > 0 fixé, la

///qunjlm (z,q)dSdgd\

0 g2 80 I=1
est proportionnelle par rapport & B[A,T]. Donc, en rappelant I’expression

quantité

(2.1) de B[A, T, on voit aisément que
BIANT] =0 pour T — (7,
ce qui, ‘joint 4 (6.15), nous donne

lim V F(T)dz = lim [ V- Fdx + lim V F’”dx} = [6.16)
Q

T—0t T—0+ T—0t

= / V- Fedz €0
Q
En outre, de l'expression (2.1) de B[\, 7] on déduit également qui’il existe

un 7 suffisamment grand tel que

/V-Fmdx > /V-F"“‘”(ﬂ)dx
Q
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(£2(Ty)) étant F** déterminé par T} et donc

/ V. F(Ty)dz = / V. Fedy | / V- F*(Ty)dz > 0. (6.17)
Q Q Q

Le Lemme 6.3 résulte de (6.16) et (6.17) et du lemme (6.2). O

LEMME 6.4 Soient TU et TP deuz fonctions appartenant a L>(Q) et

telle que
Y inf T i(y) < O7F ;
570 < essinf T(z) < esssup T () < 5T, i=12 (6.18)
2 z€Q z€Q 2

Alors on a

IV-F(TH)~V-F(T®)| | zooi) < M({ar}a, {ra}a, { P, To)| (T —T8| e g,
(6.19)

M(-{CLA}A, {T'A},\, {P,\})‘,To) = Ssup LL}\(QS‘) (-—Ajﬁﬂ— + 1) X (6.20)

ZEQAS0 1-— YV—’(TP)
JEOL
0
ZV(LL) = sup N(a,), N(TP) = sup N(TP)HP,\HLQQ(ngsz),
A>0 A>0

W= s LBAT

3To<T<3To or
N(r), N(ay) étant les nombres définis dans (4.5) et (4.10).

REMARQUE. On a
/ Y(A)dA < oo. (6.21)
0
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En effet, en calculant explicitement la dérivée %B [A, T, il n'est pas difficile

de trouver une fonctiony(\) telle que
W< el [0 <o
DEMONSTRATION. D’apres la définition de (1)), on a
[BIA, TU] — B[, T8| < 4(\)|Tt — 78 (6.2)

et donc, a I'aide de la proposition 4.2, on a

N(an)

)| [Pa] |z g2 52 T — T8 ey,

(6.23)
ott I est la solution de I'équation (3.11) avec B[\, T] = B[A\,TH],i = 1,2,

1 2
Hfﬁl - fi]lll,m(nxsz) < [N

Or, de la définition de F et de la relation (3.8) on déduit que

V- F(TY) - v. F(T®) = /O . L [~ax(@)Us(z,0) — 2 (2)Un(z, @)+

1 r
"+T)z(x) 4__ / U,\(SL', ql)P)\(q]’ Q)dq’ + a,\(az)(B[)\\ T[ll] - BP\) T[Q}qud)\)
7ie 52
ou
Ur(z,9) = Lz, q) - Iz, q).
Or, en vertu de la deuxiéme condition de (3.2) on a
1 7 7 F
[ @U@ + @ g [ Ot P gl =0
J 52 T Js2
Donc, on parvient &
IV - F(Tm) - V- F(Tf“’})[[,;oo(-m <

< sup Cw[ﬂi)/ [HU,\HLOQ(Qng)+HB[)\,T{”]—B[A,T[z}]llm(m]d)\,
L}

E,A>0

d’ou, compte tenue de (6.22) et (6.23), on obtient (6.19). [
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Chapitre 7

Solution stationnaire

h/laintenant on va démontrer le résultat principal du présent travail.

THEOREME Soit  un ouvert borné de R® muni de la frontiere 99 de
la classe C?. Soient ax(z),rA(z), PA(¢, q), I3(2°, q) des fonctions mesurables,
bornées et non-négatives définies sur 2x]0, 0o0[, 2x]0, 0o[, S? x S%x]0, o0,
Ex]0, oo[ respectivement, ol = est 'ensemble définie dans (4.2). On suppose

qu’elles vérifient la condition (3.2) ainsi que les conditions

sup / I(2°, g)dX < oo (7.1)
(z09)e=J0
Sup N (r)||Pl| ey < 1 (7.2)
0<A<0
= K
M({ax}r, {rahr, {Pa}r To) £ 52— (7.3)
2Cq
== K/TO
V.- F(T o) L —— T A
1V - FEllzmo < 55" (7.49)

ot N(ra) et M({ax}x, {ra}r, {Pr}xr, To) sont les constantes définies dans

(4.5) et (6.20) respectivement et Ty la constante définie dans le lemme 6.3,
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tandis que Cp est une constante dépendante seulement de Q(la contante
Cq est précisée dans la démonstration du lemme 7.1). Alors le systéme

d’équations (3.11), (3.5) avec la condition (6.1) admet une solution {Dhreo.oop T)

dans la classe

I € L*(Q x §%), YA €l0,00], T € H(Q), inf T(z) >0 (7.5)

La solution est unique dans un voisinage d’elle-méme.

Avant tout on définit ’ensemble E, par
-
Fo = {T € L™(Q)| / V- F(T)ds = 0,5Tg < T < STopp. danstt} (7.6)
Q

On a alors le lemme suivante.

LEMME 7.1. 8i Ty € E,, il existe Punique solution T de 'équation
q

KA -T =V.F(T) dansS, (7.

|
~J
—

avec lo condition (6.1), solution satisfaisant & la condition

/ V-F(T)dz =0 (7.8)
En outre on a T € Ey. ’

DEMONSTRATION. Un raisonnement analogue 4 la démonstration du lemme
6.4 nous conduit & 'appartenance de V- F(T) 4 L>®((2). On a donc également
V- F(T) € L*£). Cela étant, le probleme(7.7), (6.1) admet une solution
généralisé T avec VT € H((2), qui est unique & une constante additive pres
(voir par exemple le théoréme 1 du chapiter IV de [6]). En outre, il existe

une constante C telle que

IT =MDy < IV - F(T) L (7.9
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ol

M(T) =

mei ™ / T(z)dz

(voir par exemple le théoréme 8 du chapiter IV de [6]). On a donc
C,C: -
T = M(T)||goog) < %TQHV F(T)|z2q)
avec une constante C, telle que

[ullze(@) < Collullpay Yu e H*(Q).

On en déduit que

esssupT(z) — ess 11&1; T(z) < %HV - F(T||zo(y (7.10)

z€Q

avec Cq = 201 Co(mes(Q))/2

D’ailleure on 3,
IV - F(T)|| g0y < ||V - F(To)|lz=@) + ||V - F(T) - v - F(To)|r=(0y.

Or, d’apres le lemme 6.4, on a compte tenu de la condition (7.3) et de lap-

partenance de 7' & I

- = =\ = kT
IV-F(T)=V-F(Ty)|| zoo(ey < M({ax by {rada AP} To)lIT—To | ooy < T(J;)'
Donc, en rappelant (7.4), on obtient

K;TO
THgoopey € —=
9 Pl < 522
ce qui, joint a (7.10), nous donne
esssupT(z) — ess mf T(a:) < 2T0. (7.11)
z€Q)

43



T y Gt
UNIvERsIT Es Mar 1945-GreELMa DPARTEMENT DE MaTHMATIQUES

On en déduit, compte teny également des Lemmes 6.1 et 6.2 qu’il existe une
unique 7' € Ey satisfaisant a (7.7), (6.1). Lemme est démontré. []
LEMMET7.2 Si Tm, T[Q] € Ly et sq Tm et TV sont la solution du probléme

(7.7),(6.1) appartenant ¢ Ey, alors on a

T — T < %QHV FTY) - v. FT™)fie(e- (7.12)

DEMONSTRATION. On remarque que la différence W = TU — 7 yrifie
I'équation

KW = B- FTV) - v . p(T?)

et la condition

7 - VW = 0 sur 0.

Or, en vertu du lemme 6.2, W ne peut pas étre strictement positive presque
partout, ni strictement négative presque partout. Donc le méme raisonnement
de la démonstration du lemme 7.1 nous raméne & (7.12). O
DEMONSTRATION DU THEOREME 7.1. On définit lopérateur T, qui &
T € E associe la solution T € Ey du probléme (7.7), (6.1). En vertu du

lemme 7.1 on a

['(Ep) C E. (7.13)
D’autre part, en vertu de (6.19) et (7.12), on a
C — =il =2
HT['I]—TIQ]HLM(Q) = ?QM({GA}M {rah, {P,\},\,TO)HT[ -7 ]“Lm(ﬂ)v (7.14)

ot M({ar}x, {ra}x, {Pr}r, To) est la constante définie dans (6.20).

Définissons la suite T n = 0,1, ..., €N posant
TO =T, Tkl _ P(T[”]).
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En vertu de (7.13), Tt est bien défini pour tout n € N et on a {TM}, 4 C
Ey. Or, comme I'inégalité (7.14) jointe & (7.3) nous donne la contraction de
l'opérateur I, la suite T =0, 1,..., converge dans la topologie de L>°((2).
Il n’est pas difficile de voir que la limite vérifie le systéme d’équation (3.11),
(3.5) avec la condition (6.1). En outre, de I'inégalité (7.14) et de la condition
(7.3) on déduit que la solution {Dhaetoop; T) avee T € Ey est unique. Le

théoréme est démontré.[]

REMARQUE : Pour le probléme de la radiation dans l'air avec la présence
de la radiation du soleil (concentrée dans un angle ), en tenant compte des
résultats de I'étude effectuée dans le chapitre 5, nous pouvons espérer que
I'application de la méthode utilisée dans la démonstration de ’existence de la
solution citée dans le chapitre 7 pourra nous donner 'existence d’une solution

meéme dans le cas de la présence de la radiation du soleil .
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