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Pseude-Convexité, Inégalités de
Carleman & Unique Continuation *

Fouad LAKHAL
Université de Guelma

Résumé

Dans ce mémoire, nous introduisons la notion de forte pseudo-convexité
des fonctions et des surfaces par rapport 4 un opérateur différentiel liné-
aire. Nous utilisons ces notions pour formuler des hypothéses qui entrai-
nent certaines inégalités dites de Carleman. Nous montrons, enfin, que
ce type d’inégalités implique la propriété dite de I'unique continuation.

Morts cLE : Opérateur différentiel linéaire, réel de type principal, de type nor-
mal principal, Pseudo-convexité, inégalités de Carleman, unique continuation.
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Fouad LAKHAL 2 Mémoire de MASTER

1 Introduction

5 0it £ un ouvert non vide de R", & = ¢»}(0) une hypersurface *
" orientée et suffisamment régulidre de Q, et p(x,D) un opérateur
I différentiel sur Q. Une formulation typique du probléme de I'unique
Z=¢%). continuation (ou probléme du prolongement unique) est la suivante :

>~

Ce probleme est intimement lié au probléme de Cauchy a données initiales sur
2., pour l'opérateur p(x, D) :

Plus précisément, la propriété de Punique continuation est équivalente & P'uni-
cité dans le probléme de Cauchy. En particulier, si le probléme de Cauchy est
bien posé (c'est-a-dire il admet une unique solution) alors la propriété de
'unique continuation est satisfaite, et il conviendrait donc d’étudier cette pro-
priété uniquement dans le cas ot le probléme de Cauchy est mal posé.

Dans le cas particulier ot p(x,D) = Z’,a‘ <m @a(x)D* est linéaire A ceefficients
analytiques? de symbole principal olx, Epan Z,a[:m a,(x)&® nous avons le
théoréme d’unicité d’'Holmgren (¢f [2]) : ‘

En particulier,

L. ¢ : 0 — R est suffisamment régulitre et Vo # 0'sur 3 = 0 1(0).
2. Le. les fonctions a, sont analytiques en x.
3. ie. p(x,&)#0 pour & #0.

Guelma Juin 2012 Mathématiques



Mémoire de MASTER 3 Fouad LAKHAL

Pour les opérateurs a ccefficientes €% les résultats ne sont pas aussi nets,
et il existe méme des opérateurs elliptiques d’ordre quatre qui annulent des
fonctions non triviales, & supports compacts (cf [5]).

Dans [1], Carleman a déduit la propriété de 'unique continuation dans le
cas de deux variables, & partir d’estimations de la forme :

(1)

ol v € 65°(2), (1) =(1+1)°,0<86<1,7271,>0.

L'unicité dans le probléme de Cauchy n’est toujours pas tres bien comprise,
et il n’est pas non plus évident que les estimations de Carleman soient le bon
outil pour ce type de résultats. Méme le théoréme d’unicité d’Holmgren ne
raconte pas toute Phistoire.

2 Rappels, notations et conventions
2.1 généralités

Les notations sont celles des équations aux dérivées partielles. Si n est
un nombre entier strictement positif, si x = (x1,x5,...,X,) est un vecteur de

R", et si a = (@, a,,...,a,) est un n-multi-indice (i.e. un n-uple de nombres
entiers > 0), on pose :

lal=a; +a,+...+a,
- 241/2
ol = (xf 4 x2 Fove ki)
a.’ = ai !az.!..ran!»

a

Lo L P ) a,
X" =X, Xy e X

d .
g;= a_x] (pour j=1,2,...,n)

3 =(81,8...,8,)
9% =355, g%

1
D;= ?aj (pour j=1,2,...,n, eti’=—1)

1
D=-2
L

a o
D*=D{'Dy*...D%

Université 8 mai 1945 Guelma Algérie



Fouad LAKHAL 4 Mémoire de MASTER

de telle sorte que, pour une fonction f suffisamment différentiable, la formule
de Taylor sécrit :

h(l
fletmy= 3 0% (x)— +o(Il).

la|<N

2.2 Opérateurs aux dérivées partielles

Soit i un entier naturel, et £ un ouvert non vide de R™. On appelle opé-
rateur différentiel linéaire d’ordre m sur (), toute application p(x, D) sur len-
semble des fonctions (ou celui des distributions) sur €} telle que :

2)

que I'on note tout simplement
3)

ot les a, sont des fonctions assez lisses sur (2, appelées ceefficients de p(x, D).

SiP (=p(x, D)) est un opérateur différentiel linéaire d’ordre m sur 0, son
symbole total est la fonction (polynomiale en &) définie sur O x R” (i.e. surle
fibré cotangent T*Q) par :

@

son symbole principal, que I'on note ici p(x, &), est la partie positivement ho-
mogene de degré m dans p(x, &) :

)

son ensemble caractéristique noté Car(P) est défini par :

(6)

et le Hamiltonien associé & son symbole principal p est le champ de vecteurs :

7

Guelma Juin 2012 Mathématiques
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Si les ceefficients a, de P sont de classe %2, les courbes intégrales de D sont
déterminées de facon unique et s’appellent les bicaractéristiques de P. Celles
parmi elles qui sont incluses dans Car(P) s’appellent les bicaractéristiques
nulles de P, et jouent un réle fondamental dans Pétude des opérateurs aux
dérivées partielles. Si p et g sont deux fonctions sur T*Q (~ Q x R"), leur
crochet de Poisson noté {p, g} est défini par :

®

il représente la dérivée de g le long des bicaractéristiques de P, dans le cas ot
p est réel, égal au symbole principal de P.

Définition 2.2.1. Soit P (= p(x, D)) un opérateur différentiel linéaire de sym-
bole principal p. On dit que P est réel de type principal si

©

Si P est réel de type principal, alors Car(P) est une hypersurface de £2x(R™\0).

Définition 2.2.2. Soit P (= p(x,D)) un opérateur différentiel linéaire sur Q,
de symbole principal p. On dit que P est normal principal sur Q si, pour tout
compact K & Q, il existe un réel strictement positif Cy, tel que :

(10

Remarque 2.2.1. En particulier : Tout opérateur différentiel linéaire de sym-
bole principal réel est normal principal, et il en est de méme de tout opérateur
différentiel linéaire elliptique.

Preuve, Si P a un symbele principal p réel, on a :
Vx €K, YE €R"\ 0, |{, B}(x, ) = HF, B}Cx, £)] =0 < [B(x, &)} - JIg ™
et si P est elliptique de symbole principal p, alors : Vx € K, Y& € R"\ Q,

IPCx, O = [PCx, E/NEIDI NEN™ = CellEl™ ot Ci = inf  [B(x. Q)]

x€K,||¢]l=1

Université 8 mai 1945 Guelma Algérie



fggtad LAKHAL 6 Mémoire de MASTER

done, Vx €K, VE€R"\ 0,
[5Cx, &)1 - IEN™ ! = CLlg]>m?

mais, la fonction {iﬁ}, est positivement homogene de degré 2m—1 par rapport
aé, et cela implique que, Vx € K, V& eR™\ 0,

|5, BYCx, )1 = 1B, B¥x, E/IEDL - €2 < cafig )

0l C¢' = SUP..eg gy 1P, BH(x, ).
Par conséquent,

¥x €K, Y& € R"\0, {F, B}x, E) < CelBlx, ) I1EI™ ot ¢ = €} /.

Pour & =0, ’est évident. [}

3 Pseudo-convexité des fonctions et des surfaces

Soit 2 un ouvert non vide de R" et X une hypersurface de Q, orientée et
de classe 62. Alors X se laisse représenter sous forme d'ensembles de niveau
de fonctions ¢ de classe €2 sur Q :

(11)

telles que

(12)

et ces représentations sont uniques, modulo les multiplications par des fonc-
tions positives de classe 42

3.1 Conditions de forte pseudo-convexité

Une condition de forte pseudo-convexité sur 3 est la suivante :

Définition 3.1.1. Soit Q un ouvert non vide de R", P (= p(x, D)) un opérateur
différentiel linéaire de symbole principal p, et & = {x I x € Qet ¢(x) = 0} une
hypersurface orientée de 2. On dit que ¥ est fortement pseudo-convexe > par

3. Lorsque X vérifie seulement les conditions (13)—(14), on dit qwelle est pseudo-convexe.

Guelma Juimr 2012 Mathématiques



Fouad L»;"KHAL 8 Mémoire de MASTER

et il s’en suit alors que

P.0}x0, =0 = {5,0}(x,,8)=0 )
= {'ﬁ’ {ﬁ: d)}}(AO’ 6) = g(xo){ﬁ: {5’ ‘P}}(xo’ 6)
(parce que (x,) = 0)
= Re {B, B, ¥}}(x0, &) = g(xo)Re {5, {5, 0} } (x,, £)

comme g est strictement positive, on a bien

_ {ﬁ’ (10}(XO: 5) = O: } ity { {IA","A}(XO» 6) = O;
Re {p, {P, v}}(x0,£) > 0 Re {p, {P, ¥}}(x,,€) > 0

ce qui veut dire que si les conditions (13) — (14) sont vraies avec une fonction
¢, elles restent encore vraies avec toute autre fonction v de la forme 1 = gy,
ou g est strictement positive, de classe €2,

D’un autre c6té, on a :

i;('XO’ 5 + ”'Vl/’(xo)) = ﬁ(xo’ g + lTv(gW)(XO))
P(x0, & +itg(x)Vp(xy) +iT ®(x)Vg(x,))
= (%0, & +i7g(x,)V(x0)) (parce que ¢(x,) = 0)

{P(x0, &+ 1TVY), Y}, &) = {p(x0. &+ iTV(gp)), g9} (x0, &)
= g(xo){ﬁ(xo’ E+ iTV(ngO)), ‘P}(xo’ £)
+o(xo){P (x0, &+ 1TV(g¢)), 8}(x0, &)
= 8(xo){P (%0, +iTV(g9)), 9} (xp, )
(parce que ¢(x,) = 0)
= 8(x){P(x0,E +iTgV +iT9Vg), p}(x, E)
= g(x0) [Viﬁ(xo) €+itg(xe)Ve(xo)
+iTP(x0)VE(x0)) - Vo (xo)]
= 8(X0) [VeP (x0, € +1i7g(x0)Vp(x0)) - Vip(x,)]
(toujours parce que ¢(x,) = 0)
= 8o {P (x0,& +itg(x)Vp), 9 }(x, E)

et en posant { = & 4+ iTVY(x) et ' = & + itg(x)Vep(x), de sorte que

Guelma Juin 2012 Mathématiques
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="+ ¢(x)Vg(x), on obtient :

n

= T 0 r= 2 J
(Fen DB 0 = 3 [ (e, D) 'a— [BCxo, )]
[p( x0,0)] -—[p(xo 5)]]

- [ (oc)(Zwaka o (50.0))

j=

(i) ;’k(xo,a)a—é’—j(xo,o]

o axjxk

d’otu :

T AN _ _ﬁ w . ‘aﬁ
{px0, 00, Bxo, c)}—zwkZ 58,00 ) G () 500 )

ce qui implique que

~ (Bt DBt 0} £) = 2> ¥ (xoc) 2 - P )

= 4 0 X X agk
Mais,
R
7%, x—( 0) = g(xo) (xo) + _(xo) (Xo) + (xo) (xo)
donc :

90
{p( %0, 0 B(x0, O} (o, E)—Zg(xo)]kz‘l -a?(xo g (03 gk(xo )

-i-ZJkZ1 5’_5—()% 55 " k( o) (Xo) 3_§k(x0 pile )

+2Z (xog) g(o) (m

243 X, 85k(xol)

et il S’en suit alors que :

~{p(xo ), B0x0, )} (xo, ) = 28 (x,) Z (xo 4) (xo) (xo ¢)

)kl

+2{E(XO’C );(P}(xo: E)'{P(XO,C A g}(xo, &)
+2{P(x0, "), 8 }(x0, €)- {B(x0, ¢, 9}, €)

Université 8 mai 1945 Guelma Algérie



Fouad LAKHAL 10 Mémoire de MASTER

c'est-a-dire que

1 —
;;{ﬁ(XO: 5 - iva):p{(x(J: 5 + i’fv#’)}(xo; g)

_ 8(xo, = . - ;
= {P(x0, & —itg(x)V ), B0, & +iTg(x)V)}(xp, £)

+ 4Re ({B(x0, € +iTg(IVE), 0 }(xo, &) {B(xo, E+iTg(x)Vp), g} (xo, 5))

par conséquent

{Les conditions (15) — (16) sont vraies avec la fonction ¢}

!

1 =
{ i_r{ﬁ(xo’ € —1TV @), p(xg, & +iTV)}(x0, &) > 0 lorsque }
ﬁ(xO’ g + lTVQP(XO)) = {ﬁ(xo, 5 + ITVQP)) tp}(x(): 5) = O: T> 0

J
g(xy) = . ” )

i’F {P(XO: ‘E - ng(x)v‘P),P(xo’ 5 -+ ng(X)V(P)}(xO, g) > O lorsque
P(x0, & +178(x0)Vp(x0)) = g(xo){P(x0, & +iTg(x)V), 0 }(x,,E) =0,
avec v > 0.

J

1 —
{ —{Blxo, £ = i7V), Bxo, § +iTV)}(xo, £) > 0 lorsque }
B(x0, € + iTVP(x0)) = {P(x0, & +iTVY), Y} (X0, ) = 0,7 > 0

U

{Les conditions (15) — (16) sont vraies avec la fonction ) = gy}

Dong, si les conditions (15) — (16) sont vraies avec une fonction ¢, elles sont
encore vraies avec toute autre fonction v de la forme v = gy, ol g est stric-
tement positive, de classe €2.

Conclusion : La définition (3.0.3) ne dépend pas du choix de ¢. [ |

Remarque 3.1.1. Si P est normal principal, les conditions (13)-(14) repré-
sentent (en quelque sorte) le cas limite des conditions (15)-(16), quand T — O.

Guelma Juin 2012 Mathématiques
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Démonstration. Le développement de Taylor de p-(x,&) par rapport & 7, &
'ordre 1 et au voisinage de T =0, est :

dp.
dr

P = R st o] ] +enwme

d .
= ﬁ(x,&)—l—r[—(ﬁ(x,iﬁ—ierp))’ O:,-q-rzef(x,f)

8’r T=
~, 9p boj
= Blx,E)+ irz 8%’j(x, £+ iTV(p)'T:O - a—;:(x) + 1% (x, &)
=
- . N 9p dy 2
= _p(x,E)-HTZE(x,E)E;(x)—l—T e.(x,&)
= J J

= P06, &) +it{P, ¢}(x, &) + 72, (x, &)

En posant

Ly
Lo, €)= lim —{B(x0, € ~ 1799), By, £ + i vip)),

on obtient :

1 (= P s O .
L(xp,&) = lim—{p(xo,i+1TV<p),p(xo,§+lTV<p)}

=0 [T
N
= 11_133) i_;{pr(xOJ g); p‘r(xO’ 5)}

= lin {500 O+ 15,9100 D F P T
Blx0, ) +17{F, 9}(xo, §) + 7. (x5, £)
= tim {50 B~ 175, 0h(x0, £) + G T
Bxo, )+ 1745, 0} (xo, £) + 726, (x5, £))
Cest-a-dire
Lot ) = im .5} €0+ tim (5, 5.1 0 €)1 2B e} )
~lim {15, 03, 5} Cxo, ©) + lim {5, 1, 5,03} oo, ©)

~lim = {5, o€ }(x0, )+ lim = {77, B (3, ©)

70

o el T e
+Him e {E o +lim {56, )01, 6)

Université 8 mai 1945 Guelma Algérie
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1 — -
Hxo,8) = lim —{5,5}Cxo, )+ lim {5, 5 03} 0y )

=0 1T

~1im {{3, ¢}, 5} (x5, €)
= lim {55} )+ lim ({5, 5.0} ~ {F,01.5) ) o
= lim %{E,i)‘}(xo, &) +1im ({5, 5. 01} + {5,501} ) (x0.©)
= tm—(FF} 0 O+ lim (7. 6.1} + 5. 5.7} )0
= lim ;1;{5,5}(x0, & +1im ({5.65. 03} + {515,013} ) (x0,©)
= lim (7.5}, )+ 21imefF. 15, 1} (0 )

et le fait que P soit normal principal, implique que :

{5, B} %0, €) I ¢ | Blxo, €) | [1E[I™

Dong, si :
p(xp, &) =0
Alors : _
{ﬁxﬁ}(xo, §)=0
et par suite :

L(xo, ) = 2limRe{F, {, ¢} }(xo, £) = 2Re{F, 5, 0} } (x5, )

ce qui veut dire que :

1 — -
lim —{B(x0, € = 17V), Bx0, & +iTV@)}(x0, &) = 2Re{F, {B, 0} } (x, E).

01T

par conséquent,

1 —
(13) = lim —{p(xo,€ — iTV%),B(x0, € +i7Vp)}(x0, &) 2 0
=> 2Re{F, {5, ¥}}(x0,€) 2 0

Ainsi, linégalité (13) ( lorsqu’elle est prise au sens large) est bel et bien la
limite de (15) quand T — O et, de fagon bien évidente cette fois-ci, la condition
(14) est la limite de (16) quand © — 0. [ |

On introduit a présent la notion de forte pseudo-convexité pour les fonctions :

Guelma Juin 2012 Mathématiques



Mémoire de MASTER 13 Fouad LAKHAL

Définition 3.1.2. Soit Q un ouvert non vide de R", P (= p(x, D)) un opérateur
différentiel linéaire de symbole principal P, et ¢ une fonction de classe € sur €.
On dit que ¢ est fortement pseudo-convexe par rapport a P, au point x,, si

a7
pour

(18)
et

(19)
pour x, & et 7 tels que (§,7) # O, et tels que :

(20)

La relation entre les fonctions fortement pseudo-convexes et les surfaces
fortement pseudo-convexes est décrite ci-dessous :

Théoréme 3.1.1. Soit P un opérateur différentiel linéaire que l'on suppose nor-
mal principal. Alors : ‘

(i) tout ensemble de niveau non degénéré d’une fonction fortement pseudo-
convexe par rapport a P est une surface fortement pseudo-convexe par rap-
porta P.

(ii) toute surface fortement pseudo-convexe par rapport a P est une surface

de niveau pour une certaine fonction fortement pseudo-convexe par
rapport a P.

(iii) Pour les fonctions et les surfaces, la condition de forte pseudo-convexité est
stable sous Ueffet de petites perturbations de classe €2.

Dérnonstration.

(i) Soit £ =1 1(0), avec ¢ de classe €2 sur un ouvert Q2 de R, et telle que
Vi # 0 sur Z. Si I'on suppose que ¢ est fortement pseudo-convexe par
rapport a P, alors :

- La condition (17) est vraie sur 'ensemble défini par (18)
La condition (19) est vraie sur Pensemble défini par (20)

Université 8 mai 1945 Guelma | Algérie



Fouad L/ .KHAL A 14 Mémoire de MASTER

(i)

et comme

L'ensemble défini par ( 14) est inclus dans celui défini par (18)
L'ensemble défini par (16) est inclus dans celui définj par (20)

on conclut que

La condition (17) est vraie sur ensemble défini par (14)
La condition (19) est vraie sur I'ensemble défini par (16)

Mais,

La condition (17) est identique & la condition (13)
La condition (19) est identique a la condition (15)

et 'on arrive donc 3

La condition (13) est vraie sur I'ensemble défini par (14)
La condition (15) est vraie sur 'ensemble défini par (16)

ce qui veut dire que X est fortement pseudo-convexe par rapport  P.

Soit ¢ comme dans la définition. Donc, si ¢ est assez grand, alors

1 —
71 PP, ) +ell e 0} P 4772 |5, P) > (g2 + 21 (1)

et cela nous permet d’affirmer que la fonction v = ¢ vérifie (1 7)-(18)
et (19)-(20), pourvu que A soit sufisamment large. En effet :

Tii{ﬁ(x, EHITVY), Blx,E +iTV)}

1
= —1B0x, E +iTAYVY), 5(x, & +itAypVip)}

1 — ~
= E{pl'r:pk'r} +2A lpl'r ,2

En combinant ce qui vient de précéder avec (21), on obtient, pour A > ¢ :

Til:{ﬁ(x, EHITVY),Plx,E+iTV) 2 | B, 2> d(E2 + 72y (22)

et cela implique (17)-(18) et (19)-(20).

(iii) Voir L. Hérmander [2], th.8.6.1. [ |

Guelma Juin 2012 Mathématiques



Mémoire de MASTER 15 Fouad LAKHAL

3.2 Opérateurs réels d’ordre deux et de type principal

La classe la plus fréquente, et qui provient d’applications, est celle des opéra-
teurs d’ordre deux. Dans ce paragraphe, nous examinons en détail Ia notion de
pseudo-convexité pour ceux de ses éléments qui sont réels de type principal.

Théoréme 3.2.1. Soit P = p(x,D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre
deux que l'on suppose réel de type principal, soit p son symbole principal, et soit
X == ¢~'(0) une hypersurface de classe €> non caractéristique pour P. Alors T
est fortement pseudo-convexe par rapport & P au point x, si, et seulement si :

(23)

lorsque

24

Démonstration. On suppose que P et ¥ vérifient les hypothéses du théoréme,
et on doit démontrer que

 (13)—-(14)
((&3)—(&4))_»<:>{ & .
(15) - (16)

Il est bien évident que, dans notre cas, les conditions (33)—(34) équivalent aux
conditions (13) — (14), et on aura donc besoin de montrer que les conditions
(15) — (16) sont toujours satisfaites, lorsque (13) — (14) le sont. Si Ion pose :

QX(Z)': 5(x3 5 + ZV&P(X)),

on obtient bien

dqg, . I ]
Bl = GEeEEsvel

~

= Z; (x,~,+t’rV¢(x))—-—(x)

= Z (5 £+ iTw<x))]5§<x)

J
—g-jip(x nEF ITV‘PEX‘))}&,—E;(X)

= {B(x, & +itVe), o Hx, &)
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d()llC
(16)<=> [ (i’t)_—qxo(it) = 0 pour 7 >0]
qxo lZ - p

ce qui veut dire que :

(16) > [Pour T >0, i7 est un zéro double du polynéme qu(z)]

mais,
qxo(z) = ﬁ(xm vcp(xo)) : Zz + {5: (P}(xo: g) "z +5(X0, E)

et cela montre que 4x,(2) est un polynéme en z, 4 ceefficients réels.

Si X est non-caractéristique pour P, ie si p(x, V) # 0, alors q, est un
polynéme de degré deux, et donc il admet une racine double celle-ci est
obligatoirement réelle, ce qui imlique que 7 = 0.

Si X est caractéristique pour P, alors qx est au plus de degré 1. Donc, pour
pour qu'il ait une racine double il faut et il suffit que :

p(x, &) =1{p,p}(x,&)=0 (25)

D’un autre c6té,

1
iz PO E4ITVY), B0 E+iTVe)} = (5(x,8) - 725(x, V), VeB(x, £)V i}

d%p "
XA) i : Vip(x) g)

)
= Ve 53
L=y

J<isn

Jj<i<n

2
= {ﬁ’ {51 (p}}(xO’ g)
+T2{’ﬁ) {5: (p}}(XO: VSO)

+72Vep(x, V) - (

et cette quantité est strictement positive si, et seulement si, pour tout 7 > 0,

P, 1B, p 1} (x0,€) > 0,{B, {B, ¢ }}(xo, Vip) > 0.

Maintenant, la premiére inégalité est exactement la condition de pseudo-
convexité en T = 0 (avec ¢ vérifiant (25)) et la deuxieme est la condition
de pseudo-convexité en T = 0 (pour & = V, vérifiant (25)). E
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3.3 Interprétation géométrique de la pseudo-convexité

Lautre objectif de cette section est de donner une interprétation géomé-

trique simple de la condition de pseudo-convexité. Cette condition s'4crit sous
la forme :

HZp >0
pour
= Hﬁtp =0.
Comme Hj¢ et chp représenteent respectivement la premiere et la deuxiéme
dérivée de ¢ sur les bicaractéristiques de P, les relations précédentes signifient

que les bicaractéristiques nulles de P sont, soit transversales 4 ¥, soit incurvées
du cété de F = {p > 0}, quand elles sont tangentes 4 3.

Théoréme 3.3.1. (¢f Hormander [2]) Soit P = p(x, D) un opérateur aux déri-
vées partielles d’ordre m et a ceefficients de classe €', et soit u € H™! telle que
p(x,D)u € L2 Alors, il existe une suite (Un)nen C H™ telle que :

Hm-1
U, ===
n—oo

et
2
p(x, D)u,, — p(x, D)u.

4 Estimations de type Carleman et unique conti-
nuation

4.1 7-dépendance et inégalités de type Garding

Lassimilation de la variable T & une dérivation (ou plus exactement 3 la
transformée de Fourier d’une dérivation par rapport au temps t) exige que 'on
transforme la chaine d’espaces de sobolev H* en la chaine H’ définie par

H ={u|uel? et (JlE]2+ 7220 € 17},
que l'on équipe de la norme naturelle
llully,- = 1CX+ €02 + 2)/2al|,,

ou i est la transformée de Fourier de wu.
Dans ce nouveau cadre, un opérateur différentiel d’ordre m e N est un
opérateur de la forme :

P=p(x,D,7) = Z caﬁ(x)D“Tﬁ

lal+B<m
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L

auquel on adjoint les fonctions p et p définies p:r
P(x: g: T) = Z Caﬁ(x)iafﬁ
laj+B<m

et

ﬁ(X, g; T) = Z Caﬁ(X)gaTﬁ

|a|+B=m
qu'on appelle respectivement symbole total et symbole principal de P.
On démontre, et on 'admet ici, que s’il existe k € N tel que
VK @R",Va,f € N" tels que || < k,3Ck 05 >0/
V(x,&,7) €KXR"XR, DD p(x, &, 7)] < Cy o 4(1+|(E, 7)) F!
alors
P=p(x,D,7): H'™ - H:,
avec des actions analogues pour 'adjoint, le commutateur, etc...
Théoréme 4.1.1. (¢f Hormander [2] ou Tataru [4])
(a) Soit P = p(x,D) et Q = q(x,D) deux opérateurs linéaires aux dérivées
partielles a ccefficients réels de classe €, respectivement d’'ordre m+ 1 et m et

d;e symboles principaux p et G, et soiF Ry, Ry,...,R; des opérateurs linéaires aux
dérivées partielles d’ordre m, & ceefficients de classe €°. On suppose que :

{P,q} > clI(&, T)II*™ sur U Car(R,)
tandis que
P =q=0sur UCar(R,).

Alors il existe d > 0 tel que :

J
Vi€ H™ : fully,: < 2Im(Pu,Qu) +d D [Rul2, (26)
i=1

pour T assez grand.

(b) Soit P = p(x,D) et Q = q(x, D) deux opérateurs linéaires aux dérivées
partielles a ceefficients réels de classe €, respectivement d’ordre m et m — 1 et
de symboles principaux p et g, et soit Ry, Ry,...,R; des opérateurs linéaires aux
dérivées partielles d’ordre m, & ceefficients de classe €. On suppose que :

P, q} > cll(€, DIP"2 sur U Car(R;)
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tandis que
P =¢ =0sur UCar(R,)

Alors il existe d > O tel que -

i
Vi€ H™ :cllullpy,c < 20m(Pu,Qu) +d Y |Raull?, | @7)

i=1

pour T assez grand.

4.2 Inégalités de type Carleman

Théoréme 4.2.1. Soit P = p(x, D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m
et & ceefficients de classe 6€". Si P est réel de type principal, si K @ R" est compact,
et si @ est une fonction sur K, fortement pseudo-convexe par rapport d P, alors,
pour tout u € H™ ! & support dans K, on a :

(28)

Une version plus forte de ce résultat est la suivante :

Théoréme 4.2.2. Soit P = p(x, D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m
et & ceefficients de classe €*. Si P est elliptique, si K € R™ est compact, et si  est
une fonction sur K, fortement pseudo-convexe par rapport d P, alors, pour tout
ue H™ ' ¢ support dans K, ona :

(29)
Démonstration du théoréme 4.2.1.
Soit A lopérateur tel que : Af =e™f (doncA™'g =e "?g) et posons :
P.=p.(x,D)=Aop(x,D)oA™ (30)
de sorte que
P.w=e"’p(x, D)} e "Pw] 3L
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Commeona:Vj=1,...,n etVve 2'(Q),
D).y = e"?D;[e "¥v]

1¢
= e¥——- [e"“"v]

i&'xj
1rdv de "¢
— LTP_ —tp
‘ i[axje " ox, v]

1 v 10e™"%
"

?8—x1 ¢ i ij
1dv 190(-7

1 +—.( ?),
18xj i 8xj
10v —10d¢

)

[ ij i 8xj

1%

J
= Djv+i’r—(pv
c?xj

7}
[Dj-!—i'r—(p]v,
dx;
On obtient 5
o _ A
[(D)).] 1_(Dj+m&xj) .
En posant
D’r = ((Dl)'ri"'a(Dn)’r))

On arrive & :

(Dr)a = ((Dl)ra 5§ "(Dn)’r)a

. dp
= (Dl +lT—l, ,Dn—{-lfraxn)
_ . (99 Oy de\\*
= ((Dl,...,Dn)—i-lT 8x1’3x2""’3xn))
= (p+itvy)’

Par récurrence sur a; € N*, on montre que

[(D):]% = (D),

En effet, pour a; =1ona:

[(D))-]% =[(D)).]' = (D). = (D)), = (D}").,
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etsi [(D;),]k= (Djf)T avec k € N*, alors :

(D). ]u = (D;):([(D). 1)
= WPL(09),u]
— e“T‘PDjeT“"(e"T“’D;‘eWu)
= e_“"DjD’.‘e“"u
J
e"WDj.‘“e“"u

(D¥™),u.
Cela implique donc que

p-(x,D) = e"p(x,D)e ¥

= eW[ Z aa(x)D"] e~y

la|<m

= Z a,(x)e"?D%~ "%

lal<m

= D a,(x)(DY),

la|<m

= D a,(x)(D,)*

|a|<m

== Z a,(x)(D+itVp)*

laj<m

= p(x,D+itVyp)
On décompose maintenant P_(= p-(x,D)) de la maniére suivante :
P, =Pl +itP!

ou P et P! ont tous les deux des symboles réels.

Sip., p. et p. désignent respectivement les symboles principaux de P_, B
et P_, non pas dans le sens usuel du terme, mais en supposant que T provient
d’une dérivation (notée %), Cest-a-dire que p_, p. et p. sont les symboles
principaux au sens usuel des opérateurs p(x,D), p"(x,D) et p'(x, D) (respec-
tivement) ot D = (D,,..., D, ) avec D;=D;+ i‘j_i%’ alors :

Be =B, +itp.
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On a aussi :

B(xo.£~iTV9) = FlxgE+iv)
= 51-("0,5)
= P.(x0,8)

(B7 +1i751)(xo, &)

= (Bl —itPi)(xp, &)

Donc :

1 = ~ 1 =y Gl 2P ... |
;{pr’pr} - ;{PT—lTpf,pT-!-lTpT}
1o =r o~ =i~ Desi o
= E{pr,pTH{pT,pT}—{pf,pT}+E{p2,P‘T}
=p ~j

= 2{p_,p.}

et la condition de pseudo-convexité

1 -
77 1P0x0, £ =17V 0), Bxo, € +iTV )} (xo, £) > 0

lorsque
5()(0’ E + lTVQO) = {ﬁ(xo, g 4+ ITVQP): ‘P}(xo, g) = O

peut alors s’écrire :

{PL,PL} > 0 sur Car(P,)

Maintenant, le théoréme (3.0.2)(a) implique que, Yv € H T ORA:

wllz,_, . < cIm(P[w, Plw) + dHPTwaLT, T > T, (32)
avec
w=e"7y, (33)
et comme
) r . i # 1 D i 1 D
P.=P] —1TP, P =§(PT+PT)et PT:EE(PT—PT)
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Ona:

pr i
(PTw, P.w

Donc :

)

2 i
1 1_ 1 1 —
—P.w+~P.w,—P.w — —
R L itV
1 1 1 1 _
-Pw,—P.w—-—Pp P.w, P.w— P,
(3P, S PoW = 5= Pew) +{ T ot
1 1 1 —
(2 W, le ’Z'W)+<2P’I‘W’ PTW)
+<1§ 1 P )+(1F ! P.w)
g- Vg e TG Wy o P
1 —
—E<PTW’PTW) . _(PTW)PTW)
1 —
———PwW,P.w)+—(P.w,P.w
4it (P >+41'r< * )
1
G IPwIB + P i,
1
+—(P.w,P.w) — — (P .w,P.w)
4it
1 -
—4—H wllz .+ —THP wll; .
+— [(PTw,ﬁrw) - ZPTW, ﬁfw)]
4it
1 1 _ 1 —
l’L' g 27T

1 _ 1
2 2
o [4—THP’1’W”O,T - 4_T”PTW”0,J + or Im(P.w, P, w)

1l N 1
([ PwIB . = PR, ] + 5 Im(eow, Pow)

r i 1 2 l = 2
Im(Plw, Piw) = Z%”PTW”O’T - 4—THPTWIIO,T

etpour t>0o0na:

alors :

. 1
r i 2
Im(P/w, Plw) < 4—T||PfW”o,f

. C
cIm(Pw, Prw) < -—lle™p(x, DYv|3 .
- ,
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Donc :
L7

. . C .
cIm(P{w,Pw) +d|Pwl|?, < 27 €7 PG, D)vIlg . +dlIP.wll?, |

et comme :

1
”PTWHELT = F”P*:w”g,f

On trouve :
1 r i d 2 < k TP D 2 d P IZ
cIm(P w, P w) + HPTWH_M_4—THe p(x, )VIIO,T+;5|I WG .
Donc :
TY ¢ TP 2 d TP 2
e Vllpoy s < lee p(x,D)vHO,ﬁr;He p(x,D)vl[g .

c d
_ _ TP 2
< (Z+2)lepce Dy,

etpour: 7> 17,>0,0na

d < g 4 d < 1 d
—<—, et -—-+-<-—4—,
T TO 4 T 4 To
ce qui implique que :
v m ., TP < € d TY D 2 >
vEH™ : tlle™ V|, < i -y e p(x, DIVl ., 7> 7,
posons :
c
- — =
To
on obtient :
VveH™, Tllewvllrzn_m < CHe”’p(x,D)vHSJT, T = Ty (34)

et d’apres le théoréme (2.6.1), pour tout u € H m=1_il existe une suite % —
dans H™ telle que :

Vv, — u dans H™"!
n—.oo

et
P(x,D)v, — P(x,D)u dans L2
n—oo

Par conséquent,

e"?v, — e™Pu dans H™!
n—oo
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et
e P(x,D)v, .l "9P(x,D)u dans L2.
Par suite :
le™ vallm1,: —— lle™ull oy -
n—.oo
et
lle**P(x, D)ullo,. —— lle™?P(x, DJullo,c

Mais, pour la suite (v,),cy, nous avons l'inégalité :

e valln_y . < Clle™P(x,DIv, |2 ., 7 > 7o,

et en faisant tendre n vers 'infini dans l'inégalité précédente, on arrive & :

Vue H™, clleul?_, < Clle**p(x, D)l 7> 7,

[ |
Démonstration du théoréme 4.2.2.

Le schéma de la démonstration est le méme que celui de la preuve du
théoréme (4.2.1).

Du moment que Im(P;) ne s’annule pas lorsque t = 0, on pose :
P, =Pl +iP!
La condition de pseudo-convexité donne encore :
{p’,p.} >0 sur Car(P,)
et le théoréme (4.1.1) conduit 3 :

IvI?2 . < ctIm(Plv,Plv) +d||P.v||

i, T =

2
00T > Ty

Qui donne la conclusion désirée. [ |

4.3 Unique continuation

Les estimations de Carleman de la section précédente conduisent au résul-
tat suivant sur 'unique continuation :

Théoréme 4.3.1. (Hormander [2]) Si P = p(x,D) est un opérateur différen-
tiel linéaire elliptique, ou & symbole principal réel, et si T est une hypersurface
orientée et fortement pseudo-convexe par rapport d P en Xy € I, alors P posséde
la propriété de Uunique continuation en ce sens : Il existe un voisinage W de x,
tel que, pour toute fonction u € H.~ ' & support dans {p < @(xg)} et vérifiant
p(x,D)u=0dans W, ona: u=0dans W.
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Démonstration du théoréme 4.1.1.

D’apres le théoréme (3.1.1) on peut représenter ¥ sous iorme d’un en-
semble de niveau d’une fonction o, fortement pseudo-convexe par rapport 2
P en x,. Fn posant -

P =) +6 [ x —x0 I* —p(x) — ¢,

ou ¢,6 > 0, 6 suffisament petit, on déduit du théoréme (3.1.1) que ¥ est & son
tour fortement pseudo-convexe par rapport a P au point x,. Sans restreindre la
généralité, nous pouvons supposer que 1, aussi, est fortement pseudo-convexe
par rapport a P dans W. Nous choisissons alors ¢ > 0 suffisament petit de sorte
que :

e <o(x)in{y >—-c}cw. (35)

Ainsi, si V = {3 > 0} et si z est une fonction de troncature réguliere, égale a 1
dans [0, 00[ et 4 0 dans ] — 00, —¢], alors on considere la fonction w = z( )u.
Par la relation (35), w est a support dans W. D’un autre c6té : p(x,D)w (=
z(Y)p(x, D)u+ [p(x,D),z(y)]u = [p(x,D),z(+)]u € L?) a son support dans
{y > 0}. Comme w = u dans V, on aura bien réduit le probléme a celui qui va
suivre :

Supposons que v est une fonction réguliére et fortement pseudo-convexe
par rapport a P, dans une partie compacte W de R", et soit w € H™ !, &
support compact inclus dans W, telle que p(x,D)w € L2 Si p(x,D)w = 0
dans {1y > 0} alors w = 0 dans {1 > 0}.

A présent, nous sommes en mesure d’utiliser les estimations de Carleman.
De la relation (28), on tire :

tlle™wll?_, . <clle™p(x, DIwll; ., ©> 7, (36)

Comme p(x,D)w est a support inclus dans {i) < 0}, il en résulte que le
membre de droite de (36) tend vers 0 lorsque T — oo. Par conséquent le
membre de gauche converge lui aussi vers 0, et cela implique que w = 0 dans

{y > 0}. [ |
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