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Pseudo-Convexitd, Indgalir6s de
Carleman & Unique Continuation *

Fouad I-AKI{AL
Universitd de Guelma

R6sum6
Dans ce mdmoire, nous introduisons la notion de forte pseudo-convexit6
des fonctions et des surfaces par rapport i un op6rat"ui diff6r"rrtiel lin6-
aire. Nous utilisons ces notions pour formuler des hypothdses qui entrai-
nent certaines in6galitds dites de carleman. Nous montrons, enfin, que
ce type d'in6galit6s implique la propri6t6 dite de I'unique continuation.

Mors crf : op6rateur diffdrentiel lindaire, rdel de type principal, de rype nor-
mal principal, Pseudo-convexitd, in6galit6s de Carleman, unique continuation.
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Fouad LAKHAL M6msire de IVIASTER

Ce probl&me est intintement li6 au probldrne de Cauchy i donndes initiales sur
Xo pour I'opdrateur p(x,D):

oit fI un ouvert non vide de R", E : g-1(0) une hypersurface 1

orientde et suffisamment rdgrrlidre de f,}, et p(x,D) un opdrateur
diffdrentiel sur O. Une formrnlation rypfque du probldme de1'unique
continuation (ou probldme du prolongernent trnique) est la strivante :

Plus prdcis6ment, la propridt6 de I'unique eontinuation est {quivalente A I'uni-
citd dans Ie probldme de cauchy. En particulieq si le problBme de cauchy est
bien pos€ (c'est-i-dire s'il admet une unigue solution) alors la propri6t6 de
I'unique continuation est satisfaite, et il conviendraft donc dttudilr."tt. pro-
prGt6 uniquement dans le eas ori le prqbl}fire de eauehy est mal posd,

Introduction

En particulie6

Dans le cas particulier ori p(x,D): Itd=^oJx)D" est lindaire i cefficients

$fhrtrWel2 Ae rymbole principal t,x,6j : t,o,:-,o,*r{", nous .vons le
th6ordme d'unicird dHolmgren (cf. IZD . -'s'-"'

1.

2.
t

p : {? * lR est suffisammenr rdguliEre etVg }0 sur X = 9-1(0).i.e. les fonctions a@ sont analytiques en x.
i.e. p(x,€)#ApaurE*A.

Guelrna Juin 2012 Math6rnatiques



M6'moire de MASTER Fouad I-AKHAL

orL r, € go*(n), h(c) :(1 + r)5, o < 6 al., e ) ru > o.

l:.'unicitd dans le probl&me de cauchy n'est toujattrs pas tres bien eomprise,
et il n'est pas non plus dvident que les estimations de Carleman soient te bon
rlutil poffi ce rype de r€su'ltats: M6me le th€orBme d?unicitd d?Iolmg.ren ne
r&ccrrrt€ pas toute I'histoire.

3

Pour les opdrateurs i cefficientes 8e les rdsultats ne sont pas aussf nets,
et il existe m€me des op6rateurs elliptiques d'ordre quatre qui annulent des
fon,ctions non triviales, d supporrs compacts (cf, [SJ).

Dans [1], Carlernan a ddduit la propri6t6 de I'unigue continuation dans le
cas de deux variables, i partir doestimations de la forme :

(1)

2

1\.7

Rappels, notations et conventions

g€n6ralit6s

[.es notations sont celles des dquations aux ddrivdes partielles. Si n est
urn nombre entier strietemefit pCIsitif, si r = (r1, xz, . . , , xn]} est ufi vectem de
IlLo, et si a : (u1,d2,.. ."d,r) est un n-multi,iadice (i*- ,ro n,uple de nombres
eftier$ ) O), on pose r

[cr[: cri * ar.* ---* do

llxll: (*i + xtr+ .-.+ x:)t/z
aL: a1layl-.-anl

x": )€l1xi, .".xf
4

^udi = il, [pour j = 1,2,...,n)
J

6:t4,0r,...,0o)
de : 6&t6ez ... af

ur*lu, (pour j : 1, 2,. . .,n, et iz* *l)

n:1a
l

Es : frf.D? ...D:"

U:niversitd 8 mai 1945 Guelma Alg€rie



Ffirad LA.KI-IAL Mdmoire de MASTER

que fon note tout simplement :

(3)

of les c,c sont des fonctions assez risses sur n, appeides cefficients de p(x,D).
Si P (:p(x,.D)) est un op€rateur diffdrentiel lindaire dbrdre m sur O, son

symboletotal est la foncrion (porynomialeen {} ddfinie stff o x R" (f.e. sur le
fibrd cotangent l*CI) par :

(4)

4

de telle softe que, pour une fonction / suffisammenr diffrrentiable,Ia formule
de llaylor s'6crit I

f (x+h): E a"r@#+ofifhllN).
ldl<N

2.2 Opdrateur$ aux diriv6es parrielles
soit m un entier naturei, et f-r- un ouvert non vide de lR". on appelle op6_

rateur diff6rentiel lindaire d'ordre m sur o, toute application p(x,olsur l,ln_
semble des fonctions (ou celui des distributions) surc-- telte que :

Q)

son symbole principal, que l'on note ici p'(x, {), est la partie positivement ho_
mogbne de"degrd m d.ans p(r, {} :

son ensemb^le caraetdristique not€ Car(p) est ddfini:par :

(s)

(6)

et Ie Hamiltonien associ€ i son q}.miltetrin"U*f ;* t a"* de veceurs ;

(7)

Guelma Juin 2O12 Mat'rdmatiques



Mdm"oire de MASTER Fsua'd L,AKHAL

si les cefficients c* de P sont de classe 62,res courbes intdgrales de fr sont
ddtermin€es de fagon unique et s'appellent les bicaractdristiques de p. Celles
parmi elles qui sont incluses dans Car(P) s'appellent les bicaractdristiques
nulles fu F, et jouent un rdle fondamental dans 1'6tude des opfrateurs aux
d6riv6es partielles. Si p et g sont deux fonctions sur I*O q- O x Rn), leur
cro,shet de Foisson rofe tp, g! est ddfini par :

(8)

il represente.la ddrivde de q le long des bicaractdristiques d"e P, dans le cas oi.
,p er;t r6el, 6gat au q.mbole principal de p:

.Ddliniti,on 2,2.7. sait P t: p(x,D)) un opdrateur diffErentiel lintaire de rym-
)bale: principatfi. an dit que P e$r rdel de epe principalsr

(e)

ili P' est rdel de type principal, alors car(P)'est une hypersurface de o x (iR*\0).

lDefi.nition 2.2,2. soit P (: p(x,D)) un otrErateur diff4rentiel lindaire sur e
de s.wbale prtncipat F. on dit que P esf normal principal sur d, st, pour tout
comryct I( c q il existe un rdel strictement positif Cy, tel que :

(10)

5

Itenrarque 2.2,1, En particulier : Tout op4.rateur diff4rentiel ttn€aire de sym-
bole principal rdel est narmal principol et iI en est de m€tne de tout ap*rateur
rlffil rentiel lindaire ellip tique.

Ilreu.ve, Si P a un syrnlsl* p.rincipal fr rdel, on a :

V:e €K, V{em"\O, l{F,F}(x,€)l :l{F,F}(x,{){ :O <ll\x,{)l.ll{ll"'-t

et si P est elliptique de symbole princlpal p" alors :, Vx. € K, V€ e R'' \ 0,

lF[x, {)r. - |fr(x, { fl|,.€l[l . ll{lJ- > c; l]{ll* orr c{ = *ffi=, lF(x, ill

tJuircrsite I mai'1.945 Guelma Alg€rie



Fouad L,AKFIAL 6 Mdrnoire de MASTER

donc, Vx e K, V{ e IRro \ 0,

lF(r,fll' ll{[I:.-1 > c;t[{lf**l

mais" la fonction lV,Flesrpositiv.ement homogEne de degr€ zm-Lpar rapporr
}r {, et ceta implique que, Vr e K, V{ € R"\ O,

ttF,F'I(", {)[: t{F,F](", {lJl{lDt. ligttz'-'s c#[Ell2*-'

on Cf : srF;ee*,tlu,,:, HF;FI(x, ill.
hr eonsfuuent,

Vre K, V{ e JR" \ o, HAf}(x,6}lS Crlg(x, E}1. lt{ll*-l ot c. : C,ifc,x.

Fotr {:Q e?est 6vident. t

3 Pseudo-convexite des fonctions et des surfaces

Soit f,t uo ouvert non vide de IR:' et X une hypersurface de fL orient6e et
de classe f z. Alors I se laisse representer sous forme d'ensembles de niveau
de fonctions g de classe V2 $rc {r:

(1 1)

telles que

(r2)

et ces reprdsentations sont uniques, modulo les multiplications par des fonc-
tirons positives de classe €2.

3.1 Conditions de forte pseudo-eonvexit6

Une condition de forte pseudo-convexitd sur X est la suivante :

D€finition 3.1.I. Soir f,l un ouvert non vide de 1R", P (= p(x,D)) un opdrateur
diff6rentiellindeire de symbole prtncipa.lfi, et E: {r I x e O et gG}: 0} une
hlpersudace orient{,e de dl. On dit que E est fortemerit pseudo-convexet put

3. LorsryreEvdrifieseutementleseonditions(13)*(l4i,onditquelleestpserdo.eonvexe.

Guelma Juir 2Ot2 Math€matiques



Fouad L!.KFIAL M6moire de MASTER

et il s'en suit alors que

IF,V\G0,6)=0 + {F,,pIGo,{) =0
+ IF,{F,{}X*0, {) - g(xo) {F,{F,vl}ko,€)

(parce que g(xo): e)

+ R" {F-, {F, { } Xxo, 6) = g(xs) Re {F , IF ,g } Xxo, 6)

comme g est strictement positive, on a bien

ce qui veut dire que si les conditions (13) - (14) sont waies avec une fonction
g, elles restent encore waies avec toute autre fonction ,r/ de la forme ,1, = grp,
oir g est strictement positive, d,e classe 62.

D'un autre c6t6, on a :

F(*o,{+izv{(xo)) : F(*o,6+tzvlgpxxo))
_ F(*0,{ + izg(xo)Vp(xo)f fcA(xo)Vg(xo))
= F(*0,€ +irg(x;vp(x')) (parce que g(xo) _ 6)

{F(*0, € + irv4),rlt}(xo,{) : {F("0, 6 * irv(gg)), gvleo, €)

- s(xo){F("', { * irV(gd ), pX*0, {)
+eQ){F(*', { + irv(gs)), g(ro, 6)

- s(xoxp(*o, f * iry(gs)), sX"o,6)
(parce que g(xo) - g)

- g(xoXF(*o, 6 * ir gv 9 + irgy g), p\(xo, O
- g(xo)[vEF("0, ( +irg(x)vp(xo)

*ica(xo)Vs(xo)) . vp(xo)]
: g(xo) [v5F(xo, {+ irg(xo)vp(xo)) .vtp(xo)]

(toujours parce que 9(xo) _ g;

- s(xofp(ro, f + irg(x)v v),vleo,€)

et en posant (: €+iryr!(x) et (,: 5+ i"cg(x)Vg(x), de sorte que

Guelma Juin2Ol2 Math6matiques



; N[6ntoire de MASTER a Fouad LAKHAL

( = ('+ p(x)vs(x), on obtient :

{,D('o,T),Feo,o} = 
tl#,[F(,', T\ 

+[F("',o]

ftwr.,,q *[ar',,o]]: 
tl#,,xo,T)(t " #r' ftr.', o)

.(f 
'" #r@ ftt*,, r\ frr.,, r,]

dbir:

{F(*0, t),Feo,o} : rrr, 
*Z__W #o, . 

ftrro, r,
ce qui implique que

.,!{Fr*,,7),F(xo,()Xxo,0:zfW.ffio,).fr{*o,t,)

Meds,

a2tb -ro'g /-.\, oLr-r ogl--\r og, , og, -a**ki - sk)*;o(xo)+ fir,;-ftt*,t+ fte).ffrr,,t
donc :

j.{at*,,T),FGo,()}(xo,€):2g(xo,F_-W,ffio",ffo,*o,,,,

*EW #,.,, #n,, ft,*,,,,,
*EW 

#o,, #ur ft,*.,,,,
et ill s'en suit alors que :

j{our,E),F(xo, o}(xo, €) = 2g(xo'. 
+7i - a'v ai,Auquo,effiG)ftG0,(')

+z{v1xo,?), v}G0,6).{F(xo, (), s}(*0, €)
+z{V1xr,?), s}eo,{). {F(xo, (), vl(xo, €)

lJnirersit6 8 mai 1945 Guelma Alg6rie



Fouad TAKHAL M6moire de MASTER

c'est-d-dire que

1-
'' (-/ F .

; tF(xo, { - irv rl:),F(xo, ( + irv g1X*0, {)

_g(xo,Fr* r :__(,f tF(xo, { - irg(x)v v),F(x0,6 + irg(x)vp)Xxo, 5)

* 4Re @(xo, 5). {Feo, {+ir g(x)vs), gx*', 5))

par cons6quent

{Les conditions (15) - (16) sont waies avec la fonction g}

u

,1
| ;{0f.0,€-irvg),fi(xo,{* irvs)l(xo,5) > 0lorsque }
(F(xo, { + irv g(ro)) : {FGo,€ + irvV),V}(x0,6) : 0, .c > o)

,1
{ ;{Ff.o,6 - irYl.t),1(xo, { + irv{)l(xo, {) > 0 lorsque }
[F(xo, ( + t.cvtplxo)) = {F("0, € + trVlt),r!l(xo,{) = 0, r > O)

u
{Les conditions (15) - (16) sont waies avec la fonction ,lt - SVI

Donc, si les conditions (15) - (16) sont waies avec une fonction g, elles sont
encore waies avec toute autre fonction ry' de la forme rb : gg, oi g est stric-
tement positive, de classe .d2.

Conclusion : La ddfinition (3.0.3) ne d6pend pas du choix de g. I
Remarque 3.1.1. si P est normal principal, les conditions (13)-(14) reprd-
sentent (en quelque sorte) Ie cas limite des conditions (15)-(16), quand,r -+ 0.

10

| #r;(xo,€- irg(x)v s),F(xo,( + irg(x)Vp)l(x',6) > 0 to.rqu" 
'l

I F(xo, { * irg(xo)vp(xo)) : s(xo){F(x.,6 * irg(x)V s),s}(xo,6) : 0, 
1\ avecr>0. l

,IJ,

Guelma Juin2OI2 Math6matiques
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D6monstration. Le d6veloppement de Taylor de fl"(x,5) par rarr,nort ir r, )rl'ordre 1 et au voisinage."da-" :0, est :

F"Q, €) _ Fo(r, €) r rl *f* , ,'' I
L or'')|,=rJ + t2e,(x,€)

_ FQ, o . "l*(Ft', € + irv s1) l"=,.l 
* 12 e,(x, {)

= FG,g* r't fir,,{ + irvs)1"=,| #,u) + r2e,(x,{)

= F@,€)* r"i #r*, el$r*l * r2e,(x, {)]i o9i oxi

= F(x, €) * ir {fi , vl(x, {) + 12 e,(x, {)

En posant

on obtient :

L(xo,€) :

c'esrt-A-dire

I(r:0, {) :

L(xo, €): ls i{Fr.r,( - irv s),F(xo, € + trv e1} ,

F(xo,€ + t.rv91|rco,6 + irVg),hm:{
rr0 lf, tF(

1r_
l'*;tA,AglF,(*0,6)l

7r
l'*;tF(xo

F(xo, 0 + ir 1V, vl(xo, €) + 12 e,1ro, {)}
1r_

l$ ;tPf"o, 6) - ir {p, eleo, 6) + r'ffi;,
F(xo,€) + irIF,9](xo, €) + 12e ,1r0, {)}

y6jZ,ll("0,6) + l,q {F,rF,r}}{"0, {) + rim l{F,r,}eo,€)
- }q {tl, vt,l}(xo, 6) + tiq i {tA, vl, {F,,r I }t",, f l
- lg * {tn, et,s,leo, {) + E f faa}(ro, {)

+ l,q ,' {%,$, vl}+ hq , tr,e, } (xo, 6)

IJnirrersit6 8 mai 1945 Guelma Alg6rie



Fouad L-A,KHAL L2 M6moii,: de MASTER

/'(x0,5) = g f {F,fX*', {) + l,q {o,W,r}}(ro, f)

Donc, si :

Alors :

- lr* {tl,vt,ll(x',6)
: 

|,g * tF, pX*', {) + lilr ({r, tl,, } } - fin, vt, o} ) (xo, 6)

: g f {F,AX'', {) + l,q ({l,W,r}} + {F,$,r}})(x0,6): y;jL,lX*', {) + r,q ({F,rf ,r}} + {i,ffi1)('0,6): H *6,eX'0, {) + r,q ({r, u,r}} + FAA)('', 6)

: g f F,A](ro, {) + z liqne{ F,IF,r}}(ro, {)
et le fait que P soit normal principal, implique que :

l{F,F}G0,6) ls c lFeo,6) | ll6ll''-'

F(xo,6): o

{F,FIG',6): o

et par suite :

r(xo, €) =21tgn {F, {F, r}}(ro, {) : zn 
{F-, {F, r}}("0,6)

ce qui veut dire que :

1_
lt$;{rt*0,€ - irYg),f(x0,6 * irvfl}(xo, {): n {F,{F,vll(xo,€).

par consdquent,

1_(13) -+ lg;tpCro, { - irvs),p(xo, { * izve)}(xo, {) > o

==+ R"{F,IF, Vll}o, 6) > 0

Ainsi, I'indgalitd (13) ( lorsqu'elle esr prise au sens large) est bel et bien la
limite de (15) quand c -+ 0 et, de fagon bien 6vident...tti fois-ci, la condition
(14) est la limite de (16) quand r--- 0. I
on introduit ir pr6sent la notion de forte pseudo-convexit6 pour les fonctions :

Guelma Juin 2012 Math6matiques



Mdmoire de IvIASTER Rluad LAKFIAI

D€lflnition 3.1.2. Soit O uft ouvert nonvidede Rn, p (* p(x,D)) un opdroteur
difJ4rentieLlindaire de symbale principalfl, et tp unefonction de classe 82 sar {t.
On dit que V e$t fortement pseudo-convexe par rappoft e p'au point x, si

0n
pau.r

(18)

(1e)

.pour x, { et

(20)

La relatfon entre les fonctir.ryns fortement pseudo-convexes et I€s surfaces
fqrtement pseudo*eonvexes est d€crite cidessous :

TFrdor&me 3.1.1. Soit P un op€rateur diff6rentiellindatre que l'on suppose nor-
,mal, principal Alors

(i,) tout ensemble de niveau non deg:6ndrd d'une fonction fortement pseudo-
corwace par rappart d P est une sutrface fortement pseuda-convexe par rap-
port d. P.

(iii) toute surface fortement pseudo-convexe par r&pport d" P est une surface
de niveau pour une certoine foncrton fortement. pseudo-conveJce por
rapport d P.

(iii) Pour les fonctions et lu surfaces, I'a condition de forte pseudo-convacitd est
stable sous l'ffit de petites per&trbations de classe %2.

lD6rnsn+*atio*.

(i). Soic a:. g. 1(0)1 &v€€ g de clasm €.2 s+*s uR ouve$ fl de Rn, et telle que
VV * 0 sur X. Si Pon suppose qtre g est forrement pseudb-convexe par
rapport i P, alors :

t La condition. (17) est waie sur I'ensemble ddfini par (18)

I La condition (19) est vraie zur ]'ensemble ddfini par (20)

13

ec

'c tels que (€,r) * O, et tel:; que :

lJnirersitd I rnai 1945 Guelma Alg6rie
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et comme

{ l'ensemble d6fini par (14) est inclus dans celui d.fini par (1g)
l. IJensemble d.fini par (16) est inclus dans celui d6fini par (20)

on conclut que

{ ,li conaition (17) est waie sur l,ensemble d6fini par (14)
I La condition (19) est waie sur l,ensemble ddfini pu. if Oi

Mais,

{ fa condition (17) est identique i la condition (13)
I La condition (19) est identique i la condition if Sj

et I'on arrive donc ir

{ La condition (13) est waie sur l'ensemble d.fini par (r4)
I La condition (15) est waie sur l'ensemble d.fini pu, iroj

ce qui veut dire que x est fortement pseudo-convexe par rapport d p.
(ii) soit g comme dans ra ddfinition. Donc, si c est assez grand, alors :

1-
;IF",F"l(xo, {) + c(l {F,,pI 12 +r-2 lF" I\ > dG2 a 

"21m-t et1

et cela nous permet d'affirmer que la fonction 4t : e^q v6rifie (17)_(1g)
et (19)-(20), pourvu que i. soitiufisamment ta.ge. En effet :

1-
;{FQ, € + irvgj,F(x, € + irv 91y

1-_
= ;lFe , g + ir l"r1tv t1t1,F& , € + ir Agv s)l

1_: 
;{F t,,F r,,l + zL I F 

^, 
l'

En combinant ce qui vient de pr6c6der avec (21), on obtient, pour.l. > c :

1.....

,{FU, E + irvtpl,F(x, € * irv 9)lr-, I F, lr.'- d(€, a 
"z1m-t ez1

et cela implique (12)_(18) et (19)_(20).
(iii) Voir L. Hcirmander 121,th.8.6.1. f

14
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9,1\ Opdrateurs r€els dbrdre deux er de r1rye principal
[,,a,classe la plus frfuuentet et qui provie*nt d'applications, est celle des opdra-
teurs dordre deux. Dans ce paragraphe, nous examinons en ddtailla notion de
pseudo-convexit6 pour ceux de ses 6l6ments qui sont rfu}s de type principal.

ThtiorErne 3.2.1. sait P * p{x,D) un op*rateur diffhrentiel ti.n*aire dbrdre
deux que l'on suppase riel ile type principal, soit / son sjrmbole principa.l, et soit; == g-1(0) une hjryersurface de closse 62 naniorottirittique pour p. Alars z
estfsvgsm.nt pseuda-eonvue par rappaft d p au point xs si et seulement si :

(23)

Iorsque

(2+)

lD€tnonstration. on suppose que p et E vdrifient les hypoth€ses du th€br€me,
et oft dsit ddmontrer Eue

(13) - (14)
&

(15) - (16)

t5

/\{
[($)- (t+]] o {

(.

ll'est bien dvidem que, dans norre cas; les conditions (sg)-(34) dquivalent aru<
conrtitirns (13) * (14), et en aura donc besoin de rnontrer que les conditions
(:15) * (16) sont toujours satisfaites, lorsque (19) - (1a) le sont. si l'on pose :

q,(s):F{x,{+zVg(x}},

on obtfent bien

(I4*,. , d .-. - ,--l-* (ir) = *lFCx,€+zvs(xl)JL=,"

: i#o'6+irvP(*))#r*l
t=i u€i oxi

= Yr+lF(x, € * irv'-'*^'"' oP 
'--''

:=i oEi vlx))l a\\x)
A r-" , ,rrOV. ,- 

a \[F(x' 
{ * rtve(x))}fr {x)

: {F(*, { + irvg}, pXx, {}

tlnirersite 8 mai 1945 Guehna Alg6rie
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mais,

donc

(16' r do
) <+ 

fc-,(ir) - fffiO= o pour 
" 
, o]

ce qui veut dire que :

(16) c+ ieo"r " 
s o, iz est un z6ro double du polyn6m 

" 
q,,@)l

e*o@) =F(xo,vp(xo)) .22 + {F,vIeo,0.z +F(xo,€)

et cela montre que qro(z) est un polyn6me en z, d,ccfficients r6els.
si x est non-caracr6ristique pour p, ie sif(x,vd * 0, alors qx est unpolyn6me de degr6 detx, et donc s'il admet .rr" ,u.ir" double celle_ci estobligatoirement rdelle, ce qui imlique que r :0.
si x est caractdristique pour p, alors gr est au plus de degr6 1. Donc, pourpour qu'il ait une racine double il faut .t ii suffit qu. ,

FQ, 0 - {F, vIG, {) : o (2s)

D'un autre c6t6.

1-
;{FQ,{ + trvtpl,F(x, { + irv g)} _ {F(x, €) _ r'Fe,vg),v eF(*,{)vp}

= vqF(x,o (-a:y-\ .vaFG,€)
\o xio x j ) :::;: 

s4 \

+r2v'fr(x'Ys) (##) 
,.,." 'YEfiQ'vs)

\o xid )-t , ;2,2,

= IF,{F,v|lr?o,€)
+'c'{F,IF,vll@o,vv)

et cette quantit6 est strictement positive si, et seulement si, pour tout r 20,

{F,{F,p}}(xo, {) > o, {F,{F,vll&o,vp) > o.

Maintenant, la premidre in6galit6 est exactement la condition de pseudo_
convexitd en ? = 0 (avec { v6rifiant (25)) et la deuxidme est la condition
de pseudo-convexit6 en r = 0 (pour € =Vq,v6rifiant (25)). I
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3.3 Interpr6tation g6om6trique de la pseudo-convexit6
L'autre objectif de ceme.section est de donner une interpr6tation g6omd_

trique simple de la condition de pseudo-convexit6. cette condition s,dcrit sousla forme :

Hlv>o
pour

9=HV:P=0.

9']TT. lrv ", 
Hlv rewlsenteent respectivement la premidre et la deuxidme

oenvee de g sur les bicaract6ristiques de P, les relations pr6c6dentes signifient
que les bicaractdristiques nulles de p sont, soit transverrul", d x, soit incurv6es
du c6td: de X+ = {g > 0}, quand elles sont tangentes i X.
Tlr6ordme 3.3.1. (cf. H\rmander [2]) soit p = p(x,D) un op1rateur aux d6.ri_
v6'es partielles d'ordre m et d ce,fficients d.e classe-vr, ,i,,iit i e H^-r te:IJe quep(x,D)u e L2. Alors, it existe une suite (un)nex c H^ telle que :

H'-tun;;u

12
plx, D )un ----- p(x, D)u.'- n-oo - -

et

4 Estimations de tlpe carleman et unique conti-
nuation

4.1 r-d6pendance et in6galit6s de gpe Garding
Lassimilation de la variabre r d une d6rivation (ou plus exactement a la

transform6e de Fourier d'une ddrivation par rappoft au temps r) exige que l,on
tra.nsforme la chaine d'espaces de sobolev H' ;; la chaine Hi d6fin[ par

Hi - {u lu e 12, et (ll{ll2 * r21'tz1 e L2L

que I'on 6quipe de la norme naturelle

llull,," : ll(1 + llEll'z + r2)'/2fi11r,,

oi ;D est la transformde de Fourier de u.
Dans ce nouveau cadre, un op6rateur diffdrentiel d,ordre m € N est un

op6rateur de la forme : :

P : p(x,D,r) : f coB(x)D"rP
lal+p<m

lUni'yersitd 8 mai 1945 Guelma Al96rie
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auqugl on adjoint les fonctions p et p' d6finies par

p(x,€,r)- f c"B(x){"rp
lal+F<m

et

f(x,(,r) - f coB(x)("rB
l',1l4-=^

qu'on appelle respectivement symbole total et syrnbore principar de p.
On ddmontre, et on I'admet ici, que s'il existe lc e X tel que

VK e IRn, Vc, F e Nn tels que lpl < k,1cK,o,p > O f
V(x, {, r) e KxrRnxR, lDiDf p(x, €,r)l S Cx,",p(1+l(6, r)l)._tFl

alors

P : p(x,D,,c): H'r*^ --- H'r,

avec des actions analogues pour l'adjoint, le commutateur, erc...

Th6orEme 4.1.1. (cf. H\rmander [2] ou Tataru [4])(a) soit P = p(x,D) et e = q(x,D) deux opzrit urr lin1airu aw d6riv6,a
partielles d. ce.fficients r6ek de classe vl, respeitivement d'ordre m t I et m et
d-e symboles principaux F ,td, et soit Rt, Ro, . . ,R, d"es op1.rateurs lin|aires aux
d4.rivdes partielles d'ordre m, d. ce.fficients d.i classe'.1" 0. on,rpporc qul- ,

{F,il > cll(q, t)il2^ sur U Car(R.)

tandis que

Alors iI existe d

U Car(R;).F:4 = o sur

>0telque:

j
Yu e H^ : llull'.,, < 2rm(pu,eu) + al lln,ullf,"

i=1

pourc assez grand.

(b) soit P : p(x,D) et e : q(r, D) deux opdrateurs rinlairu aux d6riv6es
partielles d. cefficients rd.els de classe vl, respeitivement d,ordre m et m _ I et
d-e.qrmboles principaux F et d, et soit Rt, Rr. . . ,R1 des oplrateurs rind.aires aux
d4.rivdes partielles d'ordre m, d ce.ffici-ents de classe'61. on rupporc qu" ,

$,il > cll({, r)llzn-z sur u Car(R,)

(26)
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tandis que

F=4=0sur uCar[Rr)

,rttors it siste d > 0 tet que :

i
vu, e H* : cllul.[**r," S zrm{pu,eu) + a f [[n,uttlr,"

i=t

)Wur r assez grand-

(27)

'4.2!, Indgalitds de qrye Garleman

'Thdior6me 4.2.T.. Sbft P = p(x, Dj un op*rateur diffdientiettindaire dbrdre m
,et & eeffkients de classe Vr. 3i P est rdel de type prineipaf, siK e R." est comryer--
et sti tp est une foncttan sur K, fortement pseudo-convace par rapport d P, dtors,
pour tout u e H^-7 d support dens K, on c .'

(28)

Une version plus forte de ce r6suttat est la suivante :

'fhdior€me 4.2.2. Soit P -, B(x,D). un ap€rateur diff€rentiel [in€aire dordre m
et & ceffictents de clqssv ftlL. Si P est elliptiqtrc, sr K e Ro esf ctrrtpfict, et i g est
iane fanc.tipn su..r &f,.ortefirent ps.euda-conyace pqr rappart d P" olnrs, pow tout
v e H^-L d xzpport"&ars K, ott c :

(zel

lDdrnonstratfon du th€or6me 4.2.1.

lSoitA I'opdrateur tel que : Af = ,tb I (donc1 l g = e-"dg.) et posons :

F, : P r(X,D) :,.4 
" 
p(x,D) o.,411 (30)

de sorte'qtre

P"w' : e3ep(x, D)[e-trw]. (31)
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Comme on a : V.l - l, ...,fl, et Vv e ?/(e),

(D)"v _ ,', D jle^ 
r,nvl

= u,+*,1,-",,1

_,,7 7 0v __,^ 7e-rv: e'Y-l" 
'L;e-"e+t'l| 0v -.^I 7e-re: -- Tr :-vi 0x, i 0*i

7 0v , 10(-rg)_ ta\- iTu
l0v -r0o: :;_ _r j_=_v
t oxj t dxj

_ D,v *n!u
oxj

_ ['' * '"#']''
On obtient

En posant

On arrive d :

(D.)"

l(o),1", : (o, + i"X)"' .

D" _ ((Dr).t,...,(D")"),

_ ((n),,...,(D),)"
: (r,* r"#,...,Dn*,rft)
_ (rr,, ...,Dn) * r" (#, X,, #))"
= (o + nvr\"\./

Par r6currence sur a, € N*, on montre que

l(o,),1"' :1oi'),
En effet, pour aj : 1 on a :

l(p),)"'- l(Dj)"11 - (D)" = (Dl)" - qDij),,

Guelma Juin2O72 Math6matiques



IV[6morr,:: de MASTER Fouad t AKH,AL

et si [(Di)"1t - (Df)" avec k € N*, alors :

f(D;)"lk*1u = (D),(l(D j)"lk)u
_ ti j)"1(Dl),ul
: e_"e Djere(e_re Dlereu)

-- e-'e D.D\ereu

= g-r? Pk+lrr7U

_ (ol+t),u.

Cela implique donc que

P"(x,D) : e"e p(x,D)s-tv

= ."t[f a"(x)D"ls-,v
'lT=^ r

: I a"(x)e te pa"-re
lcl<m

: I c"(x)(D"),
lal<m

= f c"(x)(D")'/-/
lalSm

= f o,(rxD*i.cys)
lal<m

: p(x,D _f irVg)

on d6compose maintenant pr(- p"(x,D)) de la manidre suivante :

P,: Pl + i'cP)

ou Pi et P| ont tous les deux des symboles r6els.

_.lt F", F' etFi ddsignent respectivement les symboles principaux de p,, pl
et I'|, non pas dans le sens usuel du terme, mais en supposant que 

" provient
d'une ddrivation (not6e fr), c'est-a-dire que F,,F; ",-p; ,oni les sy.mboles
prirrcipaux au sens usuel des op6rateurs p(x, uI p't", D) et pi(x, D) 1r.rp..-
tivement) oir D= (Dr,...,Dn) avecD; =D j*r#,*,alois :

F,:Fi + irfii

2l
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F(ro,€-irve1 : F(ffiVC
= F;65)
: FrQo,€): ffi)(xo,f)
= Gi - irfi)Qo,Q

Donc:

7-- 1

;{F,,F"} _ :{Fi _ i"Fi,Fi +trFil
1: ;tfi,nit + {Fi,F,"l - tFi,FiI + }Ui,nit= {pi,Fil - IFi,FiI

= 2{Fi,FiI

et la condition de pseudo_convexit6

1-
;{F(xo, 

( - irv Q,F(xo, € + trv 91}(xo, {) > 0

lorsque

F(xo, € + irvgl: {F(xo, € + trv 91, 9l(x0,6) : 0

peut alors s'6crire :

{Fi,Filt >o sur Car(p")

Maintenant, le th6ordme (3.0.2)(a) implique que, yv e H^,on a :

ll*ll'^_r,"< crm(piw,p|*) *dllp,wll2_r.", r ) ro G2)

avec

On a aussi :

et comme

w: e"9v. (33)

F": pi - irp|, ,; -Ir., +F")et o; _ #e" _F,.;
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Ona:

(t?iw,Plw) =

Donc:

rm(piw, piw) : )W,*ll,- _ - lUF _*ttZ' 4f " "u,'r 4T tt- L " tto,x

etpourr>0ona:

rm(piw,pi| 
= )W,*117.4r"

alors :

crm(piw, pid s 
ft11",, o{*, o)v ll|,"

1-l
( 
r(e, * P 

")w, zm@" -F )*)
tle"* +)F"*,#0"* - *r,*,
{}n"r, *rl - *r,*l + r}n,*, #0,* - #r,*,
{}n,*, #o,*, + {}e,*, - #u,*,

, 1{}F'*'#o'*'+t}F'w'-*''''
- 4i"P"w,P,w) * fi{r"*,F"*)

- fi fO,*, P,w) - # (F,w,F,*)

_ -fiu','lll,, + fiuF".tti,,
*fr@"*,F,*) - fi@,r,p"w)

'Universit6 
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Donc:

crm(piw,pid + d.llp,wllr_r," s fi\r", p(*,D)v1120,, * dllp"wll2_r,,

et comme :

llP,w llr- r,, = )w,* lll,"

On trouve :

crm(plw,piwl + dllp"wll2_r,, S +le"e 
p(x,o)rlll," * \11r,*113,,

Donc:

rlle"e vll^-r,,

lc dr

etpour:"c>,io>0,ona

!=!, et 2*!=9*1..t ,co' 4 r-4 ro'

ce qui implique que :

Yv eH^: rlle,evll^-r," S (;. 
ille'ep(x,o)rll!,,, r ) ro

posons :

on obtient :

vv eHm, rlle'evll2^_t," < clle,ep(x,D)vllf,,r, r > ro (34)

et d'aprds le th6ordme (2.6.1), pour tout u e H^-t, il existe une suite (yn)n.N
dans H' telle que :

vn iI'u dans H*-7

et

P(x,D)vn ff p(x, D)u dans L2.

€tQ vn -'---> erQ tt dans Ht-1

cd
o* %='

Par cons6quent,
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et:

Par suite :

et

lle"v P(x,D)v^llo," fi lle"e e(x, D)ullo,,

Mais, pour la suite (vn)n.N, nous avons I'in6galit6 :

rlle'ev"ll2^-t,, s clle'e P(x,o)v^113,r,, , 
"o,

et en faisant tendre n vers I'infini dans I'in6galit6 pr6c6dente,

Vu e H'-1, rlle"e ull!^_r," S Clle,v p(x, D)ull2o.", r
I

DrSmorrstration du th6ord me 4.2.2.

Le schdma de la d6monstration est le mcme que celui de la preuve du
th6ordrne (4.2.1).

Du moment que Im(P") ne s'annule pas lorsque r :0, on pose :

P":Pl+iP:
La condition de pseudo-convexit6 donne encore :

lPi,Pil >o sur Car(P")

et le thdordme (4.1.1) conduit d :

llrll'^," < crlm(pi v,plv) + dlln"vllf .,,.c ) .Eo

Qui donne la conclusion d6sir6e.

4,3 Unique continuation
Les estimations de Carleman de la section pr6c6dente conduisent au r6sul-

tat suivant sur l'unique continuation :

Th6orbme 4.3.1. (Hdrmander [20 si p - p(x,D) est un op1rateur diff6,ren-
tiel lin6.aire elliptique, ou d. symbole principal r6el et si t est une hypersurface
orientde et fortement pseudo-convexe par rapport d- p en xo € x, atois- p poisdde
Ia propri6t6. de l'unique continuation en ce seru .. Il existe un voisinage w d"e x,
tel que, pour toute fonction u e Hf,;1 d support d.ans {g < g(xo)} et v1rifiant
p(x,D)u: 0 dans W, on a : u:}-dans W.

e"vP(x,D)v,, --------- trqP(x,D)u dans t2

lle" v, 
nll ^-t" ;_; lle' e ull 

^_t,,

on arrive i :

)To

I
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Ddmonstration du th6orbme 4.1.1.
D'aprds le th6ordme (3.1.1) on peut repr6senter x sous t-erme d'un en-

semble de niveau d'une fonction ta, fortement pseudo-convexe par rapport e
P en xo. F,n posant '

f(x) - p(x)+ 6 | x - xol, -e(xo) - e,

of e,5 > 0, 6 suffisament petit, on d6duit du th6ordme (3.1.1) que { est a son
tour fortement pseudo-convexe par rapport ir P au point xo. Sans restreindre la
g6n6ralit6, nous pouvons supposer que ry', aussi, est fortement pseudo-convexe
par rappoft i P dans W. Nous choisissons alors e > 0 suffisament petit de sorte
que:

Iv<v?)ln{V>-elcw. (3s)

Ainsi, si v - {',/ > 0} et si a est une fonction de troncature rdgulidre, 6gale }r 1

dans [0, mI et ]r 0 dans ] - oo, -e], alors on considdre la fonction w : z(rlt)u.
Par la relation (35), w est d support dans W. D'un autre c6t6 : p(x,D)w (=
z($)p!,D)u* lp(x,D),2(rlDlu - lp(x,D),2({)lu e 12) a son support dans
{V, > 0}. Comme w : t! dans V, on aura bien r6duit le probldme i celui qui va
suiwe:

Supposons que ,ry' est une fonction r6gulidre et fortement pseudo-convexe
par rappoft i P, dans une partie compacte W de IRn, et soit w € H'-1, i
support compact inclus dans W, telle que p(x,D)w e L2. Sip(x,D)w * 0
dans {{ > 0} alors w : O dans {,r/ > 0}.

A prdsent, nous sommes en mesure d'utiliser les estimations de Carleman.
De la relation (28), on tire :

rlle'v wll2^_r," < clle'e p(x, D)w11f,.,, r ) r o (36)

Comme p(x,D)w est )r supporr inclus dans {{ S 0}, il en r6sulte que le
membre de droite de (36) tend vers 0 lorsque 'c --+ oo. par cons6quent le
membre de gauche converge lui aussi vers 0, et cela implique que w : 0 dans
{{ > 0}.
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