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Chapitre 1

Introduction

L'atmosphdre est un mElange de gaz Nz, Az, fI2O (en 6tat gazeux), Ar,

CO2,, etc..., etri, attirE p* l* force gravitationnelle que la Terre exerce sur

lui, se trouve autour de la Terre. kn mouvement doit €tre ddcrit par les

6quations aux d€riv6es partielles de la dynarnique des gaz, pour €tudier le

mouvement du l'atmosphdre dans une couche autour de la terre) nous consi-

d6rons l'atmosphdre cornm€ un fluide cornpreseible visqueux. Nous partons

du systdme d'€quatio*s d.'un fluide visqueux gdn€ral. caractdrisd par la loi

constructive p : h{, son rnouvement peut 6tre decrit par les €quations de

Navier-Stokes

L'objectif principal de notre 6tude est prouver l'existence, I'unicitd et la

stabilit6 asymptotique i I'6ta.t d'€quilibre de la solution globale du systdme

d'Equations dans un domaine analogue pour un gaz visqueux barotropique

pour le cas 1 < 7 { 2, pour ce la on a besoin d'€tudier l'existence et l'unicit€

de 1a solution locale dans un intervalle de teurps suffisament petit, et avec les

donn6es initiales suffisarnnre*t petites.
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1.0.1 La couche autour de la terre

Comme notre objectif est de mad6liser le mouvement de I'atmosphdre

dans une couche autour de la terre, nous considerons un potentiel iD dGfini

dans R3 de telle sorte que -pVO nous donne la somme de la force gravi-

tationnelle 4 "t la force centrifuge ,ti due A, la rotation de la terre, et un

domaine 0 d6limite par deux surfaces equipotemtielles"

Pour d€crire le motrvement de l'atmosph*re en tenant compte de la ro-

tation de la 'Ierre, il est convenable de consid€rer un systdme de r6f6rence

attachd d, la Terre? qui tou.rae sur l'a,:re passant par le p6le Sud et le p6le

Nord. Dans ce cas, le systdme de r6f€re*ce n'est pas inertial et donc il nous

faut consid6rer les fcrces apparentes comlne la force centrifuge et la force de

Coriolis, de sorte que la force g.f dans le syst€me de r6f6rence attach6 d, la

Terre est la somrne

Qf:Fs+4+F;'

de la force gr:avitationnelle .4, lu force centrifuge F" et la force de Coriolis

F*.

La force centrifuge est cr6e par la rataticn de la Terre dans le systdme des

coordonn6es qui tourne avec la Terre. Plus pr6cis6ment, dans le syst€me des

coordonnEes cartdsiennes {tr,g,2i, qui tourne avec la Terre autour de l'axe

e. Soii rr,r la vitesse angulaire avec laquelle la Terre tourne autour de l'axe

passa.nt par le pdle Sud et le pdle Nard. ta force centriftrge est dernnde par

P": plu:lzra - -pVO.,

ou

16: (r'Y,0), o.:-|l'l(*'+s'),
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et la fcrce de Coriolis doun6e par

F.o: -ZPw x w, (1.1)

ot) a est la vitesse du fluide. D'autre part, la force gravitationnelle f,o d6rive

du potentiel On d6termin6 pax la masse distribu€e dans l'int€rieur de la Terre.

Comme sa distribution ne diffdre que peu de ce1le sph6rique, d, l'extdrieur de

la Terre on a

Fs : -pViFs, Ao: -T,.ry, I e(n), le(")llnl lrl'
of M 6tant la masse totale de la Terre et .g la constante de la gravitation.

Donc on peut ddfinir le gfopoteritiel

o:og Fo": -)lrG*, ru\-ffi*u61, le(*)l u#,
et on peut consid€rer

Fs + F": -pVO.

Donc

(1 .2)

(1.3)

{1.4)

Of:-eVrF*?pn:xa.

Si sur la surface de la terre s'6xerce seulement cette force, la surface terrestre

doit coincider avec uae surface €quipatentielle de iD

f6: {r € Rul l*l < rr,Q(r}: qno1,

avec une valeur iFs, o1i 11 est un nombre tel que, si lrf < 11, altrrs c. ViF > 0

pour O donn€ dans {1.2). L'atrnosph€re occuperait la r€gion ext€rieure au

g6oide f6. Mais la ctnsid€ration avec le systdme de r€f6rence attachd d, la

Terre en rotation n'est utile que dans un voisinage de la Terre. Pour mieux
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mod€liser I'atmosphdre terretre de manidre compatible avec les erigences

math€matiques, daas le present travail nous consid6rons un domaine se trou-

vant entre la surfaces ln et la surface

f1 : {r € R*l l"l < 
"t, 

O(r} : r}1}, (r.cJ

(iFo < Qt,lrl { 11 pour tout r € f1), de sorte que la rdgion se trouvant

entre fs et f1 coffespond e une couche substantielle de I'atmosphdrc. Nous

consid6rons donc Ie mouvement d'un gaz visqueux dans le domaine

Ct : {r € R3l l"l < rt, @s < Atr) a iDr}. (1.6)

5



Chapitre 2

Equations du mouvement de
I'atmosphdre

Comme I'atmosphdre est uu ga,z, son rnourreme*t dait €tre d€crit par les

6quations aux d6riv6es partielles de la dynamique des gaz, pour dtudier le

mouvement du I'atmosphdre dans CI, nous considErons l'atmosphdre comme

un fluide compressible et visqueux. Nous partons du syst€me d'6quations d'un

fluide visqueux g6ndrai. Les qua,ntitds physiques que nous allons considdrer

sont les suivantes :

Q: Q(n,t) : la densit6,

u: u(r,t) : {u1{:r,t),a2{r,t),wtr,f)) : la vitesse du fluide,

T :T(t,,r) : la tempGrature,

p: p(ff,t) : la pression.

On suppose que la pression est d6termin€e pa,r l'dquation

R
p(r, t) : t, e@,tlT (r, t),

oti .R est la constaate universelle des gaz {,R ru 8,31"107ergf rnnle"K) et rl est

la rna*sse molaire moyenae de fair ir7 * ?8.96).
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Equation de la continuit6

Il s'agit de l'6quation qui exprirne la loi de la conservation de la masse

potu un gaz? qui a la forme suivante :

&P+V'(E):0-

Equation de la quantit6 du rnouvernerrt

(2.1)

(2.4)

D6signons pax p et "\ les coefficients de viscositE.

L'6quatiorr qui expriure [a conservation de la quaatit6 du mouvement aura

la forme

pBp * Eu"Yu - pAu - ,\V{V- n) : -Vp + gf .

Equation du bilan de I'€nergie

En ce qui concerne l'Equation du bilan de l'6nergie, on a

(, 2\

pc*{fl{ + a- vT) * pY -u:
3^

:v.rcv?*p )- t*i- v9!!-?oi*v .u)*u,+.\(v.?r)2 +8, (2.3)

,,,/r'A*o 
' 0*i 3-rft ' ",1rx'r ' '

of c, est 1a chaleur sp6cifique de l'air, r le coefficient de thermoconductibilitd

de I'air et 6 repr6sante la source de la chaleur,

ou
1;l

n{n.t\: '-!nT.
vl

Dans I'atmosphdre r6elle la diflhrsion de la chaleur et I'effet thermique

de la hiction interne sont relativernent petits, de sorbe que le d€placement

vertical de l'air, s'il n'y a pas de transition de phase de I'eau, engendre la
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variation de la pression et de la temp€ratue de maniCre assez proche du

processlls adiabatique.

A cause de ce comportement de I'air, da*s la troposphdre nous trouvons

une distribution de la pression, de la densitd et de Ia temp6ratrire assez proche

de la distribution de l'6tat hydrostatique.

En effet, si on n6glige la diffusion de la chaleur et l'augmentation de la

temp6rature due d la friction inter*er l'Equation {2.3) se r6duit d,

ac,{LtT*a-VT) * 4pfV'u:0. (2.5)' q-

AtQ: -V' (g") : -ut, 'Vp - g'Vu + 8'Vu: -AtQ - za'V0

on substituant cette expression dans {2.5), on a

pc,(&tT+ u-V?) * lrPra* u' vp) : g
q

dans chaque trajectoire ddfinie par la reiation

{r e Rslr : r{t,ro),ts( t { *1}, x:{t,rs} : no * [' u(r' ,r(t' ,rs))dt' ,

Itt

ona

c,ffllogT * s.V1"g"] * nrlfllogp* a'Vlog0] :0,

or) B1 : 4.

Corurre tr : #, avec ? : #,il s'ensuit que

TFT TfiEtlog-1u'Vlog ^ :0,
0p
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et les conditions aux lirnites

les conditions de la surface

ill.o :0, (2.10)

ies conditions de la surface libre

u . frlrr: I n6r3dziui6, : 0, VFLfi, ori zl", : 0. (2.I1)
i,j:t

Orr suppose que la fonction iF et la frontidre 0O : fa U f1 sont suffisam-

ment regulidres. on rappelle que le darnaine {^} est krorne (voir (1.4)-(1.6)).

10



Chapitre 3

Etude de la solution locale

Ici nous nous int€ressons d, r€soudre le syst€me (2.7)-(2.11). La premidre

question est celle de l'existence et de l'unicitG de la solution locale, ga veut

dire une solution dans un intervaiie de temps suffisarnent petit.

Il s'agit donc de trouver le couble (tr, g) qui satisfait, dans un intervalle de

temps [0,7] avec F > 0, aux €quations (2.7)-(?.9) et aux conditions initiales

Soit

vo : Tf;'(n), (3.1)

oi.

Vs : {u € C* | u v€rifie les conditions (2.10)-(2.11).}

3.1 Th6ordme d'existence et d'unicit6 de la so-

lution locale

Le th6ordme suivant prouve l'existence et l'unicitd de la solution locale

de notre systdme.

Th6ordme L An s\rppose q&ew €Vo,m E I*(*),* < cs ( db{r} S So <

oo {ao et ps dtant ileun constantes positi'ues) et qae I < 7 < 2. Alars iI

11



eri,ste un nombre posi,tif T et d,eu,r cmwtarfies psitiues a et B tels que d,ans

l'i,nterualle d,e temps lO;Tl le probldnue. (2.7)-(2.11) admet une solution et une

seule dans la classe

?r € L2(0, ?; rr3(n) n v*i n L*(0, T; r*'?(n))

E*o € 1,2(0, ?; f{t{a)) n L*{0, T; t 2(o))

p€L*(0,?;ff'?1n)), 0 <a< p{r,t) < B ( ffi, (r,t€ CI x [0;7]).

La condition 1 < 7 < 2 n'est pas e*sentielle pour la d6monstration du

th6ordme. Mais, cornme la valeur de.y est, du point de vue physique, comprise

entre 1 et 2, pour ne pas alourdir inutilement l'exposition, on va considdrer

seulement le cas \ 1 ^1 < 2-

Pour d6montrer le th€ordme 1, on preuve d'abord le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 On corasid,Ere l'egwo,fii,ow

0*4 * V' (eu-) : 0,

Universit6 O8 Mai 1S45-Guelaa DBputemeat de Math€matiques

(3.2)

auec Ia donnde i,niti,ale

Qt":a:Os 0<ao<po{r)(Fo<* Vrefl. (3.3)

?, € t2{0,F;rr3(n) n %} 0o € fl2(n),

o,aec

man(llall"*{g,T;nz)t llfrlf s,r1s,r;Hr), lld[llo*qo,a"r1, lldEll 
""p,*u*r1) 

( r0, {3.4)

Si

I

t2
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alors le probl\me (3.2)-(3.3) ad,nzet ane sCIhrti,oyl et une seule ilans la classe

Q € L*1B,F;H'?(n))

etona

0<a(t) <pSp(r)<oo p.p. d,ans Ox l0,tl,

a{t) : (xoe*tJiro, Btt) : Foe"&,o,

lls(.,t)ll},' < s(c)', q(s)' : lls5ll]y,e*od,

(3 5)

(3.6)

D6monstration 3.1.1 Si 6 € C0i0, ?;f*(n)) et g4 € C*(n), par la mdthode

des caract6ristiques bies connue on a

p(r,t): 00(tr0)exp - [' v -d(y(r),r)dr, a?) : *o r I u(a?),r')d,r',Jo Jo

et donc on a

fL 7t
0 < ao exp(- J tto .ullpdr) I p(r,t) { 0o"*(/ llV .allpdr),

ori, compte tenu de la relation

7t
/ ttv'€lll*1aydr < cJi11m11o2(o,r;ff8(n)) I c1/lrs,

,tn

0na

0 < a(t) - sog-cdra { g{r, t} < P(t) : Boe"{t'o,

Moyennant une approximation mnvenahle de d et d" pc, on obtient (3.b) pour

la solution p du probldme {3.2)-(3.3) avec la condition (3,4). Maintenant, en

faisant le produit scalaire dans.[z{CI} de (3.2) avec 0 et en tenant compte de

la relation fn(Ve . ul3d,n: -; JniVuig2dr, on obtient

d,, ,,o

;ill all'", < cllzll s' ll oll'",.

13
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D'autre part, en appliquffnt I'operateur v d {g.2) et en en faisant le produit
scalaire avec Vp, par des calcules analogues on obtient

d..
*llv oll,"r" < cliallssllVell?, + clldlla'llell?,.

En outre on applique l'opdrateur E"r0*, e {9.2}, ta multiplie par 0"u0"rp et la
int6gre sur [^], de sorte qu'on obtient par des caleules analogues

dg

;lla,,a', pllzr, l cllallsg* ! lla-,4,, pll2r., tclln-lls{* llvpll?, + cllallg, llpll?-.
lc"l:t

Donc, en adjoignant ces inegalitds {ta derni€re par rapport aussi ri, i, j :
1,2,3, i l'aide de I'injection de Sobolev porrr 0, on obtient

d..
*llell"r" 

< cildllgs llpll'r,,

cl'ori, en rappelant la relation (3.4), on d€duit ($.6). n
Maintenant on \ra, ddmontrer le lemme suivant, d,abord on d€signera par

/i1(CI) l'espace de Hilbert consistant dans les 6lements de I/6 (voir (3.1)) et

muni du produit scalaire (.,.)u., d6finit par

r-a
tu,ul*,: l^bt /) a,,u*O*,ue f .}(v'?a)(v 'u)ld,r,

d \z j,k:l

et de la norrrle ll.llr, telle que

ll*11,., - (u,o)?u, (er)

Lemme 3"1.2 Soi,t u (nrnrne, d,nns {,e. lenzrne 3. 1.1 et so,i,t p la salwti,ow obie-

nue dans Ie lemme 3.1.1. Si.ro e Vq , alors l,*quation

QEtu- pAu-.\V(V.n) + Zpw x u: -0{E.V)a * h,V{ - pVO {g.s)

l4
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o,aec kr cond'i,ti,on au,r limites (2.10)-{2.1r} et la rsnd'itian iraitiate

&lt=o : t/o (3.9)

ad,met une solution et une seule d.ans ls classe

u € t2(0, r; rr* n I/o) n t*(0,r;f{2(CI)}

et'il eniste deun foncteorus fr1{t) et fu{t;ts) d€teyrni,n1es par les quanti,tds

ro,eo.,Pr'q(0), mentionndes dans Ie lenzme 3"1.1 et par llrnllu, et telles que

fu(t) et sups<t'<tftz(t;fu) soient croissank et qae

ll,r(r)llt , + llr/pa1uflz"" + {' ilr-nurull2n d,t, + [' llL1ullzo,dt, <Jo Jo

7t
S llzolll;, I 11ugr[0,r]o llr", t 

fo' 
*rrr,rr1 + ilarullH,)dt,+ l" *^r,t,)d,t,,ro 

(3.10)

'ot)

'^rL'l.dzlo : ;(rAuo + .Xv(v.u0)) - 2't x w- (a(0) -V)*o - lrre3-'Vpo - ViF.
go

lD6monstration 3.1.2 Soit V,{ l'adhdrence de % (ou de Ve) dans la

l;opologie de tfl{{^}). Il est Evident que pour p € I/j la norme llpll', introduite

dans (3.7) est dquivalente d la norule usuelle llpll*r.
Cela 6tant, on d€finit une forme bilindaire

a(t;u,p): \u,p)n, * {2pa.,x w+ p{a.V)o + }tv ,{pd))u,plr, (B.ti)

pour ?r, p € ff1((^l) et on consid€re l'€quation

fr_
I L"(t;u,p) - {r/pu,A'G/pp)} r"ldt:

JO

15
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: {' F+vp" - r&vs, ,@pJyzd,t+ (r,&.u0, rfpop(o))r,. (8.12)Js' \/0
il existe un constante ilf > 0 tel que

la{t;u, p)l < Mll"lla.llpll*'

ce qui implique que a(/; u, p) est continue- On a aussi

a(t;u,u) : (u,u)r, * {zwu xu + p(u-V)r + }(V- (q,r-)),r, ulrr _-ll,rll?;,,
4

donc a{t;u, p) est continue et coercive donc d'apr€s la thEoreme de Lax-

Milgram il existe un 6l6ment u de.[2(0;f;Fi(n)) et un seul qui satis-

fait d (3.12) pour tout p € L2{Q;f;ffitrO;) tel que ,p{-,f):0 et que

1t(JEd e tr2(0;f;411O;;. Maintenant on considBre une fonction r6gulidre

et non-n6gative d.(t) telle que rt.(t; : 0 pour t' e {0} U [t; f] et que t9"(t) : 1

pour f' e [e; t-e]{€ > 0). En supposant que 8;u existe, on substitue g : $,Etu

dans (3.12) et en faisant tendre e -+ 0, on obtient

1 - pt I ^ ftf

)ll"tt)ll';r, + 
Jo 

ll,f&tull2",dt' :, ll,roll'p' - J, Jn * x u' apd,rdt' -
|tr ft

- t I p@.V),r.Ltudnd.t'-hl {on'.Ltudtdt'- f f po \tud,rdt',
Jo Jo -' Jo Ja Jo Ja 

(3.13)

ori on a utilis6 la relation

1T 1r I f'r._.
- | (Jpu,l1({pfi,Bp)}y,dt: 1 $,llrfs8#lfr,a;; / (V.(oz) .8,01u));zdt.

Jo Jo zJo

Or, comte tenu de (3.5)-(3.6) on a

lrt f | 1 ft rt
ll I zprxu.lsd,rarlsi I ll{Enslllzdt'*c | 0tt')llull2p,dt'.
lJoJa I uJo Jo

16
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lrt r | | ft st

lJ, J"p(d-vh, 
.1rud,rd{ls 

; /. llrt0,ull7,dt' * ufi 
Jo 

0tt)ll"ll';,,dt'.

ln [^' {^rn.a,wdndt'l= * t'furQlpllzy,dt'+c [^'(u{,'u,-'+ 
I 

)uft)'at'I Jo Jn ' r o Jo Jo \ 
-' a(t')t-zt ,

lft f .l \ft 1t

lJ, J"pQ-apdror'l=; J,ll{nu,ull2",dt' 
r . 

Jo 
PG)dt'.

Donc, en substituant ces in6galit6s dans le second mernbre de (3.13) et en

appiiquant le lemrne de Gronwall (et en simpiifiant quetrques expressions par

la relation P(t') < p(fi pour 0 { to { f}, on obtient

tt 7t gt

llu(t)ll?i, + 
Jo llr/-aa,ull2r,dt'< ll"oll'8, +;f rr(t')o{ * 

Jo 
r2(t;t')dt'. (3.14)

ou

r1(r') : cfi(t') * 
"(OgYr-3 

* -*-:\ q(f)'.
\ ' c(t'1t-zt S

r2(t;t,): c(L t r3)p(t)ec(L+ra)s(t)(t-.'l {ll*llrri, + , {'' ,r1r,,1rr")
\ro/

Une fois Otablie comme estimation de soh*ions d'une €quation parabolique,

l'in€galitd (3.14) est valable pour toute solution u.

D'autre part, si, en utilisant encore f.(t') introduite ci-dessus, on substitue

V: - 0t(r3.0*u) dans {3.i2) et fait tendre e -} 0, alors, compte tenu de (3.2)

et des relations

w x Alu 'Bsu: 0,

11 1fr
J, 

(rtu,A'(JAAr$9,0tu)J)r,dt: -i Jo 
((v ' (pz))u,-01($,01u)\v,dt I

I f'^ f . - .6, 1, I f'drL,,-; J, ?e. / (v - (sd)la,uf d*at - ; J, ffll,/@,ull'r,dt
ona

|ll r/au,ull'"", 
fo' 

ll0,u!l'r,or' : ;ll rfpola,ulo ll?' +f /' t'nf,*^r, 
(3. 15)
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ft

fn

: jto.ioai )l&ul', /z :2(v-( Et)jwxr'-a,l., /a : (v-(sarl)(e-v)u.Qu,

: -g(0ru.V)u.Ep, fs : -p(d-Y)Qw-A7u, fo: h^r{-rV(V.(gm)).4",

f:h.y(.r - 1)p?-2(V " (pa))Vp - E6u, J=(V " (pa))VO . 8u,

Il n'est pas difficile de constater que

f1
J n 

f ,d, S * llA'zll2s, 1- crfiq1t)ll J401ull27z,

f1
J nf,* s * ila"tl?' + crfiq(t)2llull2*,,

f1
Jnf'*" 

< * tta"1lh, + cr$q(f)'?liull|,,

f1
Jnfo* s *-ll&ull'p, + crsq(t)zila41'' ll*ll?,,

I*r** s $larl'n, + cro2q(t)ll Jpopll2y,,

f1
Jnfu* s *lla'ull2;r,+ 

crzsoT)z',

fln?
lnfr* < * lla'"ll'n, + r;ffiq(t)o,

J nfro* 
< *: llar" 1 l's, + crzrq(t)a,

(ici on a utilisd la relation lls(-,t)ll"* < lle(-,t)ll rr, < Cq(t\). Eo rnajorant

second membre de (3.15) par ces in6galit6s, on obtient

llrfpapfza, * Ir' fiatuilh,dr s lh/aota ulrll'", + nB 
fo' 

,"tt)at'+

+" 
fo t ]'("3 + rg + rslls,llo,)llulls-,dr' * tr' rs(t')d,t'!,

18
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ou

r3(r) : o!q{t), (t + o{t\rr-' , ?(t)'= \\ 
q\t/ '"1i,*u1;

donc, n I'aide du lemme de Gronwall sa en d€duit que

llr/plsllzy" + {' fllrull2u,dr' < ll#rp- ulsllzr, + [' ,r1t1at,+
Jo Jo

ft st
+ " I q(t')'(r'q+ rf; + roll0rlls')llullsr,dt' + I ra(t;{)i#', (3.16)

Jo Jo

ou

ra{t;t') : crfiq(t)ect'fia4}(t-t') ll1/ao[4r]o llr", -t f ryg,)dt,t
Jo

*" f' q$")'03+ rfi + rollorll,,,) llulls,d,t'
Jo

En adjoignant (3.1"4) et {3.i6), on obtient (3.10).

On pose maintenant

y: -Qdsu - p{A.V)r, -Zgw x {/ - ttVgl - pVO. (9.12)

GrA,ce au lemme 3.1.1, e (3.10) et aux hypoth&ses sur d, il est facile de

constater que ? € t*(0,";ff'?(fl)). Ceta etant, courme or a

#Au -.\V{V " &) : a

et que u derifie les conditions (2.10)-(2.11), gr&ce d ia th€erie bien colulue

des dquations elliptiques, on a n e I*(0,f;ff2(0)).
Une fois dtablie l'appartenance de a i, .L*{0, T; Jfz(O)), encore grAce au

lemme 3.1.1, e (3.1CI) et aux hypothises sur d, $n a u e .L2{0,f;ffl(O)).
Donc rle manidre analcgue on <ibtient u € LZ(A,T;ff3(A)).

Le lemme est d€montr6. n
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Les lemme 3.1.1 et 3.1.2 6tant €tablis, on va ddmontrer le th€ordme 1.

DEMONSTRATION DU THEOREME L. GrA,ce aux lemme 3.1.1

et 3.1.2 on peut ddfinir I'application G de .[2($, 
"; 

H3{C}}nyo}nt*{0, 
"; 

fI2(fl))
(pour un T > 0 fixd) dans soim6me, qui, d €, associe en premier lieu g : A(T}

donn6 par le lemme 3.1.1 et en secrnd lieu a : G(u) donn6 par le lemme

3.1.2 avec u etp: p{rr).

Comme on a vu d la fin de la dfucnstration du lernme 3.1.2, la r6gularit6

de u peut €tre d6termin€e par celle de pAu*,\V(V.") : u ; plus pr6cis6ment,

il existe deux constantes & et & telles que

on pose

ll*llu, < Clllp&u - ,lv(v .?rlll? : Qllullsz

ll"ll"- S C2llpAu - .\V(V .u)lls, : C2llulls,

2
o* : ft( ll'r- tl? + il /oo [& ulrll?,)' /',

(3.18)

(3.le)

ou

1
rn I r z rlofilo: - (&aao - ,\V(V.uo)) - 2w x w* ("o. V)"0 - Wd*'Vpo - VCI

Qo' 
- -'- \ - nrr \*q ' ,*v '* rqu 

(3.,;;

On considdre une fonction u avant la forrne

u: *g* - Q@.VIV -Zgw x V - ft.Vp'?gVO,

ori g, ?r, g et ?b sont des fonctions v€rifiant les relations

llpil"* {2fio, llella, S 2q{0), ll*ll,r.sno, llall*, < ra, lldll?,+llpll?,

(3.21i

<n3

{3.22)

20
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On voit ais6ment qu'il existe une constante ft telle que I'in6galit6

ll"llr, s cc(6a{1 + R4) + q(0),sJ-1 + p"Ri/n]/o)

soit valable pour o donn€e par {3.21) avec les conditions {3.22). Si en outre

u est une fonction v€rifiant Ia relation p&u-.\V{V -u} : rr et les conditions

(2.10)-(2.11), alors en vertu de (3.18) on a

lirllr, t c$o{pn{t + &) + q{0)p;-1 + poni/nri/o) (3.23)

Soit (7 une constante telle que llglls' < SllVllB'pour tout ,p e ff21n; .t
soit C3 une consta.nte telle que llppll]g' < C*llpllsr porll tout tp € ff1(Ct) et

tout g € ff2(n) avec llplj6* 12fia,ilpll", S &{0)" Onpose alors

r s : rrxer{y, R+, C fu, zCz&C Ra,}, (3.24)

of G est la mnstarrte d6finie dans {3-18), tand"is que g est la solution de

l'6quation algdbrique {** y)

y : c$otfrn(t + fis) + E{0}6J-' -r fufir+4r+r. (3.25)

on pose

Br : {plM{,p;T) < ro, nf(p;"} S &} (3.26)

avec

M(p;T) : *ar(llplh,rtorir*1, llplh,*ro,r;a";, l[Qgllr2(e,?;]r1), ll8rpllr-to,r;zz1]

Nk;r): (llrll?*(0,',r{1) + ll0rpil?* {o,ri!,')+ ll&pll?,r6, riLzl*ilAttil2tr<s,r,u,r)t'

Il est dvident qu'il existe un f1 > 0 tel que, si on psse !'o : Fo dans {3.5)-{3.6),

la condition

q(t)<2q(0) pour 0gt<"1 (3.27)

2t

Gg

2'{t(t) 32fio,, e(f) >
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soit vdrifid.

Oa remarque que

7t

IJO

- rOela €tant, on dffuit de (3.10) qu'il eniste un ?s e]0;?"r] tel que sid, € Br,
rilors pour u: G{e} cn ait

i:
i ff(a; ?l) < fto

i- l,es relations (8.28)-(a-zbi impliquent que, si a € Br\l alw* pour u : G(d)
()na

ll&llr*to""r,ar) { fo

]ln outre cornnre on a N(c*; rr) s go, la d€finition {a.24) d* Fo entraine
tranalement

ll0'ld,lly1ff,,r",r.'; S Fo, ll4ullr*to,el;rr; { yo.

F'inalement il wt facile de dCfuire de (3.1?) que

llo+ p&ullh < cq(t)2(t+ ll.rll'n, +rSllull?r,)+q(r)"+ f,tt]-r=' u{t1+-zt'

f)oac, en rappelant qne u € im(0; T2; H2{{1)et qrrc ligArull?, S #3C*ilA ullrtr*

f= compte tenu de (3.18) etr de (3.24, on voit ais€ment qu,il existe un ? e

I$;T2ltelque

I

I

I ll*llt"{o,n,w) { Fo,

G(Fr) s & (3.2s)

On va d6montre la continuitd de G d*ns -L?(0, T; ftt (CI))ntr""(0, F; tt(CI)).

f Srdt {8"} une ;uite d'6l6noenfs de Bp son!'erge&te vqr$ ua €lensent u dans

22
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la topologie L2{D,T;flt(CI)) nr*(CI,r; t {o}) . Grsce $, ra ddfinition de 87
(voir {3.26)) et de l'uaicit6 de la limite, {4,,} con$erge faibrement ou faible-
tnent* dans les espafts avec la norrne desqueis on a d6fini l,ensemble .87 ,
plus pr6ecisEment

En ^ d dans tr2(0, ?; ff11n;;

dn ^n T, dans .L*(O,F;12(Oy)

Agn ^ Es6. dans tr2(o,f;Ht(O))

Eld^ --^" 6 "- rtans .L-(0, 
"-; 

t2(O))

Ces relations impliquent que u € Br.

Cela 6tant, on consid€re la rclution 4r* et la solution g respectivement de

l'€quati*rn

E*Q,-]_ V- {p,u,) : g

eb de l'€quation

&Q* V'(sa):0

avec

f*loo : €l*o :00

En possarrt Pr. : go * g et A : tr, * u on a

4P" + -u^ - V P* *Un- Vp * PnY . -u* + pV. U* : 0

4|o:o:o

r

l

;
l

n

n
l

I

el;

23
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En faisant le produit scalaire de cette €quation avec [4r et en tenant compte

de la relation

ona

'r*UW.u-ll2y,*llu*ll2r, r;llv"ll?,+cllp"ll?,*lle-ll1r, llr/a,u*ll'r,+cllullfu,ll{}nll2r,+

+c[l+ llp,lli-*'+ llplli-*'+ ll*llL'+ llall?r'lltll?r, + l|a'ullr'lla*ulls'])llp ll"
(3.31)

Comrne y,, dans L2{0,7;fJt(n)) n t""{0,T;r'(n)), compte tenu de (3'30),

on en d6duit que

{Jn:\tr,,- u -+ 0 dans i2(0,?; Ht(ft)) n t*(0,T; t2(a)) (3'32)

ce qui prouve que l'application G est continue dans 87 par rapport d, la topo-

logie _L2(0,?; J{l(0)) fi,L*(0,T; r'(o}). caurme G est une application mnti-

nue de 87 dans lui-mOme (voir (3,28)) * que 87 est un ensemble mnvexe

et compact dans L2{0,f;I{t{fr)} n tr*(0,T;i2(fl)), d'apr6s le principe du

point; fixe de Schauder ii existe un Ei€rnent u e 87 tel que

u: C(u) (3.33)

qui est 6videmment une solution du probldrne (2.?)-{2.11) dans I'intervalle

[0;f].Pour ddmontrer I'unicit€ de la solution, on considdre deux 6l6ments

11r,,rtr2 e Br v6rifiant (3-33). on desigue par gr et pg la solutio* du probl€me

(3.2)-(3.3) &v€c u1 et u2 respectivement et on pose

i fn{u,n,,)l{t,,'.'d^, 
: 

f*n*{*^' 
v)u*' u*d'r 3

s | | e" il 7i I I 
r,* 

| | r" I I "',/g, u *lly: llu,,yl/,! 1:v u 
"ll n,

P:Qt-Qz, U-at-uz
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Itl est €vident que P satisfait d l'€quation

OrP+ w"VP* U" VP2 + PV' ur * Q2V' [/ : Q

,et e, la condition initiale

Pl':o : o

Donc de manidre analogue d,l',obtention de {3.29), on obtient

1tl | 1..-- ,o | ^

)ftUrUr"" 
< (1 + |tto. a,llr*)llPll2r," * ,llu"-vsrll'r, + ilie'V 'unll1,,,

d,'ot d l'aide du lernme de Gronwall on <rbtient

St

llP{-,t)!!2L,< zrr(t) 
to" 

lluil"*,at', r1{t) : cq{t)2eztedoJt (3'34)

D'autre part, [/ satisfait

a$tt] - p,LU -,W(V' y) +2pr,r x U + P1(n1 " VX/ + P1tuz*

*2Pw x u* P(ut'V)r, + az(a' V)*r+ bv(el - e;) * PVi}:0

et

4t=n :0

Donc de maniere analogue d i3'31)' on obt'ieat

L*n'ta,uil'", *|uuu'n, < "(ll'rll", 
* llp' llt*ll"'llir')llull?'+

+c[1+ llprlll* + llprlll* + llnrll],1lluzll?' llurll'o'+ llE'"' ll7'l16u2llorlllpll?'
(3.35)

En adjoignant {3.35) d (3-34)' on obtient

* ^._*g, 
ll{}{.,t,f2o, + 

fr' 
fi{tllzrt,dt'i < c{r3 +r*qCI)o)t ,up ll{/i', t')ll2r"+

a(t) o<itr ""- Jo " "E - o<tt<t
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+c(r(1 + r-i + rfi + a(r)'-') +r'otfi)nrr;) I,llull?,dr'
.il est 6vident que pour un f > 0 assez petit, on a

llUlll*ao,r,r,,)+ll{/ll?*qo,r,F,1 Sl((ll{/ll?*(o,r,r2)+ilyll?.-ro,r,E'))

:rvec -f{ d 1, ce qui prouve I'unicit6 de la solution. tr
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Chapitre 4

Etude de la solution globale

Nous allons d€montrer l'existence, 1'unicit6 et la stabilit6 asymptotique

d.e la solution globale pour 1 < ? < 2 avec 1es donn6es initiales suffisamment

petites. Pour dnoncer ce r€sultat, cn introduit la densit€ en 6quilibre

c"n(r) : (C - o1;=11-11;r,hl

ori C est un constante telle qne

(4.1)

;3[e*tr]: r,s > o' {4.2)

On remarque que P* vGrifie

hVg"q: -g*VO. (4.3)

Le th6ordme suivant prouve I'existence et l'unicit€ de la solution globale de

notre systdme.

Th6ordme 2 On s:uryase Eue | < 1 < 2 Alors iE es;iste wz narnbred > 0 tel

que, s'i,us e H2(ft) et si w uirifie les co*ditions (2'f0){2'11} et

lluoll?+, + ll(E - p"s)ll?" < d,
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s,lors le probldme i2.7)-(2.11) ailmet, dans tout intentalle ile temps [0;*[,
u,ne solution et une seule dans Ia classe

u € L2(0,oo;r3(n); n troo{0, m;r21n1;,

Ag € L2(0,oo;rr1(n)) n.t*(0, oo;,12(n)),

o € ,-(0, oc;rJ2(ft)),

et Ia soluti,on {u, p) tend uers {0, g"q) poar t + oo auec

llu(-,t)ll?r, t llr/-s*CInu(-,t)ll?r, + lls(-,tlo*llh S re-*', e6 ) 0.

,4.L Estimation prGliminaire

Pour d6montrer la stabilit6 asymptatiquede I'€tat d'€quilibre, nous avons

besoin d'estimer I'Ccart de la densit6 p de Ia densit6 en dquilibre guq. Nous

posons donc

q{r,*) : 0(r,t) - p,u{r,t), (4,4)

(3r, pour les raisonnements qui nous cesduiro&t i la d€monstration du th€o-

rdme 1, il nous canvient de considerer Ia fonction Q@,t) d€finie par

Q{r,t}: Q{$,f)r-t - Q".s{r,t)"-t. (4.5)

itl est €vident que, si p- geq est petit, q pe*t 6tre estimde par I et vicsversa.

lPour prEciser ces relations, on ctmsiddre par exenple la condition

sup ls(r,t)l : ryp lp{s,d} - Q"q{r,t)i S ; *[n*,s€{*l *€fl
i4"6)

{.voir(4.2)).On voit aisdment que, si la condition (4.6) est vdrifiEe et si llqllnr- 5

,? avec une eonstante 17, alors il existe une constante G : Gt(m,p,T) telle que

29



l-lniversit6 08 Mai 1 6-Guelm D€qrutahcut de Math6natique

llQllwp 5 crllcllwp , ;uwtr: w;"{n) est l'espace de sotrolev de fonction d

puissance p sommables avec ses d€riv€e d'ordre -{ rn- De manidre analogue,

rsi la condition (4-6) est v6ris6e et si l[Q[111,* 
( r;, alors il existe une constante

Cz : Cz(m;p;q) telle que llAllry. trn particulier, d, l'aide aussi de l'immer-

sion de Sobolev et de la thmrie des €quations elliptiques' on Yoit que, si (4'6)

est v6rifi6e, i1 existe une constante R1 telle que

llqll"* < 
"llQll"* 

< ft'(llvQlh," + llAQll;,i. (4.7)

De manidre analogue, on voit sans difficult6 que, si (a-6) est v€rifi€e, ii existe

une constante fi2 telle que

llVqll"" < c(llSllr* + llVQ[1"'] < &{tlv0llr'+ llAQll"')- (4'8)

En outre, par des consideraticns analogues on constate que, si (a.6) est v6ri-

fi6e, alors il existe une constante Bs telle que

lls'* {*ll"* < cllQlle* s fte(llvQll;' + llaQll"'}' (4'e)

La d6finition (a.5) de la fonction Q(r, i) nous pernet de deduire de (4.1) (ou

de (4.3)) la relatirm

hvpl+ svo : finv(s'-' - il;\: fiavo- (4'10)

D'autre part, en tenant compte des relatians

Lre: or(Qr-'- a7t):fian, vQ: fi"n-Ydi',
en multipliant l'Equation (2'1) p* fr, on obtient

}rQ *VQ 'u+ Vplo-t 'o: -{^t - l)pt-tv ' u'
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.Donc, en appliquant les operateurs V et A d, cette 6quation, on obtient

-(y - l)p'-tv(v"a) : atvQ + v{vQ'u) + v(vpl;l 'u)+

+ (r - 1)V8(V'?r) + ('r - livs['(v' u),

-Q,-'v. (Au) : fraoa * *a(vq'u) + *o,o 6' 'u)+

+ AQ(V . u) + 2vQ" v(v"u) + Ap;,t{v" ,,) + 2T p[1' v(v ' u) (a.r2)

Les equations (4.10)-(4.11) seront utilises dans d6moastratiaa de thEor€me

2.

Pour ce qui concerne les estimations de la vitesse U, on a la norme fft(O)

llrll", : (u, u)'*,, (u,allsr: r !n*iu'r*a ,apd,rtx/tv'uxv 'u)d'r'

(4.13)

On rappelle que, si o,u e f{,{n) satisfont aux condiiions (2.10) et (2.11),

alors on a

(voir (3.7)).

En outre, pour les fonctions satisfaisant aux mnditions (2.10) et (2.11) la

norme ll . lla, est €quivaJente d,la n<rrme usuelle de frl(fl), c'est-dr-dire, il y a

une constante positive k telle que

f

J*?r"t" - 
iv(v - u)) - ad* : {u,a} 7i,, (4.i4)

(4.11)

(4.15)
f ll"ll"' 

< ll*ll,r. < &llullg'.

Pourvu que u et o satisfassent aux canditions {2.10} et (2.11} {naturellemerrt

la condition {2.11) pour les d€rivdes perd le sens clans }f1, ce qui ne g6ne

dvidernment pas I'affirmation (4. 15)).
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4.2 Estimations a priori de la vitesse-

Dans cette section, on va €tablir des estimations a priori de la vitesse z.

Lemme 4.2-L Si (u, p) est {,a soluti'on du prahlEme {2'7)-{2'tI) , on a

dlr f.-. \
al;ll{pull'"'+ / (r(0) + so)e; + llullzo' : o' (4'16)

ou

rl(p):h(*(d-s)-s+1)'

D6monstration 4.2.L Si on multiplie l'6quation {2.2) par ?J et l'intdgre sur

{^}, alors, en utilisant {4.14) et la relaticn

f ld f ^ I f
J**".udn 

: ;A J"plul'd, - ; J"tuslul2dn 
:

Ld' t rt2,'-!{pil2V.(au\d, Ld" f "o',- [pul(u.v)u]dr: ;i Jnol"l'a*1 2 Jn,,, n: tdr J"alul'dn Jocwt\*

on obtient l'6galit6 (4.16). Les d6tails de la d6manstration seront exposEs

dans le chapitre 5 tl

Lemme 4.2.2 5i (u' p) esf la sol,uti,on d,u prnbli'xze {2'7)-{2'11) , on a

ftnu1rn, 
+ llrtltuy?, < 

"llelli-(llvQll?, 
+ llvull?,(1+ llvull?' + liaull?,)).

(4"18)

Domonstration 4.2.2 En multipliant (2.2) par E1u et en l'integrant sur

O, on a, compte tenu de {4-n0),

ll,f@,ull'"" + )fiilull'n, 
:

f t ,. -. A ^.r- h- { oVg.E,ud.r.: - I g(u' V)u' dluda -2 | 8w x u' dxrt'd'r- :-Ja Jn l-lJo-

(4.17)
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On rernarque que pour les termes du second membre de cette Egalitd on a

f1
- I pfu . V)u - ltudn S 

u llfaa' wll!, +.1lqll,L* llv?'ll?,(llVull27, t lla"ll?,),
Jn

f1
-, JrQu 

x u-atudr S ;il/Aa,ulll, + cllpllr,*llvull'?l,,

-9- [ pvq . ltud,r 
= ltt.4a ul]27, -r'llsll"* llvgll,r,.7-1Jn* -6

En adjoignant ces in6galites,, on obtient {4.18).n

Lemme 4.2.3 Sa (u, A) est f,a solatian du yvhld;me (2.7)-(2.11) , on a

d,, ,,4

ft\|,/aa,"ll ?, + ll &" ll's, s c( 1l 
pll ?* + lt ell'J* + ll p llil ) ll vull ], +

+"llsll?* llv"ill.,(l+llvall?,+ll&ull!,)+"llsll'- (llvall],+ll A"illill{08r"117,.

(4.1e)

D6monstration 4.2.3 Comme on a

a1{po6u}: {@r({@r"} * +{v '(su})aru,

si on difi6rentie les d"eux membres de (2.2) ;, rapport d. t, on obtient

1

JQ\{pA,u) - itV- ipu))E u + 6rp(u" V)r -t s{&u - V)r, + a(u'V}Elu*

-p,L01u-,lV{V - }ru) + z1tw x u * 2&s x A1u :4sVO - hVfllr/.

En multipliant les deux membres de cette €galitd par Esu et en l'int6grant

sur {^l on a

1'd,, ,,' rrD f -

, *nrf4rullza, 
* ll&zll|' - -2 /nu,* 

x u' a*dn+

tff
- I 1rp(u. v)u. 1tudr - | p{1'u. v)u . atuds - I e{*. V)dru . apdr

Jn Jn Ja
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- t' an"* - dpda - h 
t'_v4er 

-06udr (4.20)

Pour d6duire de (4.20) I'in€galit€ {4.19), on remarquf que

,lfru* x u"Epd.rl : , 
l1[ 

su-yt&er x u-&u}drl 
= }Uao, il"*,+"llpll1"*llv.,lll,,,

ll.u^*V)r ur,*l: 
}J 

pu'vi{u-v}r, .araVnls

= $la"1lb. + cllpll?- llvulll,(llvu ll?, + llvull?,),

lf | 1

I / p(4,".v)" -\pdrl s *lla"ll|,+"11p113-(llvull!,+llv"ll?,)ll f pal"llzy,,
lJf, I LL

tf | 1

zl I pfu. v)d," . Qudal < *ila"1f*,*cllsll2r*(llvullf,+llvulll,) llr/p02ulll,,
lJo I Lz

l/ ur"* -ur**l: 
lJ su.viv.F -ur*l*ls 

$Ua,U?,+*llpll!-llvull!',
tf i lf I

nl I vs,p1 .apdrl: htl I pr-'(v. (sr)Xv -?p)dal <
lJo I lJn I

= fi I a" 1'ri. + 
'( ll ell?* llvu ll'?; ) ll v ull'r, .

En adjoignant ces indgalitEs A (4.20), on obtient (4.19).n

Lemme 4.2.4 Si (u,B) est la satutiwr, du probldmn (2.7)-(2.11) , on a

llAzlll, S "llplli,* llr/p}pll,.,+

+cllpllr*(llvulle, + llvQll'" + llvull|' + lisll"*llv"lll,') <

< c'llpllr*(llVulll,'+llS*"lln'+llvQll;'+llvull|'+llslle*llv*lli')). (4.21)

34
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D6monstration 4.2.4 Comne cn le sait par la thGorie des 6quations

elliptiques, il ociste une constarrte c1 telle que

llAull6' < clllp,Au + ,lV(V' a)llr'.

D'autre part, il rdsulte inrmdiatement de (2'2) et de (4-10) que

llpAr+.\V(V'u)11", S llq0'ullr'+llp(u'V)ull6'+llzE"xulla'+ft.lloVQllr''

Puisqu'on a

llp(,, . V)ullz,, < llsll"*(llVrrll?, + llvulli, llA"lli,)

on en d6duit (4.21)"tr

Lemme 4.2.5 Si, (u,g) est l* solutian du probl&me {2-7)-{2.11) , an a

llAulll- S cllpllr*([lVul[5' + ilA'ullr' + llVQllr" + llAQlh,'+

rllvzrll'?",+llvull"v,allellilill;eaoulls/"a+

+ llvull,v,allsllYitttv "lly: 
+ ilvAily,4 +ilvullYf + ilsill/iilvullly4)) . {4.22)

D6monstration 4.2.5 D'une manidre analogue au Lemme4"2.4, gr6,ce d la

thdorie des €quations elliptiqnes on a

ll Arll r. < c( ll s0'ull l' + [l s(u' Viulll. + llzs", x ull a" + hll eVC ll r']-

Or, on a

lls(,r. V)ull6, < llpll"*{llv"ll?, + llvullYf nauilY,4)

Donc, en y substituarrt la premiere e:qrression qui majore llA"l[", dans {4.21),

on obtient (4.22).
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4.3 Estimations a priori de la densit6.

Dans cette section on va €tablir des estimations a priori de l'6cart de

la densitE p de la densit6 en €quilibre 0*q1 6cart exprirn€ par Q : 81-1 -
0[1. Dans les in6galit€s qu'on obtient dans Ia suite, r* designe inf"5s A.q(r)

comme dans (4.2).

Lemme 4"3.L Si {u, p) est l,n sol,uti,on d,u prohl&me (2.7}-{2.11)ef sa la condi,-

ti,on (4.6) est u€ri,f,€e, 0,1'ors, poar t'owt 61 ) 0, i'l' eri,ste un nornbre fini" du,

ddtermin€ par e et tel grc

ftnvanz,+ *lv ell'n" Se1llAull'zl, + srllAell?,+

+(c{r + I|sI|?A) + e,)|Iv"ll"r" * "llpllT-li&t Il?+

+"llpll'/-llvulll,(llvulll'+llAulll,')+c(llvulls'+ilAullr-+lld-p'll"*)llvQll?'.
(4.23)

Ddmonstration 4.3"1 Si on mtdtiplie les deux membres de l'€quation

(2.2) par *pt-t (voir aussi (4.10)) et y substitue (4.11), alors on a

h,^v ?-1 -^ 'l-L ,, F\ ,p(f -1) - ry -1-'...^.,6,VA+i a^'Vq : -.Tat?6rr--!-r:pl(u'V)u*ai:n1-'6u-2' ) p7 axu*

-V(VQ .u) - V{vpJ;' 'u} * (r - I}VQ(V'"} - (r - t)vp[l(v'u).

F,n multipliant les deux membres de cette 6galit6 pax Vq et en les intCgrarrt

sur Q, on obtieat

fiilvail',, 
-'+ I,*toal'dr: -ry |-rn - '&)tvct'd*+

-\:9 tno,a,u.ved,n- ry tnn.tu. 
v)u .vedn+
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+2tth-t) r 2u,0-t) [^t-t, .\ JnQo""VQd'x 
+ ff Jnali'Lu'VQdr 

t

- ry tn{, 
ru-v Q dn -2 f.v W a -u).v Q dr-z 

frv 
tv 61'u)' VQdr+

f^f
- 2("y - 1) 

/"(v 
- u)lvQlzdn - 2{^y - 1) 

J"(v 
. u)v pli' " vQdr. (4.24)

Par l'intdgration par partie$ 0n a

13rf
I t u70"oa*,QE,,Qd,r : -;/"(" 'u)lYQl2d.n,

Ja e.*:,

ce qur entrarne

-2 [ V(u-vO)- ved,ns c(llvullr, + llAulll.)llvSll?,.
Jo

D'autre part, il est facile de constater que

2bf ^- r ,[tn - 
p]s)lv8l'd* < clls'- s]nllr*llvQll?"

2(.v_1) f hr1..

J, e" fu .v 
) u"v Q dn 

= tff tt o Q 112", +clld l?L ll v" ll ?, ( ll Vu 
| | 

',' 
+ ll Aa ll a' ),

_z(l-t) f - h-'t

l Jno'},"'vQd* 
s ,ffllvQll?" + "llsll'J*ll4"ll'rr,,

-ry f,n, x u.ved* 
=Wilvqll?"+"llpll,J- 

llvu)!z1,,

f hr^t

-, J,vN il;' 
- u) .vedrc 

= ;f llvqll?" + cllVull2,,,

-2{t- 1) l(V 
-u)lvQlzd,r < c{llvul[,, + liariil.)llv Qll?,,

-2(t- r) l(v . u)v 6' - vqd*= #,'o ell'," * cllvull!,,

37
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Quant d, I'int6grale Jn O[rAu'Vqfu, en I'int€grant par parties, on a

t'f3
I pE'L" .vQar : I I n;r 'ta iuk)niankQd*+
Jcl Jffi r.*:r

^3
- 1,,t--, 

0',u)(a*,$11a*uqdt lrp- ilf,'(a*,u*)E'i' uodr'

ori n3 est la j-idme composante de la normale ext€rieure sur Cl, tandis que ds

est l'6l6ment d'intdgration su,r la surface EO. Cette 6galit6, jointe au th€ordme

de traces, nous permet d'obtenir I'inqalit

14P t * or' ou.y ed,r s Wll ve ll ?, +e, !l aull !, +e1 lt aQ 11'?,, +0,, 11 
vu1l f,,

avec un nombre arbitraire E1 ) 0 et un ncmbre fru, deto*in6 par €1. En

adjoignant ces in6galit6s e (4.24.), on obtient (4.23)-tr

Lemme 4.3.2 ,5d iu, g) est In soluti,on d,u problinze (2.7)-(2.11)et sz Ia condd-

tian (4.6) est u€ri,fi,€e, *Ior"s on a

4,il l,qll,", + Y+il 
^q 

ll ?, s$t" pi 
^

< c(l + llvpll?1)illv"li?, + llAull], + ll1pll2s, + llvQll?,)+

*c(1 * llvslli-X ll v 
"117, 

+ llauf i")llaQl[''+

+ c(llvulll, + llAulll"XilvQll?, + llAqll?,) +*llp'- 0lollr*llaqil?'' (4'25i

D€monstration 4,3.2 En appliquant l'op€rateur {Y') uto deux membres

de (2.2) et en les multipliant Ftr 0?-1, on obtient

p?-1vs -a1u* s?v' 0#* 0'r-1v'{e{""v}*} - (p+ })pt-tv'Au*
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* 2pr*ro. (p, x d + hp?-1Vp 
. vO + fid aQ : o. (4.26)

En substitua.nt l'expression de (4.12) dans (4.26), en le multipliant par AQ

et en l'intdgrant sur f,I , on obtient

frnnau!,. # t',*toafd*:
2ht f,: -, + ) ln(n' - {*)l^al'd* - T# t*f t' p' ,p)LQd'n*

-T# f c'tv ' ts)LQd,x -'+# tne'-'{v 
' ((su'Y)u))^Qd,r+

-z t;ntu ve))^c d,r - 2 
I*or"-vpln-')n ed,r+

-fr+ t,o-'o ' (p, * u)b,Qd'r - # tnr-'-'tv 
p'vl^Qdat

r^t
-2(t - 1) 

l(}(V 
.u)l\Qlzds - ab - tl t v8 .v(v -u)LQdr+

f - f_
-2(t - tt /. 

aql;'{v -u)aQd,r-a{t - 1) t va;;''v(v 'u)LQdn. (4.27)

De manidre analogue 5la d6monstration du lerame 4-3.1, on a

t. I f
J,t" 

- 

^vq)^q 
dn : - ;/"(" - u)lLel2 d*,

et donc i l'aide de la thEorie des €quations elliptiques on obtient

f
-z f (l(2. vQ))Aqdr < c{[lvalfI.' * lla"ll,-xllv8ll7" + ll^Sll?,].

D'autre part on parvlent sans diffcultd aux in€galit6s

-ffi f-rr - e&)l^al'd* < clls? - {*ll"*llaQll?"

2h - 1) f '-t (va.d,u)A edn < ,-!rl*llAQll],+cll0ll35'llvoll?,lla,ull's,,f o1-'(V o'4tu)L'Qd'n 
= i\*+ A),,
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-ry# f*rv -l,u)Led,r 
= ## ^qtt?, 

+'llell?L ila,uil'r,,,

_ z(ry - -t) / sr_,(v . {{p,, " V)u))Aedr S
Pr^ Jo

s cli e ll 1-*1 ( ll e llr* + ll vell r,. )( ll v" ll?" + ll Au 11'?"") ll AQ ll r',
r hr\-

-, J,A("' 
v d;')a,Qd,r < ffillAQll?, + c(iivull?, + llAull?,),

_+(ry --t) / p"-'v"{pr * u)Led,r <
Pf ^ Jo

. o'L 
.,llAgll?, + 

"llall'#'fllpll?* 
+ llvpll?,)llvull?,,> 21, + ,l,y

- # ! n 
e' -' tva- vo) aQ d" s ffil LQ 112,, + c( i + ll o il ?L-' ll v p 

i | ?, ) llv I ll?,,

f^
-2(t - 1) 

/*,(v 
-u)lLQlzrt* < c(llvul[,2 + llAull;")llAQll?"

f
-a0 - 1)/ va-v(v "ul^lQd,r { rilarulll,^{ilvQll?' + llaQll?'),

f - h,r1

-2(t - \ J"ap&, 
l(v - u)L,Qrl.r < ffiEll^Qll?, 

+ cllvull|,,

r hrJ^

-a(t - t)t vnT'. v(Y .w)b,Qd,r s fu;,Jl^Qll?' 
* cllLullz7,.

En adjoignarrt ces in€galit€s d (4.27) et en teuarrt ccmpte de la relation

llqilr* < c(1+ llVpll".), on obtient {4.25).n

4.4 D6monstration du thdcrdme 2"

On considdre l'erpression introduite dans (4.17)

I
II(p) : h(, _ tfu? - p) - a+ 1).

40
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comme fonction de g : Q- Q"q, de sorte qu'elle peut Ctre Gcrite dans la forme

rl(o) - n(a*) * 4W'- t)q *+!-^
l,- r " il-2

of g est une valeur comprise entre g*q et p. D'autre part, on deduit de (a.1)

que

O{r) : C-h=O"q(x)t-r.

Donc on a

n(s) + oiF : n(s*) * c"qo + (c - #rr, -ry#
comme Inqd,r: Jn(u - g"q)dn:0, il s'ensuit que

* I,r"*) + po)az :ry* I#0",
ce qui nous permet de pr6senter (4,16) dans la forme

d (1,, - ,,o h^r f "2 \
a, \; ll{sull'"'+ + J-#-*J + llull'zn' : o (4'28)

Maintenant, on suppose que la condition (4.6) esi v6rifide. Alors, en lem-

plagant llp- e*ll"*, llV(p - Quu)116" et llp" - gTnll:,* par les expressions de

(4.7)-(4.9) da.ns dm in€galites (4.lSi, {4.19}, (4-2U' $.22}, (4-23) et (4.25) et

en tenant compte de la relation llVulll" < cllull*' (voir (4.15)), on obtient

d., ,,o

ftll"ll'n, + ll,'&4u ll?,, s c:( ll" ll?' + llvQ ll?' )+

+ci(llvQll;, + llA0ll"'i(llolh'+ llvQll?-)+

+ ciT + llv0llr" + llaQllo,Xll"ll*, + ll"llh lla"ll1,|, (4-2s)

4t
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filt{ar,"tl}, + llotull'r, 3

s crllull?l + cifllvQll'?, * il^qll?, + ilvQilil + il^Qil?I)ll"ll?.+

+ci(l+ llvQll?, + llAQll?,xllull*,(t + ll"ll?, + llaull?,))+

+ l/satull?,,{ll'll,g' + llaullf,)), (4.30)

llaull?' < c"(ll"llh, + ll&ullh, + llvqll?,)+

+ci(llvQll?, + llAAlt?,Xll"ll,g,+ ll&ull?r, + llvQll?,)+

+ ci(1 + llvQll1,, + llaQlll,"Xll"ll*, + lloll?;,) (4.31)

ll^"ll?,, < c'(ll"llb, + ll&"llb, + llvQll?' + llaQll?')+

+4(llvAll?, + ilAQil'",Xll"ll's, + lla'"il?' + llvQll?, + ll^Qll?')+

+ci(r+ llvQll;,,+ llaAlll,,Xll"tt#itlfea *ilYl +llv8lly")+ ll"ll?'+ llull?').

(4.32)

frnv a il'",* $ n ve 
I l?, < e, 

| | 
aru ll f , +e, I I 

aC 
I l'r, +c., | 1,, | | ?, + cu 

I I &., | | ?, +

+C[(llulls' + llAullp' + llVQlle' + llAQlle')llVQll;"+

+C;illvQll'; + ll^all';xll"ll?, + lla,ull?,)+



Uulv€Elt€ O8 Mai 1945-Gueima D6putement de Math6natiques

+ c6(1+ ilvail? + ilAail?1)ll"ll},(ll"lle' + [lAulll,.), (4.33)

d ^ h^vr1.
* ttnq llrr" *'!=tllAell?, S crillull'3u, + llaull'?r, + ll4ull?, + llvQll?')+"dt"  

+cifllvQll:l + il^qilpxll"ll?.+ [laull[' + ll&ull]' + llvQll?')+

+C+{t+ llvQ ll', + ll ASll'" Xll"ll?' + ll aall'zr" ) ll aC ll r' +

+cl(llulla, + llArlll,XllvQll?, + llaell?') + CitllvQllr' + llaQll"') llaQll?,
(4.34)

Dans (4.33) 6r €st une constante suffisamment petite qu'on va choisir conve-

nablement, tandis Que C., est une constante qui sera d6termin6e Par 6r'

Maintenant en choisissant les c,onstantes A;, i : 1,.' ',7 de la manidre

suivante :

As:Az:1,

!\7:(2-1-^iF*Avs) Prr;[t
l\a--2*l\7C7

A6 : (1 + L7C7+ G + h+C+* Cr):*,
ft'{T 

"'t
16r: 

G,
As : 1 I I\vCz+ AsCs * Cs * /\aC+,

Ar : 1 + l\rcz* AoC.. * Cs * l\tCa* l\eCz * Cz
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on multiplie les deux membres des indgalit€s (4.28)-(4.34) par les consta,ntes

Ar,... ,47 et les adjoint. Alors on obtient l'in6galit6

(4.35)

(4.36)

d

#tf"l + D(tJ s D(t) I c, (c(t))",,
j'=t

ou

L(t):n, (; il,rs"n,, -ry I,#*) r n,ll,l1|+

+ &ll\res'&ll?, + n*llv0ll?, + A?llaQll?,,

D(t) : ll"ll?i, + ll/Da'"il2a,*ll0pll2p, +llaull?,+ llAullL+llVQll?,+ llaSll?,,

(4.37)

tandis eue ca et u3 sont des constantes positives.

Puisque u3 ) 0 pour,? - 1,"" " ,mr 7l est dvident que

i"5L*':t'
j:l

donc il existe une constante suffisarnrnent petite d > 0 telle que

Ltt) <u * i "i{rtt}Y, t*.i:r
Cette relation, jointe n (4.35), implique que, si t(t) < d, alors on a

*tUr+ D(r) < o.

On rappelle que, en vertu du thfurdrne l. , si ,C({1) S c < oc, alors il existe

un nombre Ty : T{c} > 0 d6termind par c et tel que le systdme d'Equations

(2.2)-{2.I) avec la condition initiale (t {",*t);P{',t1)) pour l : tr et avec les

conditions aux limitm (2-10) et {2.11} admette, darrs I'intev*lle de temln

[tr, tr * fr], une solution (rr, g) et une seule telle que

(4.38)

c(.) e L*{tr,tr *fr), D € L2{h,tr +Tr).
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Donc on deduit de (a.38) que, si

c(o) s 6, (4.3e)

alors on a

c(r) < d, vr > o.

et donc il existe une solution {rl, g) et une seule du probldme (2.7)-(2.10),

(2.11) pour tout t > o. Le terme llt/parwllt" poru I - 0 dans I'expression

^C(0) de (4.39) est d, consid€rer corn$le lly'polEn"]olls' avec

1

I0rulo:1(pAoo+ivtvuc)) - 2, x uCI - (uo'v)uo *nld-'Yco -vQ'
Qo

D'autre part, on voit aisdment que, si L(t) < d, il existe une consta,nte c

telle que

ll{pull""" < Cll"ll}'.

En outre, comme q: g - g"q et que p est une valeur comprise entre p et

€"q, si C(t) < d,on a

h.v f a2'+ I :=d,n t UllQll?" < llvQll?',z Jn{

avec une constante C.

Cela 6tant, il est ais6 de ddduire de (4.36)-(4.37) qu'il y a une constante

n telle que

,fti) < *D{t),

pourvu que "C(t) 
< d. Par mns€quent, si les donndes initiales vGriffient (4-39),

alors on a
1

qt) + es{(t) < o, eo: J- > o
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d'ot il r6sulte que

L(t) < L(A)e-"'.

Le thtiordme est d6montr6' I
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Chapitre 5

Question de la stabilite
Conclusion

Comme nogs I'avons vu dans la ddmonsta,rtion de la thdordme 2, en par-

ticulier dans le raisonnement qui conduit n (4.38) i partir du choix de 41,

..., Az et de l,inigalit6 {4.35), 1'6gatit€ (4.16) joue le r6le central dans la

convergence de la solution vers l'€tat de l'€quilibre. Pour cette raison nous

examinons en ddtails ce qui l'6galitd (4.16) sign6fie. Pour comprendre l'6galit6

(4.16) il est outil de rappeier ce que sign€fie chaque terme de cette 6galit6'

Plus pr6s6sement

- llr/0u11""2 repr6sente l'cnergie c€nitique de urouvernent de gaz,

- n(p) l'dnergie potentielle due d, [a pr€ssion,

- pQ l'€nergie potentielle due d.la force gravitationnelle,

- ll"ll'g, la perte de l'Energie due A la viscosit6'

Dans la suite nous pr6sentant les dGtails de la d6rnonstration du lemme 4.2.1

Lemme 4.2.L Si, {u, p) est l,a setld,*iort ilu probldrne (2'7}-(2'11} , on a

+ 
/rutot 

+ po)d') + llull|, : o,
*(tiltrP'tt'"'

(5.1)
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ou

II(p) :rrt*tn'-s)-P+1)- (5'2)

Ddmonstration On remarque d'abord que

w X u 'u : 0.

Dtautre part, comme on a

rl"(p) : h1{-'+ gII"(P) : h"Y{-r,

d'apr6s 1'6quation de conservation de la masse on a

4P+V'(su):0'

on multiplier cette 6quation par f['(p) et I'int€gre sur Q

o : t,n'f^rr,o 
+ v " (Pu))d,r

rf: 
Jnn'g1a'oa* 

* /" n'(n)v '(gu))dr

: * !"r(p)dr - 
h 

I-v 
s1 'ud'r'

On a en outre

- [ pvo .uda: / *o '\sw\d*: - [ Qatpda : -+ [ poa,-'
Jcr 

- Js dt Jn'

On a aussi la relation

lnnr,u "*;* lnetuPa* -; !"o,stutziln:

:;* 
fnetut'a* 

*L 
t',1,,1'v 

'tp")d:r:
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:;* 
f*nt*ra* - f* sul(u 'V)uldr

on multiplie l'equation {2.?) par u et f int€gre sur f), alors, en utilisant

(4.14)

I no 
a,u- ua* + ! neu'v 

u,,a* - ! nu 
L*''dff - t *rv(V'u)'udr 

* I n' 
* 

^ 
u' ud'r

: 
f*-or s't 

-ud,n - lnove 
'ua*

ce qui implique

i* L e{l'z d'r - ! npu[(u' 
v ) u] a* + t,pu'v 

u" u * t ;- r u" *xv (v' u) )' ddr

: #ln,n,* . * lnr**: */utnl 1po)dr,

donc

*(]rr*-ll' * /tntn) 
+ so)dr) + ll,ll|' : o'

De plus si on intdgre (4-2S) sur [0,*] on obtient :

!,' h(|r'V?"'rz, 
n /tttnl + oou") or'* 

!o' 
llull2g'dt' :0'

donc r \
- (|rr,',ret t,rlull!'* / t*tntt' r)) + p(t' r)o)dr) :

-(Lr 
r \ rt

- \z ,tfQoull'o,+ / tnter) + Eoo)ac ) - J,llwllf;'dt',

ga signefie que l'6nergie c€nitique totaie est 6gale d, i'energie c6nitique initial

moins la Perte de l'€nergie'



Bibtiographie

t1l S. BucCnllaTto, H. Fu.lme Yasruue : Syst}me d"dquations d'un gaz

ai,squeu,r moddli,sant l,'atmosphire aaec ln farce de Cori,oli,s et la stabi'litd'

ile I'dtat d"'quikbre.. Ann. Univ" Fbrrara - sez vII - sc- Mat', vol' 49

(2003), pP. 127-159-

[2] H.FutrTA YASHTMA : Mod,€Iiss,tion ile ks' physique des flui'des, cours de

I'universit6 de Guelma, 2CI10-2CI11

t3l S. BuCcnlr,erTo, H. Funre Yasxrme : stobilitd ile I'6tat de I'qu'i'li'bre

d,u d,hn gaz tsi,sEteur bamtropiEte ilarc le rnodble de l'atmosyth4ve' Ann'

Univ. Ferrara - Sez. VII - $c. Md., rml' 52 (2006)', pp' 1-17'

[ J H.Fu;ITA YASHI ve, : Fluid,e neurtani,ens, colils de l'universitf de Guelma,

2009-2010

50


