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Chapitre 1

Introduction

L’atmosphére est un mélange de gaz Ny, Oy, HyO (en état gazeux), Ar,
COs, etc..., qui, attiré par la force gravitationnelle que la Terre exerce sur
lui, se trouve autour de la Terre. Son mouvement doit étre décrit par les
équations aux dérivées partielles de la dynamique des gaz, pour étudier le
mouvement du ’atmosphére dans une couche autour de la terre, nous consi-
dérons ’atmosphére comme un fluide compressible visqueux. Nous partons
du systéme d’équations d’un fluide visqueux général. caractérisé par la loi
constructive p = hg”, son mouvement peut &tre décrit par les équations de
Navier-Stokes

L’objectif principal de notre étude est prouver l'existence, l'unicité et la
stabilité asymptotique & ’état d’équilibre de la solution globale du systéme
d’équations dans un domaine analogue pour un gaz visqueux barotropique
pour le cas 1 < v < 2, pour ce la on a besoin d’étudier I’existence et 'unicité
de la solution locale dans un intervalle de temps suffisament petit, et avec les

données initiales suffisamment petites.
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1.0.1 La couche autour de la terre

Comme notre objectif est de modéliser le mouvement de 'atmosphére
dans une couche autour de la terre, nous considérons un potentiel ® défini
dans R® de telle sorte que —pV® nous donne la somme de la force gravi-
tationnelle F, et la force centrifuge F. due & la rotation de la terre, et un
domaine (2 délimité par deux surfaces équipotentielles.

Pour décrire le mouvement de Patmosphére en tenant compte de la ro-
tation de la Terre, il est convenable de considérer un systéme de référence
attaché & la Terre, qui tourne sur I'axe passant par le pole Sud et le pole
Nord. Dans ce cas, le systéme de référence n’est pas inertial et donc il nous
faut considérer les forces apparentes comme la force centrifuge et la force de
Coriolis, de sorte que la force ¢f dans le systéme de référence attaché a la

Terre est la somme

Qf:Fg+Fc+ch

de la force gravitationnelle F,, la force centrifuge F. et la force de Coriolis
Fe.

La force centrifuge est crée par la rotation de la Terre dans le systéme des
coordonnées qui tourne avec la Terre. Plus précisément, dans le systéme des
coordonnées cartésiennes (x,y,z), qui tourne avec la Terre autour de I'axe
2. Soit w la vitesse angulaire avec laquelle la Terre tourne autour de l'axe

passant par le pole Sud et le pole Nord. La force centrifuge est donnée par
F.= in!Qxh = —qu)ca

ou
1

Ty = (.’17,‘_1,1,0), (bc = __2_‘{*"!(:1:2 +y2)>
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et la force de Coriolis donnée par
Fo, = —20w X u, (1.1)

ou u est la vitesse du fluide. D’autre part, la force gravitationnelle Fy dérive
du potentiel ®, déterminé par la masse distribuée dans P'intérieur de la Terre.
Comme sa distribution ne différe que peu de celle sphérique, a Uextérieur de
la Terre on a

gM

_9M gM
||

x|

ou M étant la masse totale de la Terre et g la constante de la gravitation.

Fy=—oV®,, P, = + e(x), le(x)] <

Donc on peut définir le géopotentiel

1 . gM gM
P=9,+ b, = —=|w|(x® + %) — Z— +&(z), elz)] <« =—,
et on peut considérer
Fy+ F, =—gV®. (1.2)
Donc
of = —oVP — 2pw x u. {1.3)

Si sur la surface de la terre s’éxerce seulement cette force, la surface terrestre

doit coincider avec une surface équipotentielle de ®
To = {z € R?| |z] < ry, ®(z) = B}, (1.4)

avec une valeur ®g, ol r; est un nombre tel que, si |z| < rq, alors - V® > 0
pour ¢ donné dans (1.2). L’atmosphére occuperait la région extérieure au
géoide I'g. Mais la considération avec le systéme de référence attaché a la

Terre en rotation n’est utile que dans un voisinage de la Terre. Pour mieux

4
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modéliser 'atmosphére terrestre de maniére compatible avec les exigences
mathématiques, dans le présent travail nous considérons un domaine se trou-

vant entre la surfaces [y et la surface
Fl = {il' € Rgi !.7}[ < Fis (I)(.’l) == (I)l}, (15)

(®g < ®1,]x] < 7 pour tout x € I'1), de sorte que la région se trouvant
entre [y et I'; correspond & une couche substantielle de 'atmosphére. Nous

considérons donc le mouvement d’un gaz visqueux dans le domaine

O ={reR? |z] <r,® < ®(x) < P1}. (1.6)



Chapitre 2

Equations du mouvement de
I’atmosphére

Comme ’atmosphére est un gaz, son mouvement doit étre décrit par les
équations aux dérivées partielles de la dynamique des gaz, pour étudier le
mouvement du I'atmosphére dans 2, nous considérons 'atmosphére comme
un fluide compressible et visqueux. Nous partons du systéme d’équations d'un
fluide visqueux général. Les quantités physiques que nous allons considérer
sont les suivantes :

0 = o(x,t) : la densité,

u=u(x,t) = (u1(x,t), uz(z,t), us(x,t)) : la vitesse du fluide,
T =T(t,z) : la température,

p = plx,t) : la pression.

On suppose que la pression est déterminée par I’équation
R -
p(z,t) = EQ(SL": t}T(:I;,t),

olt R est la constante universelle des gaz (R =~ 8, 31.107erg/mole. K} et 1 est

la masse molaire moyenne de l'air (1 =~ 28.96).
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Equation de la continuité

Il s’agit de Péquation qui exprime la loi de la conservation de la masse

pour un gaz, qui a la forme suivante :

G0+ V- (ou) =0. {21}
Equation de la quantité du mouvement

Désignons par p et A les coefficients de viscosité.
L’équation qui exprime la conservation de la quantité du mouvement aura

la forme

00iu~+ ou - Vu — pAu — AV(V - u) = —Vp + of. (2.2)
Equation du bilan de I’énergie
En ce qui concerne 'équation du bilan de énergie, on a

0c, (BT +u-VT) +pV - u =

>, du;  Ou
- . T i B M.
" mVT+;szk=l(8$k 4 9z;

2 9] ‘
oll ¢, est la chaleur spécifique de I'air, & le coefficient de thermoconductibilité
de lair et E représante la source de la chaleur.

ol

R |
p(x,t) = g@T : (24)

Dans l'atmosphére réelle la diffusion de la chaleur et 'effet thermique
de la friction interne sont relativement petits, de sorte que le déplacement

vertical de l'air, s’il n’y a pas de transition de phase de I’eau, engendre la
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variation de la pression et de la température de maniére assez proche du
processus adiabatique.

A cause de ce comportement de I’air, dans la troposphére nous trouvons
une distribution de la pression, de la densité et de la température assez proche
de la distribution de ’état hydrostatique.

En effet, si on néglige la diffusion de la chaleur et 'augmentation de la

température due a la friction interne, Péquation (2.3) se réduit a

0, (0T +u-VT) + %QTV s == . (2.5)

0;0=-V-(ou)=—-u-Vop—p-Vu = o-Vu=-6o—u-Vp
on substituant cette expression dans {2.5), on a
R
0 (0T +u-VT) — ET(&Q +u-Vg)=0

dans chaque trajectoire définie par la relation

t

{x € R3|z = x(t,x0),t0o < t < 11}, wlt, xp) = 2p +/ u(t’, z(t', xo))dt’.
to

on a

|0y logT +u - Vieg T] — Ry[8;log o+ u-Viogo] =0,

ot By = 7.
: 2 .
Comme #- = ;Yi—l, avec y = C—Cv—”—, il s’ensuit que
P T
¥—1 =
O log +u- Vlog e
0
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et les conditions aux limites

les conditions de la surface
U, =0, (2.10)
les conditions de la surface libre

3
u- i, = Z ni0nujy, =0, Vild, ou . =0. (2.11)
a2
ig=1
On suppose que la fonction ® et la frontiére 002 = I'o UT'; sont suffisam-

ment réguliéres. On rappelle que le domaine ) est borné (voir (1.4)-(1.6)).

10



Chapitre 3

Etude de la solution locale

Ici nous nous intéressons & résoudre le systéme (2.7)-(2.11). La premiére
question est celle de 'existence et de 1'unicité de la solution locale, ca veut
dire une solution dans un intervalle de temps suffisament petit.

Il s’agit donc de trouver le couble (u, ) qui satisfait, dans un intervalle de
temps [0, 7] avec T > 0, aux équations (2.7)-(2.9) et aux conditions initiales

Soit

—LQ(Q)

V[] = VO N (31)

ou

Vo = {u € C*° | u vérifie les conditions (2.10)-(2.11).}

3.1 Théoréme d’existence et d’unicité de la so-
lution locale

Le théoréme suivant prouve P'existence et I'unicité de la solution locale
de notre systéme.
Théoréme 1 On suppose que ug € Vg, 00 € H2(Q),0 < ap < go(x) < fp <

oo (ag et Bo étant deuz constantes positives) et que 1 < v < 2. Alors il

11
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existe un nombre positif T et deuz constantes positives o et (3 tels que dans
Vintervalle de temps [0;T) le probleme (2.7)-(2.11) admet une solution et une

seule dans la classe
u € L*(0,T; H*(Q) N Vo) NL™(0,T; HX(Q))

8w € LX(0,T; HY()) N L®(0, T; L2(Q))

0€L®(0,T; H* (), O<a<glr,t)<B<oo, (z,teQx[0;T]).

La condition 1 < v < 2 n’est pas essentielle pour la démonstration du
théoréme. Mais, comme la valeur de 7y est, du point de vue physique, comprise
entre 1 et 2, pour ne pas alourdir inutilement ’exposition, on va considérer
seulement le cas 1 <y < 2.

Pour démontrer le théoréme 1, on preuve d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.1.1 On considére I’équation

Go+ V- (gu) =0, (3.2)
avec la donnée initiale
Ol = 00 0 < ag < go(x) < By < oo Yz € (. (3.3)
Si
we L*(0,T; H* () NVo) o0 € HHQ),
avec

02 ([ g 7y 1T 270y 10T w722y 10T o ey < o, (3:4)

12
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alors le probléme (3.2)-(3.3) admet une solution et une seule dans la classe
e € L=(0,T; H* ()

et on a

O<aft)<o<Lp(t)<oco p.p. dans Qx[0,1],
a(t) = age™V"™, f(t) = eV, (3.5)
loC, Ol < a(@)?, @) = llaolae, (3.6)
Démonstration 3.1.1 Si@ € C'(0, T;C*(Q)) et gy € C*(Q), par la méthode
des caractéristiques bien connue on a

; i
ofat) = wam)exp— [ V-uy(),dr, yr) =+ | atwe).rar
4] 0
et donc on a
t t
B oyl / IV - @l dr) < olz,t) < fo exp / IV - Gl gdr),
0 0
ou, compte tenu de la relation
i
[ IV Tlimendr < evilBlisgman < eviro
0

on a

0 < aft) = age™V" < g, 1) < B(t) = foeV™,
Moyennant une approximation convenable de @ et de gg, on obtient (3.5) pour
la solution g du probléme (3.2)-(3.3) avec la condition (3.4). Maintenant, en
faisant le produit scalaire dans L*(Q2) de (3.2) avec g et en tenant compte de
la relation [,(Vo-u)edz = —1 [,(Vu)e?*dr, on obtient

' _ :
Zllellzz < cli@llmslol--

13
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D’autre part, en appliquant Popérateur V & (3.2) et en en faisant le produit

scalaire avec Vg, par des calcules analogues on obtient
d 2 < Ll 2 - 2
2 1Vellze < cllllz=VelZ: + ¢l mlle]3-.

En outre on applique 'opérateur Or,0y; & (3.2), la multiplie par 9,8, ;oetla
intégre sur 2, de sorte qu’on obtient par des calcules analogues
d . N _ .
7t 10:0z;0ll72 < cllallme Y 102,00, 0l132 + clla sl Vol 2z + ¢l s o] 2.
k=1
Done, en adjoignant ces inégalités (la derniére par rapport aussi a i, g ==

1,2,3, a Paide de I'injection de Sobolev pour p, on obtient

ol < clialmsll,

d’ou, en rappelant la relation (3.4), on déduit (3.6). I
Maintenant on va démontrer le lemme suivant, d’abord on désignera par
HY(Q) Pespace de Hilbert consistant dans les élements de 1} (voir (3.1)) et

muni du produit scalaire (.,.) 7, définit par

3
(s, ) 0 = /Q S 0 s, v+ AV - w)(V - v)]da,

Gk=1

et de la norme ||, telle que
1
el = (), (3.7)

Lemme 3.1.2 Soit u comme dans le lemme 3.1.1 et soit 0 la solution obte-

nue dans le lemme 3.1.1. Siug € Vy , alors Uéquation

004U — pu— AV(V - 1) + 200 X u = — (T - V)u — hVg" — oV®  (3.8)

14
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avec la condition auz limites (2.10)-(2.11) et la condition initiale
U, = Ug (3.9)
admet une solution et une seule dans la classe
u € L*(0,T; H* NV,) N L®(0,T; HX(N))

et il existe deur fonctions Ri(t) et Ry(t;ty) déterminées par les quantités
70,00, Bo, (0), mentionnées dans le lemme 3.1.1 et par |ug||g> et telles que

Ry (t) et supo<y<¢Ra(t; o) soient croissants et que

)2 + [lv/@BeulZ + /0 lv/@BeulZedt + / E

t t
< lloll + V@Bl + [ Re)0L+ folm)at + [ Ro(ist)ar,
0 0
(3.10)

ot

) 1 o

[Ou]y = Q—(uAuo +AV(V - 4)) — 2w X ug — (w(0) - V)ug — hyoy Voo — V.
0

Démonstration 3.1.2  Soit Vj l'adhérence de V; (ou de V;) dans la
topologie de H'(Q). Il est évident que pour ¢ € VJ la norme |¢|| ;1 introduite
dans (3.7) est équivalente & la norme usuelle ||¢|| .

Cela étant, on définit une forme bilinéaire
1
a(t; u, ) = (u, ) g + (20w X u+ (T~ V)u + 5(V-(@)u, 9)r2 - (3.11)

pour u, p € H() et on considére 'équation

i lalt, 0) - (2w, a0 ol =

15
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_ /0 <-—%V@"’—\/EVCD,\/@p)detJr(\/Eouo,\/@o@O(O))m- (3.12)

il existe un constante M > 0 tel que

la(t; u, 9)] < Mijull g llell g

ce qui implique que a(t; u, @) est continue. On a aussi
1
a(t;u,u) = (u,u) g+ (2w X u + e(@- Viu+ (V- (0u))u, upr2 2 llall %

donc a(t;u, ) est continue et coercive donc d’aprés la théoreme de Lax-
Milgram il existe un élément u de L2(0;T; H'())) et un seul qui satis-
fait & (3.12) pour tout ¢ € L2(0;T; HYN)) tel que ¢(-,T) = 0 et que
d(\/op) € L*(0; T, HY()). Maintenant on considére une fonction réguliére
et non-négative 9. (t) telle que J¢(t) = 0 pour ¢’ € {0} U[t; T] et que 9¢(t) = 1
pour t’ € [¢;t—¢€|(e > 0). En supposant que d;u existe, on substitue ¢ = ¥.0,u

dans (3.12) et en faisant tendre ¢ — 0, on obtient

1 ¢ 1 g ,
5 lu®) [ + / |VeOeuliade’ = 5 luollf - / / 20w X u - dpudzdy —
0 0 Q

t t t
- / / o(@- V)u - Ouudxdt' — h / / Vo - Oudzdt’ — / / o® - Owudxdt’,
0 Q g Q 0 Q

(3.13)

ou on a utilisé la relation
7 T 5 1 T

_ / (/B O /0 Do) 2t = / el / (V-(0), 0. D)) pacl.
0 0 0

Or, comte tenu de (3.5)-(3.6) on a

t t t
/’" / 20w x u - Syudedt| < -;- / v/@sullZadt’ + c / () ul%.dt
aJ Q 0 JO

16
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| Qg(a.v)u.atudxdt" / I/B0ku|2adt + cr2 / B ul%dt.

n2y— 1 o
& l /" / Ve O] < ] ”‘mu””dt“/ (5 @ 3*%@) (e d.
2 ’ ! ;
o2 dtudxdtl /O Iv/20kul|72d¢ +c /0 B(t')dt

Donc, en substltuant ces inégalités dans le second membre de (3.13) et en

appliquant le lemme de Gronwall (et en simplifiant quelques expressions par

la relation S(t') < B(t) pour 0 < ty < t), on obtient

()% / Vo0l i2dt < fluoli%, fo I’rl(t’)dt’+ /O rot; t)dt'. (3.14)

. ou

)= cB0) e (B4 i ) ale

t’
ra(t;t') = c(1 4 r3) B(t)e” PO (Hugllign +c / r (t”)dt”) :
0

Une fois établie comme estimation de solutions d’une équation parabolique,
'inégalité (3.14) est valable pour toute solution .

D’autre part, si, en utilisant encore 9.(t') introduite ci-dessus, on substitue
¢ = —0;(0.0;u) dans (3.12) et fait tendre ¢ — 0, alors, compte tenu de (3.2)
et des relations

wX Ou-0u=0,

T T
/ (\/Eu,(?t(\/@&(ﬁeﬁtu))}pdtz—% /0 (V- (g0))ts, — Bu(PeDyu)) odlt+

] T dv,
—— e 2 — —
/ / - (ow))|Opu|*dzdt 2 i

— on a

B t , 1 . 8 t
%”,\/Qatujjimt /0 |G| % dt’ = §H\/§0[@u]guﬁz+; /0 L fydzdt, (3.15)

17
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ou

et

= ,;(V'(Q‘ﬂ))'@tuf27 fo=2(V-(eu))wxu-Opu, f3 = (V-(ew))(@V)u-dpu,

ot

fo= =00 Vudwm, f5=—0@V)0udwm, fo=hye""'V(V-(gu))-du,
f=hy(y = 1)0"3(V - (¢7@)) Vo - dyu, J=(V - (0@))V® - du,

Il n’est pas difficile de constater que

| e < 10l + a0 Vel

| e < G510l + erga(0
| fade < SOy, + erialeP el
[ fude < 55100l + croa(0P0wln
| fude < Sy, + Ve
/ fodz < 0l + erda(e)”,
[ e < oo + et
[ fde < G0l + erfate)

(ici on a utilisé la relation || o(-, t)||z= < |lo(-, O)||a2 < d¢(t)). En majorant le

second membre de (3.15) par ces inégalités, on obtient
i t
Ivadals + [ lowlyude < g Belols +crf [ ra(e)at'+
0 0

(4] £
te ] (€273 + 1 + 7)1 ) ull g’ + j ra(t')dt,
0 0

18
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ou

rolt) = eratef (14 e+ LY

donc, a l'aide du lemme de Gronwall on en déduit que

I/@ul% + / 1l < ||/B, BeaollZe + / ra(8)dt

t

i
+ c[ q(t’)Q(rg + 75+ Tol| Ol ) lull gadt’ + / ra(t; t)dt’, (3.16)
0 0
ou

; ¥ t
ralt1") = cr%q(t)e“gqm(t_t)I]\/Eo[ﬁtu]ollig +/ rs3(t))dt' +
0

tlf
+C/ q(t")*(rg + 15 + roll Ol ) lull g2 dt”
0
En adjoignant (3.14) et (3.16), on obtient (3.10).

On pose maintenant
v=—p0wu— o(u-V)u— 20w X u— hVoy— oV®. (3.17)

Grace au lemme 3.1.1, & (3.10) et aux hypothéses sur %, il est facile de

constater que v € L*(0,T; H*(Q)). Cela etant, comme on a
pAY — AV(V -u) =v

et que u éerifie les conditions (2.10)-(2.11), grace a la théorie bien connue
des équations elliptiques, on a u € L>=(0,T; H%(Q)).

Une fois établie 'appartenance de u a L>(0,T; H*(Q)), encore grace au
lemme 3.1.1, & (3.10) et aux hypothéses sur @, on a v € L%(0,T; H'(Q)).
Donc de maniére analogue on obtient v € L3(0,T; H3(Q0)).

Le lemme est démontré. [
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Les lemme 3.1.1 et 3.1.2 étant établis, on va démontrer le théoréme 1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Grace aux lemme 3.1.1
et 3.1.2 on peut définir 'application G de L*(0, T; H*(Q)NVo)NL>(0, T; H3(Q))
(pour un T > 0 fixé) dans soiméme, qui, & T, associe en premier lieu g = o(7)
donné par le lemme 3.1.1 et en second lieu v = G(u) donné par le lemme
3.1.2 avec u etp = o(u).

Comme on a vu & la fin de la démonstration du lemme 3.1.2, la régularité
de u peut étre déterminée par celle de uAu—AV(V-u) = v ; plus précisément,

il existe deux constantes C; et Cs telles que
lullaz < CillpAu — AV(V - u)|i7 = Cifjv]lz2 (3.18)

lullms < Coflplu— AV(V - u)| gz = Coffv] 2

on pose
B %@(Huon‘;}, /2, [Belol[22) 2, (3.19)

ou

1 ) 3
[Oyulo = —Q—(,uAuo — AV(V - ug)) — 2w X g — (g - Vg — hyed *Voo — VL
0
(3.20)

On considére une fonction v ayant la forme
v=—gp —o(u-V)p— 20w x ¢ — hVp oV, (3.21)
ou ¢, %, ¢ et ¢ sont des fonctions vérifiant les relations

lellz= < 250, llellas < 29(0), |[@llgicry a2 < ro, [¥l7+10lF: < RS
(3.22)
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On voit aisément qu'’il existe une constante Cy telle que I'inégalité
q &

vllze < Co(Bo(l + Ro) + q(0)85 " + ﬂoRg/47"g/4)

soit valable pour v donnée par (3.21) avec les conditions (3.22). Si en outre
u est une fonction vérifiant la relation pAu — AV(V -u) = v et les conditions

(2.10)-(2.11), alors en vertu de (3.18) on a
o]z < CiCo(Bo(1 + Ro) + q(0)87 ™" + Bo Ry *ri) (3.23)

Soit C une constante telle que [l¢|lgm < Cllollz: pour tout ¢ € H*(Q) et
soit C3 une constante telle que ||oy||g < Csll@||lm: pour tout ¢ € HY(R) et
tout o € H*(Q) avec ||o|lr=~ < 200, ||e]lzz < 2¢(0). On pose alors

F0 = max(§> th CN{R(M 202036710)7 (324)

ot Cy est la constante définie dans (3.18), tandis que y est la solution de

I’équation algébrique {(en y)
y = C:Colfo(1 + Ro) +(0)55 " + kg *r”"). (3:25)
on pose
Br = {p|M(p;T) < 7o, N(; T) < Ro} (3.26)
avec

M(p;T) = max(”SOHL'Z(O,T;Hi‘)» “<PHL°°(0,T;H2)a “aﬂP”LQ(G,T;Hl)a “atSC’“Lm(o,T;LZ))

‘ 1/2
N(p;T) = (H%”im(gmgl) + Hat’@”%w(@,T;LZ) 4 nat‘:ﬂ”%Q(O,T;LZ) + “515(/9”5;2(0’3“;;}1)) .
Il est évident qu’il existe un 77 > 0 tel que, si on pose ry = Ty dans (3.5)-(3.6),

la condition

BU) <28y, at) 2, q(t)<2g0) powr 0<t<Ty  (327)
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soit vérifié.

On remarque que
t
/ 105l dt’ < V2|1 Optl| 20,1501
0

Cela étant, on déduit de (3.10) qu’il existe un 7} €]0; T3] tel que si @ € By,

alors pour u = G(%) on ait
N(u; T2) < Ry
Les relations (3.23)-(3.25) impliquent que, si @ € Br,, alors pour u = G(%)
on a
l[ell oo 0,15:m2) < T

En outre comme on a N(u;Ty) < Ry, la définition (3.24) de Ty entraine

banalement
Hatu“.iz(O,TQ;Hl) < To, Hatu”zw(O,Tz;LQ) < To.

Finalement il est facile de déduire de (3.17) que

q(t)*

o+ 0dullF < cq(®)*(1+ fulldn +72ulZa) + g + L=

Donc, en rappelant que u € L*(0; Ty; H2(12) et que || 00sul|3 < Cgéﬂ]@tu]]%n
compte tenu de (3.18) et de (3.27), on voit aisément qu’il existe un T €
10; Ty)telque
el z20135m3) < T,
G(B7) C Bf (3.28)
On va démontrer la continuité de G dans L2(0, T: H(Q))NL*> (0,T; L2(2)).

Soit {i,.} une suite d’éléments de By convergente vers un élément u dans
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la topologie L*(0,T; H*(Q)) N L>(0, T L*(Q)) . Gréce & la définition de B
(voir (3.26)) et de I'unicité de la limite, {u.} converge faiblement ou faible-

ment™ dans les espaces avec la norme desquels on a défini I’ensemble BF

plus préecisément
T, —~u dans L*(0,T; HYQ))

Un =" u  dans L®(0,T; L*(Q))
K, — O dans L*0,T; H* Q)
O, —* 0w dans L™(0,T; L*(Q))
Ces relations impliquent que u € L.
Cela étant, on considére la solution g, et la solution o0 respectivement de

I'équation
8;5@% + ¥ - (Qnﬁn) =0
et de I’équation
00+ V - (0u) =0
avec
Qn|t=0 - \Qlt:g == QO

En possant P, = g, —pet U, =%, — W on a
8ipn+an'v*pn +ﬁnv§+an '-ﬁnﬁLQv'Un == O

et

P =0

le=0
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En faisant le produit scalaire de cette équation avec U, et en tenant compte

de la relation
1
% /(atQ7L)|U7Ll2dx = f ‘Qn(an . V)Un ° Undm S
2 Q Q

< Noall ¥ Tl ol /2, Unll 2 N Ul IV Unll 22

on a
1d
2dt
e[+ oalle2t + ol %2 + Nl + [l lullfe + 18eul 2Ol DI Pallz2
(3.31)

Comme U, dans L2(0,T; H () N L®(0,T; L*(Q2)), compte tenu de (3.30),

1
-2

on en déduit que

&

il £

—u, —u—0 dans L2%(0,T; H{Q))N L0, T; L2(Q) (3.32)
ce qui prouve que P'application G est continue dans Bz par rapport a la topo-
logie L2(0,T; H*(Q)) N L>=(0,T’; L*(2)). Comme G est une application conti-
nue de By dans lui-méme (voir (3.28)) et que By est un ensemble convexe
et compact dans L2(0, T; HY()) N L(0,T; L*(Y)), d’aprés le principe du

point fixe de Schauder il existe un élément u € By tel que
u = G(u) (3.33)
qui est évidemment une solution du probléme (2.7)-(2.11) dans Uintervalle

0;T

Uy, up € By vérifiant (3.33). On désigne par ¢, et g2 la solution du probléme

 Pour démontrer I'unicité de la solution, on considére deux éléments

(3.2)-(3.3) avec u; et up respectivement et on pose
P = =4, U=u —u
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1l est évident que P satisfait a I’équation

f)tP“'l—ul'VP“?"U‘VQz“}—PV"UQ—\"QQV'U:O
et & la condition initiale

Pl = 0

Donc de maniére analogue & 'obtention de (3.29), on obtient
L b, < (14 219 -ualgm)IPIEs + 510 Vealls + 57 Unl
d’ou & Paide du lemme de Gronwall on obtient
IP(- )72 < mi(t) /0 t IUNZadt,  m(t) = ca(t)ee ™ (3.34)
D’autre part, U satisfait
00U = pAU = AV(V - U) + 20w x U + 01(uy - VYU + Poyus+

12Pw x u+ Plus - Vug + 02(U - Vug + bV (0] — 03) + PV® =0

et
U]t:(l =0

Donc de maniére analogue a (3.31), on obtient

MH\EUHLH liUN < o(lluzl%s + oIz llua 2T 1o+

oL+ ol3at + sl Tt + NuallZn + sl uzl + 9ol 2 | Oie | ] 1PIIZ:
(3.35)

En adjoignant (3.35) & (3.34), on obtient

L up UG+ /O (U1t < ofFy +Toa(®))t sup UG )5+

a(t) o<r<t <ri<t
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¢
Fe(t(+ 72+ 7+ q(t)) + RRVDm(Y) [: |U|Badt
1l est évident que pour un t > 0 assez petit on a
U1 ce 0,22 + 10300,y < KU N Ze0 0,22 + 10N oo 5,81)

avec K < 1. ce qui prouve 'unicité de la solution. U
) qui p
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Chapitre 4

Etude de la solution globale

Nous allons démontrer I'existence, 'unicité et la stabilité asymptotique
de la solution globale pour 1 < 7y < 2 avec les données initiales suffisamment

petites. Pour énoncer ce résultat, on introduit la densité en équilibre

W o -1
2eg(x) = (C — )7 ()77, (4.1)
q h7
o C est un constante telle que
;g{fﬁ2 OegfZ) =75 > b (4.2)
On remarque que g, vérifie
hV 0eq = —0e4V®. (4.3)

Le théoréme suivant prouve V’existence et "unicité de la solution globale de

notre systeme.

Théoréme 2 On suppose que 1 <y < 2 Alors il existe un nombre § > 0 tel

que, siug € H2(Q) et si up vérifie les conditions (2.10)-(2.11) et

luolld + ll(e — eeo) 2 <6,
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alors le probléme (2.7)-(2.11) admet, dans tout intervalle de temps [0; o0,

une solution et une seule dans la classe
u € L0, 00; H3(Q)) N L>(0, o0; H*()),
dyu € L*(0,00; H*(2)) N L(0, 00; L*()),
0 € L=(0, 00; H*(Q2)),
et la solution (u, p) tend vers (0, geq) pour t — co avec

[l Ol + 1v/eq@su(, )5 + ol t)eeqllre < ce™, €0 > 0.

4.1 Estimation préliminaire

Pour démontrer la stabilité asymptotique de 'état d’équilibre, nous avons
besoin d’estimer I’écart de la densité ¢ de la densité en équilibre g.,. Nous

posons donc

q(l’,t) == Q(xyt) - Qeq(x>t)- (44)

Or, pour les raisonnements qui nous conduiront & la démonstration du théo-

réme 1, il nous convient de considérer la fonction Q(x,t) définie par
Qx,t) = o(x,t)"™" — ol )" (4.5)

I1 est évident que, si ¢ — ¢4 €St petit, g peut étre estimée par ¢ et vice-versa.

Pour préciser ces relations, on considére par exemple la condition
1.
up [q(, )| = 5up |0(,t) — 0eq(&, )] < 5 M0 e (46)

(voir(4.2)).On voit aisément que, si la condition (4.6) est vérifiée et si ||g|lwy <

1 avec une constante 7, alors il existe une constante C;, = Cy(m, p,n) telle que
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1Qllwy < Chllgllwye, ou Wyt = W;{(Q) est l'espace de Sobolev de fonction &
puissance p sommables avec ses dérivée d’ordre < m. De maniére analogue,
si la condition (4.6) est vérifiée et si ||Qllwyx < 7, alors il existe une constante
Cy = Cy(m;p;n) telle que ||gllwy. En particulier, & I’aide aussi de 'immer-
sion de Sobolev et de la théorie des équations elliptiques, on voit que, si (4.6)

est vérifiée, il existe une constante R, telle que

lallze < cll@llz> < Ri(IVQlz2 + 1AQ]z2)- (4.7)

De maniére analogue, on voit sans difficulté que, si (4.6) est vérifiée, il existe

une constante Ry telle que

IVallze < c(lQllze + IVQIIze) < Re(IIVQIlz2 + [AQ] 22)- (4.8)

En outre, par des considérations analogues on constate que, si (4.6) est véri-

fiée, alors il existe une constante R telle que

6" = oz < clQllz= < Ra([VQlz2 + |AQ]|22)- (4.9)

La défnition (4.5) de la fonction Q(z,t) nous permet de déduire de (4.1) (ou
de (4.3)) la relation

h hry
WG+ V8 = V(0" — dyt) = eV e (4.10)

D’autre part, en tenant compte des relations

ry

y—1
8Q =00 — 0l ) = ol vQ =

Vo — Vol

eq

v
0%

en multipliant I’équation (2.1) par g;},, on obtient

8Q+VQ-u+ Vol t-u=—(y- 1) 'V - .
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Donc, en appliquant les opérateurs V et A & cette équation, on obtient
—(y= 1" 'V(V-u) =8VQ +V(VQ-u) + V(VQZQ_1 cu)+F

+ (7= YVQ(V - u) + (v = )V (V- w), (4.11)
1
v—1
FAQ(V-u) +2VQ - V(V-u) + Agl (V- u) + 2Vt -V(V-u) (412)

~g"V - (Au) =

q

1 1
A —A(VQ - e N T 5
O Q+7_1A( Q u)+7_1A( 0L - u)+

Les équations (4.10)-(4.11) seront utilisées dans démonstration de théoréme
2.

Pour ce qui concerne les estimations de la vitesse u, on a la norme H L)

. 3
lull g = (w, Wk,  (u0)m ZM/ z 8mjuk6$jvkdx+)\/(V-u)(V-v)dx.
Q . Q
4,k=1
(4.13)
On rappelle que, si u,v € H*(Q) satisfont aux conditions (2.10) et (2.11),

alors on a

/(—uAu — AV(V - w)) - vdx = (4, v) g1, (4.14)
0

(voir (3.7)).
En outre, pour les fonctions satisfaisant aux conditions (2.10) et (2.11) la
norme || - || 71 est équivalente & la norme usuelle de H HQ), c’est-a-dire, il y a

une constante positive k telle que
1 =
Flulla < flullm < Elullm (4.15)

Pourvu que u et v satisfassent aux conditions (2.10) et (2.11) (naturellement

la condition (2.11) pour les dérivées perd le sens dans H', ce qui ne géne

évidemment pas I'affirmation (4.15)).
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4.2 Estimations a priori de la vitesse.

Dans cette section, on va établir des estimations a priori de la vitesse u.

Lemme 4.2.1 Si (u, o) est la solution du probléme (2.7)-(2.11) , on a

d
3 (St + [0+ o) + 1wl =0, (010
11(g) = (= (¢’ — &)~ + 1) (4.17)

Démonstration 4.2.1 Si on multiplie 'équation (2.2) par u et l'intégre sur

(), alors, en utilisant (4.14) et la relation

o 20 20y — & 20y —
/antu wig = 2dt/g@[u} dx 2/93thul iy ==

1d 1

1 i [ (o= b8 [ o [ sl ol
= 2dt/ﬂ@|ui dx+2/§2|ul V- (ou)de = 5 QQM dx qu{(u V)udz

on obtient I'égalité (4.16). Les détails de la démonstration seront exposés

dans le chapitre 5 U

Lemme 4.2.2 Si (u, o) est la solution du probleme (2.7)-(2.11) , on a

C%H‘U»H?-ﬁ + a0l < cllelle= (V@I + [ Vullz2 (1 + | VullZ2 + | Aullzz)).
(4.18)

Démonstration 4.2.2 En multipliant (2.2) par dyu et en l'intégrant sur

0, on a, compte tenu de (4.10),

1d
Iv/00ul3> + Q%HUH%Q =

hry

= -—/ g(u-V}u-@tudx—2/ ow X u - Oyudr — 1/QVQ'8t’LLd1'.
Q Q

0 i
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On remarque que pour les termes du second membre de cette égalité on a

- [ otu Vyu- s < GvEdl + ol IVl Vul + ) Sul),

1
~2 [ wu- duuds < Glvadls + clel= Vulfs
Q

__ﬁl oVQ - dyudx < é\\\/ﬁﬁﬂdliz i3 C”QHLWHVQH?L?'

¥=1Jn
En adjoignant ces inégalités, on obtient (4.18).0]

Lemme 4.2.3 Si (u, 0) est la solution du probléme (2.7)-(2.11) , on a

%H\/@@M)iz + 10ulf < el + HelTh + HelZD N VullZa+

tellolzo I Vulli: 14+ VullFa | AulZz)+elloll e (| Vullzo+ | AulZ:) | /@Bl 2 --
(4.19)

Démonstration 4.2.3 Comme on a

) 1
Oi(00ru) = /00 (/00su) — §(V - (ou))0u,
si on différentie les deux membres de (2.2) par rapport a ¢, on obtient
- 1
V00, (0yu) — §(V - (ou))Oyu + Bpo(u - Vu + (0w - Viu + p(u - V)oru+

—pABu — AV (V - ) + 20;0w X u + 20w X O = 0,0VE — hVO0".

En multipliant les deux membres de cette égalité par O,u et en l'intégrant

sur 2 on a

1d
VBl + 10wl = =2 [ D x u- O

— [ Owolu- Vu- wudr — / o(Ou - Vu - Opudx — / o(u - V)0 - Oyudx
Q Q

Q
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2

— / 0oV P - Qpudx — h / Voo™ - Opudx (4.20)
Q Q

Pour déduire de (4.20) I'inégalité {4.19), on remarque que

1 2 4
=2 < Gl tellel i<l Vullzs,

/ Orow X u - Opudzx
Q

/ ou - V(Oow X u - Gyu)dz
Q

<

/Qatg(u-V)u-é’tudxj = ‘/ﬂ ou - V{{(u- Vu- dpu)dx

< SSl0wls + cleliIVulis(17uls + [Vuls),

< % ”&u”%ﬂ +C” Qﬂiw(ﬂ\’/’uﬂia ‘H‘VUH%Q) H \/Eatu’niz %

/ o(Opu - Vu - Gyudx
0

’ / ol V)deu - Beudz| < = Oeull el ol (1 V0l Vi) Iy Bl
Q
/Qﬁté?V@.ﬁtudx = /QQu~V(V<I>.8tu)dx < i%“atu“%1+c\\g"%°°HVU’“%?*

h = hvy

/ V0" - Opudx
Q

/Q 0" NV - (eu)}(V - Bu)dx| <

En adjoignant ces inégalités & (4.20), on obtient (4.19).00

Lemme 4.2.4 Si (u, 0) est la solution du probléeme (2.7)-(2.11) , on a

1Auf|zz < cllol|Ea llv/@0eull 2+

+ellellz= (| Vullzz + 1VQllz2 + I VulZz + llellz=lVulze) <

< ¢lellzeo (| Veell 2+ 10l g + 1 VQIl 2+ VullZ2 +llell o= Vullz2))- (4.21)
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Démonstration 4.2.4 Comme on le sait par la théorie des équations

elliptiques, il existe une constante c; telle que

|Aulz < erllpAu+ AV(Y - )]|z2.

D’autre part, il résulte immédiatement de (2.2) et de (4.10) que
luAu -+ AV(V )|z < [|eBeulzz + flo(u V)ullze + 120w x ull 2 + Rl eV QI .
Puisqu’on a

lo(u Vullzz < llollz (17022 + [Vull 51 A0l 22)
on en déduit (4.21).[]
Lemme 4.2.5 Si (v, 0) est la solution du probleme (2.7)-(2.11) , on a

lAulzs < cllollz= (Va2 + 1Bl z + V@l + 1AQU e+

HIVulZa + [Vl 32 el 221 v/e0eul 35"+

IVl ol A (IVulls + IV QIS + IVull3s + llelie IVul ). (4.22)

Démonstration 4.2.5 D’une maniére analogue au Lemme4.2.4, grace a la

théorie des équations elliptiques on a
1Au] s < (|l 0Beullze + llo(u - Vullzs + 120w X ullzs + h[|oVQ]|12)-
Or, on a
lou- Vyulzs < llellz=(IVullZs + [ Vul3s 1Aul )

Donc, en y substituant la premiére expression qui majore ||Aul| 2> dans (4.21),

on obtient (4.22).
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4.3 Estimations a priori de la densité.

Dans cette section on va établir des estimations a priori de l'écart de
la densité o de la densité en équilibre g.,, écart exprimé par @ = o1 —
03, " Dans les inégalités qu'on obtient dans la suite, re, désigne infzeq 0eg()

comme dans (4.2).

Lemme 4.3.1 Si (u, 0) est la solution du probléme (2.7)-(2.11)et si la condi-
tion (4.6) est vérifice, alors, pour tout €1 > 0, il existe un nombre fini 551

déterminé par ¢, et tel que

h~yrY
L1vQIz + THIVQIE: < cullAuls +a1AQI:+

+e(1 + llellzk) + Ce)ll Vaullzz + cllell iz ol +

el ol 2L [ Vaul2e (| Vaull g2+ | Al 2) (| Vrl| - | Al o+ 07—l ) | VOl 2.
(4.23)

Démonstration 4.3.1  Si on multiplie les deux membres de I'équation

(2.2) par 51" ! (voir aussi (4.10)) et y substitue (4.11), alors on a

3 e =1 ply—1)

8tVQ+' 0'VQ =~ 0" Opu— 0" (u-V)u+ ;)

-1
)\ Q'*_lAu—Qz-/\——Q’waqu

—V(VQ-u) — V(Vel ! -u) — (v — YVQ(V -u) — (y = YVl (V- w).
En multipliant les deux membres de cette égalité par V@) et en les intégrant
sur (2, on obtient

2h
Livai + 2 [ givopae =52 [ (@ - a)ivaras

C2(y-1)

f 0"0u - VQdx — -2—@/—_—1) / 0" (u-V)u- VQdx+
A Q A Q
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2u{y —1 2 —1
+——M(L)\—)/QQAU'VQd$+A’YX—)/QQZQ—lAU'VQd:C+

—2(y—1) / (V- )|VQ|*dx — 2(y — 1) /(V w)Volr' - VQdx.  (4.24)
Q 0
Par 'intégration par parties on a
- 1
f > ur,80,Q0,,Qdx = — / (V- u)|VQ|dx,
@ jp=1 2Ja

ce qui entraine
-2 [ V(uVQ)- VQds < e(|Vulss + 1 Aulz) IV QI

D’autre part, il est facile de constater que

2hry

A 0L )IVQPdz < c|lo” — el llz=IIVQII32,
Q

}ZE“' IVOQIRa+ellolf 2 I Vel 22 (| Vel 2+ | Al 22),

_2v=1) L (V) VQdz <

A
Hy=1
A

Ay - 1)
)

hr} , 5
| o VQus < LTQU + clelH 1o
Q

hr? , ;
T 9QIs + el IVl

/Q”’wxu-Vng*g
Q

-
hrl,

L VQUR- + el Vuls,

—2 [ (V! u) - VQdzx <
Q

—2(y—1) /O(V -w)|VQPdr < || Vullz2 + | Aul ) [ VQIIZ2,

6

)
~2y-1) [ (V-0)Vel;" - VQdr < ZHIVQI + eIVl
Q
2~ —1
_nﬁ/\_g / QA - VQdz < c||Aul| ]| VQ]|2..
Q
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Quant a I'intégrale [, 07" Au- VQdz, en l'intégrant par parties, on a

/ ol Au - VQdz = / Zg (B x50, Qlls+
Q

jkl

3
- / Z (O ur)( w}gwl)akadr—f ZQCQ (Oz;ur)0z,; 0., Qdx,

Q]k::l Jk—

ot n; est la j-iéme composante de la normale extérieure sur Q, tandis que ds
est I’élément d’intégration sur la surface 992. Cette égalité, jointe au théoréme

de traces, nous permet d’obtenir I'inégalit

2_11'(3/__:_12 "/”lAu VQdfg < - eq HVQHLQ +&1 “A’L&] +°1]]AQ]]L2 +Cc1 ”VUHL2>

A 0
avec un nombre arbitraire €; > 0 et un nombre Cgl déterminé par ;. En

adjoignant ces inégalités a (4.24), on obtient (4.23).0]

Lemme 4.3.2 Si (u, 0) est la solution du probléme (2.7)-(2.11)et si la cond:-

tion (4.6) est vérifice, alors on a

hryrd,

d a2 )
s 72 3 5
ZIAQIE + T8 <

< o1+ Vel (IVelfe + |AulZ + l0wulF + [VQI72)+
+e(1+ Vel 7 ) UIVullZ: + | Aulz2) | AQY L2+

o[Vl + [ Aulz) (IVQIZ: +1AQIZ:) +ellg” — el = AQI 2. (4.25)

Démonstration 4.3.2 En appliquant 'opérateur (V-) aux deux membres

de (2.2) et en les multipliant par ¢”~*, on obtient

0" Vo -8u+ 0"V -0+ 0"V - (e(u- V)u) — (1 + NIV - Aut
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. '
120"V - (ow X u) + - w1 0" Vo - VQ FoTEAQ =0 (420

En substituant Pexpression de (4.12) dans (4.26), en le multipliant par AQ

et en I'intégrant sur () , on obtient

2h
IIAQ11L2+ ”A 0L,1AQPdr =
2h 3
- B0 (- aiaepds - 2= [ (9o dm)aqaes

200-1 [ ., 20y —1)
—— : B} AT — ===
B ) QQ (V- Ou)AQdx P A

-3 / (Afu- VQ)AQdx — 2 / Au- V- )AQdz+
Q Q

¢ HV - ((eu- V)u)AQdx+

_il_(fy ) Y=g, _— 2hy / -1 . ,
Y Qg V- (ow X u)AQdz A QQ (Vo-VQ)AQdx+

oy —1) / (V - )| AQ2dz — 4(y — 1) / VO - V(V - w)AQdz+
(y—1 / AGH (V- w)AQdz—4(y—1) / Ve V(V-u)AQds. (4.27)
D i wmalogses e Amanabregion M lemme L3I, 005
/Q (1- AVQ)AQdz = *% /Q (V - )| AQ[dz,
et donc a I’aide de la théorie des équations elliptiques on obtient
~2 ;(A(u - VQ)AQdx < (|| Vull 2 + | Aull ) (IVQIIZ2 + 1AQI172).

= D’autre part on parvient sans diffculté aux inégalités

___2117
& w4+ A Jg

(0" — 02)IAQPdx < cllo” — ol llz=IAQ] L2,

—&ZBLQV"I‘(V@&’&)AQ@< 1AQFa+cllel T IV el Zs 1 Bnul

hr)
p+ A T(w + )
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20— hr)
SJF )\) i 0" (V- 0u)AQdx < it )[iAQ||L2 + c|lo|| 3 Hatu”m’
_2(;74: r @7V (ev- Vw)AQds <

< cllolli= (lellz= + ”V‘QHL“)(HVUHLL + | Aufi72) 1 AQ 12,
9 / Alu- Vgl )AQdz <

4{vy —1
_%ﬁl /Q 0"V - (ow x W)AQdx <

( - A) <[ AQI: + cllVullZ> + [ AullZ2),

"
<
=7 M)
iy hrl,
_ 2y [ o L(Ve-VQ)AQdx < T /\)

A+ A
27~ 1) [ (V- 0IAQPds < eI Vulss + 18ul2)IAGIE:,

1AQI72 + cllell 7 (lolZ= + [Vellza) I Vullz,

JAQI T2 +c(1+]lel 7= IV allz) I V@QIIZ,

4(y—1) / VO V(Y - w)AQdr < o Aullus(IVQIE: + [AQIE),

9y 1) / A (V - u)AQd < 1AQ2: + ¢ Vul2a,

— T +)\)

(e + )

En adjoignant ces inégalités & (4.27) et en tenant compte de la relation

llollze < e(l+ | Veo|r4), on obtient (4.25).0

4y —1) /Q Ve V(V - w)AQdx < JAQI: + cl| Aull2=.

4.4 Démonstration du théoréme 2.

On considére Pexpression introduite dans (4.17)

(e"—0)—o+1).

1
I(e) = h(7~1
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comme fonction de g = g — 0.4, de sorte qu’elle peut étre écrite dans la forme

I{g) = H(&QH (eﬁq l)q +h; Qq 5

oil g est une valeur comprise entre g, et g. D’autre part, on déduit de (4.1)

que
h Y
P(z)=C — ;%Qeq(x)/ L,
Donc on a
) hry hy ¢*
[(0) + 0® = M{geq) + 0cg® + (C — ———l)q o
comme [, gdv = [,,(0 — 0e)dx = 0, il s’ensuit que
hyd [ ¢
/(H(g) + 0®)dx = 3 & = ——=dz,
ce qui nous permet de présenter (4.16) dans la forme
d (1 hy [ ¢
& (Givaue+ 3 [ o) =0 @29

Maintenant, on suppose que la condition (4.6) est vérifiée. Alors, en rem-
placant [|¢ — Oegllzoe, IV (e — 0cq)llze €t lo” — 0Z; ||z par les expressions de
(4.7)-(4.9) dans des inégalités (4.18), (4.19), (4.21), (4.22), (4.23) et (4.29) et

en tenant compte de la relation ||Vu| 2 < ¢ljull 7 (voir (4.15)), on obtient
L, + IvBBlEs < Collully, + V@I )+
+C5(IVQlIz2 + [AQ 2)(lull: + IVQIZ2)+
+ Ch(1+ IVQliz2 + I1AQNz2) (1l g« + NullF: 1 AulZ2), (4.29)
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L v@lis + ol <
< Gilullys + IV @I + I1AQIE: + VI + 1AQI ul+
FCH(LH V@I + NAQUE) (a1 + ks + AulEa)) +

+ [lvedeul| 2> (lullf: + [Aulz2)), (4.30)

1Au]3s < Ca(llullf + l0ulf: +1VQIL2)+
+CL(IVQIT: + 1AQUE) (luliFn + IBeullF + IVQIZ=)+

+CL(1+ |VQIIZ2 + 1AQIZ2) (lull g + IlullF) (4.31)

1Aul|2: < Cs(llully + 10l + IVQIZ: + 1AQIZ)+

+CLIVQIZ: + 18QNE) (ul + 18l + IVQIT: + 1AQ1T)+

+CL A+ IVQU+ 1AQNE) lull L (a0l 35+ IVQIZE) +lullfn + ).
(4.32)
2 19QI2+ I VQIR: < erllAulat | AQUE+Ce i+ Collflys +

+Cq([[ull g1 + 1 Aullz2 + IVQl 22 + 1AQN2) IV 22+

+C4(IVQITE + 1AQIT) (Null + 19l )+
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+ Co(L+ [IVQIT + 1AQU el (el g + | Al o), (4.33)

hryry, :
L1AQI: + T 2IAQIR: < Crllullys + I1Auls + |0l + IVQIE:)+
FCHIVQIE: + IAQIE (lulis + 1 Aul: + [0l + IVQIEa)+
HCY(L+ [VQlze -+ 1AQN) s + 1AulE) 1AQ 2+

+C(llul g+ 1Al ) (IVQIZ: +IAQIZ) + CH(I VIl 12 + [ AQ 12) 1AQ 72
(4.34)

Dans (4.33) &; est une constante suffisamment petite qu’on va choisir conve-
nablement, tandis que C., est une constante qui sera déterminée par €.

Maintenant en choisissant les constantes A;, i = 1,- - -, 7 de la maniére

suivante :
A5 - A2 - 1,
w+ A
"y ( + S)h’}”fgq s
Ay =2+ A:Co
A
Ag= (1 + A7C; + Cs + AyCy + Cz)—T,
hyréq
oL
1 — AG)

A3 =1 + A/\7C7 + A,g;C@ + 05 + A4C4,

Al — 1 -+ AyC’] -+ /\ﬁcﬂ “%’ 05 + A4C4 + A303 + 02
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on multiplie les deux membres des inégalités (4.28)-(4.34) par les constantes

Ay, -+, A7 et les adjoint. Alors on obtient I'inégalité
d kee) .
SL(t)+D() < DY) Z e (L), (4.35)
ou
1 h ?
£y = A (Glvaulis + 5 [ SEode) + Aaluller
2 2 Jo o7
+ Asllv/edwullz: + As|VQIIZ: + A7 AQIIL:, (4.36)
D(t) = l[ully: + | v/e0kull 32 + 10l + [ AullFa + | AulZa+IVQIZ +HIAQUE:,
(4.37)
tandis que c; et v; sont des constantes positives.
Puisque v; > 0 pour j = 1,--- ,m, il est évident que
z Cjﬁvj = O,
7=l
donc il existe une constante suffisamment petite § > 0 telle que
mn 1
L{t) Lo (L(t)" < -
(1) < =>j2=;c,(£< )Y <5
Cette relation, jointe a (4.35), implique que, si £(t) <4, alors on a
d
%ﬁ(t) +D(t) <0. (4.38)

On rappelle que, en vertu du théoréme 1 , si L(t1) < ¢ < 00, alors il existe
un nombre T} = T(c) > 0 déterminé par c et tel que le systéme d’équations
(2.2)-(2.1) avec la condition initiale (u(-,t1); o(,t1)) pour t = t; et avec les
conditions aux limites (2.10) et (2.11) admette, dans l'intervalle de temps

[t1,t1 + T3], une solution (u, ) et une seule telle que
L)€ L®(ty,t1+T1), D€Lt t1+T)
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Donc on déduit de (4.38) que, si
L(0) <4, (4.39)
alors on a
L) <5, V>0

et donc il existe une solution (u, ¢) et une seule du probléme (2.7)-(2.10),
(2.11) pour tout ¢t > 0. Le terme |\/g0;u|z2 pour t = 0 dans l'expression
L£(0) de (4.39) est a considérer comme ||/, [O:ulol| L2 avec

1
[Orut)o = —Q—(,uAu(; + AV(Vug)) — 2w X ug — (ug - V)ug — hyol >V — V.
0

D’autre part, on voit aisément que, si £(¢) < 9, il existe une constante ¢/
telle que
Iveulz: < Cllulf-
En outre, comme ¢ = ¢ — Qg €t que ¢ est une valeur comprise entre g et

Ocqs S1 L(t) < d,0n a

2
2 [ Fmda < ClQIE < IVAIE,

avec une constante C.
Cela étant, il est aisé de déduire de (4.36)-(4.37) qu’il y a une constante
k telle que
L(t) < kD),
pourvu que £(t) < 8. Par conséquent, si les données initiales vériffient (4.39),

alors on a
1
L(t) +eoL(t) <0, &= o> 0
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d’ou il résulte que

Le théoréme est démontré.

L(t) < L(0)e™™".

O
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Chapitre 5

Question de la stabilité -
Conclusion

Comme nous I’avons vu dans la démonstartion de la théoréme 2, en par-
ticulier dans le raisonnement qui conduit & (4.38) & partir du choix de A,
..., A; et de Dinigalité (4.35), D'égalité (4.16) joue le réle central dans la
convergence de la solution vers 'état de I'équilibre. Pour cette raison nous
examinons en détails ce qui ’égalité (4.16) signéfie. Pour comprendre I’égalité
(4.16) il est outil de rappeler ce que signéfie chaque terme de cette égalité.
Plus présésement

— |l\/oul|3. représente I'énergie cénitique de mouvement de gaz,

— TI(p) I'énergie potentielle due a la préssion,

— o® Pénergie potentielle due a la force gravitationnelle,

~ |lull%, la perte de I'énergie due a la viscosité.

Dauns la suite nous présentant les détails de la démonstration du lemme 4.2.1
Lemme 4.2.1 Si (u, 0) est la solution du probléme (2.7)-(2.11) , on a
d (1 2 2 =
& (et + [ @00+ o) i =0. G

©
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o

11(g) = (="~ )~ + ) 52

Démonstration On remarque d’abord que
wXxu-u=0.
D’autre part, comme on a
"(g) = hye"™2 = oll"(0) = hye"™,
d’aprés 1'équation de conservation de la masse on a
o+ V- (eu) =0,
on multiplier cette équation par I'(g) et I'intégre sur Q

/Q (0)(Bho + ¥ - (o))

= [ W0 + [ @Y - (euda

= jt I{o)dx — h /VQ"* udx.

On a en outre

d
—/ gV@-uda::]@V-(Qu)dxz—/éﬁtgdxz———/ o®dx.
Q Q Q dt Jo

On 2 aussi la relation

1d [ o, 1 27 _
/antu “d%g‘/ olul“dx zfgﬁtglui iy =

1d

— 35 [ eluias 5 [ 1Y - (s =
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_1d

=30 [ duPda— [ oultu- Ve

On multiplie I'équation (2.7) par u et 'intégre sur Q, alors, en utilisant

(4.14)

/Q&fu-udaH-/ Qu-Vu-ud:v—/;LAu-'udx—/ AV(V-u)-udx—F/ 20w X u-ud
Q Q Q Q Q

———/—hVQ“’-udx—/QV(I%udx
Q Q

ce qui implique

;i / olul*dz— f oul(u-V)uldz+ / ou-Vu-ut f (—pAu—AV(V-1))-uddz
Q Q

= Z?;E / (Q)derg- / o®dr = — / (Il(e) + 0®)dx,

donce
( Iveulze + / (H(Q)+Q‘I>)dr> + lul% = 0.

De plus si on intégre (4.28) sur [0,?] on obtient :

[ (v + oo+ myar) e+ [l

- (Bivate. oyl + [ (et + olt,2)8)dr ) =

- (GIvanlts + [ ) + e )ic) - [

ca signéfie que ’énergie cénitique totale est égale a I'énergie cénitique initial

donc

moins la perte de I'énergie.
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