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Introduction

De nombreux problémes physiques se rameénent & la résolution d’une équation dans laquelle
intervient le laplacien A. Citons quelques exemples :

1. En électromagnétisme, ’équation donnant le potentiel électrostatique V créé par une dis-
tribution volumique de charge p est AV = fo-, ol &g est la permittivité du vide (Eq. de poisson).

2. En thermodynamique, I’équation donnant la distribution de la température 7' dans un
solide, en régime stationnaire, est AT = 0 (Eq. de la chaleur).

3. Toujours en thermodynamique, I’équation donnant la diffusion des molécules dans
un fluide en régime stationnaire est Ac = 0, ol ¢ est la concentration des ces molécules
(deuxieme loi de Fick).

4. I’équation des ondes Au — Elgutt = ( apparait en électromagnétisme, ou en acoustique.
L’opérateur laplacien apparait donc dans des domaines variés de la physique,et la résolution
d’une équation comportant un laplacien est en général assez difficile.

Le but de ce memoire est de présenter quelques propriétés du laplacien qui sont utiles pour
résoudre certains problémes physique. On étudiera en premier lieu ’équation Au = 0 avec
des conditions aux limites particuliéres, appelées conditions de Dirichlet. On verra que les
fonctions solutions d’un tel type de probléeme ont des propriétés surprenantes.Ensuite, on
se focalisera plus particuliérement sur la distribution asymptotique des valeurs propres du
laplacien sur un domaine connexe borné ayant une frontiére de classe C'. Ceci a un intéret
en physique des ondes, et plus particuliérement en acoustique. On étudiera a cet effet un cas

simple, qui est celui dun domaine rectangulaire de R2, pour ensuite étendre les résultats.



Chapitre 1

Fonctions Harmoniques

L’objectif de cette partie est d’étudier quelques propriétés des solutions de ’équation
Au = 0, d’'introduire la notion de probléme de Dirichlet, et démontrer ’existence et 'unicité
de la solution & ce type de probléme sous certaines hypothéses. On munit R? de la norme
euclidienne]|. ||, et on note d (z, y) = ||z — y||2.

Pour plus d'informations, se reporter 4 [1].

1.1 Premiers résultats

Commengons par définir notre cadre de travail :

Définition 1.1.1.

Soient U un ouvert de R2, et u : U — R une fonction de classe C2.

Si Au =0 sur U, alors u est dite harmonique sur U.

Exemples :

1. La fonction u définie par u (z, y) = 22 — y? est harmonique sur U = R2.

2. La fonction u définie par u(z, y) =1In ( \/x2+ y2) est harmonique sur U = (R*)*.

Dans toute la suite de ce chapitre, on note O un ouvert connexe borné non vide de R2.

Il est clair que I'ensemble des fonctions harmoniques sur O est un R—espace vectoriel. On
définit ensuite ce qu’est un probléme de Dirichlet :

Soit f une aplication continue sur Fr (O). Le probléme de Dirichlet consiste 3 trouver une

fonetion harmonique u continue sur O telle que :
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An=0 sur O
u=f sur Fr(0).

Un exemple de probléme de Dirichlet concret est la détermination de la température & 1'in-

térieur d’un corps, connaissant la température & Uinterface entre ce corps et lair ambiant.

/////

Théorémel.1.2. (Théoréme du minimum et du maximum)

Soit v une application harmonique sur O et continue sur O. Alors, on a :

V(z, y) € 0, inf u<u(z,y) < sup u.
(z, y) i, (z,9) Sup

Autrement dit, sur O, v ne peut prendre de valeurs plus grandes que son maximum sur

Fr (O) et plus petites que son minimum sur Fr (O).

Démonstration :

Notons m = sup u, et supposons que u prenne en un point de O une valeur strictement plus
Fr(O)
grande que m. Alors M = supu > m, et maximum est atteint en un certain point P < O.

0
On déplace 'origine du repére jusqu’en P, ce qui ne change rien quant & I"harmonicité de u.
P 2 )

On concidére alors Paplication v : O — R? Définie par :

2d?

V(z, y) €0, v(z, y) = u(z, y) + —mr (& +17),

ou d est le diametre de O pour la norme euclidienne. Alors

v(0, 0) =u(0, 0) = M, d’autre part, on a :

M—m_M—}—m
5 3

donc v atteint son maximum en un point de O. Pourtant, on a, sur O :

V(z, y) € Fr(0),v(z, y) <m+ < M,

M—-—m M—-m
Av(z, y) = Au(z, y)+2 = =) = >0,
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mais une fonction atteignant son maximum en un point ne peut avoir aucune de ses dérivees
partielles strictement positive en ce point, d’oul la contradiction recherchée.

Pour prouver 'assertion sur le minimum, on refait la démonstration avec la fonction —1u.
Une application harmonique a donc un comportement trés particulier sur Q. On déduit de

ce théoréme 'unicité de la solution au probléme de Dirichlet :

Corollaire 1.1.3.
Il y a unicité de la solution au probléme de Dirichlet.

Démonstration :

Si u; et uy sont solutions d’un méme probléme de Dirichlet, alors on a u; —uy = 0 sur Fr (0).

Le théoréme précédent implique

V(CE, y)eoa 05'&1(3?, y)—UQ(LU, y)SO

Soit :
V(J:) y) = 07?1,1 ("E7 y) = Uz (.’L’, y)

Pour finir ce paragraphe, démontrons un lemme qui sera trés utile pour la suite :

Lemme 1.1.4.

Soit (u,) une suite d’applications harmoniques sur O et continues sur Fr (O) . Si la suite (u,,)
converge uniformément sur Fr (0), alors elle converge uniformément sur O.
Démonstration :

Soit &€ > 0. Appliquons le critére de Cauchy uniforme a la suite (u,,) :

IN eN,Vp,geN,p,g> N=V(z, y) € Fr(0) | uy(z, y) —uy(z, y) |<e

ce qui prouve que la suite (u,) converge uniformément sur O.
Ces quelques propriétés vont nous pérmettre de montrer I'existence d’une solution au pro-
bléme de Dirichlet pour un disque, le but étant ensuite de généraliser ceci & un ouvert connexe

borné possédant certaines propriétés topologiques.
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1.2 Solution du probléme de Dirichlet pour un disque

Soit f = f (s) une fonction continue sur le bord d’un disque de centre A et de rayon 1, ou s
désigne I’abscisse curviligne d'un point du cercle mesurée & partir d'un certain point A/ du
cercle. On suppose que f (0) = f(27). Le but est de construire une fonction u continue sur
le disque fermé, harmonique sur l'intérieur du disque et égale & f sur le bord de disque.On
fait alors un changement d’origine et d’axes, de sorte que la nouvelle origine soit le centre du
cercle, et que 'axe des z passe par le point s = 0. On passe alors en coordonnées polaires
(r, 8) ,en prenant comme pole notre nouvelle origine, et comme axe polaire le nouvel axe des
x. L’équation du cercle est alors r = 1, et on peut écrire f (s) = f(0). Aprés ces quelques

simplifications nous pouvons commoncer a résoudre le probléme.
1.2.1 Reésolution du probléme
On procéde par analyse-syntheése.

Analyse :

Supposons que f soit continue et de classe C* par morceaux (nous montrerons plus tard que
cette hypothése est inutile).

En coordonnées polaires, I'équation Au = 0 devient :

1 1
Ust + —Uy + —Ugp = 0 (1, 1)
T T

Cherchons une solution de cette équation sous la forme u (r, ) = v (r) w ().

En replagant dans (1. 1), on obtient :

v (r)w(8) + =0

v'(r)w(h) n v(r)w"(6)

r2

soit :



1.2 Solution du probléme de Dirichlet pour un disque 7

! -2 "
TN " ) P
| o) w(f)
indépcn?i'ant de 6 indépendaunt de r

11 s’agit de discuter les valeurs possibles de .

En écrivant que w" 4+ Aw = 0,et que w(0) = w(27), on constate que w est 27-périodique, et
donc que A =n?, n € N. On a alors w(f) = a, cos (nf) + b, sin (nf) , a,, b, € R.

On a ainsi 720" (r) + 70'(r) — n2v(r) = 0.

Cette équation est linéaire homogene du second ordre, donc ’ensemble de ses solutions est
un espace vectoriel de dimension 2. On constate qu’elle admet les deux solutions linéairement
indépendantes r» —— 7™ et r — r~". Mais puisque r — 7" est discontinue en r = 0, on

en déduit que les solutions de (1. 1) continues sur D (A, 1) sont de la forme :

un (r, 0) =" [a, cos (n) + b, sin (nd)]

Dans le cas n = 0, on obtient la solution ug (r, §) = constante qu’on choisit de noter %..

Considérons maintenant la fonction

+00
wlr; 8) = %9 + Z ™ [a,, cos (n@) + by, sin (n)]
n=1

Si les suites (a,) et (b,) sont bornées par un certain réel M, alors on a :

¥ +m
lu(r, 8)] < —%{ ey ZQM'T’” Vr,6 € [0, 1] x [0, 27]
n=1

ce qui montre que u (r, ) est bien définie sur D (A4, 1). Si on se donne de plus r < 1, et un

réel ry tel que r < r; < 1, alors on a
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7 +o0
w )=S0 = |3 w0
- k=n+1

< 3wl 0)

k=n-+1
+oo
< ) oMl
k=n-+1

T
Donc la série  uy (7, ) converge uniformément vers u (r, ) sur D (A, ).
k=0

Les u, étant des fonctions continues sur ce disque, u est continue sur D (A, r1), donc sur

D (A, r) pour tout » < 1. En faisant tendre r vers 1, on obtient que u est continue sur

D(4, 1).

On montre de méme que u est de classe C* sur D (A4, 1), sachant que " = o (1 / n"’) pour

tout entier k > 0 et tout r < 1.

On peut donc dériver terme & terme la fonction u, et on remarque alors que u est harmonique

sur D (A, 1).
De plus, on a

+o0
a(l, )= % + Z " [a, cos () + b, sin (nd)]

=1
Synthése :

Si on prend alors
1 27 1 27 i 27 ‘

o=~ [ S, = - | Fw)cos (i)t b= = [ () sin )
TJo TJo mJo

C’est-a-dire les coefficients de Fourier de f, on a

u(1,6) = 1 (6)

et les suites (a,) et (b,) sont clairement bornées.

Il ne reste qu’a vérifier que u, définie de cette maniére, est continue sur D (A,1). On a :
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aol
Ju(1, £—2~+Zlanf+lbl

=l
et cette somme converge car f est continue et de classe C' par morceaux.

La série

+o00
(r, §) = % + z ™ [a, cos (nf) + by, sin (nd)]

=l
avec a, et by, les coefficients de Fourier de f est donc harmonique sur D(A, 1), continue sur
D (A, 1) et égale & f sur C (A, 1) : u est la solution du probléme de Dirichlet considéreé.

1.2.2 Une autre expression

Apartir de I'expression de u obtenue au paragraphe précédent, il est possible d’exprimer u
sous forme d’une intégrale.

Soit r < 1, 0on a :

u(r, 0) = =+ r"[a,cos (nh) + by sin (nd)]

7l’ +00 .
- = 02 f(?b)dz/.;-k;,«n[% 02 (@) cos (ny) cos (nh) dip

1 2w

£ () sin (n4) sin (nf) dy]

soit, avec cos (ny) cos (nf) + sin (ny) sin (nf) = cos (n (¢ — 9)),

sr) = [ ww+zr[/‘wwwmwmm4

Oron a:

£ 22 sup_ f@)lr"

n=1 1/)6[0

S E jwf(«,b) cos (n (4 — 6)) dw}
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par inégalité de la moyenne, donc on peut appliquer le théoréme de Beppo-Levi : On &

. ul(r,0) = %/O " [ +QZT"COS (n(y— ))J

fi==1.

Par ailleurs :

=] =1

o +oo
B 142 Z ™ cos (n (’@Z} — 6)) = 1=2 Re (Z rh expi""'(w"e)>

- i(1p—6)
B T eXp
= 1+2Re (————1 = Texpi(”"e))
B Et, en multipliant numérateur et dénominateur de la fraction par le conjugué du dénomina-
teur :
- rexp'®-9 7 expi(¥=0) _y2
1 —rexpi®9 1 —2rcos(¢p — ) + 72
- d’oil :
oo 2
rcos(¢p—0)—r
] 1 —-0) = 1+2
+2%r cos ) T 1 —2rcos (¢ —6) +r?
- _ 1—2rcos(p—0) + 7%+ 2rcos (¢ — 6) — 2r°
B 1—2rcos (1) — ) +r2
soit

1 —r2
1+22r cos (n (v —0)) = 1—2rcos(yp—0)+r?

Finalement, on a

1=
' d
- L UL / fw 1—2rcos(¢—9)+7~2 v
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intégrale qui est aussi appelée intégrale de Poisson.

Si le cercle n’est pas de rayon 1, mais de rayon R, I'intégrale devient :

27R Rz .

1 r’
Vr < R U,(T,a):— f(S) R2—2TRCUS('%"B)+T2

27R J, -

¥
(on remplace r par i et la variable d’intégration devient s = Ra)).

1.2.3 Des hypothéses moins fortes

Pour finir la discussion sur la résolution du probléme de Dirichlet pour un cercle, cn va
montrer que ’hypothése " f de classe Clpar morceaux" est inutile.

Supposons que f est continue, sans autre hypothése de régularité. Remarquons que 'appli-
cation

RZ _ ,,.2

hsl(s, 7, 0 "
sy ¥ )}-_)Rz%—r?—Qchos(%—H)

est de classe U™ en chacune des trois variables, Y (s, 7, 6) € [0, 2nR] x [0, R] x [0, 2x].

Donc, en notant comme précédemment

RZ _ 7,2
d.
2 — 2rRcos (% — 9) + 72 s

) 1 2nR
Yr < R u(r,@)zﬁ/ f(s)R
1t Jo

u est de classe C™, car 'intégration se fait sur un compact.
On a par ailleurs Ah = 0 (par un calcul fastidieux qui ne sera pas détaillé ici), ce qui implique
Au = 0. Done u est harmonique sur D (A, R).Montrons maintenant que la fonction 4 définie
par :

u(r, 6) gir< R

(r, B) =
f(RO) gir=0

est continue sur le disque fermé D (4, 1).
Par un théoréme de Stone-Weierstrass, puisque f est continue, soit (f,) une suite de poly-

noémes convergente vers f sur C(A, 1). Alors la suite de fonctions
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R2__7,2
7"(9-——— -y ds,
/ Jal — 2rR cos (}%—‘9)-%7"2 .

vérifie toutes les propriétés établies en 1.2.1, puisque les (f,,) sont de classe C. En particulier,
on a u, (R, ) = f,(R0), donc la suite (u,) converge uniformément sur le bord du disque.
Puisque les (u,) sont harmonique sur D (A, 1), par le lemme 1.1.4, la suite (u,) converge
uniformément sur le disque fermé, ce qui implique que % = nl}glo u,, est continue sur le disque

fermé, en tant que limite uniforme de fonctions continues.

1.2.4 Propriétés des fonctions harmoniques

dans cette section, nous allons montrer quelques résultats utiles sur les fonctions harmoniques.

Les preuves de toutes ces propriétés sont basées sur le fait que toute application harmonique

est représentable sous la forme d’une intégrale de Poisson.

Théoréme 1.2.1.(“Moyenne arithemétique”)

Soit D un disque ouvert de R%. Supposons u harmonique sur D et continue sur D.

Alors la valeur de u au centre de D est égale & la moyenne des valeurs de u sur Fr(D).

Démonstration :

On déplace 'origine du repére au centre du disque, et on écrit u sous la forme d’une intégrale

de Poisson :

1 2R R2 _ 7.2
- 27TR fs ) s,

—2rRcos (£ — ) +r?
avec : Vs € [0, 27R], f(s) = u(R, %), et on a donc :

Vr<R  u(rb)

’ 1 [2"R 1 [2"R
u(0, 0) = ﬁ./o f (s)ds, soit u(0, 8) = 2_7T§./0 u(R, %)ds
En d’autres termes, la valeur de u au centre du disque est la moyenne arithemétique des
valeur s de u sur le bord du disque, ce qu’on voulait montrer.
Montrons maintenant un résultat puissant concernant ’analyticité d’une fonction harmo-

nique :
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Théoréme 1.2.2.

Soit u une fonction harmonique sur un ouvert connexe borné non vide O.

Alors, en tout point (zo, yo) de O, u est analytique en z et 1.
Démontration :

Soit (zo, o) € O, et soit R > 0 telque D((zo, %0)), R) C O. On déplace Porigine du repére
en (79, yo), pour pouvoir écrire la formule habitulelle : Si un point (z, y) € D((zg, %)), R)
a pour coordonnées polaires (r, 6),
1 27R R2 _ 7,.2
u(r,l) = — ] ds
Ar:8) 27TR/O 7 (s) R? —2rRcos (% —0) + 12

Nous allons maintenant démontrer un lemme de calcul :

Lemnme 1.2.3.

R2 _7.2 2R
vr <R, ¥, 9, R% 4+ 12 — 2rRcos (¢ — 6) =—L+he [R — ’rei(g*w)} '

Démonstration du lemme :

On a

1 2R _ R+reit¥)
Tt R T R a9

(R — red®=))(R — rei¥-0))

R? — Rre'¥=9 4 Rrei0-¥) — y2
R2+72—2rRcos (¢ — 6)

R? — r? 4+ 2irRsin (6 — v)
R%2 412 —2rRcos (¢ —0)
et on prend la partie réelle des deux membres, ce qui montre le résultat annoncé

Par ailleurs, on a :

R iR exp™

R —rexp®=¥)  “j[Rexp® —r expi]’
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ce qui permet d’écrire :

e iRexp (z—}%)
27R J, 1) i [Rexp (i%) — rexp (i)] ds} '

ul(z,y) = ————/ f(s)ds + 2Re

Notons a présent z = z +iy = rexp(if) et & = Rexp (z%) , on a, puisque f donne les valeurs

de u sur le bord du disque :

2R
wes) =g [ s +Re { - 41 “)do‘]

ol j( représente 'integration sur le bord du disque.

Par le théoréme de la moyenne arithmétique, la premiére intégrale vaut —u(0, ). La deuxiéme

. L. 1 i
intégrale, en écrivent PR = [1 ] est une application analytique en z (on peut intégrer

o
terme & terme car une série entiére est normalement convergente sur toute compact inclus

dans son disque de convergence). Donc u, partie réelle d'une application analytique en z, est
analytique en z et .
Le théoréme de la moyenne arithmétique peremet aussi d’améliorer le théoréme du minimum

et du maximum :
Théoréme 1.2.4. (Théoérme du min et du max, forme forte)

Soit O une partie ouverte connexe bornée non vide de R?. Soit u une application harmonique

sur O.
S’il existe A € O telque u(A) = supu , alors u est constante.
[

Démonstration :

Soient un tel point A, et p > 0 telque D(A, p) C O. Alors, par le théoérme de la moyenne
arithmétique, u(A4) est la moyenne des valeurs prises par u sur la frotiére de D(A, p). Mais
u atteint son maximum en A, donc les valeurs prises par u sur la frontiére du disque sont
inférieures ou égales a u(A).

Ainsi, u est nécessairement constante sur la frontiére du disque. En répétant cette démons-

tration pour tout 7 < p, on obtient que u est constante sur D(A, p) et sur sa frontiére.
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Donc : u est constante sur D(A, p). Soit maintenant B € D(A, p). Il existe p/ > 0 telque
D(B, p/) C O. Par ce qui précéde, u(B) = u(A), et la méme idée montre que u est constante
sur D (B, p'). Soit alors C' € O. O étant connexe, il existe un chemin v C O continu joignant
A 4 C (car dans RY, connexe <= connexe par arcs).

Le lemnme de de topologie suivant va permettre de conclure :
Lemme 1.2.5.

Pour tout ouvert borné O C RY et tout chemin v C O continu, on a

d(y,Fr(0))=  inf d(z,y) >0

z€Y, yEFT(0)
Démonstration du lemme :

Par propriété de la borne inférieur, soient deux suites (z,,) et (y,,) de points de v et Fr (O)

respectivement, telles que

d(:l'?.,” yn) n——:::: d(’)/, Fr (O))

v est fermé (c’est un chemin) et borné, donc est un compact de RV, donc on peut extraire
une suite (z,, ) de (z,) qui converge vers z € .

De méme, Fr(O) étant un fermé borné, c’est un compact de RY, donc on peut extraire une
suite ‘:ynkp) de (yn,) qui converge vers y € Fr(0). Alors on a d(v, Fr(0)) = d(z, y).

Or par définition = € v C O, donc il existe p, > 0 tel que D (z, p,) C O.

Et ainsi d(vy, Fr(0)) = d(z, y) > p, > 0. On revient a la démonstration du théoréme : On
construit alors une suite finie de disque Dy, ..., D, tels que le centre de Dy soit A, le centre de
D,, soit C, le centre de Dy, pour 2 < k < n — 1 soit I'intersection de v avec Dy_1, et tels que
v C Up_q Dy; ceci est possible précisément car la distance de v a la frontiére de O strictement
positive disons p,, et ainsi chaque disque peut étre pris de rayon p,, et "couvre" une longueur
de chemin au moins égale a p,. Puisque v a une longueur L finie, cette construction nécessite
au maximum F (L/p,) + 1 disques.

Un raisonnement identique 4 celui fait précédemment montre que u est constante sur chaque

Dy, et en particulier u(C) = u(A). Donc u est constante sur O.
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Nous allons maintenant citer deux théorémes sur la convergence de fonctions harmoniques,

dus a Harnack.

Théoréme 1.2.6. (Premier théoréme de Harnack)

Soit (u,) une suite de fonctions harmoniques sur O et continues sur O.
Si la suite (u,) converge uniformément sur Fr(O), alors elle converge uniformément sur O

vers une fonction u harmonique sur O.

Démonstration :

Par le lemme 1.1.3, on sait que (u,) converge uniformément sur O. Notons donc u = lim u,,

=X

et montrons que u est harmonique sur O. Soit A € O, et R > 0 tel que D (A, R) C O. Comme
on l'a déja fait plusieurs fois, on déplace I'origine du repére en A, et on représente les (u,,)

sous la forme d’une intégrale de poisson :

1 2w
Vr<R u,(r, )= — [ f. ()

27 Jo

R2 _ ,],,2
R? —2rRcos (6 — ) + r?

ot les (f,,) sont les fonctions donnant les valeurs des (u,,) sur la frontiére du disque. Puisque

dy

la suite (f,) converge uniformément sur [0, 27] (c’est la traduction du fait que la suite (u,)
converge uniformément sur Fr (0)), et que la suite (u,) converge en tout point de D (A, R)

vers u, on peut passer a la limite dans 1’égalité précédente et intervertir limite et intégrale :

1 , R? —r?
W28 uiy, 8) = nh_{go wn (r; 6) = 2_7r/0 nlggo I ¥) R? —2rRcos (0 — ) +r? “

ce qui donne enfin :

q 27 R2-—'I‘2
Vr<R u(r, O)=—[ f@¥) 32—27'Rcos(9—10)+7’2d¢

27 Jo
ol f désigne la limite uniforme des f,,, qui est continue. ’application u est donc harmonique

en tout point de O.
Théoréme 1.2.7.(Deuxiéme théoréme de Harnack)

Soit (u,) une suite de foncrions positives,harmoniques sur O.
S’il existe A € O tel que (u,) converge en A, alors (u,) converge uniformément sur tout

compact de O une fonction harmonique sur O.
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1.3 Existence d’une solution au probléme de Dirichlet

L’aide de la preuve ci-dessous a été donnée par Poincaré. Nous avons d’bord besoin de
quelques définitions :

Soit v une application continue sur un ouvert connexe borné non vide O ¢ R2. On notera
D un disque ouvert inclus dans O, et (v),, une application continue égale v sur O \ D et
harmonique sur D.

On a clairement :

v harmonique sur O < (v)p, =v VD C O.

Remarquons enfin que (v),, existe est unique, puisqu’on a montré Pexistence d’une solution
au probléme de Dirichlet pour un disque, et 'unicité de la solution au probléme de Dirichlet
dans le cas général (nous utiliserons cette unicité plusieurs fois).

Cette nouvelle notion nous permet de définir quelques concepts utiles :

Définition 1.3.1. (Applications sub et superharmoniques)

1. v est dite superharmonique sur O si pour tout disque ouvert D C O, (v), < v;

2. v est dite subharmonique sur O si pour tout disque ouvert D C O, (v), > v;

3. 81 f est une fonction continue sur Fr (O), et si v > f (respectivement v < f) sur Fr (0O),
alors v est dite fonction supérieure (respectivement inférieure) pour f.

Montrons quelques propriétés de ce type de fonctions, qui seront nécessaires pour la démons-

tration. Dans toute la suite O désignera un ouvert connexe borné non vide.

Proposition 1.3.2. (Sur les fonctions sub et superharmoniues)

—

. Toute application harmonique est superharmonique et subharmonique.

[N}

. Si v est superharmonique et u est harmonique, alors v +u et v — u sont superharmonigues.
. La somme d’un nombre fini d’applications superharmoniques est superharmonique.

3
4. Si v est superharmonique et w est subharmonique, alors v — w est superharmonique.

Dérnonstration :

1. Ce point est clair puisque : v harmonique sur O & (v), =v VD.
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2. Siot D un disque ouvert. Si v; et v, sont deux applications continues sur O, on a par
unicité de la solution au probléme de Dirichlet (v; + v,) p = (n)p + (v2)p et de méme
(=v1)p == (v1)p-

Donc, si v est superharmonique et u est harmonique, on a (v + u) p=Wp+Wwp<v+uet
(v—u)p = (v)p — (u)p <v—u. Ce qui montre que v + u et v — u sont superharmoniques.

3. C’est une conséquence du fait que :

(v +v2 4 ... +un)p = (v1)p + (v2)p + .. + (vn)p

(toujours par unicité de la solution au probléme de Dirichlet) : Si, v;...vy sont N applications

superharmoniques, on peut écrire :

(vi+ v+ .. +on)p = (v1)p + (v2)p + ... (vn)p < V1 + Voo + Vp.
Ce qui montre la superharmonicité de (v + vy + ... + UN)p -
4. 8i w est subharmonique, alors(w), > w = (—w) p < —w : —w est superharmonique. Et
on sait que la somme de deux applications superharmoniques est superharmonique, ce qui

montre le résultat annoncé.

Proposition 1.3.3.

Toute application v, superharmonique sur O, atteint son minimum (sur 5) en un point de

Fr(0).

Dérnonstration :

Soit v une application superharmonique. Remarquons que v atteint son minimum m sur O
car ¢’est un fermé bonné de R? donc un compact de R2.

Soit P € O tel que v (P) soit minimal.

1.Si P € Fr(0), il n’y a rien & montrer.

2. 5i P € O, montrons que, pour tout disque ouvert D C O de centre P, on a :

v(M)=m VM € Fr (D).
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Supposons que centre affirmation soit fausse, donc qu’il existe un disque ouvert D c O de
centre P et un point N € Fr (D) tel que v(N) = o > m. Alors, puisque v est superhar-
monique, on a : (v), (P) < v(P) =m et YM € Fr(D) (v)p (M) = v(M) > m. Donc
(v)p. qui est harmonique, atteint son minimum (sur D) en un point de D : (v)p est donc
constante sur D. Pourtant (v), (N) = v(N) = a > m.On a une contradiction : Ihypothése
de départ était donc absurde

Notons & présent

r=d(P, Fr(D)) :Mei?f(D)d(P’ M)

et L)y le disque ouvert de centre P et de rayon r. Alors Fr (Do) N Fr (O) # &, donc il existe
Q € Fr (Do) N Fr(0). et on a v (Q) = m, donc v atteint son minimum en Q € Fr(0).

D’ou le théoréme dans tous les cas.
Proposition 1.3.4.

Si f est une fonction continue sur Fr (O), et vy, vs, ..., vx sont N fonctions supérieures pour

[, alors v = min {vy, v, ..., un} est aussi une fonction supérieure pour f.

Dérmonstration :

v est continue sur O et on a v > f car v; > f pour i =1,...N. Il reste 4 montrer que v est
superharmonique.

Soit donc D C O un disque ouvert. Soit P € D, il existe i, 1 < < N tel que v (P) = v; (P),
et ona v (P) = v; (P) > (v;)p (P) car les v; sont, en particulier, superharmoniques. Le lemme

suivant va permettre de conclure :

Lemimme 1.3.5.

Soient deux applications f et g continues sur O telles que f < g. Alors tout disque ouvert
D cO,ona(f)p <(9)p.
Démonstration du lemme :

Par hypothese f — g est négative sur O, donc la fonction harmonique (f — g)p, qui est égale

a f—gsur O\ D et donc en particulier sur Fr (D), a, par le principe du maximum, un
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maximum négatif sur D. Donc sur D, (f — g), < 0. Par unicité de la solution au probléme
de Dirichlet, on a (f), — (g9)p < 0sur D: (f), < (9)p sur D.

Puisque surO\ D, (f —g)p, =f -9 <0,0n a (f)p £ (9)p - On revient a la démonstration
du théoreéme : Puisque v; > v, on a v (P) = v; (P) > (vi)p (P) > (v)p (P). Donc (v)p <w
pour tout disque ouvert D C O

Finalement v est superharmonique sur O : C'est une fonction supérieure pour f.
Proposition 1.3.6.

Si f est une fonction continue sur Fr (O), et si v est une fonction supérieure pour f, alors

pour tout disque ouvert D C O, (v), est aussi une fonction supérieure pour f.

Démonstration :

Soit D C O un disque ouvert. Puisque (v) ,coincide avec v sur O \ D, il est clair que o)y =
v 2 [ sur Fr(O). Il reste a prouver que pour tout disque ouvert D; C O, ()p)p, < (W)p,
et il suffit de prouver cette inégalité (I) sur D;.

1. 5i Dy C D, cest clair car (v),, harmonique sur D, est superharmonique sur D; C D.
2.8i D, O\ D,ona, pour P € Dy, ((v)p)p, (1) = (v)p, (P) (car (v)p = v sur O\ D), et
par superharmonicité, on a (v)p, (P) < v (P) = (v), (P), d’ou ((W)p)p, @) < (v)p (P).

3. Sinon, sur Fr (D), on a (v), < v car v est superharmonique. Donc sur Dy, on a
((W)p)p, (p) < (v)p, < v, la derniére inégalité résultant du fait que v est superharmonique.
Puisque (v), et v coincident sur O \ D, on a l'inégalité (I) sur O \ D. (I) est ainsi vraie sur

Fr (D) et Fr (D) : (I) est vraie sur Fr (D) N Fr(Dy). on a le résultat suivant :

Lemme 1.3.7.

Soit (X, 7) un espace topologique, et A, B deux parties de X. Alors on a :

Fr(AnB)C Fr(A)NnFr(B).



Chapitre 2

Distribution des valeurs propres du
laplacien

Damns cette partie, nous allons nous intéresser a ’équation
Au+du=20

sur un ouvert connexe borné O ayant une frontiére de classe C* (on dira, pour abréger, que O
est un ouvert C') pour certains types de conditions aux limites. On montrera en particulier
que cette équation n’admet de solution non triviale que pour un ensemble dénombrable de
valeurs de A; en notant (\,) la suite de ces valeurs ordonnées dans ordre croissant, on

calculera un équivalent de A,. Pour des informations supplémentaires, se référer a [2] et [3].

2.1 Motivation :

On étudie dans ce paragraphe des fonctions dépendant des deux coordonnées spatiales T U

et du temps ¢. Dans ce contexe, le laplacien d’une fonction u est toujours

AU = Uy + Uyy.

Considérons 1’équation

Au = Ut (E)

a résoudre sur un ouvert connexe borné O, avec, par exemple,la condition aux limites u = 0

sur Fr(0).
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On cherche une solution sous la forme u(z, y, t) = v(z, y)g(t).

On obtient immédiatement, en remplacant dans (E), ’équation :

A /7
gAv =g"v & =Y == A =-X€eR

\L \‘\q/

indépendant de ¢ indépendant de x,y

d’od on déduit 1'équation

Av+dv=0 (Ey)
Il s'agit donc de déterminer le parameétre \ de sorte qu’il existe une fonction v de classe (2sur
O qui ne soit pas identiquement nulle, qui vérifie ’équation (Ey) et qui soit nulle sur F' r(0).
Si Ag est une telle valeur, et si ug est une solution de I’équation (Exo), alors on dit que Aq
est une valeur propre et ug est une fonction propre pour 1’équation (Ey). C’est pourquoi ce
probléme est appelé probléme aux valeurs propres.
Dans notre étude, nous nous placerons, pour simplifier, dans le cas d’un rectangle [0, a]x [0, b]
pour I’étude asymptotique , le cas d’un rectangle quelconque s’en déduisant par translation.
Rappelons d’abord quelques éléments d’analyse dont nous nous servirons pour résoudre ce

probléme.

2.2 Eléments théoriques :

2.2.1 Formule de Gauss-Ostrogradski, formule de Green
On rappelle ici la formule de Gauss-Ortogradski :

Théoréme 2.2.1. (Formule de Gauss-Ostrogradski)

Soit ? : R? — R? un champ de vecteurs de classe C! sur un ouvert U. Si la frontiére I" est

une courbe continue de classe C! par morceaux, on a :

/ / div(F )dady = /P T Rds

Soit un domaine G ayant une frontiére I" représontable par une fonction continue et de classe
C' par morceaux. Soit v une fonction continue et de classe C' par morceaux sur G, et « une

fonction de classe C* et de classe C? par morceaux sur G. On a :
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// P (UsVs + uyvy) + quv + v [(pux)aL + (puy), — qu] dzdy = / (pvug), + (pvuy)y dzdy

g G
Et done, par la formule de Gauss-Ostrogradski, en notant

Q[u, v] = p(ugvs + uyvy,) + quv et L[u] = (puz), + (puy)y —qu :

// Q [u, v] + vL [u] dzdy = /pv [uzny + uyns) ds
G

r

i 4 s
S1 7 a pour composantes (n;, ng). Et, pour vecteur m = (m;, ma), on a

ou
T = UMy + UyMa,

om

d’otl la formule de Green :

//Q[u’ v dxdy:// —vL[y] divder/pvg—Z-ds
G

G I
Dans le cas p =1, g = 0, ceci donne :

/ (ugVs + uyvy) dzdy = —// vAudzdy + /vg%ds
8 e

r
2.2.2 Rappels sur les séries de fourier
On rappelle ici quelques résultats sur les séries de Fourier :

Théoréme 2.2.2. (Théoréme de Dirichlet)

Soit T > 0 et f une application continue par morceaux T-périodique. Si f est de classe C*

par morceaux, alors f est somme de sa série de Fourier en tout point.

Corollaire 2.2.3.

Soit @ > 0 et f : [0, a] — R une application de classe C* par morceaux. Si f vérifie une des

deux conditions

Vn € N* / f(t)sin (n———m) dt=0
0 a
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ou
Vn € N / f(t)cos(ﬁg—zz)dt:O
0

alors f est identiquement nulle sur [0, a] .

Idée de la démonstration. Si f vérifie la premiére condition, on construit 'unique application g
qui soit 2a—périodique, impaire, et qui coincide avec f sur [0, a] . Alors g vérifie les hypothéses
du théoreme de Dirichlet, donc est somme de sa série de fourier, qui est nulle, car tous ses
coefficients sont nuls, puisque f vérifie la premiére condition.Si f vérifie la deuxiéme condition,
on construit 'unique application h qui soit 2a—périodique, paire, et qui coincide avec f sur

[0, a], et on fait le méme raisonnement

2.3 Premiers résultats

Dans les sections 1.3 et 1.4, O désignera un ouvert connexe borné C* de frontiére I'. Consi-

dérons le probléme aux valeurs propres de ’équation
Av+Iv=0 (2, I}

sur O, avec la condition aux limites u = 0 ou la condition %ﬁ + ou = 0 ou o est une fonction

cortinue sur I, toujours positive sauf mention contraire. Dans toute la suite, on noters,

D[y = D¢+ / o1,

ol

Dly] = / / (2 + ¢b)dzdy.

(0]

Hlp] = / / ¢*dzdy.
O

Ces trois expressions sont des fonctionnelles quadratiques, de fonctionnelles polaires associées

et

Dlp, ¥l =Dld] + / eealisls,
ou

Dlp, 4= [ [ (ot + oy, oty
[0}
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et

Hp, 4] = / / edzdy
0

Siona H[p, ¥] =0, on dira que ¢ et 9 sont ortogonales.
Les fonctions ¢ et 9 sont supposées continues sur O et de classe C'par morceaux sur O au

sens suivant :
Définition 2.3.1.

Une fonction f est dite continue par morceaux sur un ouvert O, si O peut étre partitionné
en un nombre fini d’ouverts Oy, ..., Ok tels que les O; aient des frontiéres continues de classe
C'par morceaux, et si f est continue sur tout fermé inclus dans un des O;.

Nous allons trouver les valeurs propres en considérant le probléme comme un probléme de
minimisation. Si la condition aux limites est v = 0, on impose que ¢ et 1) soient nulles sur
I'. Les conditions pré-citées sont appelées conditions d’admissibilité.

On a le théoréme suivant :
Théoréme 2.3.2.

La fonction admissible ¢ qui minimise D [y] sous la condition sous la condition H [¢] =1 est
une fonction propre u; de I'équation (2. 1) et satisfait la condition aux limites . g—x +ou=0.
La valeur propre correspondante est Ay = D [uy].

Si la condition H [p, ui] = 0 est rajoutée a la condition H [p] = 1, la solution du probléme
est également une fonction propre u, de ’équation (2. 1) qui satisfait la méme condition aux
limites. La valeur propre associée est Ay = D [uy] . Les probléme de minimisation successifs
D{p] = inf D [3)] sous les conditions H [p] =1 et H [p,u;] =0, i =1, ...,k — 1 définissent les
fonctions propres wj, de 1'équation (2. 1) qui satisfont & la condition g}i— +ou = 0. Les valeurs

propres associées sont les Ay = D [uy].
Remarques :

1. Si la condition aux limites est u = 0, il ne faut pas oublier de rajouter dans les conditions

des problémes de minimisation la condition ¢ = 0 sur I.
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2. On omet généralement la condition de normalisation H [¢] = 1, et on cherche & minimiser

le quotient D[] /H [p] . La fonction propre obtenue est alors, & un facteur constant prés, la

foriction recherchée dans le théoréme.
Démonstration du théoréme :

Le fait que notre probléme de minimisation possede des solutions est un résultat d’aralyse
fonctionnelle, que nous admettons ici. Il nous faut montrer que les solutions de ce probléme
sont des fonctions propres de notre équation, et que les valeurs propres obtenues sont toutes
les valeurs propres. Ce dernier point sera montré plus tard, une fois que nous aurons établi
d’autre résultats.

Commengons donc par la solution du premier probléme : Cette fonction 4; minimise D [o]
sous I'hypothése H [¢] = 1. Notons \; = D[ui]. Si 9 est une fonction admissible pour le

probléme et si o est une constante réelle, on a par définition de u; et A; :

ji[%ll:—jagi_’] 2 )\1 = ['LLl 2 (1{1,[7] 2 )\IH [Ul + (]5’(7[}]
< 20/([u, Y] = MH [ug, ) +o® (W] - MH[Y])) > 0
< 2a ([ula d)] . /\1H[’U41, ¢] ¥ % ([w] - )‘IH [QM)) > 0
On s’est servi ici du fait que (1] = A

H[Ul]
On obtient :
Va > 0,[u1, 9] — MH [ug, 9] + g ([¢] = MH [4]) > 0

et
Ve < 0w, 4] = MH fur, %]+ 2 (W] — MH [#]) <0

donc, en faisant tendre o vers, on a

D [ul, l/)] = )\1H [ul, Qp] > Oet [ul, Tp] - /\1H[U1, w] < 0.

Finalement, on a D [uy, 9] = M H [ug, 9] V.

On utilise la formule de Green pour transformer I’expression de D [uy, 1] :
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Dl = [ [ (vt (), ,) dody + [ ourvas
O

= // —1/7Au1dxdy+/¢%%ds+/aul¢ds
r

0] r

et, puisque D [uy, o] = M H [ug, 9] = )\1// uitpdrdy, on a

19)
Vi, // ¥ [Mur + A dzdy — /7/) [%—1:; - Jul} ds =10 (2,2)
9)

i G

On en déduit facilement, en prenant alternativement des fonction v continues & support

compact nulles soit sur O soit sur F'r (O), qu’on a

Auy + Mu; =0 sur O

2 4 ouy =0 sur Fr (0)
Considérons a présent la solution du deuxiéme probléme de minimisation :

Cette fonction uy; minimise D [¢] sous les hypotheéses H [p] = 1 et H [p, us] = 0. Notons

A2 = D [us]. Si on refait la démonstration précédente, on obtient ’équation suivante

D [uz, 9] = AoH [ua, ] (2, 3)

mais seulement sous la condition H [¢, u3] = 0 (en effet la somme uy + a1) est aussi ortho-
gonale & u; sous cette hypothése). Il nous faut donc adapter la démonstration : Si ¢ est une
fonction continue de classe C? par morceaux sur O, alors la fonction w = g — H [u1, g]uy est
ortogonale & ;. De plus, puisqu’on a D [uy, ¥] = M H [u1, 9] Vi, en substituant ug 4 1 et
en tenant compte de 'orthogonalité de u; et ug, on a D [uy, ug] = 0.

En substituant finalement w, qui est orthogonale 4 u;, 4 ¢ dans 'équation (2. 3), on a :

Vg Dlus, g] — AeH [ug, g]+ H [u1, g][[u1, ug) — XaH [uy, ug)] =0,

et done

Vg D [’UQ, g] = )‘BH [u2a g] (2) 4)
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On termine la démonstration comme avant, ce qui donne :

Aug + dquy =0 sur O
2 4 guy =0 sur Fr(0)

On montre par récurrence que les fonctions u;vérifient le systéme

Au; + Au; =0 sur O

%t ou; =0  sur Fr(0)
(on adapte la démonstration précédente en retranchant & une fonction quelconque g sa projec-
tion sur le sous-espace Vect(uy, ..., u;_1), et la nouvelle fonction obtenue vérifie les conditions
d’orthogonalité voulues...)

On a de plus les relations D [u;, ug] = Ndix, H [u;, ux] = O, et les inégalités successives
Ai-1 < A4, puisqu’d chaque étape la classe de fonctions admissibles dans le probléme de
minimisation est un sous-ensemble de la précédente.

Ce théoréme comporte pourtant un défaut : Pour définir la n — iéme valeur propre, on
doit faire référence aux précédentes. On va donc y apporter une amélioration : Dans un des
probléme de minimisation, on conserve la condition H [¢] = 1 et on remplace les conditions

d’orthogonalité par les conditions

.

Hlp, »]=0 i=1,.,n-1

ol vy, ...,U,—1 sont n — 1 fonction continues par morceaux sur O. Sous ces conditiors, les

foncttionnelles D [p] adamettent une borne inférieure, qui dépend des vy, et qui sera notée

d (V1 ooy Up—1)-
théoréme 2.3.3.

Soit C'M (O) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur O. La n-iéme valeur propre

0
A, pour la condition aux limites 8_u + ou = 0 est telle que :
n
A= sup d(vi,...,Vy_1)
CM(0)
et cette borne supérieure est atteinte pour v; = u;, i =1,...,n— 1. Sila condition aux

limites est u = 0, cette condition est rajoutée aux conditions d’admissibilité des fonctions .
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Démonstration :

On sait déja que A, = d (uq, ..., u,—1) par le théoréme précédent.
Soient maintenant vy, ...,v,—1 € CM (O), montrons que d (v, ...,U5-1) < An. Pour cela, il

suffit de trouver une fonction ¢, orthogonale aux v;, telle que D [p] < A,.

2.4 Propriétés des valeurs propres

La propriété du maximum-minimum des valeurs propres est trés importante en physique.
En effet, toute contrainte supplémentaire sur un systéme vibrant peut étre exprimer mathé-
matiquement, et se traduit ainssi comme un renforcement des conditions d’admissibilité des
fonctions ¢ : la valeur du maximum-minimum et donc des fréquences propres, augmente. In-
verssement, si en retire une contrainte, on enléve une condition d’admissibilité, ce qui diminue

la valeurs des fréquences possibles. Dot la proposition suivante :

Proposition 2.4.1.

Si un systéme vibrant est soumis & des contraintes supplémentaires, la fréquence du mode
fondamental et des harmoniques augmente. Inversement, si des contraintes sont retirées, la

fréquence du mode fondamental et des harmoniques diminue.

Théoréme 2.4.2.

Sopposons que Oy, ..., Oy soient k ouverts connexes bornés C" deux & deux disjoints et inclus
dans O. Soit k € R, notons A; (k) (respectivement A (k)) le nombre de valeurs propres
inférieures & k de Uéquation Au + Au = 0, avec la condition aux limites u = 0 sur Fr (0;)
(respectivement F'r (0)). Alors on a l'inégalité
k
S AR < AR,
i=1

Corollaire 2.4.3.

Pour la condition aux limites u = 0, la n-iéme valeur propre de O est toujours inféricure & la

n-iéme valeur propre de toute partie ouverte de O.
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Théoréme 2.4.4.

Supposons que O = U¥_,0;, ot les Oy, ..., Oy, sont des ouverts connexes bornés C' qui sont

disjoints. Soit £ € R, notons B; (k)(respectivement B (k)) le nombre de valeurs propres

inférieures & k de I’équation Au + Au = 0, avec la condition aux limites gﬁ =0 sur Fr(0;)
n

(respectivement Fr (0)). Alors on a I'inégalité
k
B(k) <Y Bi(k).
=]

Théoréme 2.4.5.

Soit A, la n-iéme valeur propre de 'équation Au + Au = 0 pour O avec la condition aux

limites u = 0, et soit u, la n-iéme valeur propre pour la condition aux limites — + ou =0

on
sur une partie I'; C I' de la frontiére, et v = 0 sur I'\I';. Alors p,, < A,.

Théoréme 2.4.6.

Ju
an
o1 > o (respectivement oy < o), alors la n-iéme valeur propre augmente (respectivement

Si, dans la condition aux limites + ou = 0, on remplace la fonction o par une fonction

diminue).
Démonstration :

On a D[] = Dlp| + / op*ds. Dong, a ¢ fixée, si o est remplacée par o; > o (respective-
ment o1 < ¢),alors D [@? augmente (respectivement diminue). Donc d (vy, ..., v,—1) augmente
(respectivement diminue) aussi, pour toutes vy, ...,v,—1 € CM (O), puis, en prenant le sup,
sup d(vy,...,Un1) augmente (respectivement diminue). Autrement dit, les valeurs propres
;ﬁtg(zentent (respectivement diminuent). Ainsi, si on augmente o progressivement de o =0
jusqu’a o = oo, chaque valeur propre y, augmente jusqu’a atteindre la valeur propre A,, car

ou .
lorsque ¢ = 0, on a la condition aux limites — = 0, et lorsque 0 = oo, on a la condition aux

- on

limites u = 0.

0 : - . ”»
Autrement dit, la condition aux limites Z")ﬁ = ( est 1a moins restrictive, tandis que la condition
n

aux limites u == 0 est la plus restrictive.
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Théoréme 2.4.7.

Pour toute condition aux limites, si (An) est la suite des valeurs propres du probléme, on a

lim A, = +o.

Tn-—400
Démonstration :

Ce résultat est une conséquence de I’étude asymptotique 2.5.
Ceci nous permet de montrer que 'ensemble des fonctions propres obtenues en résolvant les
problémes de minimisation successifs constitue I’ensemble de toutes les fonctions propres.

Auparavant, montrons un théoréme plus général :

Théoréme 2.4.8.

Le systéme de fonctions propres associé¢ aux minimisations successives du quotient D [v] /H [¢]

est complet, au sens ol, pour toute fonction f admissible au probléme, et tout ¢ > 0, il existe

n € N* et oy, ..., a, n réels tels que, si w, = zn: a;u; (00 Uy, ..., u, sont les n premiéres fonctions

propres), on ait H [f — w,] < €. La meilleu;zlapproximation est obtenue pour o; = H [f, w],
+00

etona H[f] =3 (H[f, w])®.

Corollaire 2.4.9.

Toutes les valeurs propres de I’équation sont obtenues au cours de la résolution des problémes
de minimisation successifs du théoréme 2.3.2, et le systéme de fonctions propres obtenu lors

de ce processus engendre 'ensemble des fonctions propres.
p g

Démonstration :

Remarquons d’abord que, si u; et u;, sont deux fonctions propres associées respectivement a

deux valeurs propres distinctes y; et p, on a
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(i — ) / / wiupdrdy = / / M updudy — / / Hpuruzdzdy
O O O

// (us Ay, — upAuy) dzdy
)

= /u‘%—uaui d
I S T R

On a utilisé la formule de Green pour I’avant-derniére égalité. La derniére intégrale est clai-
ou
rement nulle si la condition aux limites y — 0; si celle-ci est I +ou=20,o0na
n

Ou Ou;
/r [ula—nk - uk%J ds = ./r [—ou;uy + ou;u] ds = 0.

D’on, puisque (X — Ax) # 0, H [u;, w) // uudzdy = 0.

Supposons alors qu'il existe une valeur propre 4 qui ne soit pas obtenue lors du processus de
minimisation : 4 # )\, Vn € N*. Notons v la fonction propre associée ; par hypothése v n’est
pas identiquement nulle. On a, par le théoréme précédent, et en se servant de la remarque

ci-dessus :
+00

+o00

Hlp] =3 (H[v, w))* =Y 0=0.
i=1 =i

Puisque H [v] = / / v?’dzdy = 0 et que v est continue, on a v = 0, d’oi la contradiction

recherchée.

S’il existe une fonction propre w dont la valeur propre associée est un élément de la suite

des \,, disons A;, notons vy, ..., v les fonctions propres associées & J\;, obtenues au cours des
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k

minimisations successives, et notons g=w~— ) Hlw, vj]v;. g est également une fonction
j=1

propre associée & A;, donc elle est orthogonale & toutes les fonctions propres associées 3 des

valeurs propres différentes de Ai. De plus,

vjv 1SJSk, H[ga vj]:H[wv 'l)j]—H[’LU, vj]:O

donc g est orthogonale a toutes les fonctions propres (u,). Comme précédemment,

+oo +oo
H[g]=Z<H[g, ui}f:Zozo.

Donc, g, qui est continue, est nulle : g € Vect(vy,...,v). Ainssi, le systéme de fonctions
propres obtenu au cours des minimisations engendre I’ensemble des fonctions propres.

Ce corollaire achéve la démonstration du théoréme 2.3.2.

2.5 Etude asymptotique

Le but de cette section est de trouver un équivalent simple de la n-iéme valeur propre de

Péquation Au+ Au = 0, pour toute condition aux limites.

2.5.1 Cas de rectangle :

Soit un rectangle R = [0, a] x [0, b], avec a, b deux réels.

On va résoudre I'équation Au-+\u = 0 avec, dans un premier temps, la condition aux limites
ou . o -

: M 0 sur Fr(R), et ensuite avec la condition aux limites © = 0 sur Fr(R).

on

Premier cas :

Montrons que les fonctions

nmTx mm
Umn (2, Y) = cos (—) cos ( 2 y) m, n=0,1,2,...
a
sont les fonctions propres de notre équation.
Clairement
2,2 2 2

n m'm
('U:m, "-)mm = —T'U,m’ net (U-m, n)yy = -_'bz_um, ns
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donc :
n2 a2
Aty o + 72 (§+':—2) U, = 0.

On remarque ensuite que la dérivée normale de Uy, », €St nulle sur la frontiére, c’est & dire sur
{M=(z,9) e R, M e Ret (z=00uz=a)ou (y=00uy="0)}. En effet, sur les cotés
verticaux du rectangle, la dérivée normale est égale (au signe pres) a la dérivée par rapport 3
Z, ce qui fait apparaitre un sinus qui est nul sur les cotés verticaux. Sur les cotés horizontaux
du rectangle, a dérivée normale est égale (toujours au signe pres) & la dérivée par rapport &
Y, ce qui fait aussi apparaitre un sinus, nul sur les cotés horizontaux. Donc les Upp, 1, SONE des

fonctions propres de notre équation, pour les valeurs propres

n? m?
/\m,n:7T2 <EE+F2—) : ‘TTZ,TZ‘—“O,]_,Z,...

Il reste & montrer que ce sont toutes les fonctions propres. Auparavant, montrons un lemme :

Lemme 2.5.1.

Soit f une application de classe C! sur le rectangle B = [0, a] x [0, b]. Si f vérifie une des

deux conditions
Am, n € N* // f(z, y)sin <%) sin (T;T-y) dzdy =0
R

ou

Am, neN // f(z, y)cos (%) cos (m;ry) dady =)
R

alors f est nulle sur R.

Démonstration du lemme :

La démonstration étant identique dans les deux cas, supposons que f vérifie la premiére

condition. On a alors

b a
Am, n ¢ N* /o (/0 f(z, y)sin (%:E) dz) sin (—@Z—y) dy =0,
soit, en notant f, (y) = / f(z, y)sin (—7@) dx,
0 a

mmy

Am, n € N* /Obfn (y) sin ( ) dy =10.
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Cette égalité implique que pour tout n, la fonction Jn est nulle sur [0, 3], soit

Am, n € N* Yy €0, b], /fx y)bm ) =0

et ainsi, f(z, y) = 0 sur R.
Nous pouvons maintenant montrer que les Um, n SOnt toutes les fonctions propres de notre
probléme. Soit f une fonction propre de I’équation avec les mémes conditions aux limites que
précédemment, notons p la valeur propre associée.

- Si 1 est distincte de toutes les Am, n, ON Sait que f est orthogonale & toutes les I~
Par le lemme 2.4.1, f est nulle, d’ott une contradiction.

-5'il existe un couple d’entiers (i, j) tel que p = Ai, j, notons wy, ..., wy, les éléments
de la famille des u,, ,, de valeur propre associée Ai, ;- Dans Desprit de la preuve du 2.4.9, on

définit

w est orthogonale & toutes les u,, ,, donc est nulle, par le lemme 2.5.1. Ainssi,
f € Vect (wy, ..., wy).
On a ainssi montré que les u,, , sont les seules fonctions propres de I’équation considérée

du
pour la condition aux limites — =

on
Deuxiéme cas :

Montrons que les fonctions

nmxr mm
U, n (18, 'y) = sin (_‘) Sin( by) m, n=40,1,2,...
a

sont les fonctions propres de notre équation. On a immédiatement

2 m2
(vm, ”)xm = —ﬂ—zn 72 Um, n et ('Um, ")yy == b2 Um, n

_n2 m2
A'Um’n—i-ﬂj((—z;—f‘-? Um,n:O

On constate aussi que vy, , = 0 sur la frontiére de R.

Donc les v, , sont des fonctions propres de notre équation, pour les valeurs propres
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2 2
n m
/\m,n:ﬂ'2<a—2+b—2>, m,n:O,l,Q,...

La méme idée que dans le premier cas montre que les Um, n SONt les seules fonections propres
de notre équation.

Maintenant que nous avons trouvé toutes les valeurs propres dans ces deux cas, nous allons
chercher une estimation de la n-iéme valeur propre pour toute condition aux limites. Pour
cela, on va trouver ces estimations dans les deux cas précédents, et on appliquera ensuite les

théoréme 2.4.3 et 2.4.4.

2.5.2 Estimation des valeurs propres pour le rectangle

Soit A € Ry. Notons A ()) (respectivement B (A)) le nombre de valeurs propres inférieures
o o : 2
a A dans le probléme avec condition aux limites u = 0 (respectivement 59 =0 ). Avec ces
n

notations, on a

. B2 mE
A(A) = card{m, n e N*, ;1—2-+b—2 £ ﬁ}
et
n? m? A
B()\) :card{m, nGN, -(1,_2_}-1)_2 < F}

On remarque que B (A) est exactement le nombre de points & coordonnées entieres contenus
dans le secteur
2 2

D{(z, y) €R? £>0, y >0, %+§—2s7—r’\5}
c’est-a-dire, le secteur délimité par le quart d’ellipse Z—; + %;— = % situédans le quadrant
supérieur droit. Dans la suite de ce calcul, on note ¢ ce quart d’ellipse. (Fig.2.1)
On associe a chaque point M de N2 le carré d’aire 1 dont il est le sommet inférieur gauche,
que nous appellerons carré entier associé 3 M : (Fig.2.2)
On constate alors que les carrés entiers associés aux points  coordonées entiéres de [ forment

un recouvrement de D. Notons S la réunion de ces carrés. I aire de S est égale au nombre

de points & coordonées entiéres de D, soit B (A), multiplié par I’aire d’un tel carré, soit 1.
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>
-3

Fig. 2.1 — Les points et ellipse

>
>

- X

Fig. 2.2 — Carré entier associé a (2,1)
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=

™

Fig. 2.3 — Un élément de T

Ainsi I'aire de S est égale 3 B (A), et puisque D C S, on a une inégalité sur les aires, So0it, en

notant Ap aire de D -

Ap < B

2 2

) oy
T avVX bv/A )\ab

Le quart d’ellipse a donc pour aire Ap=—-— 22 -\
A 4 7 7 4T

=l 3

On peut réécrire ’équation de Pellipse comme

ab
)\Z; <B(}))
Notons maintenant T ’ensemble des carrés entiers qui sont traversés par Iellipse, c’est-a-dire
qui ne soient pas entiérement contenus dans D, et R()) = card (T). (Fig.2.3)
Alors S\ 7" est inclus dans D, ce qui donne une autre inégalité sur les aires :

ab
B(A)—-R()\) < )\E

puisque laire de S'\ T est égale & B (A) = R () multiplié par Iaire d’un carré entier, qui est

1. Finalement :

B(A)—R(A)gxggsu) 2, 5)
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& Fig. 2.4 — Méthode de majoration

- Fig. 2.5 — Représentation de T’

Il reste & trouver un ordre de grandeur de R (). Pour cela, remarquons que, pour \ assez
grand, la longueur de Parc d’ellipse contenu dans deux carrés adjacents qu’elle traverse est
supérieure & 1. On se place dans ce cas. (Fig.2.4)

Sur cet exemple, laire du carré vert sera inférieure soit 3 la longueur AAC, soit a la longueur
BD.

laire de 7" est R (1)), et I'idée précédente va, permettre de majorer cette aire : écrivons que
R () — 2 est Paire totale de T”, out 7" est obtenu en retirant & T les deux carrés ayant un
cOté commun soit avec 'axe (Oz), soit avec 'axe (Oy). (Fig.2.5)

Sur ce dessin, 'aire de 7" est égale a la somme des aires de tous les carrés colorés. (1, ..., C,
ces carrés , Cq le carré ayant un coté contenu dans axe (Oy) et Cyyicelui ayant un coté

contenu dans I'axe (Oz). Enfin, définissons les points Ay, ceey Agyo par
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Ao =en(Oy)
Ak+2 =N (OSC)
AjzeﬂCj_lﬂCj, jzl,,k-f—l

Remarque :

dans la suite le symbole”signifie arc.

Pour tout entier j compris entre 1 et &, on majore alors ’aire de C; par la longueur A‘,-/_’;lA\jﬂ.
- D’ou

ol

R(A) -2 Z 9= 1AJ+1

Or

- k o k
| Y Al = Z[ LA+ A A]H]

Jj=1

k—1 k
Z AjAjn + Z AjAjn
=0 =1

s S
< 23 AL

k+1
Notons L = E AJAJH la longueur du quart d’ellipse. En le paramétrant par
- e
2 b
(T = 9_[ cos(t), y(t) = ism (t), pour t € [O, gJ,
T T

on a

L = / Vi@ 0 + (v (0)at
= / \/? sin® (¢) + Z’ L2 cos? (t)dt
= VA / \/ sin’ —20052 (t)dt

= I,

mdépendant de A, noté 7

~— Finalement, on a
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R —2<21/3,

Signalons au passage qu’on peut obtenir I'inégalité plus fine R (A) —2 < 21V (en comp-
tant d’'une maniére légérement différente), dont nous n’avons pas bosoin ici. En effet, notre

inégalité montre que

By 2 2 o
A - \/X A A—+oo
donc, en se rapelant de la double inégalité (3.5), on a

B RO _ab B

— <=~

A A T A4rx A
ce qu’on peut réécrire comme

ELQS B(X) <a_b+B(/\)

47 A T Ar A

et finalement

. B(\) ab
)\—l—l}foo A N E

On a, plus précisément, une relation du type

b
B =Aa—+0(\/X)
4T
Une telle relation est aussi valable pour A (A). En effet, A()) ne différe de B (A) que par
le nombre de points éléments de D 3 coordonnées entiéres et situés sur les axes, ce qu’on

peut également interpréter comme la somme des parties entiéres des longueurs respectives

du demi-grand axe et du demi-petit axe de Pellipse. On a donc

B(A)-AN) < ? ’\+%X:a\/X

m

ol « est indépendante de A. Ainsi :
b
B =AW +KEVA= AN =,\Z—W+0 (\/X)
Pour obtenir un équivalent de la n-iéme valeur propre ), (quantd les valeurs propres sont

ordonnées par ordre croissant), par exemple dans le probléme avec la condition aux limites

u =0, on écrit A(A,) =n, ce qui donne
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. An Am
lim =2 ="_
n—+oo N ab

Cette relation est aussi valable pour I’autre probléme considéré.

On peut maintenant étandre ce résultat & un autre type de domaine.

Définition 2.5.2.

On dit qu’un ouvert connexe O C R? est un ouvert-carré s1 O peut s’écrire comme 1a, réunion
d’un nombre fini de carrés de méme aire. Soient O un ouvert-carré, et A € R_.. Notons A (A)
le nombre de valeurs propres inférieures & A pour la condition aux limites u = 0 sur Fr(0)
et B (A) le nombre correspondant pour la condition aux limites g% =0 sur Fr(0).

Puisque O est un ouvert-carré, notons Ci, ..., Ci k carrés de coté a dont la réunion est égale
a0, et Ap, (A), ..., Ap, (), Bg, (A), ..., Bg, () les nombres correspondants & A () et B ()
pour les conditions aux limites 1 = 0 sur F r(R;) et % = 0 sur Fr(R;). Par ce qui précede,

on a

Ag, (A) = ,\7‘:—2 +0(VA)

2
B () = )\% +0 (\/X)
Par les théorémes 242,244 et 2.4.5 on a les inégalités suivantes
k k
D AR (V<A <B (M) <Y Bg (V)
=0 =0

Oron a

iARj () = AZ—‘: +0 (V)

et

k
ka?
J;BR]. W =r-+0 (V)
Et donc, on peut écrire

A’fl—‘:+9(x)ﬁgA(A)gB(A)gxi—‘:mu)\/x

ou ¢ et 7) sont des fonctions bornées.
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En remarquant finalement que ka? est Paire A de O, on a des relations du type
A
AN =2Z+0 (x/X)

et
B(\) :Aﬁﬁ)(\/})

On peut estimer la n-iéme valeur propre A, en écrivant A (An) = n, et on obtient

les théordmes 2.4.5 et 2.4.6 montrent par double encadrement que ce type d’estimation est

valable pour toute condition aux limites considérée. On le théoréme suivant :
Théoréme 2.5.3. (Estimation des valeurs propres pour un domaine-carré)

Soit O un ouvert-carré d’aire A. Pour la condition aux limites u = 0 ou g;f + o = §,
ol o est une fonction continue positive sur Fr(O), le nombre A (1) de valeurs propres de
Péquation Au+ Au = 0 inférieures & une certaine borne positive w1 est équivalent & #4:% Plus
précisément :

dr A
Juo €Ry, IC € Ry, Mzﬂoil‘ﬂTﬁfm‘lki

Vi
2.5.3 Estimation du terme d’erreur

Pour obtenir cette estimation, il faut affiner ’approximation de Iouvert O par les carrés. On
commence par partitionner le plan avec des carrés de coté 1 : On note ky (éventuellement
nul ) le nombre de tels carrés contenus dans 0, et CY,..., CR,ces carrés. On divise maintenant
chaque carré de la partition en 4 carrés de cotél/2, et on note kjle nombre de tels carrés
contenus dans O qui ne sont pas contenus dans un des C?; on désigne par Ci, ..., CL ces
carrés. Par récurrence, aprés m itérations de ce procédé, on a k,, carrés G, s Cr, de coté
1/2™, qui sont contenus dans O mais dans aucun autre des carrés précédents.

On construit Y, ..., E, les r domaines adjacents 4 la frontiére: le nombre @ est égale 3 1/2™.

On a les inégalités

'—SP, z=0,,m—-1,—<P (2,6)
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o, comme avant, P désigne le périmétre de O.

On note A7 () (respectivement A 5 (1)) le nombre de valeurs propres inférieures a A pour le
domaine () (respectivement E;) avec la condition aux limites u = 0, et B! ()\) (respectivement
Bg, (M) le nombre de valeurs propres inférieures a \ pour le domaine @ (respectivement E;)

ou
avec la condition aux limites o 0.0na:
n

ZZA’ A <A < ZZB’ (/\)+ZBEz

7=0 i=1 J=0 i=1

On sait

m  kj m

N k; k;
B B < A—1_ + k2D
1 c2
+-2%T/\+-2';7 /\

IA
>
| s |
s
iMgs
&
l_\)x?.?‘
&
N——
DD
oo
. PO |

w5+

ou K, ci1, ¢z sont des constantes indépendantes de m et A, et K; = max (K, ¢3). Or, par les

inégalités(2.6), on a

m k
(sz) +27<P(m+2)

Et la différence A — (Z 1 ké 21.) est d’ordre 1/2%™ (c’est I’aire de la réunion U7_, F;, majorée

T
j=0

par 36/2%™), donc on peut écrire
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A % r P
J 1 C3
[(247@21) +2Tmr] §A+C3227§A+%.

=0
ol c3 est une constante indépendante de m et ).

Le membre de droite de I'inégalité est donc majoré par

1 ‘PCS _ A C3
E (.Aﬂ 27)/\+P(7n+2)\/x‘/\E“,"P(/\ﬁ‘f"l(l(m“l“Q)\/X)

Pour m > 2, on a 2, = m+ 2; en notant (' — Pmax (c3, 2I;)

7

on a finalement

A A
A(/\)S/\E—FC(?n—l—m,\/)—\)

ou C est une constante, indépandante de ) et de m (car C est construite en prenantsucces-
sivement des maximums de Constantes ne dépendant ni de ) pj de m ).

Une étude de 15 fonction

zl—»%—i—:p\/)_\

o In(}) In(ln (2)) .
montre qu'elle admet un minimum en xg = m + W uisque

In (X)
In (4)

In(2) <1, In(ln(2)) est négatif, donc z, < = Z1. On choisit maintenant m = £ (z1),

et on obtient

C(zlm+m\/X) & 0(%+1H(/\)\/X)

9 12(2 —d1 ln (4:)

- ¢[on(m0y - ) 1) 7

o [exp (1 (1) - ) M\/XJ

In (4)
- ol ]
< 2CVAIn())

pour X suffisamment grand.
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Finalement

Puisque le membre de gauche de I'inégalité ne différait du membre de droite que par le terme

%M + 5;—2,;7"\/1 le membre de gauche 5 également la forme (2.7)
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