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I:ntroduction

Denombreux probldmes physiques se rarn€nent d la r€solution d'une 6quation dans laquelle

interrvient le lapiacien A. Citons quelques exemples :

1. En 6lectromagnAtisme, i'6quation donnant le potentiel 6lectrostatique V cr66 par une dis-

trilbution volumique de charge p est AV : f , orl €o est Ia permittivit6 du vide (Eq. de poisson) .

j2. En thermodynarnique, I'6quation donnant la distribution de la temp6rature T dans un

solide, en r6gime stationnaire, est A?: 0 (Eq, de la chaleur).

3. Tloujours en thermodynamique, l'6quation donna,nt la diffusion des mol6cules dans

un fiuide en rEgime stationnaire est Ac : 0, ori c est la concentration des ces moltlcules

(deuxidme loi de Fick).

4. L'6quation des ondes L,u - burr:0 apparait en 6lectromagn6tisme, ou en acoustique.

L'op6rateur laplacien apparait donc dans des domaines varids de la physique,et la resolution

d'une 6quation comportant un laplacien est en g6n6ral assez difficile.

Le but de ce memoire est de pr6senter quelques propri6t6s du laplacien qui sont utiles pour

rds,oudre certains probldmes physique. On Etudiera en premier lieu l'dquation A,u :0 avec

desr conditions aux iimites particuliBres, appeldes conclitions de Dirichlet. On verra que les

fonctions solutions d'un tel type de probldme ont des propri6tds surprenantes.Ensuite, on

se .focalisera plus particulidrement sur la distribution asymptotique des vaieurs propres du

laplacien sur un dornaine comexe born6 ayant une frontidre de classe Cr. Ceci a un irrt6rdt

en p.hysique des ondes, et plus particulidrement en acoustique. On Etudiera A cet effet un cas

sin:pile, qui est celui d'un domaine rectangulaire de lR2, poul ensuite dtendre les r6suita,ts.



Chapitre 1

Fonctions ffarmoniques

L'objectif de cette partie est d'6tudier quelques propri6t6s des solutions de l,6quation

Lu, == 0, d'introduire la notion de probldme de Diricblet, et ddmontrer l'existence et I'unicit6
de la, solution i, ce type de probldme sous certaines hypothdses. On munit lR2 de la norme

euclidiennell.llz, et on note d(r, a) : llr - gllz.

Pour plus d'informations, se reporter d [11.

1-.1 Premiers r6sultats

CommenEons par d6finir notre cadre de travail :

D6finition 1.1.1.

Soieni U un ouvert de 1R2, et u: (J --+ lR une fonction de classe C2.

Si Au: 0 sur [/, alors u est dite harmonique sur U.

Exemples:

1. La fonction u d6finie par u(r, A) : n2 - 92 esl harmonique sur [/: ]R2.

2. La fonction u d6finie par u(r, A) :m (\F + U) est harmonique srrr U : (lR.), ,

Dans toute la suite de ce chapitre, on note O un ouvert connexe born6 non vide de lR2.

Il est clair que I'ensemble des fonctions harmoniques slu O est un lR-espace vectoriel. On

dCfinit ensuite ce qu'est un probldme de Dirichlet :

Soit / une aplication continue sur Fr (O) . Le probl€me de Dirichlet consiste d, trouver une

fonction harmonique z continue sur 0 telle que :



1.1 Premiers r6sultats

( Lu:A suro
)
)
l. ,: "f sur Fr(O).

Un exempie de probldme de Dirichlet concret est la d6termination de la temp6rature ir l,in-

t6rieur d'un corps, connaissant la temp6rature d, l'interface entre ce corps et l,air ambiant.

Avec ces deux d6finitions, on peut d6jA,dtabiir quelques r6sultats spectaculaires, dont le

Th6ordmeL.L.2, (Th6ordme du minimum et du maximum)

Soit u une application harmonique sur O et continue sur O. Alors, on a :

V (r, y). O, 
ff5, 

u 1u(r,y) S supru.

Autrement dit, sur O, u ne peut prendre de valeurs plus grandes que son maximurn sur

Fr (O) et plus petites que son minimum sur Fr (O).

D6monstration :

Notons rn: sup u, et supposons que u prenne en un point de O une valeur strictement plus
Fr(o)

grarrde que m.. Alors .&/ : sgp il ) ffi, et maximum est atteint en un certain point P r= O.

On ddplace l'origine du repe$ jusqu'en P, ce qui ne change rien quant d, l'harmonicit6 de a.

On conciddre alors l'aplication u : O --> lR2 Ddfinie par :

Y(r, y)€O, u(r, il:u(n, il+ry(*'+A'),
orl d est le diamdtre de O pour la norme euclidienne. Alors

r.' (0, 0) : u (0, 0) : M, d'autre part, on a :

Y (r, a) e Fr (O),u (r, y) < m* ry : )! . A,f,

donc'u atteint son maximum en un point de O- Pourtant) on a) sur O :

L, (r, U) : Lu(r, a) + 2ry : Zff , O,



1.1 Premiers r6sultats

mais une fonction atteignant son maximum en un point ne peut avoir aucune de ses d6rrivdes

partielies strictement positive en ce point, d'ori la contradiction recherch6e.

Pour prouver l'assertion sur le minimum, on refait la d6monstration avec la fonction -u.
Une application harmonique a donc un comportement trds particulier sur O. On deduit de

ce tttdordme l'unicit6 de la solution au probidme de Dirichret :

Corollaire L.1.3.

Il y a unicit6 de la solution au probldme de Dirichiet.

D6rrronstration :

Si u1 et u2 sont solutions d'un m6me probldme de Dirichlet, alors or a u1 -1rz z 0 sur Fr (O) .

Le ttrdorbme pr6c6dent implique

V (*, y) e O, A I u1(r, A) - uz(*, A) < A

Soit ::

V (t, y) € O,u1(r, A): uz(r, y).

Pour finir ce pa,ragraphe, d6montrons un lemme qui sera trds utile pour la suite :

Lemme 1.1.4.

Soit (u") une suite d'applications harmoniques sur O et continues sur Fr (O). Si la suite (r"r,)

conv€lrge uniformdment sur Fr (O), alors elle converge uniform6ment sur O.

D6monstration :

Soit s > 0. Appliquons le critdre de Cauchy uliforme d, la suite (u*) ,

l,nf e N,Vp,9 € N,p, q> N +V(r, il e Fr(O)l"o@, y)-us(r, g)l<€

ce qdi prouve que la suite ('r^rr) converge uniform€ment sur O.

Ces quelques propri6t6s vont nous pdrmettre de montrer I'existence d'une solution au prG

bl€mer de Dirichlet pour un disque, le but 6tant ensuite de g6n6raliser ceci d, un ouvert connexe

born6 poss6da"irt certaines propri6t6s topologiques.

U



1,2 [glution du probldme de Dirichlet pour un disque

L.2 Solution du probl€me de Dirichlet pour un disque

Soit J : / (s) une fonction continue sur le bord d'un disque de centre ,4 et de rayon 1, oi s

d6signe I'abscisse curviligne d'un point du cercle mesur€e d partir d'un certain point tW dtt

cercle. On suppose que /(0) : f (2"). Le but est de construire une fonction z continu.e sur

le disque ferm6, harmonique sur I'int6rieur du disque et 6gale i / sur Ie bord de disque.On

tait alors un cha,ngement d'origine et d'axes, de sorte que la nouvelle origine soit Ie centre du

cercle, et que I'axe des r passe par le point s : 0. On passe alors en coordonnees po.laires

(r, 0),en prenant comme pdle notre nouvelle origine, et comme axe polaire le nouvel axe des

r. L'6quation du cercle est alors r :1, et on peut 6crire /(") : I @. Aprds ces quelques

simplificatioffi nous pouvons cornmoncer d, r€soudre le probldme.

1.2.1 R6solution du probldme

On procdde par analyse-synthdse.

Analyse :

Supposons que 
"f soit continue et de classe Cl par morceaux (nous montrerons plus tarcl que

cette hypothdse est inutile).

En coordonn6es polaires, l'dquation Ar^l: 0 devient :

6

I
un * -u,

t

Cherchons une solution de cette 6quation sous la forme u (r, 0) : , (r) * (0) .

En replagarrt dans (1. 1), on obtient :

+ \urr: s (1,1)

soit :

u"(r)w(o)*ry9 +9#9:o



t.2 Solution du problAme de Dirichlet pour un disque

| ,, , , u'(r)f 12 w"(0)lut'(r\+-'''l._: :.,\€]R
L \/' r )u(r) .(0)
ffi-,r,offi*'

Il s'agit de discuter les valeurs possibles de ).

En 6crivant que ut'* .\zu : 0,et que ?r(0) : w(2n), on constate que ?, est 2r-p6nodique, et

donc que ),:r12, n € N. On a alors w(q: o,,cos (n0)+b,,sin(ng), a,,, b,, € lR..

On a ainsi r2u" (r) * rat(r) - nza(r) : g.

Cette 6quation est lin6aire homogdne du second ordre, donc I'ensemble de ses solutions est

un espace vectoriel de dimension 2. On constate qu'elle admet les deux solutions lin6airement

ind€pendantes r r-.*+ rn et, r # r-n. Mais puisque r r---r r-' est discontinue en r : lJ, on

en d6duit que les solutions de (1. 1) continues sur D (,4, 1) sorrt de la forme :

7

u.(r, 0) : rn lancos (rzd) * b" sin (n0)]

Da,ns le cas rr:0, on obtient la solution us(r, 0): constante qu'on choisit de noter ff..

Consid6rons maintenant la fonction

+oo

u (r, 0) : \ + I "" [a,, cos @fi + b,, sin (n0)]
- n:l

Si les suites (a") et (b,) sont borndes pax un certain r6el, M, alors on a:

^ 
/r +oo

lu(r,, 0)l < T + Y.zMr" vr,g € [0, 1] x la,, 2trl2-
ce qui rnontre que u (r, 0) est bien d6finie sur D (4, L). Si on se donne de plus r < 1, e,t un



1.2 Solution du probldme de Dirichlet pour un disque

I 'r I l+* |I t ^\ n r ^'l I f-a , I

lu(r, 0) - Dur(r, g)l : | ) . "n U, ill| ,k:o I ln;,+1 |

*oo

k:nj-L

+oos I zurl
k:n*l

Donc la serie f u1,(r, g) converge uniform6ment vers u(r, 0)sur D (A, ,r).
k:0

Les u,. 6tant des fonctions continues sur ce disque, u est continue sur D (A, r1), donc sur

D (4, r) pour tout r < 1. En taisant tendre r vers 1, on obtient que u est continue sur

D(A, r).

On montre de m6me que u est de classe C* sru D (A, 1), sachant que r' : o (1/n&) pour

tout entier k > 0 et tout r < 1.

On peut donc d6river terme d, terme la fonction u, et on remarque alors que u est harmonique

sur l) (A, I).

De plus' on a 
uQ, 0) : \ +r"- [a," cos (n0) + b*sin(nu)]

tt:L

Synth6se :

8

Si on prend alors
1 fzo 1 f2't 1 f2'lao: : I tWlalt, a.: : | /(r/) cos (rult) d,lt, b,,: ) | tt t'lsin(ng) d,tlt,1tJo trJo TJo

C'est-d-dire les coefficients de Fourier de /, on a

u(1,0) : f (g)

et les suites (a",) et (b") sont clairement born6es.

Il ne reste qu'A, v€rifier que ?r, d€finie de cette ma,nidre, est continue sur D (A,7). On a :



1.2 Solulion du probldme de Dirictrlet pour un disque

l^ | *oo

lu(L,o)l< ry+t@,1+lb^l' n:l

et cette somme converge car / est continue et de classe Ct p* morceaux.

La s6rie

too
/ ^\ 

4o T- -. / -\ ,u(r, 0): ; + Lr" [a,, cos (n0) + b"sin(n9)]
- n:l

avec o?l et b,, les coefficients de Fourier de / est donc harmonique sur D(1, 1), continue sur

D (e, 1) et 6gale A, / sru C (A, L): u est la solution du probldme de Dirichlet consid6rt.

L.2,2 Une autre expression

Apartir de I'expression de u obtenue au paxagraphe pr6c6dent, il est possible d'exprimer u

sous forme d'une int6grale.

Soitr(1,ona:

u(r, 0) : ry . i ,n lancos (nd) * b, sin (nd)l
' n:l

1 fzo +oo 1 f21l: + I f (Dd,h + t ,"1: | /(r/) cos (ny')cos (n0) d,tl,
ttr Jo 7_ 'T Jo

*! ['^ f (rg sin(nrl) sin(no)d,tlt]
ir Jo

soit, avec cos (nzl;) cas (n0) * sin (nrl) sin (n0) : cos (" (rl, - 0)) ,

u(r,o) : * Ir'" t(,\d,,t. 
E 

- 
l+ lr'" r{,Dcos (n (,t, - o))d,tf

It99 F1 r2o I
lI"" l: / /(r/) cos (n(rl' - o)) d.,!l
l= LrJo I

+6
< 2I sup lf (,b)1,"

fi,he1o,zn1

Orona:
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par in6galit6 de la moyenne, donc on peut appliquer le thdordme de Beppo-Levi : On ar,

r exPd('h-e1 r exPi{'h-o) -rz
L - r sxqt(V-e1 l-2rcos(r/ -0)+rz

d'ot) :

u(r,o) : * l"'" ,f+l 
lr 

. rEr,,cos (n(,h * Al]a,t

Par aiileurs :

1+2f rncos(n(rh-,/]D : 1+2Re (f,r"expr"t+-e1)
n:l \; /

- / rexPi(/-a) 
1: 1*2Re(t-""*pu('b-q)

Et, en multipliant num6rateul et d6nominateur de la fraction par le conjugu6 du d6nomina-

teur :

+oo

1+2Ir"cos ("(rb -il) : 1+2
n:7

rcos(ry'-0)-r'
L-Zrcos(r/ -0)*r2

L - 2rcos (r/ - 0) + 12 + ?rcos (,rp - g) - 2r2

t-2rcos(l -0)*r2
soit

Finalement, on a

+oo

1+2Ir"cos ("(th-d)) :
n:L

l-12
L-Zrcos(T/ -0)gyz'

fkDffid,t,,*1,*Vr<1 u(r,0) :



1.2 Solution du probl€me de Dirichlet pour un

int6grale qui est aussi appel6e int6grale de poisson.

si le cercle n'est pas de rayon 1, mais de rayon ,R, l'intdgrale devient :

(on remplace r par I et Ia variable d'intdgration devient s: fult).fi,

1.2.S Des hypothdses moins fortes

Pour finir la discussion sur- la r6solution du problOme de Dirichlet pour un cercle, cln va

montrer que I'hypothdse "/ de classe Ctp* morceaux" est inutile.

Supposons que.f est continue, sans autre hypothdse de rdgularitG. Remarquons que I'appli-

cation

h: {s, r, g) r---+ * = 
O!= 

"R2+rz-2Brcos(;-e)

est de classe c- en chacune des trois variables, v(s, r, d) e [0, Ztrh]x [0, R] x[0, 2n].

Donc, en notant comme pr6c6demment

z est de classe C*, ca,r l'int6gration se fait sur un compact.

On a pa.r ailleurs A,h:0 (p* un calcul fastidieux qui ne sera pas detaill6 ici), ce qui implique

Lu :0. Donc u est harmonique sur D (A, R). Montrons maintenant que la fonction fr d6finie

par :

( u(r,0) sir<R
tt(r,0):\

( /(RP) si r :,?
est continue sur le disque ferm6 D (A, l).
Par un th6ordme de StoneWeierstrass, puisque / est continue, soit (/") une suite de poly-

nOmes convergente vers f sur C(A,1). Alors la suite de fonctions

11



1.2 Solution du probldme de Dirichlet pour un disque L2

v6rifie toutes les propri6t6s 6tablies en 1,2.L, puisque les (/,) sont de classe C-. En pa^rticulier,

on a un (R, 0) : f"(R?), donc Ia suite (4,") converge uniform6ment sur le bord du disque.

Puis,que les (2,,) sont harmonique sur D (A, 1), par le lemme L.!.4,Ia suite (t4") converge

uniformOment sur le disque ferm6, ce qui implique que fl : lim ur, est continue sur le disque

ferm6, en tant que limite uniforme de fonctions continues.

t.2.4 Propri6t6s des fonctions harrnoniques

dans cette section, nous allons montrer quelques r6sultats utiles sur les fonctions harmoni,ques.

Les preuves de toutes ces propri6t6s sont basOes sur le fait que toute application harmonique

est n:prdsentable sous la forme d'une intdgrale de Poisson.

Th6r:rdme 1.2. 1. ('rMoyenne arithemGtique" )

Soit D un disque ouvert d.e R2. Supposons u ha^rmonique sur D et continue.* D.

Alors la valeur de a au centre de D est 6gale A,la moyenne des valeurs de u sur Fr(D).

Ddrnonstration:

On dEplace l'origine du rep6re au centre du disque, et on 6crit ?J sous Ia forme d'une int6l3rale

de Poisson :

Yr<R u(r,o)= 7 lzrn
= 2"RJo - o) + rz*"'

^, \ R2-r2
+ I nl 

-

r t"t ftZ _ 2rrcos (fr
ds

avec :Vs € [0, 2rR], /("): u(R, fr), et on a donc :

1 72nR 1 72trR
u(0,0\: .j- I f (s\d,s, soit z(0, 0) : 

-; I u(R, fi)d,s' 2nRJg r \-t 2trn, 1s

En d'autres termes, Ia va,leur de a au centre du disque est la moyenne arithemEtique des

valeur s de u sur le bord du disque, ce qu'on voulait montrer.

Montrons maintenant un r6sultat puissant concernant I'analyticit6 d'une fonction ha;:mo

nique:
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Th6ordme L.2.2.

Soib u une fonction harmoniclue sur un ouvert connexe born6 non vide o.
Alc,rs, en tout point (26, go) de O, u est analytique en r et y.

D6montration:

Soiti (16, uo) € o, et soit -R > 0 telque D((ro, ao)), R) c o. on d6place I'origine du nrp6re

en t(r6, uo), pour pouvoir 6crire la formule habitulelle : si un point (r, y) e D((n6, go)), R)

a prf,ur coordonn6es polaires (r,0),

u(r,o): hfr*' f (.o\ R'- r'
, \-/ 

R2 - ZrBcos (; - o) + rz
ds

Nots allons maintenant d6montrer un lemme de calcul :

Lernme 1.2.3.

vr < .R, yrl,,o, ffi: -1 * * l"_fu]
Ddmonstration du lemme :

Ona

i , 2R R+ reiQ-t)
-' R_iei(q-rP) R_rei(?-'/')

: (R + rei(o-'t'))(R - ret'('h-e))

(R - rei@-,/)Xn - rei(,b-o))

R2 _ Rrei(,r-q + pr"t(0-4:) _ 12

n2+12-2rBcos(4,-e)

: R2 - r2 + zirBsin(O - i,)
R2 + r2 - 2rRcos (tlt - 0)

et on prend la partie r€elle des deux membres, ce qui montre Ie rdsultat annoncd

Par ailleurs, on a:

i,Rexpi'l'
-tR - r exPd(o-4t; i,lBexpi'h -r expio] '



L.il Solution du probldme de Dirichlet pour un disque L4

sg ,qui permet d'6crire :

-^/_ ..\ | f2"R . I r f2"R ^. . i8exp (ifi) . Iu(*,a) : - r*J, f@)ds* 2Re l*[ /{")ffid"J
Nobcms A pr6sent z: n*i,y: r exp(i,0) et a: -Rexp (/fr) , on a, puisque / donne les ver,leurs

de u sur le bord du disque :

L f2"R .- l-t f f(a\dalu(r,y) : - 
^rJ, 

f@)ds +n" l;f ffi),
f

ori {l repr6sente l'integration sur le bord du disque.
J

Pa,r le th6ordme de la moyenne arithm6tique, la premi6re int6grale vaut -u(0, 0).Ladeuri6me

int(ig,rale, en dcrivent -l- : -t 
1---, 

est une application analytique en a (on peut intdgrera-z *LL-;l
terme d, terme car une s6rie enti6re est normalement convergente sur toute compact inclus

dans son disque de convergence). Donc u, partie rCeile d'une application analytique en ,2, est

analytique en n et E.

Le th6ordme de la moyenne arithmdtique peremet aussi d'am6liorer le thEordme du mininrum

et tlu maximum :

Th6,or€me L.2.4. (Th€o€rme du min et du max, forme forte)

Soir; O une partie ouverte connexe bornde non vide de iRz. Soit a une application harmonique

sur 0.

S'il existe A e O telque u(A) :.y, , alors u est constante.

D6:monstration :

Soir:rrt un tel point ,4, el p > 0 telque DQq, d c O. Alors, par le th6o6rme de la moyenne

arithm6tique, u(A) est la moyenne des valeurs prises par u sur la frotidre de D(A, p). Mais

a att,eint son maximum en ,4, donc les valeurs prises par u sur Ia fronti6re du disque sont

infdri.eures ou 6gales d, u(A).

Ainsi., a est n6cessairement constante sur la frontidre du disque. En r6p6tant cette d6nrons-

trat;ion pour tout r I p, on obtient que u est constante sur D(4, p) et sur sa frontidre.
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Do:nr:: u est constante sur D(A, p). Soit maintenant B €D(A, p). Il existe y' > 0 telque

D(8, il C O. Par ce qui pr6c6de, u(B) : u(A), et Ia m6me id6e montre que u est constante

sur l) (8, /). Soit alors C e O. O 6ta,nt connexe, il existe un chemin I C O continu joilpra,nt

A it" 'C (car dans IRN, connexe <==+ connexe par arcs).

Le lemme de de topologie suiva"nt va permettre de conclure :

Lennrme L.2.5.

Porrr tout ouvert born6 O C lR.N et tout chemin 1 C O continu, on a

d(1,Fr (o)) : 
,r.,,{!fr,1oy 

d(r,y) > o

D6:nronstration du lemme :

Pa,r propri6t6 de la borne inf6rieur, soient deux suites (r,,) et (y") d" points de ,y et F'r (O)

respectivement, telies que

d (rn, an) --)fL+&
d(1, Fr (O))

7 est ferm6 (c'est un chemin) et born6, donc est un compact de iR.tr, donc on peut extraire

une suite (r,,n) de (r,) qui converge vers z € 7.

De nr6me, Fr(O) 6tant un ferm6 born€, c'est un compact de lR.N, donc on peut extrair€) une
., / \ /suite (u,u,J d" (g"o) qui converge vers y e Fr(a). Alors on u d(1, Fr(O)) : d(r, y).

Orpra,r d6finition r €,y C O, donc il existe pa > 0 tel que D (r, p) C O.

Et rilnsi d(1, Fr(O)): d(r, a) > po > 0. On revient d Ia d6monstration du th6ordme: On

corultruit alors une suite finie de disque Dr,...,D," tels que le centre de D1 soit .4, le centre de

D, soit C, Ie centre de D7, pour 2 < k < n - 1 soit l'intersection de'y avec D;-1, et telsi que

"l C Ui=rD*i ceci est possible pr6cis6ment car la distance de 7 d, la frontidre de O strictement

positiive disons po, et ainsi chaque disque peut 6tre pris de rayon ps, et rrcouvre" une longueur

de chemin au moins 6gale d, po. Puisque ? a une longueur L finte, cette construction n6cessite

au rnaximurn E (L/ ps) * 1 disques.

Un rer,isonnernent identique d, celui tait pr6c6demrnent rnontre que ?, est consta,nte sur chaque

Dp, et en particulier u(C): u(A). Donc u est constarrte sur O.

15
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Nous a,llons maintenant citer deux th6ordmes sur la convergence de fonctions harmoniques,

dusi ii Harnack.

Th6ordme 1.2.6. (Premier th6or6me de Harnack)

Soib (a") une suite de fonctions harmoniques sur O et continues sur D.

Si la suite (u,r) converge uniform6ment sur Fr(O), alors elle converge uniformement surD
verrr une fonction z harmonique sur O.

D6nronstration :

Pa,r le lemme 1.1.3, on sait que (ur) converge uniform6ment sur D. Notons d.onc u: Jglr'
et r:nontrons que ?, est harmonique sur O. Soit A e O, et .R ) 0 tel que D (A, R) c O. Comme

on .f ia ddjA, fait plusieurs fois, on ddplace I'origine du repdre en A, et on repr6sente les (u,,)

sous la forme d'une intOgrale de poisson :

vr < R u,,(r, o) : * lo'" 
r,,t0 ffidrb

of Les (/") sont ies fonctions donnant les valeurs des (u,) sur Ia frontidre du disque. Puiisque

la suiite (/*) converge uniform6ment sur 10, 2rl (c'est la traduction du fait que la suite (26)

converge uniform6ment sur Fr (O)), et que la suite (u,,) converge en tout point de D (A, R)

verri iu) on peut passer A, la limite dans I'6galit6 pr6c6dente et intervertir limite et int6grale :

\/r <,Q u(r, 0): lim q,(r, 0):

ce qlui donne enfin :

f,,?/)
R2 -12

rt rv r R2 - 2rBcos (0 - tlt) + 12

vr < R u(r, g) : * ['" r rr1 Ha,,1,
a^ Jo r \Y / R2 - 2rBcos(g - $) * r2*'

orl y' dEsigne la limite uniforme des /,,, qui est continue. I'application u est donc hal'morique

en tout point de O.

Th{lorAme 1.2.7.(Deuxi6me th6ordme de Harnack)

Soit (ur,) une suite de foncrions positives,ha,r'moniques sur O.

S'il existe A e O tel que (u,,) converge en ,4, alors (ur,) converge uniform6ment sur tout

compact de O une fonction harmonique sur O.

L6

t r2rLl

-l 
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2tr Jo n+& d4)
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I-.3; Existence dtune solution au probldme de Dirichrlet

L'aicle de la preuve ci-dessous a 6t6 donnde par Poincar6. Nous avons d'bord besoiLn de

queiques ddfinitions :

Soirb o une application continue sur un ouvert connexe born6 non vide O c R2. On n,otera

D un disque ouvert inclus dans O, et (u) o une application continue 6gale d, u sur O \ D et

harmonique sur D.

On a clairement :

tr hiarmonique sur O e (u)o: u YD c O.

Rerruuquons enfin que (u)o existe est unique, puisqu'on a montr6 I'existence d'une solutiol

au probldme de Dirichlet pour un disque, et I'unicit6 de la solution au probldme de Diriehlet

dans le cas g6n6ral (nous utiliserons cette unicit6 plusieurs fois).

Cetter nouvelle notion nous permet de d6finir quelques concepts utiles :

D6linition 1.3,1. (Applications sub et superharmoniques)

1. u erst dite superharmonique sur O si pour tout disque ouvert D c O, (u)o < u;

2. o est dite subharmonique sur O si pour tout disque ouvert D c O, (u) o 2 a;

3. Si / est une fonction continue sur Fr(O), et si u ) / (respectivement u S f) sur Fr(O),

alors u est dite fonction sup6rieure (respectivement inf6rieure) pour /.
Morttrons quelques propri6t6s de ce type de fonctions, qui seront n6cessaires pour la d6mons-

tratic,n. Dans toute la suite O d6signera un ouvert connexe born6 non vide.

Prop,ssifion 1.3.2. (Sur les fonctions sub et superharmoniues)

1. Tbrnte application harmonique est superharmonique et subharmonique.

2. Sj u est superharmonique et z est ha,rmonique, alors u *u et u - z sont superharmoniques.

3. L,a somme d'un nombre fini d'applications superharmoniques est superharmonique.

4. Sj. ru est superharmonique et u.r est subharmonique, alors u - rr est superharmonique.

D6rnonstration :

L7

1. Ce point est clair puisque : u harmonique sur O e (u)o: u VD.
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2' iSiot D un disque ouvert' Si u1 et ?.r2 sont deux applications continues sur O, on ia par
unicit6 de la solution au probl6me de Dirichlet (qluz)o: (uio* @z)o et de rn6me

(-,rt)r, : * (or)r.

Do:nc, si, est superharmonique et u est harmonique, on a (u +u)o: @)n+fu)o --u1-uet
(u --u)n: (u)p - (u)o 1u -u. Ce qui montre que ?,' *u eta -usont superharmoniques.

3. C'est une cons6quence du rait que :

(r, + u, + ... + uu)n: (rr)p * (r,)o +... * (ury)o

(torrjours par unicit6 de la solution au probl6me de Dirichlet) : Si, ut...uN sont l[ applicabions

superharmoniques, on peut dcrire :

(q + uz + ... + ux)n: (u1), * (or)o + ...(rilo 1q * a2...* uN.

Ce qui montre la superharmonicit6 de (u1 * az +... + ,r)o .

4. Si a' est subharmonique, alors(u,')o ) w 1(-r)o 3 -w: -tr.r est superharmoniqug. Et

on sait que Ia sofilme de dertx applications superharmoniques est superharmonique, cer qui

monrtre le rCsultat annonc6.

Proposition 1.8.8.

Toube application u, superharmonique sur O, atteint son minimum (sur D) en un point de

Fr (a) .

D6rnonstration :

Soit u une application superharmonique. Remarquons que u atteint son minimum rn sru O

ca,r c'est un ferm6 bonn6 de IRz, donc un compact de R.2.

Soit P e O tel que ,r,r (P) soit minimal.

1. Si P e Fr {O), il n'y a rien d montrer.

2. Si P € O, montrons que, pour tout disque ouvert D c O de centre P, on a :

18
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Supposons que centre a,ffirmation soit fausse, donc qu'il existe un disque ouvert D c O de
centr:e P et un point N e Fr(D) tel que z(ff) : a > rn. Alors, puisque z est superhar-
mo:aique, on a: (r)"(P) < u(P): vn et vA,I e Fr(D) (")o(M): u(rv) z zn. .Donc

(u),0, qtri est harmonique, atteint son minimum (sur D) en un point de D : (u), est donc
consl;ante sur D. Pourtarrt (o)n (tr) : t,(ff) : a ) rn.On a une contradiction : l,hypoth6se
de d(part 6tait donc absurde

Notons d, pr6sent

r : d'(P, Fr (D)) : 
rr.tFfrol 

d(P, M)

et D6 le disque ouvert de centre P et de rayon r. Alors Fr (Ds) n Fr (O) f o, doncil eriste

Q etTr (Do)n Fr(O). eton aa(Q):?n, dorrca atteintsonminimumen e € Fr(O\,.
D'ori le th6ordme da,ns tous les cas.

Prop,osition 1.3.4.

Si / est une fonction continue sur Fr (O) , et 1)1,1)2,..., ?JN sont N fonctions sup6rieures pour

/, alors o : min {ur,rr,...,ux]' est aussi une fonction sup6rieure pour /.

D6rnronstration :

u esh continue sur O et on a u > f cax ui) / pour i : 1,...N. Il reste A, montrer que l est

supe,rlnarmonique.

Soit donc D co undisqueouvert. Soit P € D,ilexiste i,L 4i < AI telque a(p):uu(p),
et on ia u {P) : rt,(P) > (ou)n (P) car les zr; sont, en particulier, superharmoniques. Le lemme

suiv:rrt va permettre de conclure :

Lerrrme 1".3.5.

Soierrt deux applications f et g continues sur O telles que f < g. Alors tout disque ou.yert

D c O, on a(f)o ! b)o..

D6nronstration du lemme :

Par lrypothdse / - g est n6gative sur O, donc la fonction harmonique (f - do, qui est 6gale

d / -- g sur O \ D et donc en particulier sur Fr (D) , ^, 
par le principe du maximum, un

19
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maximum n6gatif sur D. Donc sur D, (f - do < 0. Par unicit6 d.e la solution au probldme
de Dirichlet, on a (f)a- b)o30 sur D , (ilo< {dosur D.
Puiisque surO \ D, (f - dn : f - g < A,on a (/)o < b)o. On revient d, la d6monstration

duth6ordme: Puisque u.i) t), ona?r(p): ut(p)> (ru)o(l)) > (r)r(p). Donc (u)r, 1u
pour tout disque ouvert D C O

Fina,lement u est superhannonique sur O : C'est une fonction sup6rieure pour /.

Proposition 1".3.6.

Si 7' est une fonction continue sur .F.r (O), et si u est une fonction sup6rieure po*r J, alors

pour tout disque ouvert D c O, (u), est aussi une fonction sup6rieure pour /.

Ddrmonstration :

Soit D C O un disque ouvert. Puisque (z')ocoincide avec u sur O \ D, il est clair que (u'fo :
a > f sur rr (o) . n reste a, prouver que po'r tout disque ouverb D1 C o, ((r)r)o, S (,u)o ,

et il suffit de prouver cette in6galit6 (/) sur D1.

1' Si Dr C D, c'est clair car (o)o, harmonique sur D, est superharmonique sur Dr C D.

2. Si D1 c O\ D, ona, pour P e D1,,((r)r)o, fu) : (r)o, (p) (car (u)r : u sur O\D), et

par superharmonicit6, on a (r.')p, (P) < u(P): (o)o (p), d,ori ((u)r)o,@) S (u)n@)
3. Sinon, sur Fr (Dt), on a (u), ( u car o est superharmonique. Donc sur Dl) on a
((r).o)r, (p) { (o)or 1u,la dernidre in6galit6 r6sultant du fait que ?r est superharmonique.

Puisque (u), et o coincident sur O \ D, on a l'in6galit6 (I) sur O \ t. (/) est ainsi vraie: sur

Fr (Lt) et Fr (Dr) , (1) est vraie sur Fr (D) n Fr (D1) . on a le r6sultat suivant :

Lenune 1.3.7.

Soit (.X, r) un espace topologique, et A, B deux parties de X. Alors on a :

20
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Clhapitre 2

Dristribution des valeurs propres du
laplacien

Da,rs cette partie, nous allons nous int6resser A,1,6quation

Au*.\a:0

sur un ouvert connexe born6 O ayarft une frontidre de classe C1(on dira, pour abr6ger, que O

est un ouvert Cr) pour certains types de conditions aux limites. On montrera en pa,rticulier

que cette 6quation n'admet de solution non triviale que pour un ensemble d6nombrable de

vale'urs de ,\; en notant (),,) la suite de ces valeurs ordonn€es da.ns l'ordre croissarrt, on

calculera un 6quivalent de .\,". Pour des informations suppl6mentaires, se r6f6rer e [2] et [B].

2.7. Motivation :

On titudie dans ce paragraphe des fonctions d€pendant des deux coordonn6es spatiales r, gr

et du temps f. Dans ce contexe, le laplacien d'une fonction u est toujours

Au:.u,rr*L.Lon.

Consid6rons l'6quation

L,u: utt (E)

d, r6soudre sur un ouvert connexe born6 O, avec, par exernple,la condition anx limites u:0
sru Fr(O).
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On cherche une solution sous la forme u(x:, A, t) : u(r, y)SQ).

On obtient imm6diatement, en remplaqant dans (E), l'dquation :

7Lu: g"u e L'u g" :_.\€lR

d'or} on d6duit 1'6quation

{- ,{
ind6pendaot de t independant de r,g

Lu *.tr2, : 0 (E^)

Il s agit donc de d6terminer le param€tre ) de sorte qu'il existe une fonction z de classe 02sur

O qui ne soit pas identiquement nulle, qui v6rifie l'6quation (81) et qui soit nulle sur Fr(O).

Si ,\s est une telle valeur, et si a6 est une solution de 1'6quation (.816), alors on dit que )6

est une valetu propre et u6 est une fonction propre pour l'€quation (,O1). C'est pourquoi ce

problldme est appel6 probldme aux va,leurs propres.

Da,ns notre 6tude, nous nous placerons, pour simplifier, dans le cas d'un rectangle [0, o]x 10, b]

pour l'6tude asymptotique , le cas d'un rectangle quelconque s'en d6duisant par translation.

Rappelons d'abord quelques 6l6ments d'analyse dont nous nous servironri pour r6soud:re ce

probl6me.

2.'.2 El6ments th6oriques :

2.2."L Formule de Gauss-Ostrogradski, formule de Green

On rappelle ici la formule de Gauss-Ortogradski :

Thdor€me 2.2.1. (Formule de Gauss-Ostrogradski)

Soit 
-/ 

: IR2 --* lR2 un champ de vecteurs de classe Cl sur un ouvert t/. Si Ia frontidre I' est

une courbe continue de classe Ct p* morceaux, on a :

ff --) f---+

J J 
o*t f )drdy : Jrf 

.dds

Soit un domaine G ayant une frontidre f represontable par une fonction continue et de classe

C1 par morceaux. Soit o une fonction continue et de classe Ct po morceaux sur G, et a une

fonction de classe CL et de ciasse Cz oar morceaux sur G. On a :
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ou

M: Usrr\* U'rn2'

d'oii ia formule de Green :

[ [ Olu, u]d,rd,y: [ [ -uL[u]d,rd.y* [0,*a,t.t t*t { dn

Da,ns le cas p - 1, e:0, ceci donne :

rf f f , f 0u,
I J (u,o,+uouo)d,rdy : - J J uLuhd, * 

J 
uffias

GGF

2.2.2 Rappels sur les sdries de fourier

On r:appelle ici quelques rdsultats sur les sdries de Fourier :

Th€ordme 2.2.2. (Th6ordme de Dirichlet)

Soit ? ) 0 et .f une application continue pa,r morceaux ?-p6riodique. Si / est de classe C1

par morceaux, alors / est somme de sa s6rie de Fourier en tout point.

Cor,ollaire 2.2.3.

Soit a > 0 et "f ' [0, a] -+ IR une application de classe CL par morceaux. Si / v6rifie une des

deux conditions
fa / nlrt\

Vn € N[* I f (t)sin I J-' I at : O
Jo \4,/

23

tt

J.l r(u,u, * u,uo) + quu *, 
l{nu,), + (puv)u - quf aray : | | Or",l, * (puu,,)ud,nd,s

C:

Et donc, par la formule de Gauss-Ostrogradski, en notant

Q ['", ,] : p (u,u, -t unun) * quu et L[u] : (put), + (puy)" - qu :

f I nlu, tl + uLfu]d,xdy : Inrfu,r, + uan2]d,st"' {
si li a pour composarrtes (nr, nr). Et, pour vecteur fr : (*r, m2), on a
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vneN lr"

Hlpl: [ [ e'a,av
Jdl

Ces trois expressions sont des fonctionnelles quadratiques,

/(f)cose)
alors / est identiquement nulle sur [0, o].

Id€e de la ddmonstration. Si / v6rifie la premidre condition, construit l'unique applicabion g

a] . Alors g v6rifie les hypol;hdsesqu:isoit 2a-pdriodique, impaire, et qui cofncide avec ;f sur

du th6or0me de Dirichlet, donc est somme de sa s6rie de ier, qui est nulle, car tous ses

coefficients sont nuls, puisque / vdrifie la premidre conditi i / v6rifie ia deuxi0me condition,

on construit l'unique application h qui soit 2a-pdriodi paire, et qui coihcide avec / sur

[0, o], et on tait le mdme raisonnement

2.3 Premiers r6sultats

Dans les sections 1.3 et L,4, O d6signera un ouvert born6 Cl de frontidre f. Consi-

d6rons le probldme arx valeurs propres de l'6quation

Au*)u:0 (2, 1)

sur O, avec la condition arpr limites u :0 ou la condition * ou :0 ori o est une fonation

corrtinue sur l, toujours positive sauf merrtion contra,ire. toute la suite, on noterar,

Dl,pl

or]

: o[p|+ 
lro,ia,

,n2Ya
ffDlp): I I (p',+

JJ
f)

,/,):Dlel+ [oJI

rf,ltl: I I @"rb,*prtu)JJ
o

fonctionnelles polaires associGes

D[p,

or)

Dlp,
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et

H lp, ,l'l: [ [ ,pjbdrdy
tot

Si crn a Hlp, ,,hl:0, on dira que g et d) sont ortogonales.

Les fonctions ip et ry' sont suppos6es continues sur D et de classe Ctp* morceaux sur o au,

sens suivant :

D€finition 2.3.1.

Une fonction / est dite continue par morceaux sur un ouvert O,, si O peut 6tre partitionn6

en mL nombre fini d'ouverts 01, ,..,Ox tels que les 06 aient des frontidres continues de classe

clpeir morceaux, et si / est continue sur tout ferm6 inclus dans un des o;.
Nousr aJlons trouver les valeurs propres en consid6ra,nt le probldme cornme un problBnre de

mirLimisation. Si la condition aux limites est u : 0, on irnpose que g eL * soient nulles sur

f. Les conditiorrs prscit6es sont appeldes conditions d,admissibiiitd.

On a le th6ordme suivant :

Thr-a<rrdme 2.3.2.

La lbnction admissible ia qui minimise D [rp] sous la condition sous la condition H [p] : 1 est

une frrnction propre u1 de l'dquation (2. 1) et satisfait la condition aux limites . ffi + ou - 0.

La rra,leur propre correspondante est \ : D fu1.
Si la condition lllp, utl:0 est rajout6e d, la condition I{lpj : 1, la solution du prob,ldrne

est Og,alement une fonction propre z2 de 1'6quation (2. 1) qui satisfait la m6me condition aux

limiter.s. La va.leul propre associfu est )2 : D luzl . Les probldme de minimisation successifs

D[V4: inf D [r/] sous les conditions fI[rp] : 1 et H[p,ro]:0,,i:1,...,ft - 1 d6finissent les

fonctions propres ua de l'6quation (2. 1) qui satisfont d, la conditio" H* o,r.r :0. Les valeurs

prolrres associ6es sont les \x : D luxl .

Renaarques :

1. Si la condition aux iimites est u : 0, il ne faut pas oublier de rajouter dans ies conditions

des probldmes de minimisation la conditiorr (0 :0 sur f .
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2. On omet g6n6ralement la cond.ition de normalisation H [p]:1, et on cherche d, minjimiser
le rluotient n [gi I n [p] - L" fonction propre obtenue est alors, d, un facteur constant prds, la
for:Lction recherch6e dans le th6ordme.

D€rmonstration du th€ordme :

Le fait que notre probldme de minimisation possdde des solutions est un r6sultat d,arLalyse

fonctionnelle, que nous admettons ici. Il nous faut montrer que les solutions de ce probl€me
sont des fonctions propres de notre Aquation, et que les valeurs propres obtenues sont t,outes
les valeurs propres. Ce dernier point sera montr6 plus tard, une fois que nous aurons dtabli
d'arutre rOsultats.

CornmenEons donc par la solution du premier probldme ; Cette fonction u1 minimis e .D[p]
sous l'hypothdse flfp] : t. Notons )t : D [a1] . Si ry' est une fonction admissible pour Ie

prolbldme et si a est une constante r6elle, on a pax d6finition de tr1 et )1 :

[ut + arlt]

1T fq+ arlt]

<+ 2a(1u1, ,il - 
^rH 

["r, ,l,D + a, Qrl,] - ]1fl [?i])

<+ ?".(fur, ,hJ - Afi [ur, ,1,1+ t ft14 - rrn tl]))
On rs'est serwi ici du tait orr" $J. : 

^r.On,:btient ' 
n LurJ

Ve > 0, lut, tbl - \H fut,

et

Va < 0, [ut, ,l,l - \H lw,

donc, en faisant tendre 0 vers, on a

,tI + |ftt'\ - )rfr [d]) ) o

,l'J + | {rl'l -.\1rr ['/]) < o

Dlut, ,ltl - 
^rH 

[ur, ,b]2 }etlur, ,ltl - lrI{ lur, ,l,l < 0.

Finalement, on a D[ut, th]: \H lur, tl VIb.

On utilise la formule de Green pour transformer I'expression de Dlu1, ll:
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D[ur, rb] : [ [ ("rl,lt, + (ur)arl,r) aray + f^outEasJJ \ Y JTo

. : t f - gL,u1d,rd,s * [*Has+ [ ou1tl.,d,sJoJ " J',*, Jr

et, puisque Dlur, 4i: \rH[ur, ,h]: l, [ [ ufl,drds, on a
tot

vrl,,[[rl,lxrrr+X ]' f 'l}u' I
rdl u1)dtdY-l{L^*out)ds:o (2'2)

On en deduii facilement, en prenant alternativement des fonction ry' continues d support

cornpact nulles soit sur O soit sur Fr (O) , qu'on a

( a"r*A121 -o suro
t
t * *ou1:g surFr(o).

Consid6rons d pr6sent Ia solution du deuxidme probldme de minimisation :

Cetbte fonction u2 minimise Dlpl sous les hypothdses H[p1 :1et ff [p, ur]:0. Notons

)z: D [u2]. Si on refait la d6monstration pr6c6dente, on obtient l'6quation suivante

D lur, Ibl : \zH lur, ,lrl r[2, 3)

mais seulement sous la condition H Lrb, ur] : 0 (en effet la somme uz * a* est aussi ortho

gorLale d, u1 sous cette hypothdse). II nous faut donc adapter Ia d6monstration : Si g esb une

fonction continue de classe C' pu morceauJr sur O, alors la fonction u : g - H [ur, g] a1 est

ortrrgonale d ur. De plus, puisqu'on a D [ur, ,hl : AtH lut, 4,1V$, en substitua.nt u2 d, r! et

en rbenant compte de I'orthogonalit6 de z1 et LL2, orr a Dlu1, uz]:0.
En substituant fiualement ur, qui est orthogonale A, u1, d,l darx l'6quation (2. 3), on a :

Vs D !ur, sl - A2H [ut, s] * H lu1, s]llrt, u2l - \2H [u1, u2]l : 0,
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et donc

Yg D[ur, 9]: AzH [ur, g] (2,4)



2.3 Premiers rdsultats

Orr termine la d6monstration comme avant, ce qui donne :

( A"r l A2u2: Q sur 0
{

| *tou2:s surFr(o)

On montre par r6currence que les fonctions u;v€rifient le systdme

( Lu' 1- \;'u'i: Q sur o
{
| #tcu6:g sur,.r(o)

(on adapte la ddmonstration pr6c6dente en retranchant d, une fonction quelconque g sa projec-

ticn sur Ie sous-espaceVect(u1,...,ur-t), et la nouvelle fonction obtenue v6rifie les cond.itions

d'orthogonalit6 voulues...)

OrL a de plus les relations D[rn, ux]: \i6i1,,H[uu, un]: 6ik, et les in€galit6s successives

),;--r ( )a, puisqu'd chaque 6tape ia classe de fonctions admissibles dans le probldme de

min:imisation est un sous-ensemble de la pr6c6dente.

Ce tbh6ordme comporte pourtant un d6faut : Pour d6finir la n - idm,e valear propre, on

dojit taire r6f6rence aux pr6c6dentes. On va donc E apporter une am6lioration : Dans u.n des

probldme de minimisation, on conserve la conditio" H lpl: 1 et on remplace ies conditionri

d'orthogonalit6 par les conditions

H 19, u6l:0 'i:1,...,,n - |

ori c,1 , ...tun-r sont n - 1 fonction continues par morceaux sur O. Sous ces conditiorrs, lesi

fonchtionnelles D [p] adamettent une borne inf6rieure, qui d6pend des u7,, et qui sera not6er

d,(t:1, ...run-r).

thilor€me 2.3"3.

Soit CM (O) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur O.La n-idme valeur propre

.\,, ponr la conclition aux limites ffi * or: 0 est telle que :

\ " 
: 

rlrlford' 
(u1' "'' un-1)

et certte borne sup6rieure est atteinte po:ut 't)i : ?.t;, 'i : 1,...rn - 1. Si la conditiorr aux

limites est u : 0, cette condition est rajout6e aux conditions d'admissibilit6 des fonctions rp.
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D6monstration :

On sait r16jd, qrre ,\rr: d (rt,...,71rr-l) pax le th6ordme pr6c6dent.

Soient rrLaintenanrb u1,...,un-1 € CM{O), montrons que d(ur,...,u'-r) S ,\,,. Pou:r cela, il

suffi.t de trouver une fonction rp, orthogonale aux r.r;, telle que D [,p] < 1".

2.4 Propri6t6s des valeurs propres

La propr:i6t6 du rnaximum-minimum des valeurs propres est tr6s impoltante en physique.

En effet, toute contrainte suppl6mentaire sur un systdme vibra,nt peut 6tre exprimel: math6

matiquement, et se traduit ainssi comme r:n renforcement des conditions d'admissitrilit6 des

fonctionsr e : Ia valeur du maximum-minimum et donc des fr6quences propres, augmrsnte. In-

verssement, si en retire une contrainte, on enldve une condition d'admissibilit6, ce qui diminue

ia valeurs des fr6quences possibles. D'oi la proposition suirrante :

Proposition 2.4.,L.

Si lrr syrstdme vibrra,nt est soumis d, des contraintes suppl6mentaires, la fr6quence clu mode

fondame:ntal et des harrnoniques augmente. Inversement, si des contraintes sont re1;ir6es, la

fr6quenc,: du mode fondamental et des harmoniques diminue.

Th€ordrne 2.4.2.

Sopposons que 01, ...,On soient k ouverts connexes born6s Cl deux d deux disjoints,:t inclus

dans O. Soit /c €i IR, notons ,4; (k) (respectivernent A(k)) le nombre de valeurs propres

inf6riegres d, k de I'€quation Lu-t )u :0, avec la condition aux limites u:0 sur Fr(O6)

(respectivement f'r (O)). Alors on a l'in6galit6

K

Do,(ft) < ,4 (k) .

Corollaire 2.4.3.

Pour la condition aux limites u : 0, la n-idme valeur propre de O est toujours inf6rir:ure d,la

n-idme valeur propre de toute partie ouverte de O.
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Th6ordme 2.4,,1,

Supposons que O : Uf:rOo, ori les Or, ...,Os sont des ouverts connexes bornes Cl qui sont

disjoints. Soit k € iR, notons .B., (k)(respectivement B (k)) le nombre de va.leurs propres

inf6rieures d, ft de l'6quation Au * )u : 0, avec la cond.ition aux limites #:0 sur Fr (O;)

(respectivement ,Frr (O)). Alors on a l'in6galit6

k

B(k)<fatrl.
d:1

Th6or€rme 2.4.1i,

Soit ,\, lla n-i6me valeur propre de 1'6quation Aa, * lu : 0 pour O avec ia condirbion aux

limites 1.1:O,et sioit pl", la n-iBme valeur propre pour la condition aux limites 
du

sur une partie fr c f de la frontidre, et u:0 sur l\fr. Alors pl,, ( ),". 
6'1- ou: u

30

Th6or€me 2.4.1i.

Si, dans la condirbion aux limites ffi* ",
o1>. o (respectivement o1 ( o'), alors Ia

diminue).

: 0, on remplace Ia fonction cr par une fonction

n-idme valeur propre augmente (respecl;ivement

D6monstration :

On a D |.p]: Dl|tpl+ [op2ds. Donc, d rp fix6e, si o est remplac6e pax o'r ) o (respective
Jr

ment o1 ( o),alors D fp] augmente (respectivement diminue). Donc d(rr,...,o,,-1) augmente

(respectivement diminue) aussi, pour toutes ur,..., rtn-1 € CM (O), puis, en prenanb Ie sup,

sup d(,rr,...,u,"--1) augmente (respectivement diminue). Autrement dit, Ies valeurs propres
cM(o\
augmentent (respx:ctivement diminuent). Ainsi, si on augmente o progressivernent cle o'= 0

jusqu'd, cr : oo, ihraque valeur propre p,, augmente jusqu'd, atteindre la valeur propre ),", car

lorsque o = 0, on a Ia condition ar:x limites #:0, et lorsqu e o =oo, ott a Ia condition aux

Iimites u:0. 
)u

Autrement dit, la rcondition aux limites # - 0 est la moins restrictive, ta,ndis que la condition

anx limil;es u:0 est la plus restrictive.
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Th6ordme 2.4.7'.

Pour toute corrdil;ion aux limites, si (,\r,) est la suite des r,raleurs propres du probldme, on a

,,Iru l"' : *oo'

D6monstration :

Ce r6sull,at est une cons6quence de l'6tude asymptotique 2.5.

Ceci nous permet de montrer que l'ensemble des fonctions propres obtenues en r6so.lvant les

probldmes de minimisation successifs constitue l'ensemble de toutes les fonctions propres.

Auparav:urt, montrons un th6ordme plus g6n6ral :

Thdor€rne 2.4,8,,

Le systdnre de fonctions propres associd aux minimisations successives du quotient D [tp] /H fg]
est compJ"et, au serls oti, pour toute fonction / adrnissible au probldme, et tout 6 ) 0, il existe

n€ N" eta1,...,&nnr6elstelsque,si w^:ia;ui(oi,tf,.J.,...,a'sontlesnpremi6resfonctions

propres), on ait u tt - w,,l 1a. La meillerriilpp-imation est obtenue pour a1 : H IL ui,
+oo

et on a E'lf): I (// [f , uu])' .

i=1

Corollai:ne 2.4.9.

Toutes les va,leurs propres de 1'6quation sont obtenues au cours de la r6solution des probl6mes

de minim.isation successifs du thEordme 2.3.2, et Ie systdme de fonctions propres obternu lors

de ce processus engendre l'ensemble des fonctions propres.

D6monsl;ration :

Remarquons d'abord que, si u5 et up sont deux fonctions propres associees respectivement d,

deux valeurs propres distinctes pr et p,1, ot a
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rr f f f r}to-t") | laundrdy : I I uuuou*arda_ | | trxunu,ida,d,yJJ Jo ot tot

ff: | | (u6Au1,-uaA,u6)d,rd,y
JJ
o

f | ?un Eu;1: I l"o=t - ue]l dsJrL On dnl

ffr
I J lt"o), 

(uu), + (ut)o fun)o] dnrty
o

f f r. r* 
J J l@)* (un), + (u;)o @)ol d,rdy
o

f | }un 0u;1: I l"t# - up{l ds
"/rL on dnJ

On a utilis6 la fornrule de Green pour I'avant-dernidre 6galit6. La dernidre int6grale est clai-
rement nuile si la condition aux limites u:0; si celle-ci 

"*t 
p * ou:0, on adn

f I oun ounf f .

l^l"o ^ - uk;-l ds : I L-ou,iur,* ou6uplds : 0.JrL on onJ Jr'

D'or), puisque (); -. 
^t) 

* 0, H [ui, uil: [ [ uourd,rdg : g.
JJ

Supposons alors qu''il existe une va,leur o."o% p qui ne soit pas obtenue lors du processus de
minimisation : F * \, Vn € NI*. Notons o la fonction propre associ6e; pa^r hypothdse ,u n,est
pas identiquement nulle. On a, Ptr le th6ordme pr6c6dent, et en se servant de la renrarque

ci-dessus :
+oo *oo

H[zfl:f fnt[zt, u1])2:f 0:0.
d:1 i:1

tf
Puisque Hlul: llu2d,rd,y:0etqueuestcontinue)onau=0,d,orf IacontraclictionJ-t
recherch6e.

S'il edste'une fonction propre r.u d.ont la'i,aleur propre associee est un 6l6ment de la, suite
des )r,, disons.\i' notons aLt...t ?,& les fonctions propres associ6es d, );, obtenues au cours des



?. S_&gq" 
"syrnprotique

minimisationssuccessives, et notons g:w-f ,[r, ri]ui. ! est6garement unefonction
propre associ6e ii )4, donc elle est orbhogonal"':d,ttont*, les fonctions propres associ(ies d, des
valeurs propres diff6rentes de )1. De plus,

Vi, 1 < i < k, H[g, ri]: H[., ui]- H[tu, ui]:g
donc g est orthogonale d toutes les fonctions propres (ur). Comme pr6c6demment.

*oo *ooHlsl:f lt[g, uu]),:f 0:o.
i:l i:l

Donc,9, Qlli est continue, est nulle: g e Vect(ur,...,us). Ainssi, le systdme de fcrnctions
propres obtenu au cours des minimisations engendre I'ensemble des fonctions propres.
ce coroilaire achdve la d6monstration du th6ordm e 2.2.2.
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2.5 ltrtude asymptotique

Le but der cette ser:tion est de trouver un 6quivalent simple de la n-idme valeur pr.pre de
i'6quation Au*.\u :0, pour toute condition aux limites.

2.5.L Cas de rectangle :

Soit un rer:tangle -R : [0, a] x [0, ]], avec o, & deux r6els.

On va r6soudre 1'6quation Lu* )u: 0 avec, dans un premier temps, la condition aux ;timites0u
ffi:0 sur Fr (r?) , et ensuite avec la condition aux limites u : 0 sur Fr (fi) .

Premier cas :

Montrons que les fo:nctions

u*,,, (n, e) : cos ff) *" (n rn, n : 0, r,2, ...

sont les fonctions pr,cpres de notre 6quation.

Clairement

(r*.,),,: -l$?rn, n€t (u^, n)uo: -$u-..,
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donc :

a't*,n+ oz (n2 - ?'\ ^,' \"3 " V )u^'n: a'

on rema'rque enstdte que la d6riv6e normaJe de z.Lrn,r, est nulle sur la frontidre, c,est a dire sur
{M : (*,, a)€ lR:}, M € .B et (n : }ou o : a) ou (y: 0 ou y : b)}.En effet, sur1es c6t6s
vertica'x du rectangle, la d6riv6e normale est 6gale (au signe prds) d,la d6riv6e par rilpport dr' ce qui fait apparaitre un sinus qui est nul sur les c6t6s verticaux. sur les c0t6s horizontaux
du recta'gle' a d6:riv6e normale est 6gale (toujours au signe prds) d la d6riv6e par rappori d,

3t' ce qui fait aussi apparaltre un sinus, nul sur les c6t6s horizontaux. Donc les u,rn,r, sont des
fonctions propres de notre 6quation, pour les valeurs propres

)rn,rr:rt (t, ' '?'\
\ "; 

* 
U' ) ' 

|fl'D :0'L'2' "'
Il reste d' montrer que ce sont toutes les fonctions propres. Auparavant, montrons un lemme :

Lemme 2.8.1.

soit / uner application de classe c1 sur re rectangle E : [0, o] x 10, 61. si / v6rifie ume des
deux conditiorx
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Anz, n € N*

Arn, rl€N

alors / est nulle sur R.

D€monstration du lemme :

La d6monstration 6i;ant identique da.ns

condition. On a a.lorr;

ilsin (Y!) "^ (T) a*au : o

3r)cos ff)*(nd,ndy:s

les deux cas, supposons que / vBrifie la premi3re

//'o,
E

ft
JJ I@,

1L

Am, n € N* l,' (!," ,*r, sr)sin ff)a") ." ff) dy:0,

soit, en notant f,(y) : 
lo" 

f tr, u1"in (Y!) a*,

fo
Arn, n € N* I f ,, (r) "i" 

(^!s\ d,u : o.Jo-".", \ b /",
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Cette 6g,alit6 implique que pour tout n, la fonction /, est nulle sur [0, b] , soit

A,rn, n € N* VE e [0, b], [" f ,r, y)sin(T!) dr: o
Jo \ Ct, /

et ainsi, f (r, A)=' 0 sur .R.

Nous pouvons medntenant montrer que les u-, r, sont toutes les fonctions propres de notre
probl€mr:. Soit / une fonction propre de l'6quation avec les m€mes conditions aux limites oue

pr6c6denunent, notons p la valeur propre associde.

Si pl est distincte de toutes les )-,,r, on sait que .f est orthogonale d toutes les u,,,.,r.

Par le lemme 2.4..L, f est nulle, d'ori une contradiction.

-S'il existe nn couple d'entiers (i,, j) tel que p: Ai, j, notons rilr,...,u6 les 6l6ments

de la farrrille des 11m,nt de valeur propre associ6e .\;, y. Dans l'esprit de la preuve du ll.4.g, on

d6finit
k

w:l -f Hif,*tl-#=
I:L 

- 17 lw1' u11

ur est orbhogonale d, toutes les u*, r, donc est nulle, par le lemme 2.b.1. Ainssi,

f eVea(wt,...,w*).
On a ainssi montr6 que les u^,, sont les seules fonctions propres de l'6quation consid6r6e

pour la condition aux limites ffi: O.

Deuxi€me cas :

Montrons, que les fonctions

u,,,,,(r, e) : sin ff)"r"(T) TrL, n:0,!,2,...

sont les fonctions propres de notre 6quation. on a imm6diatement

(o*, n),, : -$r^, n et, (u*, n)o, - -$u,,, n

d'otl: 
o/n, rnr\A'u*,n+""\* *V)u*,n:a

On constaute aussi que um, n : 0 sur Ia fronti€re de -8.

Donc les o-,,, sont des fonctions propres de notre 6quation, pour les valeurs propres
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),n, n : "' (5. g) 1 rn1 n : a,r,2, ...' \a' F/'
La m6m'e idee qutl dans le premier cas montre que les a^, o santles seules fonctionsr propres
de notre 6quation.

Maintenant que nous avons trouv6 toutes les valeurs propres dans ces de,x cas, nous a,llons
chercher une estitrnation de la n-idme valeur propre pour toute condition arx limites. pour
cela' on va trouvel ces estirnations dans les deux cas pr6c6dents, et on appliquera enrsuite les
th6ordme 2.4.J et 2.4.4.

2.5.2 Estimation des vareurs propres pour re rectangre
Soit ) € R+' Notc'ns '4 ('\) (respectivement B ())) le nombre de valeurs propres infiirieures
d '\ dans Ie probldrne avec condition a'x limites u : 0 (respective ** ft: 0 ). A.vec ces
notations" on a

.4(^) : c6,rd{m,n €N*, n2 m2 
^_A+ 7;sorj

B ()) : card,{m, n € N[, 'S .'# 
= #t

on remarque que El(,1) esi exactement le nombre de points d, coordonn6es entidres contenus
dans le secteur

D{(r,y)e R2, r}0,U}0,4*t. A.
ao Ur=71

c'est-a-dire, le secteur d6limit6 pa,r le quart d'ellipse S * t]: ;} situ6dans le quzrdrant
sup6rieur d.roit. Dans la suite de ce calcul, on note e ce quart d'ellipse. (Fig.2.1)
On associe a' chaque poinr M de N2 le carr6 d'aire 1 dont il est Ie sommet inf6rieur ga,uche,
que nous appellerorm carr6 entier associd d" h[ : (Fig.2.2)

On constate alors qur: les carres entiers associ6s aux points d coordon6es entidres de D forment
un recouwement de D' Notons ,9 la rEunion de ces can€s. L'aire de ,S est 6gale au n.mbre
de points d coordon(les entidres de D, soit B(,\), multipli6 par l,aire d,un tel carr6, soit 1.
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a:

Fig. 2.1 - Les points et I'ellipse

:.__

I
I

I
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Fig.2.2 - Carr6 entier associ6 i (2,1)



Fig. 2.3 - Un 6l6ment de T

Ainsi l'aire de 
^9 

est 6gale d' B ()), et puisque D c s,on a une in6galit6 sur ies aires, soit, en
notant Apl'atre de D :

Ao<B)
on peut r66crire I'iiquation de l'eilipse comme * +, a', 

^ 
: r,

(#)' (*)2-r
I,e euaxt d'ellipse a donc pour aire An : ! "6 b6 

- , ob

Ainsi 
'vs 

anrw /Lu - 7';';: nG'

r* s s r,\i
+7f

Notons maintenant ? l'ensernble des carr6s entiers qui sont travers6s par l,ellipse, c,est-d-dire
qui ne soient pas entidrement contenus dans D, et R()) : ca,rd,(T). (Fig.2.3)
Alors ,9 \ r est incrus dans D, ce qui donne une autre in6galit6 sur les aires :

B(r)-a())<^E
4n

puisque I'ai.re de ,s \ " 
est €gale d, B ()) - R (,\) murtipri€ pa,r. l,aire d,un carr6 entier, qui est

1. Finalement :

r4.4r-B(^)-fi())< B ()) (2, 5)
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Fig,2.4 -Mdthode de majoration

Fig. 2.5 - Repr6sentation de T'

Il reste d' trouver tm ordre de grandeur de .R (,\). Pour cela, r'emarquons que, pour I assez

srmd, la longueur de l'arc d'ellipse contenu dans deux caruds adjacents qu,elle traverse est
sup6rieure d 1. On se place dans ce cas. (Fig.2.4)

Sur cet exemple, I'er,ire du carrd vert sera inf6rieure soit d la longue* fc,soit d la longueur
fD.
I'aire de 7 est R (,\), et l'id6e pr6c6dente va permettre de majorer cette aire ; 6crivons que
R ()) - 2 est l'aire totale de T' , of T' est obtenu en retirant A ? les d.eux carr6s avarrt un
c0t6 comrnun soit avec l'axe (O*), soit avec l,axe (Og). (Fig.Z.b)

Sur ce dessin, l'aire de ?' est 6gale d la somme des aires de tous les ca,rr6s color6s. Ct,,...,Ck
ces carr6s , Co le carr6 ayarrt un cdt6 contenu dans l'axe (Oy) et C,.-plcelui ayarrt un c6t6
contenu dans I'axe (Or). Enfin, d6finissons les points Ao, ..., An+z pffi
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Ao: e n (Oa)

A*+z: e n (Or)

Aj :rOCi_1OCi, j :L,...,k+L.

Remarque :

dans la suite le symbole^signifie l,arc.

Pour tout entier.i compris entre 1 et &, on majore alors l'aire de e par la longueur A.;E+'.
D'ori

le

a(r) -2sfA;E+I
;_1
J_L

\-,r---)--t-ri--^>) .A5aAis : Dl,{;Ar +,{A;r1
j=t j:i ' J

k-l k: DrA;,+f EF;,
,=o j=1

,f +J.

j:o
k+7

Notons r : I 4'Gt ra rongueur du quart d'etipse. En le param€trant par
J:0

,,\ "r/\ 
t lr

r(t) :rl-cos (t), y (t) : o\"sin(f), 
pow r e fO. 1.l.'lf T Lr 2J,

on a:

Or

r-

:
I"

z|---_--7-
| (r'(t))' + (y,(t))zdt

f4

| " ,l#,io, p[ p.*14ar
Jo v 

_
o= rF

6 l^' tl#sin2 (i) + \ cosz (t)dt
.r0t"

ind€pendant de ), not6 .I

I\/ 
^.Finalement. on a
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n(,\)_2<zrJX.
signaro*s au passage qu'on peut obtenir l'in6garit6 plus fine R()) - 2 < zl\/x(en comp
tant d'une manidre l6gdrement diff6rente), dont nous n'avons pa^s bosoin ici. En efiet, notre

R(^),21 2

.\ =fr-.\,'l*g
donc, en se rapela,nt de la double in6galit6 (3.5), on a

g1})-4-Q.4.8())
) l -4n- )

ce qu'on peut r66c:rire conrnle

'b<€'tU.9*B())4r- ) -4tr ,\
et finalement

^ILry:*On a, plus pr6cis6rnent, une relation du type

B()): 
^#no(tx)

une telle relation r:st aussi varabre pour ,4 ()). En effet, .4 (.\) ne diffdre de B ()) que par
le nombre de point;s 6l6ments de D d coord.onn6es entidres et situ6s sur les axes, ce qu'on
peut 6galerment interpr6ter comme la somme des parties entidres cles longueurs respectives
du demigrand axe et du demi-petit axe de I'eiripse. on a donc

B ()) -,4 (r) < "6 *b6 : ol\
of a est irrd6pendante de ). Ainsi :

B (^) : ,4 (^) + KJr=+ ,a (.\) : A#+ O (ve)

Pour obtenir un equivalent de la n-idme valeul propre ),,(quantd les valeurs plopres sont

ordonn6es par ordrer croissant), par exemple dans le probldme avec Ia condition aux limites
1t : 0, on (rrit ,4 (),,) : n) ce qui donne
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lim A' 
- 

4n
tu-+& n ab

cette rellation est aussi valabre pour l'autre probrdme consid6r6.
on peut maintenant 6tandre ce r6sultat d un autre type de domaine.

D6finition Z.E,Z"

o* dit qu'un ouvert connexe o c R2 est un ouvert-carr6 si o peut s,6crire comme la r.union
d'un nombre fini de carres de mdme aire. s'ient o un ouverb-carr6, et I g lRa. Noto's ,a ())
le nombre de valerus propres infdrieures d, ) pour Ia condition aux limites u :Lsu' Fr(o)
et B ()) le nombre correspondant pour la condition aux lfu ., 0unrtes b; : 0 sur Fr(O).
Puisque o est un ouvert-carr6, notons cr, .-., c1, k can(sde c6t6 a dont la r6union est 6gale
d o, et A*' (\) , "', ARo (l), Bn, ()) , ..., Bn* ()) les nombres correspondants a ,a ()) et B ())
pour les conditions arlx limites u: 0 sur Fr(rt7) d *:0 sur Fr(\).par ce qui pr6cede,
0n a iJn

I oo,(^):)4 +o(,n\
Yj:I,...,k, 

{ 
no, \ /

[ "o, 
(D: 

^#+ 
o (m)

Par les th6ordmes z'4.2,2.4.4 et 2.4.5,on a res in6galit6s suiva,ntes :

It
!FA

LAo, ()) < ,4 (.\) < B ())
,:0

]c

< f Ba, (\)
J:0

et

Orona

Et donc, on peut 6crire

:^Y+o(fi)

: 
^# +o U-^)

k

f ,4., (,r)
j:1

R

f B", (r)
J:1

. ka2

^G +e1))\/A < r{()) < s()) <

oti I et 17 sont des fonctions born6es.
^#*?(r)rA
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En rem*rquant fina,rement que ka2 est l'aire ,4 de o,on a des relations du type

,4()) : 
^**o(Jr)

et

B(.\): 
^#*o(J-\

On peut estimer la n-idme valeur propre ),, en 6crivant A(^*) : n, eton obtient

lim )n 
- 

4tr
n+*cn'tL A

les th6orr)mes 2'4"5 et 2'4.6 montrent par double encadrement que ce t;pe d,estima,tion est
valable pour toute condition aux limites consid6r6e. On le th6ordme suivant :

Th6ordnne 2.8.s. (Estimation des vareurs propres pour un domaine_carrE)

soit o un ouvert-carr6 d.'aire.4. pour racondition a'x rimites u:0 "r**'u:0,of a est une fonct;ion continue positive sur.Fr(o), le nombre A(p,) de.rr*"lr* propres de
l'6quation Aa * )u : 0 inf6rieures d, une certaine borne positive p est 6quivalent d pil. p1*
pr6cis6ment :

1po € lR-, 
=c 

€ R*, tt ) tto +14"10t) - 1 I. gJ+p ,/tt
2.5.3 Estimation du terme drerreur

Pour obtenir cette estimation, il faut a,ffiner i'approximation de l,ouvert o po les carr.6s. on
cornmence par partitionner le plan avec des carrds de c6t6 1 : On note ks (6ventuellement
nul ) le no:mbre de tels carr6s contenus dars o, et c!,..., cfoces carr6s. on divise maintena.'t
chaque ca;'r6 de la partition en 4 carr6s de cbt61l2, et on note klle nombre de tels carr6s
contenus dlans o q'i ne sont pas contenus dans un des cu,; on d6signe par cL,...,,cjrces
carr6s' Par r6curren,ce, apr6s nz it6rations de ce proc6d6, on a k* can6s c?,...,cffi, de c6t6
L/2*, qui sont contenus dans o mais dans aucun autre des carr6s pr6c6dents.

on construit Er, "', E,les r domaines adjacents d,la frontidre; le nombre a est 6gale dLl2rr.
On a les in6galit6s

43

b.?<p.
22- !.p

ztn -
i:0r.,.rn'L- !, (2, 6)
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ot, comme avant, P d6signe le p6rimdtre de O.

On note A!, (A) (respectivem ent Asr())) te nombre de valeurs propres inf6rieures A, ,\ pour ie
domaine @ (respectivement E6) avecla condition aux limites u : O,,et B/ ()) (respectivement
B"' ())) le nombre de valeurs propres inf6rieures d, ) potu ]e domaine fr(respectivernent E;)
avec la condition aux limites #:0. On a :

mkjrnle;r

)lt Ai (\<,4 (,l) < tf "r 
()) + f Be, (A)

j-O i,--l J=0 i=l i:l

On sait

,rL ki r

f i B! (^)+ I8,, ())
j=0 d=l i=L l:g L +Tz" H J

,c1\.c2+ *rA * frr'U ^

: ^f(t h\.h,l
L \-r:o 

'-"- / - I

_f / ,"- r^.\ ^, 1*uAllT,x#l*#,1
L \;5 z,r / 2"" )

l/^ ki \ c1 I

K,,nf t'rk) .:l
L\H2i ) ' 2*)

oil K, c1, c2 sort des constantes inddpendarrtes de rn et ), et If1 : max (K, ,r). Or, par les

in6gatit6s(2.6), on ir

/m'\ rf)-Sl**<P@+2).
\t"^zt t a

Et ra diff6rence,4 - 1S -&-\ ^-+ A,.

\Hmf 
est d'ordre 1f 22^ (c'est l'aire de la r6union Uf,-185, major6e

pu 36f22*), donc on peut 6crire



f /* , \

lE #).h4<A+"Bn=o*'#
od ca est une constante ind6pendante de m et ).
Le membre de droite de l,in6galit6 est donc major6 par

1 / , Pc"\
n \o" r# ) ^ 

* p (m + 2) /^ : 
^# 

+ e Q,fi + r(1 (m + 2),/r)
Pour rn ) 2, on a Zm ) m -t 2; en notant C : pmax (cs, 2I(1) ,on a finaJement

A(^)<rA ' n( A

^i*"1#+^,n)
7 Jrt 

"orr.truite en prenantsucces-sivement des maximums de constantes ne d6penda.nt'i de ,\ ni de rn ).Une €tude de la fonction -- "' /'

,,* + + x{\

montre qu'elle admet un minimurn €r1 nn - 
ln ()) 

- ln (ln (2))
'o 

: 
i;@ * -t"GJ'' Puisque

ln (2) < 1, ln (ln (2)) est n6gatif, donc s _ ln (.\)

et on obtien t 
vsu'v5@!*, uurc t0 

= f"pf :21. On choisit maintenant m: E (r1),

"(#=.ffir)
t 

f"* (* r^r - "'iliip) . ffir]
"["*('r^r-g) .ffir]
,l^-ffir]
zc'/\tn(^)

pour ) suffisamment grand.



Finalement

A (A) < 
^* * zct/Itn 1s7 e, T)

H;:'a:Tre 
de gauche de l'in6galit6 ne diflbrait du membre de droite que par re termefurs * frr{^,le membre de gauche a 6galement la forme (2. Z)
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