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0.1 Introduction

Dans la vie quotidienne, dans la nature et dans le domaine industuriel,

les écoulement sont toujours présents. La cireulation de I’ ‘oxygene dans notre
organisme est un des exemples de l'importance de 'écoulement dans la vie
humaine. Les tsunamis, les cyclones ou les coulées de lave sont aussi des
exemples de I’écoulement mais qui conduisent quelque fois a des dégats pour
Phumainiteé.

Seul le critére physique serve 4 distinguer 'écoulemen t compressible de ee-
lui incompressible, ainsi que 1'écoulement non visquex comme I’écoulement de
I'eau (qui peut étre décrit a partir de la seule connaissance de sa viscosité et sa

densité. Comme c'est le cas pour beaucoup d’autres fluides qualifiés de new-

toniens ) et écoulement visqueux comme certains matériaux qui s’écoulent

4,-,.:

selon des lois ']‘_ }_Uqut”c«a el sont rassemlilés sous la u&hié aes huides
non newtoniens, tels que des miels, des huiles et les poudres comme les sels
ou sables. Ces fluides sont trés répandus dans la nature, la vie courante ou

I'industrie .

Ce travial est consacré a I'étude de I'écoulement d'un fluide dilatant in-
com sible, car ce type des fluides concerne un grand nombre de produits

qui jouent un réle important dans notre vie.
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0.2 Reésumé

On considére le systéme d’équations du mouvement d’un fluide dilatant
incompressible dans un demaine de R, Clest un des cas de Auides non new-
toniens. On applique en particulier 'approximation de Galarkin en faisant la

comparaison avec celle pour les équations de Navier-stokes.

On donne également une remarque pour le probléme d’unicité de la solu-

tion.



Chapitre 1

Notion préliminaire

1.1 Les fuides

Qu’est-ce qu’un fluide ?
Un fluide (liquide ou gaz), selon les physiciens est un corps simple composé
d’atomes ou de molécules identiques. Du point de vue mécanique, la défini-
tion d'un matériau est liée & sa déformtion en fonction de contrainte :"un
fluide c’est quelque chose qui coule" sous Paction d’une contrainte donnée et

méme si la déformation est grande, ceci ne provoque pas la perte de cohésion

entre ses molécules.

I1 ya 2 types du fluides : Les fluides parfaits, dont I’écoulement se font

%, i PR o At PR D Haas dao sricoiaranas
sans frottements internes” et les fluides visqueux

Qu’est-ce qu’un fluide visqueux?

La viscosité d’un fluide, qui est la propriété inverse de la fluidité, est la ca-
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ractéristique de résistance au glissement ou a la déformation d’un fluide. Ces
forces de résistances proviennent du fait que les couches des fluides en mou-
vement ne peuvent pas glisser indépendament et Librement les unes sur les
autre. Ce qui donne naissance a des forces des frottements qui s’opposent di-
rectement & I'écoulement. Cette viscosité, dite dynamique, s’exprime comme
le quotient d’une masse par une vitesse et dépent de la température. Dans un
liquide, elle est inversement propotionnelle & la température. (Au contraire,

ks lo soc

CHt atgip mente avec la téiupé rature dans le cas d'une }I;ficwr bcm&ub% ¥

1.2 Notion de viscosité dans un fluide en mou-
verneiit

L’expérience montre que, lors d'un écoulement d'un fluide, les forces de
préssion (forces normales) ne suffisent pas i expliguer les phénoménes et qu'il
convient d’introduire des forces tangentielles qui s’opposent. le mouvement du
fluide. Ces forces de types frottements, dues aux interactions entre molécules

du fluide, sont appelées forces de viscosité.

1.3 Les fluides newtoniens

Ces fluides sont les fluides qui ont la viscosité indépendante de la contraintre

appliquée, ils se caractérisent par le fait que la vitesse de cisaillement + est

proportionnelle & la contrainte tangentielle (o = n7)
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1.4 Les fluides non newtoniens

Le caractére non newtonien le plus répandu est la variation de la viscosité
avec la vitesse de cisaillement. Ce type de comportement est de loin le plus
fréquent. Il concerne les polyméres a longue chaines en solution ou A 'état
fondu, les pétes a papier, les colles et les ciments.

Nous distinguons :

1. Fluides rhéofiuidifiants que l’on nomme également pseudo-
plastigques
La viscosité de ces fluide diminue si la contraite augmente. Ces le cas
du sang, des polymeéres liquides & longue chaine, des jus de fruits, des

colles et des ciments, des shampoing.

2. fluides a seuil ou plastiques ou fluides de Bingham :

Ces fluides ne s'écoulent que si la contrainte appliquée est supérieur a

la valeur seuil. Exemple : Dentifrice.

3. Fluides thixzotropes :
Les fluides thixotropes sont des fluides ayant une mémoire a courte et
& grande échelle. Le comportement 3 un instant ¢ d'un fluide thixo
trope est fonction de contraintes subies dans un passé récent(mémoire
a courte échelle). Lorsque la contrainte disparait, le fluide recouvre
ses propriétés d’origine(mémoire a grande échelle). Exemple : ketchup,

yaourt.
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4. viscoélasticité linéaire :
Un autre comportement non newtonien trés important est le caratére
viscoélastique, trés fréquent dans les solutions de polymeéres et dans les
polymeéres fondus. C’est le comportement (liquide) et elastique (solide).
La réponse du fluide & une déformation présete a la fois un aspect
—~ visqueux et élastique (contrainte proportionnelle 3 la déformation). Un

exemple de fluide viscoélastique : Une boule de sill

y-putly apparait

comme une boule de caoutchoue

- 1.5 Comportement rhéoépaississant ou dilatant

On rencontre également le comportement rhéoépaississant : La viscosité
augmente lorsqu’on augmente le taux de cisaillement.C’est Ie cas de certains

~ 17 an 210
auud{h qub & €3‘a‘3’ zb F‘lﬂ&l xE e é‘d PSS coiaaiiniaa

Nous nous intéressons par le cas des fluides dilatants, et nous prenons

comme un exemple :

Le miel d'eucalyptus :

11 ) rnd e ot aonta + 1la mrlcont - amao wriaanoit A
Les miels d’eucalyptus sont dilatants : ils présentent une viscosité trés slevée

lorsqu’ils sont soumis & une agitation, ceci explique pourgei ils peuvent arri-
ver a bloguer Uextracteur en fonctionnement, alors qu’an repos il coule sans

difficulteé.
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La viscosité du miel :
La viscosité du miel dépend de sa teneur en eau, de sa composition chimique
et de sa température. La plupart des miels se comportent comme des li-
quides newtoriens mais certains d’entre eux ont, du fait de leur composition

particuliére, des proprietés particuliéres.
1.6 comportement non newtonien

Il est bien connu que beaucoup de fluide ne satisfont pas la loi newto-
nienne 7 = 2vD[v]

T

i‘-",:'

7 désigne la partie tangentielle du tenseur des contraintes
v est la viscosité du fluide, et (v > 0)
v=v(t,z) € R est la vitesse
(DIv])ij = &( g% gzj) est le tenseur de taux de déformation.

Cepandant, il n’existe pas une loi constitutive générale satisfaite par tous
les fluides. Lorsque la viscosité n’est plus indépendante du taux de cisaille-
ment, il est nécessaire d’utiliser plusieurs paramétres pour décrire le compor-
tement mécanique du fluide. Un certain nombre de modéles empiriques per-
mettent cette description, citons par exemple les modéles d'Ericksen-Rivlin
ou les modéles introduits par Ladyzhenskaya. Dans ces modéles, le tenseur
de contraintes de cisaillement 7 dépend de D[v] d’une maniére non linéaire.
Il'y a également des modeéles étudié, on la viscosité dépend de D|[v] et de pu.
Dans ces modéles 7 est remplacé par

™ — 2Dl Dl

9
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/l,:

=20

7 est le contrainte de cisaillement, ¥ est le vitesse de cisaillement
Un modele trés fréquent est le modéle en loi de puissance d’Ostwald. Dans cer-
taine gamme de taux de cisaillement, on peut représenter la viscosité comme

une loi de puissance de D[v] en particulier pour les polymeéres

Ony= g est la viscosité cinétique et v > 0, 8> 0 et g > 1. Selon g, nous

distinguons les cas suivant :
1 < ¢ < 2, cas d’un fluide viscoplastique,
q ; que,
q = 2, cas d'un fluide newtonien classique,
g > 2, cas d’un fluide dilatant.
Bien que ce modeéle permette de résoudre bon nombre de problémes d’écou-
lement de fluides non newtoniens, il faux garder a Pésprit qu'il décrit trés
nal le comportement & faible taux de eisaillement et que les paramétres S et

p n'ont pas d’interprétation claire en termes de paramétres microscopiques

tels que la masse moléculaire.

10
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1.7 Equations du mouvement d’un fluide non-
newtonien (cas dilatant)

Nous considérons I’équations d’écoulement d’un fluide dilatant incom-

pressible
2. B Ov; O,
Ot (v-v)oi = 3 (v + BID[Ll[ D) (2 4+ 293 9, p+ f (1)
=t 9 S T
v >0, B >0, qg>2
div{v} =9; (12)
ou
1 61)7; 8vj
(D[v])i; = '2‘(5:;; + 8:1:,;)

v =v(t,z) € R3 est la vitesse, v est la viscosité cinétique de fluide, p est le

préssion, 3 est un costante strictement positif.

Dans le cas ot =0, v est strictement positif, I'équation (1.1) se réduit

a I'éguation de Navier Stokes. En effet

3
) 3 dv;  Ov; .
Owi+ (v Vo= (U5 +22)) — Gup + f. (1.3)
j=1 J J ¢
div(v) = 0. (1.4)
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De plus
.09 ov; Ov
R L BN
j; 8$j aasj %} i
car s .
0 ov;  Ov; o“v o ,0v
& i j _ ‘ i “‘(0—1)
]_Zl r?arj( (81‘] 8331) J; Fx; ; x; O%;
Et comme div{v) = 0. Alors
.8 A
2 nG)=
— z; Ox;
En effet
O+ (- Vv =vAv—0,p+ f (1.5
div(v) = 0. (1.6)

12



Chapitre 2

Propriétés mathématiques des
Equations de Navier-Stokes

2.1 Espaces fonctionnels utiles pour I’étude des
équations d’écoulement d’un fluide dilatant
incompressible

Considérons un domaine 2 de R® muni de sa frontiere 95 suffisament ré-
guliére. Désigons par L*(f2, R®) T’espace de Hilbert des fonctions 4 — (w1, ug, us)

appartiennent a L*(Q) = L%(Q, R*) qui est un espace de Hilbert muni de

produit scalaire

3
< U,V >=< U,V >0 pay= / Zuj(m)vj(x)d:c pour  w,v e L*Q, R%)

a5

Désignons par 9 Pensemble des fonctions définies sur £2 & valeur dans R3
b

de classe O 4 divergence nulle et A support compact
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U= {ue C®Q,R)\V v =0,supp(u) C 1} (2.1)

On rappelle que, comme Ie support de u est par définition un enssemble
fermeé et que (2 est un enssemble ouvert par hypothése, la condition supp(u) C

{2 implique que v s’annule dans une région rapprochée de la frontiére 9<).

Désignons par V" la fermeture de o par rapport a Ia topologie de L*(12, R?),

¢'est-a-dire

o — g @R (2.2)

On remarque que V? est un sous-espace fermé de L2(Q, R3). En effet. si

u et v appartiennent & V°, il existe deux suites {u*}2, et {v¥}22 telles que

’U,k . ’Uk € 19, ”Uk = u“L2(Q’Ra)7 ”’l}}c — UV|{IL2(-Q,R3) —0 pour k— o0

Donc. quelques soient deux nombres réels a et A, on a

llau® + M — (o + )| z2(0, %)
< Iozmu“ — UHLZ(Q,RS) -+ I)\mv” - vﬂLz(Q,Rs) -0 pour k — 0o

Ce qui signifie que au + Av € V° Comme V? est fermé par définition, il

STemariit et i eut 1 werrseeersreer Lot el T2/ 3 M
s'ensuit gu'il est un sous-espace fermé de L &, 7*. 0

Désignons par G le complémentaire orthogonal de V° dans Pespace de

Hilbert LX(Q, &%)

G=Vo"={ue L} R\ < u,v >r20.r5=0,Yv € V%} (2.3)

14
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Comme on le connait bien de la théorie genérale des espaces de Hil-
bert, étant le complémentaire d'un enssemble, G est un sous-espace fermé de

I2(Q R} eton a

7

FO,R) =V e G (2.4)
Alors Vu € L(Q2, R?),3u® € V° et Ju! € G tels que
u=u’+ul

et les éléments u® € VO et u! € G qui satisfont 3 cette égalité sont uniques.

On a en outre
”u“?ﬂ(n,m) = HUU“2LZ(Q,R3) mi ”Ullliqn,m)
On voit aisément que, si ¢ € H'(, R?). Alors on a
<V, v>120py=0 Vue VO (2.5)

En effet, si v € VO 3{v*}2 | telle que v* € 9 et v* — v dans L*(Q, R%).

4 I
On 4 doue

< Vgo, U >r2(Q,R3)= lim < V{p,’ljk > 12(,R3)= lim /V¢ . vkda:
Q

k—oo k—oo [/

k—o0

= lim[/ cpvk-ndS—/ng-vkdx] =1
o0 o
ou n désigne la normale extérieur & frontiere 9 tandis que dS est I'élément
de surface sur 69

La relation montrée dans (2.5) peut étre exprimée par

{ue LQ R*)\Jp € HYQ, R),u=Vy} C G

15
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Mais en réalité dans cette relation on a aussi égalité, c’est-a-dire, on a le

théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1 Le¢ sous-espace G est formé par les fonctions uw = Vi

avec p € H(Q), R).

Démonstration.

11 est bon de rappeler que, méme si les fonctions € L%, R®) n’ont ni

2

ses dérivées £% ni sa trace ulaq sur la frontiére 9X, pour les fonctions v € V°
]

o1l a

Vov=10 dans Q v-n=70 sur o0

dans le sens faible de distribution, de (2.5) il résulte que,siv € VY% on a
/ 1« Vipds =0
Ja

Vo € H'(Q, R). En faisant formellement lintegration par parties, on a

j[ PV - vdx — / plv -n)dS = —/ v - Vipds = 8
Q o9 o)
Vi € H'(Q, R). Donc, comme ¢ € HY(Q, R) est arbitraire, on peut dire que
Vv=10 dans Q, vem=10 sur onN

dans le sens de distribution. [

On désigne par V! la fermeture de ¢ par rapport a la norme [jvf| g1 (q, 7).

16
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V! _ EH“(QR})

(2.6)
On introduit en outre le produit scalaire
3
B
< v,w >H1(Q)~ UJ Z)’ dz (27
et la norme
“v“ﬁl(n) =4/ (v, ’U)fjl(m (2.8)

Désignons par V! la fermeture de P'enssemble ¥ par rapport & la norme

flvil 7. (0 1ntroduite ci-dessus, ¢’est-a-dire

7ot ® (2.9)

172 est un espace de Hilbert muni de produit scalaire et de 1a n norme définis

dans (2.7)-(2.8)

<UVWSH=<v,w >z, ]| == [l pour ve V1,

On remarque que, si O est borné, la norme ||v|| A1 () dans 9 est équivalente

a la norme de ’espace de Sobolev

ol = ( vamz,@?{ Jir2

Done dans le cas V! coincide avec la fermeture V! de ¢ par rapport i la

norme |{vllg1(n 53y. Or, il est bon de préciser gque, pour que la norme ol =

HY(®)



UniversTE 08 Mar 1945-GugLma DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

soit équivalente & la norme de I'espace de Soboley V]| 21 0,3y dans 99, il suffit

que l'inégalité de Poincaré

lullz2@) < |Vl

soit valable et donc il suffit le domaine € soit borné dans une direction.

Dans le cas o le domaine n’est pas borné de sorte que cette inégalité ne

soit pas vérifiée, I'espace V7 est plus grand que V?, c’est-a-dire

Vievl, vlair
2.2 Equations de Stokes

Nous allons considérer les équations stationnaires linéarisées du systeme

de Navier -Stokes

~vAv+Vp=f (2.10)

V-u=0 (2.11)

Le systéme d’ équations (2.10)-(2.11) porte le nom d’6quations de stokes.
Pour que le systéme d’&quations (2.10)-(2.11) soit hien posé, il doit étre

complété par la condition aux limites homogéne
v=_0 sur O {2.12)

dans lequel les équations (2.10)-(2.11) sont envisagées.

Nous supposons que €2 est un domaine borné de R? de frontiéres réguliéres.

18
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L’hypothése qu'il soit borné implique en particulier que l'injection de H'! Q)

dans L?(Q) est compacte.
On remarque d’abord que, si v € V! alors les conditions (2.11) et (2.12)
sont vérifiées. D’autre part, si p € H? (2, R), alors en vertu de (2.3), on a
PP =B

ot Fo désigne la projection orthogonale de L*(§2, B®) sur V®. Donc, en
appliquant formellement 1a projection orthogonale Pyo & Péquation (2.10) on
obtient

— UPyoAv = Prof (2.13)

Suggéré par ces relation, on va définir la solution généralisée du probléme
(2.10)-(2.12). Pour cela, on rappelle que le dual (V1Y de Vespace V1 est formé

des fonctionnelles linéaires continues < > sur V1

Définition 2.1.1 Soit f € (VY. On dit que v est solution généralisée du
probléme (2.10)-(2.12) si v € V! et s

V<0, >g0=< f,¢ > vy e VL. (2.14)
ou < f,> est une fonctionnelle linéaire définie sur V1 par la relation
3
< f >:/ij¢jd$ VeV,
o
7=l

ot lintegrale est etendue dans le sens généralisé de sorte f puisse étre une

distrubition.

19
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On remarque que, si v et p sont de classe C*(Q, R%) et C'(, R) et si
(v,p) vérifie les relation (2.10)-(2.12), c'est-a-dire, si (v,p) est une solution
classique du probléme (2.10)-(2.12) | alors v est une solution généralisée dans
le sens de la définition introduite ci-dessus.

En effet, comme 9 est dense dans l’enssemble {u € CHULRN\V -y =
8, ulsn = 8} dans la topologie de € (8, R%), il y a une suite {fo*}x. c 9
telle que v* — v dans C2(Q, R?) et donc dans V', v appartient donc & V.
Par ailleurs, en multipliant le premier terme de (2.10) par une fonction P

appartenant & V! et on lintegrant sur Q, par lintegration par parties on

obtient

(91)1 oY;

de 32 ——dr=y <y >

—v Q(Av) « fhde = l//

R k=1
En outre, en multipliant Vp par une fonction appartenant & 1(Sl ) (et

donc appartanant a V) et on Vintegrant sur €2, on a en vertu de(2.5)

/ Y- Vpdx =0
Q

Donc v satisfait & (2.14). Par conséquent v est une solution généralisée
du {2.12).

D’autre part, si v est de classe C?(9, R®) et est solution généralisée du pro-
bleme (2.10)-(2.12) avec f € C°(Q, R®) C L*(Q, R®), alors, outre les condi-
tions (2.11)-(2.12) qui sont vérifiées par I'appartenance de v 4 VlﬂCZ(Q, R?),

oIl a
v<u >ﬁ1(ﬂ):< fi >1.2(Q,R3) Vi) € ‘71
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Or, par l'integration par parties on a

v<u, > @)=~V / Y- Avdx

On a donc

/(—I/Av - fivdz =0 Vi € V!
Ja

comme ¥ est contenu dans V! et ¢ est dense dans VO, cette relation entraine

que

vAv+ f e G
Donc, en vertu du théoréme 2.1.1, il y a une fonction p € H 1(Q, R%) telle

vQAv + f = Vp.

9>

et

ce aux relations v € C*(Q, B3), f € C(Q, R?) on a Vp € C°(Q, R3).

gr
On peut donc conclure que (v,p) est une solution classique du probléme

(2.10)-(2.12). O

On va démontrer I'existence et I'unicité de la solution du systéme d’équa-

tions de Stokes (2.10)-(2.12).

Théoréme 2.2.1. Soit f € (V') Alors le probleme (2.10)-(2.12) admet
une solulion généralisée v € V! ef une seule et on u

lvll g1y = %Ilfll(gl), (2.15)
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ol :H‘”(Vl)': désigne la norme de espace dual (171)’.

Démonstration.

Comme } < f,> est une fonctionnelle linéaire continue sur P'espace de
Hilbert V1, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz Jlv € V! tel que
1 171
<, >,;1(Q):;<f,¢> Vi € V()
qui est précisément (2.14). Donc le probléme (2.10)-(2.12) admet une solu-

tion généralisée v € V7 et une seule.

En outre, la norme de v dans V! = 1| f| @y O

En rappellant (2.13) (est la définition de V1). On peut reformuler la
solution du systéme d’équations de Stokes comme suit

&tant donné f' € VO, trouver v € V! tel que

~vPplAv=f (2.16)

Or, comme V% C (V1Y d’aprés le théoréme 2.1.1 il existe une solution
v € V' et une seule de Péquation (2.16). Autrewent dit le théoréme 2.2.1

définit 'opérateur inverse (=PyaA)" de —Pyo A de sorte que

- (—PVoA)‘I(% ) (2.17)

22
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L’opérateur —Pyo/A et son inverse (=PyoA)™! joueront, comme on le
verra, un role important dans I’étude des équations d’un fluide dilatant in-

compressible. Commencgons par le théoréme suivant -

Théoréme 2.2.2 L’opérateur — Pyo/\ est un opérateur auto-adjoit dans
Uespace de Hilbert VO ayant son domaine D{—Pyal) dense dans VO ot 4
existe Dopérateur inverse (—Pya AL qui est un opérateur auto-adjoit et
compact. Les valeurs propres A, de Uopérateur —Pyo/\ et celles g = ﬁ
de (—PyoA)™! sont tous positives et, en les ordonnant par Uordre de leur

grandeur, on a
O< << ... < M A — 00 pour k — oo
P12 g > 2 Wiy 2 voenny g > 0 pr— 0 pour k— oo

Les vecteurs propres ey, (avec |lex|lvo = 1 correspondantes & Ak (et donc a

1l = . i{f = 1,2 orment unc f)asc G’I"tfl()’ll()’l"”l@é(f CiC L”cspacc (f(,’ H&fb(,”lt
Hk
Ax /7 ?

Démonstration.

Comme pour v € ¥ on a Av € CP(Q, R®) ¢ L*(Q, R%), on a —PyelAv €
V°. Donc on a ¥ C D(=PyoA). Or, par la définition de V0 ¥ est dense dans
V. Par conséquent D(—PyoA) lui aussi est dense dans V.

Considérons deux éléments u, w € D(—PyoA). Alors on a

& B,
< _Pv(]Au,'LU et — /(—Au)-wdgg:/ Z _ﬁ_u“i
@ 9 k=1

al‘-k allk

p LAl
23
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= / u- (—Aw)dr =< U, —Pyosw >y0
Q

dans la premiére et la derniére égalité nous avons utilisé les propriétés de la,
projection orthogonale Pyo et de I’appartenance de u, w a D(=Ppl) c VO
Clest-a~dire —- Pyo A est un opérateur symétrique. En outre dy théoréme 2.2.1
on déduit que

—PpoA(D(—Pyoa\)) = VO,
Il s’ensuit que Popératenr —Pyo A est un opératenr auto-adjoit.
D’autre part, en vertu du théoréme 2.1.1 il existe 'opérateur inverse (=Pyolr)t
définit sur V? a valeurs dans D(=ProA) € V! C V°, Comme € est borné
par Phypothése, Pinjection 1, R®) daus 12 (€2, R%) est compacte et donc
Pest aussi linjection de V! dans V 0, ce qui, joint 3 (2.15)- et & I'inégalité
lullvo < Cllullg:, implique que (=PyoA)~! est un opérateur compact. Il est
claire que I'opérateur (=PyoA)~ n'a pas de valeur propre égale & 0 (c’est-
a~dire il n’est pas possible que —FPro A0 = f £ 0). Donc, en rappelant qu’il
€3t un opérateur auto-adjoint, on en déduit Gue s6u spectre est fermé par les
valeurs propres isolées #i avee multiplicité finie.
Si uy est une valeur propre de (—PyoA)™! et si e est un vecteur propre

correspondant & uy, on a
(—PVOA)—lek = Hrey
ou
€ = uk(—PVOA)ek

Donc on a

1
—PVUAek = Akek, )\k, - —
Hi

24
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En multipliant les deux membres de cette égalité par e, on obtient

=1 & “F

Oey, ;
< =Pyoley, e > L2(0,R3)= /( —Aey) - ekdx-/ZI e

FEF

= /\k < €k, €k >L2(Q,R3): )\knek[[%z(Q’Ra) - )‘knek”%ﬂ]

De cette relation on deduit que les valeurs propres u;, de (=FPyoA)~1 sont
positives et ont 0 comme point d’accumulation et ), = “ik sont les valeurs
propres de —PyoA. Donc, en les ordonnant selon Pordre naturel des nombres
réels et en écrivant toutes fois comme la, multiplicité d’une valeur propre , on

a

M1 2> g > ... 2 Pk > e, i > 0 =0  pour k— oo

O< A << .. =< Ak Ar — 00 pour k— oo

En outre, comme on le connait bien, on peut construire une base orthonor-
male {ex}32, de V® avec les vecteurs propres e; de (—P0A)™, qui sont

également les vecteurs propres de — Pyo/\.

Le théoréme est démontré.[]

La base orthonormale {er}i2, de VO jouit également de la propriété sui-

Proposition 2.2.1. La base orthonormale {ek},‘;‘;l de V° construite dans

Lo 2 W . i et o = £ 1 17
le théoréme 8.2.2 est un systéme orthogon smplet de V7.
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complet dans V! aussi.(]
Il est bon de rappeler que pour le théoréme 2.2.2 et la proposition 2.2.1

Phypothése que € soit borné est essentielle.

27



Chapitre 3

Meéthode d’approximation de
Galerkin

Comme V' est un espace de Hilbert séparable, une des idées naturelles

Y

pour obtenir la solution v(z, 1) du systéme d'équations (1.1)-(1.2) serait celle
de son approximation par les fonctions vt 2}, n = 1,2....., appartenant

aux sous-espaces V,, de dimension finie.

Nous appliquons 'approximation de Galerkin pour démontrer 'existence

de solution (v, p) du le systéme d’equation {(1.1){1.2) dans un demaine borné

Q de R?® muni de frontiére réguliere Of) avec la condition aux limites

v sur Of) (3.1)

et la condition initiale
v(0, z) = vp(x) dans (3.2)

Pour la condition initiale , on devra préciser I'espace auquel vy appartient.
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1ous supposons, au moins le II]OIII(‘BIﬂ],1 que
Vg € V'O (33)

Soit {ex}72; la base orthonormale de V9 introduite dans le théoréme 2.2.2,

pour laquelle on a

Do /\e

Pyole, = ) 4)

el { 3.4 j

— Comme il est bien connu, chaque élément u de V® peut étre représenté dans
la forme

Ckek(a;), Ck =< U, e >yo (35)

T
i

Donc le champ de vitesse de la solution v(z,t), 8'il existe, a chaque instant
p L, T), : 1

1, peut étre représenté dans la forme
M v(t,z) = Y Ci(t)er(a), Crlt) =< v(t, ), e >vo . (3.6)
- On remarque que, si v est de la forme (3.6), on a

ov | o
< 'é?,ék ye= E{Ak(f}

3
i Oeyi
—-PVOAU € >yo= / Z ’U °k, i =<, —onAek >yo= )\ka()

T; Ox;
Z/Z%mkwmwu

q,r=1 1,7=1

0 iy
B ('U V)U € >yor= — / Z Uj'Ul €k

On remarque aussi que

3 < B3PI 5 + 2) e >y

v(‘

ig=1

-deDWW”“%M‘

ig=1 s
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ici, on a utilisé I'integration par parties.

On rappelle que

I JUI dl)m o d(ikl (fekn
amm } "2‘ Z Cvk,/ Z Ckl!

k=1 k=1

(D[U])lm

De ces expressions, on déduit qu'il existe une fonction continue

(G Cr) =5 S < D2 207

$,7=1 L

3
11g— n de i
=28 < [DPM]|e (D)), S5 5,

=1 o

ol

< lD[v[n]”q—2(D[v[n]])., e Syo= /(ID[ ”q—z(D[v[n}])“)%dm

et
k2
M = ZCk(t)ek(m).
k=1
On voit facilement que &/(C1,....,C,) est localement lipschitzienne en

(C1,....,C,) € R™ & cause de compertement de gk

Nous rappelons de théoréme de Cauchy-Lipschitz suivant
Soit le probléme de Cauchy
{ E = 1)

| z(ta) = zo

ou f:U — R", avec U ouvert de R x R", e et (Lo, x9) € U.
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Théoréme (Cauchy-Lipschitz) 3.1.1 i f est continue sur U, et loca-
lement lipschitzienne en x (i.e. pour tout (t1, 1) € U, 1l existe un voisinage
V de @y et wn voisinage W de & et une constante k > © tels que pour tous

x,y €V et tout t € W, || f(t,x) — f(t, )|l < kllz — yll), alors

le probléeme de (3.7) admet une unique solution mazimale

Démonstration. voir [2] page 102 pour "J.Lelong-Ferrand et J. Armaudies"

Qu’est-ce qu’une solution maximale ?

On dit que (J, z) est une solution maximale de (3.7) s'il n’existe pas de
solution (J,7) vérifiant J & J et T|; = z.
(i.e. Il n'admet pas de prolongement & un mtervalle contenant stictement ).

Remarques

— une solution maximale est forcément définie sur un domaine ouvert.

— Toute solution définie sur le domaine entier est dite globale.

Comme le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure que le probléme (3.7) ad-
met unc unique solution maximale définic sur Pintervalle de temps |a, b] avee
—00 < a < 0 < b < +00. dans la suite nous nous intéresserons par 1'étnde
de la solution sur [0,b]; Le temps d’existance de la solution dépend de la
fonction f et la donnée initiale. nous intéressonsé a l'étude en particulier le

comportement de la solution au veisinage de b7
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Théoréme 3.1.2 On a Ualternative suivante

Démonstration.

voir {4] corollaire 2.4.2 page 72 pour "P.Martinez and J.Vancostnonle".

dans le cas (i), que l'existance de la solution est globale (c’est-a-dire que

- sronad tmad Sawoeoo ad 34408 s
; veut intéressant &i &tu 1 €7 /o0

la solution est déf sur {'u ; 3\:{}1, it est sow
comportement quand ¢ = +oo. Dans le cas (i1) on dit que la solution ex-
plose en temps fini, dans ce cas, ce qui devient intéressant est de connaitre,

si possible, la valeur du temps d’existance b.

Donc, si on suppose que le systéme d’équations (1.1)-(1.2) avec les condi-

tions {3.1)(3.2) adimet une solution (v, p) et si on fait le proc

deux membres de (1.1) avec ex, compte tenu de la relation < e, Vp > LAOEN=

0, on aura
d
—Cilt) + v2Ci(t) - Z Orer Coa(1)Co(t) = filt) — &(t).  (3.8)
g,r=1
ol
6159?‘ / Z Eq,}er,} d*" (3-9)
i,7=1
) / .
falty=— / f(t, ) - ex(z)dx. (3.10)
Q
et
= 66]”
6(0)=28 Y [ |DRIH D ks (3.11)
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En outre les fonctions Cy(t) devront satisfaire & la condition initiale
7:(0) = CF =< 1, € >yo - (3.12)

Si on pouvait trouver les fonctions Cy(t) qui satisfont aux relations (3.8)-
(3.12), alors on pourrait construire une solution v(t, ) par (3.6) (et Vp par
la décomposition orthogouale de LX), R*)). Toutefols, on ne connait pas de
méthode pour construire directement les fonctions Cy(t) satisfant 4 (3.8)-

(3.12). Pour cela, on va construire la suite de solutions approchées v™ ayant

la forme

Ml = i c(t)ex(x). (3.13)
k=1

ol C,[c”] (t) sont les solutions du systéme d’équations différentielles ordinaires

d 7, n, - 7| n
%CL 1) + vC () = Y O CRC(@) = ful) — &) (3.14)
g,r=1
avec la condition initiale
I 15 P o o
CIe) = C =< v, e >vo {3.15)

Ol Brgr, fr(t) €t &(t) sont comme (3.9), (3.10) et (3.11). La fonction vl est

-

wme solution approchée dans le sous-espace V'™ engendré par €1, ......,€n dans

le sens que vi" donnée par (3.13) avec C%n](t) satisfaisant & (3.15) vérifie

ol Py, est la projection orthogonale de L%(Q, R®) sur V,, c'est-a-dire
< 8™ + (i . W) — 2V (v + B|D] | *) D], ¢ >r2rn=  (3.17)

=< f, i >12(Q,R3) -
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Yo eV,

Dans ces égalités il n’est pas nécessaire d’introduire le terme Vpl™ en effet,
méme si on définit Vi, on aura Py, Vphl = 6 et « Vel o = L= 0
pour ¢ € V,, et donc la présence du terme Vp"l ne modifiera pas ces égalités.
Avant de démontrer V'existance et I'unicité de la solution CI"(¢) du systéme
d’équations (3.14), nous explicitons la condition sur la fonction f figurant

dans le second membre de ( 1.1). Nous supposons en effet que
f € Lige(0; +00, H71(Q2, R?)). (3.18)
ol H~'(€), R®) est I'espace dual de HY(Q, R®). Comme e, € V% on a

Je(t) € L7, [0; +00]. (3.19)

loc

pour tout k.
Maintenant on démontre 1a, proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Quelgue soit n € N — {0} le systéme d équations
(3.8)-(3.12) avec la condition initiale et la condition (3.18) admet une solu-

tion et une seule dans Uintervalle [0; 4+00].

Démonstration.

9(C1, s Ca) = 3 01n Gy,
gr=1

lars ba fompebioas il € ) sat lgealormenir Bk bt omreme s { £ 1\
Alors la fonction _{f{C Ry ey Lwn} est localenrent ApScHitZiene en (“iy e €

R™ et on aussi la fonction §(Ch, ..., Cy) est localement lipschitzienne en
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(Cy,....,Cy). Done, en vertu du théoréme d’existance et d’unicité de solu-
tion locale pour les équations différentielles ordinaires, il existe un Ty > 0 tel
que le systéme d’équations (3.14) avee la condition in nitiale (3.15) admet une
solution et une seule dans lintervalle [0, Ty

Reste & démontrer que cet intervalle d’existence [0, Ty[ peut étre prolongs
jusqu’a Vinfini.

En multipliant les deux membres de (3. 14) par C (t) et en faisant la somme

pour k =1,..... n, on obtient
77777 1 ‘l 'Il vn vn 267} n
5(—222 I( +uZ‘Ak ci Zequc (CH@)C () = (3.20)
k= k=1

—ka(t Cl(e) - Z&(t)o

ol

>wxww2%2/ rWW{m?m%w

k=1 3,7=1
(3.91)
ool S
— 9}3/ q 2 Z(D v[” da.
Z i,7=1 J
(DR])s; = (D)),
donc ) . 3 ; ;
\ afu.n 1 av'n S %
[n] ¢ = - n] L — =
XK (D['U ])ij 81"]' 3 i (D[U Dz]{ 8.1‘_‘] a‘rl }
j=1 3,j=1
- — llﬁf:@[”hlz
2! [

Et on a aussi de la définition de G, (voir (3.9) que

de
Z O CPHBCH P ) = Z Cll(E)e, ;O t)e”] z o t)——‘—df

B k,g,r=1 k.q,r=1 l.,qr L
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(ZC["e;,

y]‘“l ge= 1

-/ S e“><zc leri(

Cette derniére expression peu{ étre écrire dans la

, forme
[ 3 i,
avec v =

1. =1
-

L k=1 £
compte de (1.2) on a

Cy ] ex- Or, en faisant I'integration par parties et en tenant

/Zv v —dm* /Z

112

v |“dz — v

ot / Z 83:]
c’est-a-dire

{n
] 8:1:J !
/ Z v d?: = {J
Lj=1
ou R
Y G CHBCH )OI (1) = 0
kygr=1
Par conséquent (3.20) se réduit a
1d

2dt

Z(cln t))2+zfz M(Cl )y

(3.22)
mec (©)=5 | IDWPIl2(Dp) s

- ij(f)c‘,; 2y — ﬁ/ |Dlv™] e d.
k=l

Comme on a

n

Y (h)ere) < -
k=1

n

l\DIk-k

1 n
I[P e
k=1

k=1
36
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et comme le terme —§ [, [D[v"]|9dz est négatif, de (3.19) on daduit que

d < i 1y 1 ‘
= Z ) + I/Z)\k < ; W AGINCE)

Compte tenu de la condition initiale (3.15), de (3.17) on déduit que

- LML) ) 1 1 - o
2 (G < Z“’W + j/ - (et
k=1

) o

' n . Ty it So e s B
t € l!,T}.J[ pourva gue 1& ﬁuiutzuu \:_.}i /t\ ..... . - \f)/ existe jasg aw B

tant t. Or, 37 (CP(t))? est borné et done, quelque soit Pintervalle pris en
cosidération, la solution peut étre prolongé outre cet intervalle. ¢a signie que

la solution (C{"’](t), ..... No's (t)) existe dans tout U'intervalle [0, +o0|.
L’unicité de la solution résulte du théoréme d’unicité de la solution locale.

La proposition est démontré O

Pour les solutions approchées v[" ainsi construites on a Iestimation sui-

varnte.

proposition 3.1.2 Soit v! la fonetion définie par (3.13) avec la solution
{CR(t)}2_, du probleme (3.14)-(3.15) avec la condition (3.18). Alors quelque
soit n € N — {0} on a

o [0+ v [ 1P dt < 25 [ 1y e+ uole). (520
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Démonstration.
Comme les fonctions C,E”] (t) sont les solutions du systhéme d’équatios diffé-
rentielles et que ey, sont élément de ¥*, avec la définition de v/ par (3.13) les
termes 9,0 (v1. )l AW sont hien définis {an moins dans L2(Q, R3)).

Donc on peut substituer v (t) au lieu de ¢ dans (3.17) de sorte qu’on a

< 8™ + (-UM . V)v‘r”g vAV™ A L2(0,15)= {3.25)
[n] 2 [y O ol ()
=< f,v"™ >p2(0,rs) —28 Z |D[o!™]|#=2(D[o™]);—E =2 dx
o109 Lj
On remarque
) 1d, o]
< (9tv , U >Lz(g R3)= -Q-Eﬁv ﬁvo, < —v A" >L2(g R3)= VHU Hvl

En outre, comme nous I'avons vu dans la proposition 3.1.1, on a
< (o - W)l yl >p2a,r%)=0

et comme on sait que dans (3.21)

Bv ()dr:

& (H)Cu(t =—2ﬂZ/ ol 72Dl 2

1«!3! ~F

y / |D[ol]4de

grace a I'équivalence entre les normes [[ul|g1(q g3 et ||ulj: pour u € V!la

De plus on a

ceviieribiessr (5 Q) entraits s
coundition {5._‘:3 7 EItTaine gue

f € Line([0, +00[, (V)
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on a donc
< £, > < 1o g 1l gy < 51100 ”f iy

et comme le terme —f [, |D[v™™]|9dx est négatif et & 'aide de ces relations

on déduit de (3.25) 'inégalité (3.24). O

Proposition 3.1.3. L
rT

[ 1w / IDI

0

”Lq(Q) dt < (3.26)

sup [[o"3,0 + v
0<t<T

1 )
<o ] 12yt + llolfo)-

Démonstration.
(92 f)f)\ ans

ff)'!‘ 'K'l‘!

En rééerivant
1 ﬁ
i () +I/Zx\ o t))‘+/5/ |V |9dx <

. L((;t'
k=1

/\i f®),

Ot

<
= kz:<b’;’<t))‘+u;Ak(c"J«t)) +26 / | D) tde < — Z;—uk(t)

On en déduit que

SIS + o, +28 [ DIz < SN,

En intégrant cette inégalité par rapport a ¢, on obtient (3.26). O

[@F]
©w



Chapitre 4

Vers le théoréme d’existence de
solution du systéme d’équations
de I’écoulement d’un fluide
dilatant incompressible

Les inégalités obtenues dans les propositions 3.1.2 et 3.1.3 nous per-
mettent d’extraire de la suite de solutions approchées une sous-souite fai-
blement convergente. C’est-a-dire il existe une suite { v["q]}qew telle que

vl — o faiblement dans L*(0,T; v,

vi"l 5 4 faiblement-* dans 1.2°(8, T; 12(Q)).

C’est assez similaire au cas de Péquations de Navier-Stokes. Il faut toutefois
remarquer que, a différence du cas de I'équations de Navier-Stokes, dans
I'équation (1.1) il y a un autre terme non-linéaire
L8 _op OV Oy
; 8—%(@ + | D[] | ))(5$—j + (—E)),
ce qui nécessitera une autre procédure pour le passage a la limite et ce ne

sera pas trés simple. Toutefois nous pouvons prévoir que le raisonnement
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de base sera celui du cas de 1'équations de Navier-Stokes. Pour cette raison
daus la suite nous exposons la démonstration du théoréme d’existence pour

Péquations de Navier-Stokes.

4.1 Théoréme d’existence pour ’équation de
Navier-Stokes

On a le théoréme suivant de l'existence de solution de I'équation de

régquliére. Soient vo € VO f € L2(0,T; (Vl)’) Alors il eriste au moins une

fonction v € L°°(O, T, VO) N L2(0,T; (V1)) telle que

(~ = 9v 9p; - 8
i,j=
{ T
:/‘ vp - W(U,.)d:c+/ /.f'soda:dt.
Q o Ja

pour toute p € C1([0,T], V') telle que o(T,.) = 0.

ey
F3E

Démonstration.
Soient v n = 1,2, les fonctions définies par (3.13). avee les solutions
{CA[" ](z‘,)}g:1 du probléme (3.14)-(3.15), solutions dont I’existance et 'unicité
sont démontrées dans la proposition 3.1.1.
Choisissons un nombre positif 7 > 0. D’aprés de la proposition 3.1.2 la
norme de vl n = 1,2, ..... , est uniformément bornée dans L*°(0,7;V?) N

2.4 _’ R T S S Wi A i . -
L6, T; V'), Par conséquent de {v™}2, on peut extraire une sous-suite

*‘{'

convergente {vI"}2 | plus précisément, sous-suite { vird}ee  telle que

A1
“EL



vird = pour g — 00 faiblement dans L*(0,T;V?'), (4.2)

L I pour g — o0 faiblement™ (4.3)
dans L*>(0,T;VY),

ot v* € L®(0,T;V°) N L*(0, T; V).

Or, il faut rappeler que dans le terme non-lineaire de (4.1) on peut pas
passer & la limite directement en utilissant les convergences faibles données

ci-dessus. Nous avant besoin du lemme suivant.

Lemme 4.1.1. La suite {v"¢}2; converge fortement vers v* dans la to-

pnlosan da
FHECGEE de L

Démonstration.

Soit {e;}22, la base orthonormale de V? et aussi le systhéme orthogonal

complet dans V1. On rappelle que, en vertu de (2.5) et de (3.8), on a

" ek ;
Hexll o) = [ 2 8_@%2& -/ (=2er) - exde = Mpllerlfn.
Ja =1 9% Ja
et que
<< <. L , Ak = 00 pour k — 0.

(voir le théoréme 2.2.2). Donc, Ve > 0,3N., tel que
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Rappellons aussi que, pour tout u € V0 on a

o0

1l == Z < u, € >V0 €L ”'U/”%/O = Z, < Uu, € >V0
k=1 k=1

Considérons un élement arbitraire #» € V1. Si on pose

N,
U[N,] = E < U, e >yo eg.
k=1
Alors on a
: ) 2 1
= ungll5: > A flu — w120 > ~llu = wnlfo.
Donc
N.
[ S — 12 e, 1o, l12
Huifve = 2 | <t ep >90 2, flu Heelf3s.
k=1
On obtient
N
2 A 2 2
Huu‘; &) g / l < U, €4 ‘>§('Q ! + E” u!!fz’i' 4 4)
k=1

On remarque que le choix du nombre N, ne dépend pas de w. Donc on ne
pent pas conclure que, etant £ > 0, il existe un nombre naturel N, tel que
pour u € V1 et si on poseu = vl — ylrl dang (4.4) et integrer de 0 & T.

Alors on 1

”’i gl _ glnel &

112
e =

]o
N _,.
Z/ | < vl — ol e s Pdt+ e / [|vird — o "’"JH2 dt.

De la proposition 3.1.2 on déduit que

/ [olnel — ofnelyp2

au

$.dt < C

43



UnivinstE 08 Mar 1945-CusLma

avec une constante C indépendante de ng, n,. D'autre part du lemme 4.1.2,

que nous démontrons dans la suite, on déduit que

Z/ I<v”q— }ek>vo|dt——>0 POUT Mg, Ny — 00.

Bt
Puisque dans (4.5) on peut choisir ¢ arbitrairement petit, il s’ensuit que

F s
/ ol — Wl l2edt — 0 = pour ng,ny — . (4.6)
0

Ces-a-dire, la suite {v"}%2 converge fortement vers v* dans L2(0, T; L*(2, R®)).

Lemme 4.1.1. 5% on fize un nombre naiurel N, on a
N L7
E / | < vind — ol e >v0 [2dt — 0 pour Mg, Ny =% DO. (4.7)

Démonstration.

Comme vl™ est définie par la formule (3.3) et C’,E""}(t), k=1,2,...n4

a a2 - L P Frgmse axo ey P . (24‘ 1
sont ies solutions du systeme d equations (514) et de méme pour vV, on &

] H

% <ot ) — oI, ), e Svo= %(C,L"“(t) — ). (4.8)
n Ny ng g Ty 66 )
= —un(Cd ()l / §: (e, Yol (e, )=t o] 1(t,.))§§fL

}J—‘I
On remarque que, grice a la proposition 3.1.2 et aux inégalités de Sobolev

et de Holder, on a

el < Jolal(t, Yz my < ©
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e, el (t, My < It ) 2o,
< [, .)||§2(9’R3)Hv[” (t, )“Lb(QR3 < Oz, )“;z?;

L@

L g / t+h ) } 1 1
/ (ol 2, .)H;.p{mdt < ([ [[oral(z, ~)“§1(Q)dt')3 —In} < ClhE.

ot C est une constante indépendante de n,, et de méme pour vi™l. A I’aide

de ces relations, de (4.8) on déduit que

| < olal(t+ b, ) — o)t 4+ h,.), e >vo — (4.9)

oe
— < ola(g ) — vl (@), e >po< 20N CR| + 202 I £ um PNE

Rappelons que la suite {v™}3°, converge faiblement vers v* dans L*(0, T’ v
et donc, quelque soit p(.) € L*(0,T; R), on a

/ olral(g, ) — o (), e Svo p(t)dt = 0 pour ng,n, — .

Il s’ensuit, compte tenu de la continuité Holderienne démontrée dans (4.9)
que

< olrd(t, ) = o™t ), e >yo— 0.
dans [0,T]. Par conséquent, en remarquant qu'il existe une constante C”

Ty P PV P alla ciaza
indépandante de Fhg, Fr, telle que

i < v{uq}(t’ ) - U[HTE(L ')7 € >vo | 4

en vertu du théoréme de la convergence dommeée on a (4.7). Maintenant re-

= - L . I Ty T ..
tournons & la démonstration du théoréme 4.1.1

Hex
fois |
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Suite de la démonstration du théoréme 4.1.1.

On considére une fonction 0 C CH[0, T L, Va) telle que (T, ,.) = 0. Alors

(72"

pte tenu de la relation vn C *‘n y de HIAHIETE d!;huvgﬁc {3.1:‘ }

Tg = i, COMLE

T . 3 [’I’Lq] ;
!f / (—plnal . @ vy 8‘1},‘ ?501 v{ v; n‘l]w o) 9 Vdrdt = (4.10)
Ja ot “~ Jz; Ox; ;™ Y

i,j=1 ,j= 1

— [m ol N ! [ f . odrdt
- j (% ‘I"\J‘} ./u':;b =5 j J o il Lo .
Q 0 JQ
= ; L P 3 - 1 £ m Lo 4 e 3 [ 1 g
Ln vertu ae la convergence faible donnée dans (4.2 J €t (4.3) de v\ vers v*,

on a immédiatemment

T 8’
[ng) , 9P
[ [U 5 dzdt — (4.11)

3 T o {"qj : , .
¥ / [ Uit (4.12)

[zt POUT Ty —> OO

i,j=1""%

ov} dy;
- Z / / 8:; fda:dt pour ng — o0.

73'—‘

En ce qui concerne la convergence du terme ?z sy v[n"] ["“’]%‘%‘ on re-
marque que I'ensemble de fonctions o' € C*([0, T], W(Q, R®) N V) et satis-
faisant & (7, .) = 0 est dense dans {p € C'([0,T], V})|(T,.) = 0}. Donc,

e
=3



Donc on a (4.15) Vo € CY([0,T], V') telle que (T, ) =0, ce qu’il fallait

=

démontrer. [J

4.2 lemme de compacité.

Le point le plus délicat du point de vue technique de la démonstration

.

du théoréme d’existance pour le systhéme d’équations de Navier-Stokes et
le lemme 4.1.1, dans lequel on démentre la convergence forte de vi" pour
L2(0,T; L*(€), R%)), Cette technique peut étre généralisée dans un schéma
plus général peut étre appliquée & différents problémes non-linéaires. Une
version assez diffusée en est connue sous le nom de lemme de compacité qui
trouve une large possibilité d’applications pour les équations de mécanique
des fuides. En utilisant ce lemme, on démontre le théoréme dexistance pour

~

les équations de Navier-Stokes.

Considérons trois espaces de Banach By, B, B; tels que

o]

By C B C By avec les injections continues By, By : reflexifs. (4.16)
Uinjection de By dans B est compacte. (4.17)
Définissous

du (
Ldt € L*(0,T; By)}, (4.18)

W ={u € I7([0, T]; By)

ot T' est un nombre positif (fini), tandis que 1 < p; < 0o pour 1 = 0, I. Etant

oot i L] du I
{}ll'HLFO({U,T];Bo) ha IIETIL” (0,T;B1)-
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W est espace de Banach.

Il est clair que W C I#(0, T By). Mais cette immertion est méme une

mnjection - compacte, comme on le voit dans le théoréme suivant
Smedskip

Théoréme 4.2. . ot W le capace de Banach u"éﬁw& dans (4.1&). u:%ép“‘?i—
sons les conditions (4.16) et (4.17) . L’ZTL ection de lespace W dans LP (0. T .Bg
3
i v ;

est compacte.

pour démoutrer le théoréme 4.2.1, on commence par la démonstration du
lemme suivant.

Lemme 4.2.1. pour chaque € > 0 i existe un nombre C; tel que lon ait

ullz < Ceflulls, + ¢f

i
o
ek

bl

N

| ull3,

Démonstration. Supposons par absurde que (4.19) ne soit pas valable.
Alors pour chague £ > 8 il existerait une suite d'8léments tin € By \ {0} et

de nombres réels ¢, tels que ¢, — oo pour n — oo et que

ﬂﬁn}t E fﬁﬂHBI + sﬁnnﬁBo-

Eu posant w, = —%— on obtiendrait

llunll

wallz > Cw“wnausl + €. (4.20)
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Mais puisqu’il existe une constante finie C' telle que lullz < Cllul|p, et

llwal B, = 1 pour tout n, on a
lwallp < Cllwnlls, < C.
Alors de (4.20) et de I'hypothése sur ¢, il résulterait que
llwnllg, = 0 pour m — oo.

ou bien

wy, =0 dans B, our 1 — oO.
En d’autre, de la relation fhw,llp, = 1,Vn et Phypothése selon laquelle Pin-

Jection de By dans B; est compacte, il résulterait I'existence d’une sous suite

{wn, }32, fortement convergente dans B. Mais comme la suite Wy, converge
vers 0 dans By, pour 'unicité de la limite, sa limite dans la topologie de B

A

€ peut &tre que 0. Mais la convergence dans B de vers 8 et done celle

o

de |lw, || vers O contrediraient (4.20). Le lemme est démontré. [

Démonstration du théoréme 4.2.1.

Nous avons a démontrer que, si {u,}>, est une suite bornée dans W,
alors :

On sait que, si {u,}2°; est bornée dans W. Alors il existe une suite d’elle

il existe une sous-suite fortement convergente dans e T: B).

m
i

faiblement convergente dans W. Donc le probléme se réduit a démontrer
que, si u, converge faiblement vers un élément @ dans W, alors u, converge

fortement vers @ dans L#(0,T; B). Or, on peut constater facilement qu”i.l

51



st up, = 0 faiblement dans W, alors u, — 0 (4.21)

Jortement dans L*(0,T;B), pour m — oo.

Supposons alors que u, converge faiblement vers 0 dans W BOTEE 72 =5 100
Lu-‘l} verty dii« wemme A9 17 4

o ] > G ii &v‘b\fﬁ 2 525y ‘nnﬁst&a.xt% nne
C, telle que

|wnllz7o 0,7.8) < C, l[unllLro0/m;8,) + €1l[tnl| o075 ) (4.22)

. Comme la norme de u, dans L7(0, T’ By) est borné
on peut choisir £; de telle maniére gue

Ainsi (4.22) se réduit a

Fixonsun e > 0

. wemas 5
> £1 lunﬂ;_',p;;(g'fgo) st ma‘}ﬁi‘zj pat 5.

E A
“un”L”O(O,T;B) < C’61“un”LJ"O(O,T;B’l) + 2 (4.23)

Comme u,, sont uniformément bornées dans W et donc ""” elles aussi sont

uniformément bornées dans LP(6, T; By ), u,, appartient 4 la classe G (18,7}, B:)

et la norme [lu,(¢)l 5, est uniformément bornée.
Choisissons un point générique ¢, € [0, T] et posons

Wn(t) = un(to + A — t)). (4.24)

ot A est une constante & déterminer dans Iintervalle ]0, 1] (c’est-a-dire 0 <

\ -

=

Y M = e i
L), Vil & €Vi (}. iiiiient

wn(to) = un(to). (4.25)

J1
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En outre, comme on a

m
i

nll oo zsm0) = ( / (o + A(E — t0) 2 d) /o0 =

D
Jto 33T (un @) 5 3)

el posatt

) = sup uuflw.
nFN/O
on a
llwallzo 07,80 < YA/ (4.26)

Analoguement, de la relation

dwn T” 1 /4 i TN Y \f.n
I—C‘Z;HLM(OTBQ = ( ! llun(to + A(t — ZUU”BI/\G’ )7

/to+>\(T—to)

=

(u},(7) désigne la dérivée par rapport & 7, auquel on substitue 7 = t, +

1
(e (£) |, AP S dt) P
Jtg—Ato A
A(t — to) on déduit que

dwy,

1= e @imy) < CaXT™ I, (4.27)

On considére une fonction ¢ € C*([0,%g], R) telle que ¢(0) = 0 et p(ty) = 1
ou bien ¢ € C([ty, T], R) telle que p(ty) = 1 et ¢(T,.) = 0 (on peut choisir

un des deux cas selon la conunodité). Daus le preuuier cas ou a

o d
tn(to) = wa(to) = / o)t = o+ (4.28)
Ja
avec
rto T rin . -
dwy, dig
n = ===l A= m - db.
b /O*Odtt 7 /Owdtdf
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En vertu de (4.27) on a
1Bnllz, < CoA=1/m] (4.29)

ol Uy est une constante. Puisque 1 — 1 /p1 > 0, quand ' > 0 est donné, on
peut choisir un A > 0 suffisamment petit de telle sorte que CoyAi=1/m < /2.

De cette maniére de (4.28) et (4.29) on déduit

lm ()3 < 5 1 [l (4.30)

Rappelons que w, converge faiblement vers 0 dans LP(0,T; By) pour n —

00. Par conséquent v, converge faiblement vers 0 dans By. Mais 'injection

de Dy dans Iy est compacte. Donc Yn converge fortement vers 0 dans By. I

s’ensuit que ||v,|l5, tend vers 0 quand n — co. Par conséquent, compte tenu
que le choix de &’ > 0 est arbitraire, de (4.30) on déduit que

lun(to)jl, — O pour m — oo. (4.31)

Il est clair que méme dans le cas ot on utilise une fonction @ € C*{[to, T], R)

avec ¢(to) = 1 et (T) = 0, d’une maniére analogue on peut obtenir (4.31).

Comme g est un point, générique de Pintervalle [0, 7], on peut en déduire

que (4.31) est valable Vt, € [0, T]. Ceci implique que
”unﬁmu(og’ggl) — 0 pour n — oo. ’\432)
Compte tenu que ¢ figurant dans (4.23) est arbitraire de (4.23) et (4.29)

on déduit que
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lunllzroory = 0 pour n — . (4.33)

La relation (4.33) implique (4.21) qui, comme nous I'avons déja remarqué,

est suffaisant pour démontrer le théoréme. [J

En revenant aux équations de N avier-Stokes, le point délicat de la démons.-
tration du théoréme d’existance était celui d’obtenir une sous-suite {v["q]};il
de la suite des solutions approchées {v[”]}gf’ﬂ, sous-suite qui converge forte-
ment dans la topologie de L?(0, T; L*(§2, R®)), dans le paragraphe précident
nous 'avons obtenu dans le lemme 4.2.1. I| n'est pas difficile de voir que le
méme résultat peut étre obtenu par l'application du théoréme 4.2.1 (lemme

de compacité).[]

Nous prenons en effet dans le schéma (4.16)-(4.17)
By=V', B=V° B, =HQ R%, po=p, =2. (4.34)

On rapelle que, comme le domaine 0 est borné, 'injection de V1 = By dans
V? = B est compacte.
En outre, comme v/ est définie par (3.13), de (3.14) si on soustrait (t)

on déduit que

(9 ["] - d. n n . n el
;t =Y Ot = D er[~vaC () + D O CN OO 1) + £(1)].
k=1
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Il est immeédiat (voir (3.13) et (3.17)) que
Vi f 2207 H-2(0,m9)) < (1 £llz2 07 5-1(0,89)) < 00

D_efi)=Pyf, |
k=1
D’antre part, en vertu de (4.24) on a

ex MO (1) = vz ProAeyCHt) = P A Z Ul t)er = vPyo AL,

_— >
pras k=1
Or, en vertu du lemme 3.1.2, on a
n
- [lvPyo Al 12(0,1;H-2(0,8%)) < [V Pyo Al llz2(0 (1)) < Vvl ]”L2(0,T;I71 < (
ou C est une constante indépeundete de n
n [ Iy [n]/ 1 Arrs
vk —1 Ck; qr_ 0»‘0{?1"“’!} ( \4}7 on ec Lt 0;‘:{?7

En ce qui concerne le terme S

(voir (3.9)) dans la forme

9 e €, C dﬂ}
kqr / L q,j6ri 3'1:
=1 i,j=1
On a donc 7
n ¢
e
% Y G CHIICI (1) =
k=1 it |
7 n
"\
- _E' . < ZC’Q[" (¢)(ex ) rq{n](t), €k >L2(0,R8) €k = —Pvn(v["]~V)'v[“]
k=1 =id r=1
H3(@) avec une constante C, on a

or, gréice i 1 inégalité ||u| peo(q r) < Clul|
[n]“ (sz))h“ ifv1

Donc d’aprés la proposition 3.1.2 on a

V)U‘ JHL2(0TH 2(0,R3)) < ”’(} ’“Loo OTLZ(QRB))“U “L2(0TV1 < ",

| Py, (v
56
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avec une constante C”.

I'égalité (4.35) jointe 4 ces relations nous donne

ol
5 lz20. 720,87 < C.

(4.34),

-

avec une constante ' indépendate de n. Cette relation, jointe

implique que la suite des solutions approchées {v["]}gf’:;l est un enssemble

borné dans 'espace W défini dans (4.19). Donc, en vertu du théoréme 4.2.1

frosin

L
i

& 4{&_}}3&}1 ‘gic 4

53]

- eesibe L] il cinpinmes Bl e
il existe une sous-suite {v!"}2 . qui converge fortement dan

L0, T; L' (Q, R3)).

J1
-1



Chapitre 5

Question de 'unicité de solution
du systéme des équations de
I'écoulement d’un fluide dilatant

=

9.1 théoréme d’unicité pour Navier-stokes

Dans le paragraphe 4.1.1 nous avons démontré 1'exitence d’une solution

géuéralisée du systéme d’équations de Navier-Stokes. Mais le probléme de

0.

1 1t A +3 Y not o ) A
Yunicite de la solution n'est pas encore résoly.

Il faut préciser que pour le systeme d’équations de Navier-Stokes de I'es-

pac ’

R n

40}
1)

st pas encore de I'unicité de la solution. que l'on ne connait pas le
théoréme d’unicité de la solution ni son éventuelle négation. Si nous suppo-
sons que la composante v du vecteur vitesse ainsi que celle f; les équations
de Navier-Stokes (1.3)-(1.4) se réduit a un systéme d’équations en deux di-

mensions spatiales, dans un domaine borné g2 .
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Soit le systéme d’équations de Navier-stokes
o, 2 o; 6p o
ﬁf—nyAvl+ZUJi= 3 fz ’1,:1,2
_— j:l

Vv—ﬁm B

+—=0 (5.2
8271 8.232 : )
dans
_ seEQeR B
Nous considérons la condition aux limites
g={ sur OfL. (5.3)

et la condition initiale

v(0,z) =w(z) pour z el

(5.4)
On peut définir de maniére analogue les espaces V0 et V! relatif 4 un domaine
de dimension 2.

pour le probleme (5.1)-(5.4) on peut démontrer Pexistance et Punicite

wal
C1Le

de la solution généralisée dans le méme espace fonctionnel 7,°°(0,T:V?°) n
L2(0, T Vl), d’aprés le théoréme suivant.

L'héoréme 5.1.1. Soit 2 un domaine borné de R% muni de la frontiére
réguliere 982, Soient vo € VO, f € L0, T;(V'Y)

V) Alors il eziste une fonction
v € L®(0,T; VO N L0, T: V1) et une seule satisfaisant & I'équation

2
/] —ys a_m_+ Zghd‘ﬁ)duadt~

(5.5)

(]
Ne]



-~ = /vg-go((),.)dm+ /T /f-:pri:z;dt.
I J

o Ja
Vo € CH[0,T], V1) telle que o(T,.)=0.

On dira que la fonction v € L0, T VO n 120, T, 171) vérifiant & (5.5)

elle appelée solution généralisée du probléme (5.1)-(5.4).

Nous allons exposer seulement la démonstration de 'unicité.
B Nous commengons par e lemme suivant de caractére général.

Lemme 5.1.1. Soit D un ensemble ouvert de R2. Pour tout u € HYD, R)

on a

“u”%'i(D,R) £ ZHUHiz(D,R)”VUH%Z(D,R)' (5.6)

Démonstration.

[u(z1, z)|* = 2/ u(zy, z2) T z)dazl.
81’1

J —pa 1

et donc

B, |d .

mexu(af, a)P <2 [ fu(ef, )|
T ER 4 oo
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Analoguement on a

R N focs.  wpl ¥
max u(ar, 7)< 2 / w(y, ) || 2L 22 g
u 2

1l s’ensuit que

o =0 o0
+00 /-+oo
< { forf ot WY s taif e A V2N e B —
. | (max ju(z}, z2)*) (max fu(z1, 75) ") dzdt
—co We=pm ErER z5€ER

I

/ max]u(ml,xz)l d:cz/ max |u(z1, 75)[*dz; <
< —00 mle 4 —po EIQER

o
<4 [ futen | 2 dsides [ fuler, )|

ou ou
< ullagpe, mlia— | z2re myll =— 51, llzarzmy <

8u(a:1,:cg)
————=dz1dxy <

- ool 12 /1t 8“’ n au 1! \ oot
S Zfjulipzrz, r)\l 5 liz2(R2,R) T ft5—lz2mem) = 2yl
oxy ox

L2

-

12 ] [T
22z Ry I Vuli 2 (pe gy

ce qui achéve la démonstration. O

Démonstration du théoréme 5.1.1.

On suppose que vl et v1¥ sont deux solutions généralisées du probléme

N

(6.1)-(5.4). On pose

Puisque v et v satisfont & (5.5), on a
T 5 R 2 q 2 o 2 o
(—U- dp 1 oU; dg; gy 9% _ U2 d'spi)d di =
B v B ——a Uj 28 _;,’Ui 8 Tat = .
o Jo t e R ) I T
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Si on pose

..'

(5.8)

Qa
=)
la fonction U satisfaisant a (5. 7) peut étre considérée comme solution géné-

ralisée

&

L L .
del eguatious

QYT

ot

avec la condition initiale U(0,.) = 0. Si on multiplie les deux membres

~ UPp AU = —Pyog. (5.9)

e (5.9) par U et on lintégre sur £, plus précisément on les multiplie par
une fonction approchée de U convenablement régularisée par rapport 4 ¢, ou
Uintegre sur () et passe 4 la limite dans cette approximation, on obtient

‘-2, _rm

< —g,U >L2(Q R2) dt’.

iTU(t )[Vo+v/ /

En rappelant I'expression (5.8) de g et compte tenu de la relation

=y O

i g=1

.2] o da:dt (5.10)

"‘\N
QQt

ij=1 5j=1

: 2 77,
/ Z Ujv[z] agz dxdt’ <

0 I8
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< MU g2y 0P8 08 ey IU 24 0,524(0,52))-

En vertu du lemme 5.1.1, on a

Ul zs(0280,m2y) = (2 J{ WU N0,y U N2, )4 <

< 2 moar [ N0, a0 <
o= Lo (0,tV9) A ” ) )

<2 00y + U122 .52

1O 20,451 U 24 0,624 0, m2y) < 2_1/4”UHL2(0¢;I71)(”U“L""‘(Uat;vo)_!'”U“iz(qt;vl)

s 1 '
o 1/4(5”(]”[,00(0,1:;V0) + flUl,i2(o,t;¥71))'

1/2 1/2
”“[Z]”L“(O,t;L“(ﬂ,Rz)) 2 21/4”1}[2]”L{>°(0,t;171)“ [Q]HL/Z(O,zz;Vl)'
II résulte que
/ 5_‘ Uy ,‘—dedz‘ <
0 JQ” 1
1 2aq1/2 ; 1/2
ST 00 G 10 mt05v5) + U1 g -
En substituant cette inégalité dans (5.10), on a
1
§“UHL’°f9tL°fQ Rz)) + VHL Hr‘)iotrﬂ} < (5‘11)
< ol [2111/2 1/2 Ly y
== ‘[UZ#L“(OtVl)‘lUZ]”Lz(OtVl) gttt lz=evey 1 U, (071"
Sion a

AP 2 e W2 < min(1,0), (5.12)

L=y r2(e 4 51y

63



alors de (5.11) il résulte que U = 0 dans Pintervalle [0, ¢].

En vertu de I'hypothese v ¢ L*(0,T; V) n L0, T; V! ), dans quel-

[P 1

conque sous-intervalle [(o, i1] de [6, 7] on &
[o] 1o (0,40) < ”Ulzj”r,oo(n,t;vo) < 0. (5.13)

en outre Ve > 0 il existe une partition finie de I'intervalle [0, T’

O=ty<t;< ... il I <ity-1 <ty =1
telle que pour tout k = 0,1,....., N, on ait
'L'/C"i"_l.
/ v N2, dt <e (5.14)

En particulier, nous pouvons choisir un & > 0 de maniére telle que

25“1#‘1”2/:(00 yoy < min(1, ). (5.15)

Si on pose ¢t = t; dans (5.11), en vertu des relations (5.13)-(5.15) la

condition 5.12) sera vérifiée et donc on a U = 0 dans [0,%4]. 11 est clair que,

.

compte tenu de la relation obtenue I{ {t1,.) — 0, on peut appliquer le méme
raisonnement A l'intervalle [t;, 23] et on obtient I/ = 0 dans [ty,15]. De cette
maniere, compte tenu des relations (5.13)-(5.15) on peut répéter le méme
raisonnement dans les intervalles [k, thy1] pour k = L2 jusqu'a k= N, — 1,
ce qui nous periet d'obtenir U = 0 dans UR o ek, ] = 10, 7].

Le théorémne est démontré. ]
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.2 probléme d’unicité pour les équations d’un
fluide dilatant

Pour les équations d’un fluide dilatant la présence du terme de la visco-
sité non-newtonienne peut étre utile pour démontrer éventuellement 1'unicité
de la solution. Méme si la complexicité du probléme ne nous permet pas de
développer I'arguinent de maniére compléte , il nous semble utile de donner

ici quelques remarques essentielles sur ce probléme.

Pour examiner le probléme de I'unicité de la solution, on considére deux

éventuelles solutions v/!! et v/ de notre équation. Si on pose

on a

Ou; + (v - Vs + (o + v A, =

e . 11192 i J N
B35 I G+ 5L - 2

a1 . [

BU'EAJ 'OU1:~J

[2yye—2( 2% J
(DL (5 + 52 )

L]

o

En multipliant par u; et en faisant la somme pour ¢ = 1,2, 3 et l'intégration

sur {2, on obtient

1d ; ! ; .
——|lull7: + / (u- V) . udz + v||Vul|i2 =
2dt Ja
1] 2] 2]
f é”“r Tﬂ'tm—l/a?}z[l] . v . {2}1!(;_2/8@@ _ 3293— .
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Si on pose

df‘\v{ﬂ av{ﬂ
i} 1
G = (D)) = Bz, T (931-, ,

2 5,0
?"7:.; = {D{‘ﬂj‘-z]} T ?_v# ~+ avj

¥ : VAN ().’L'J ; d.Tz 3
3 3
=3¢ . m=3r
b= ,5=1

le second membre de cette égalité peut étre écrite dans la forme
*Z/ sﬂ_(_"’}!q‘z"ﬁj =5 }Q?,lq—z?_%;j}(@j = R ddz.

Q
Daus cette expression

(Gij)ij=1,23 ; (745 )ij=12,3

peuvent étre considérés comme vecteurs de R?. Pour les vecteurs de R™ en

général ou a le lemme suivant.

3
&

Lemme Soit ( etn e R eta > 0, on

/7

e

(C1"¢ = ™

= G172 4 gl ~ (1 - = Inf°C .
D’autre part on a
€I°C - 2 FICIPCE + ) = 511 ¢l

66

o4
;—4.\
<

—~

C-n+nl*y” =

e
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[n*¢-n > :J(l (IKP + n)*) = 5'4[2]7]] _;'771 2
On a en outre
2 ;
G TB e O at2 a2
a+2
o+ 2 ol
(ces inégalités résultent de linégalite a%(1-9) < gq 1 (1-0b  (a,b>0)).

2
I¢Pn|* < m!c!““ +

De ces inégalités on déduit I'inégalité

ou

ce qui implique que

G142 + [l — ¢

Con=Inl*C-n >0,

on a donc
(IKI*¢ = nl*n) - (¢ =m) > 0.
I'inégalité (5.16) est démontrée.[]

Le leme 5.2.1 est utile pour le probléme de Iunicité. Mais pour démon-
trer 'unicité de la solution dans un domaine de dimension 3 il faudrait un
théoréme pour l'estimation de v dans LP(0,¢; W}(Q)) qui devrait étre ob-
tenue & partir de 'estimation de D[v] € L*(0,t; I7(12)). Nous renvoyons ce

probléme aux études futures.

~1

(w5}
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