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0.1 Int:roduction

Dans la v:[e quotidienne, dans la nature et dans le domaine industuriel,

Im €ceulereenb ssilt t+*ie,r:rs prese*ts. [*r *irculatiea de ]l+xygdnedarrc netre

organisme e.st un des exernples de l'importance de l'6coulement darrs la vie
humaine. tes tsunamis, Ies cyclones ou les coul6es de lave sont aussi des

exernples de l'6coulement mais qui conduisent quelque fois d des d6gfi,ts pour

lohumLainit6.

Se*] }e crit *re phyeiq*e sell'e A .dietmgu'er I l*c+*]emeat e*mpree*ible de €+.

lui incompressible, ainsi que l'6"eoulement non visquex comme l,6coulement de

I'eau rfqui peut; €tre d6crit d partir de la seule connaissance de sa viscosit6 et sa

densit;6- cornnre c'est le cas pour beaucoup d'autres fluides qualifi6s de new-

toniens ) et dr:oulement visqueux comme certains matEriaux qui s?coulent

sel+* tle* k*s;:lt* *irnpliqtim et ;**ltt rair+estlils* *trris l* b*aieEe d* Suitie*

non newhonierrs, tels que des miels, des huiles et les poudre"s comme les sels

ou sables. Ces fluides sont tr€s r6pandus dans la nature, la vie courante ou

I'indulstrie .

Ce travial ,est consacr6 d, l'6tude de l'Ecoulement d'un fruide dilatant in-

**mpreeeibler {;'ar €€ t3'pe de* fluides €eft€€r$e urt 6rand ru>r:$re de produite

qui jouent un r:dle imporbant dans notre vie.

ErEFffi €rruRa $E ]i{xfBEs^nq*s
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O.2 R6sum6

On considdre le systime dtquations du mouvement dlun fiuide dilatant
i*.er*prcssiblrl da*rs trn dor*eine & €t, C'est un de* eas &, Srid€s rlg,r? r}€r{-
toniens. On applique en particulier l'approximation de Gdarkin en faisant la
comparaison avec celle pour les dquations de Navier-stokes.

on donne dgalement une remarque pour le probldme d'unicitE de Ia solu-

tien.

I
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Chapibre 1

Notion pr6liminaire

I.1 Les fluides

Qu'est-ce qu'un fluide ?

Un fluide (liquide ou gaa), selon les physiciens est un corps simple composb

d'atomes ou de rnol6cules identiques. Du point de vue m6canique, la d6fini-

tion cl'un mat6riau est 1i6e d. sa d6formtion en fonction de contrainte :tfun

,€t*de e 'est qt*:lque.elrse qtti eauletr 'saus I'astie$ d'une ee*tr*inte d<*:*e et

mOmesi la ddfbrrnation est grande, ceci ne provoque pas ia perte de coh6sion

entre ses mol6cules.

Ii ya 2 types du fluides : Les fluides parfaits, dont i'€coulement se font

"s*,as firatternents i**,ellr#' et ls fluids :,'isqueux

Qulest-ce qulun ffuide visqueux ?

La viscositd d'un fluide, qui est la propri6t6 inverse de lafluiditd, est la ca-
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ract6rristique de rdsistance B,u glissement ou d,la d€formation d'un fluide. Ces

forces de r6sistances proviennent du fait que les couches des fluides en mou-

t'ernent ne pe'*vetrt p.as glismr ind€pendarne*t et libr,err.ent les En€s eur lcr+

autre. Ce qui donne nalssance d" das force"s de"s frottements rlui s'opper.sent di-

rectement d,l',6coulement. Cette viscosit6, dite dynamique, s'exprime cornme

le quotient d'rme masse par une vitesse et d6pent de la ternp6rature. Dans un

liquid.e, elle esrt inversement propotionnelle d, Ia tempdrature. (Au contraire,

elle atigurelrte a"v'ee la tenperat'*re tlass le eas tl'*lte ph*se g*ne"rrie)-

t.2 Notion de viscositd dans un fluide en mou-
YeTfr€rrt

L'expdrienice montre que, Iors d'un 6coulement d'un fruide, ies forces de

pr'€ssi+* {f*rces rr*rma}es) r,e strffice*t pm d; expliquer }es ph€n+nrdnee et, qu'*}

convient d'introduire das forcsstangentiellas qui s'opprrsent le mouvement du

fluide, Ces forr:es de types fiottements, dues aux interactions entre molEcules

du fluide, sont appel1es forces de uiscosit1.

1.3 Les ffuides newtoniens

Ces fluidas sont Jes fluidas qui ont La viqcositd ind6pendante de Ia contraintre

appliqu6e, ils se caract6risent par Ie fait que la vitesse de cisaillement 7 est

proporhionnell'e d, la contrainte tangentielle (a : q1r)
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L,4 Les fluides non newtoniens

Le caractdlre non newbonien Ie plus rdpandu est la variation de la viscosit6

avec Ia vjtsstr de eie&illemer+t, Ce type, de c*rnp'+rter*ent est de lolrn Ie plus

fr6qu*rt. Il co'ncerne les polvmdres d, longue chaines en solution ou d l'6tat

fondu, les pA,tr:s i papier, les colles et ies ciments.

Nous distingu,cns :

1. Ftuides rh€ofiuidifio,nts que t'on nomme €gaternent pseudo-

pl*stiq*e*

La. viscosit6 de ces fluide diminue si la contraile augmente. Ces le cas

du sang, des polymdres liquides d, longue chaine, des jus de ft.uits, des

colles et des cirnents, des shampoing.

2. fl,uid,es d, seui,I ou ptast'i,ques ou fiuides de Bi,ngh&rn :

'Cs S*ide* *e st€,re*t*lerrt.q*e ei la c+r*rainte appliqtme e,*t s*p€riear d,

lla valeur seuil. Exernple : Dentifrice-

,Fluides thinotropes :

lles ffuidr:s thixotropes sont des fiuides ayant une m6moire d, courte et

i[ gra,:rde eehelle. te c*mp+rtemevtt a *tr i*st&nt i .d'ut+ $tride thixs
trope est fonction de contraintes subies dans un pas*d r6cent(m6rnoire

i[ courte 6chelle). Lorsque ]a contrainte disparait, le fluide recouvre

sies propri6t6s d'origine(m6moire d, grande 6chelle). Exemple : ketchup,

5raourt.

7
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4. aiseo€Iasti,ci,td. tim€ai,re :

ue mrtrr* d:aetrertemert een ee*rt€niee t€s ieFerteet. ffif *e c*ratere

viseoElastique, t'res frequent dans lessolutiorrs depoivrndres et dans les

polymdres fondus. C'est le comportement (liquide) et elastique (solide).

La rdponse du fluide d, une d6formation pr6sete d la fois un aspect

visqueux et dlastique (contrainte proportionnelle d,Ia d6formation). un

erier*ple de S**de v*s#le*ti'qtie : uae hmrle"dc *i$y-ptrt,ty apparait

comme rtne boule de ca,outchouc

1.5 comportement rhdodpaississant ou dilatant

On rencontre dgalement le comporbernent rhdo6paississant : La viscosit6

augmente lorsqu'on augmente le taux de cisaillement.Cnest Ie cas de certains

arnidons dar*e,['ea,i], ]e, miel d'e*cdyptr]sr...-.."-....

Nous nous int6ressons par le cas des ffuides dilatants, et nous prenons

e€rlrffre un ereumple :

Le miet d"eucatyptus :

Lm mjds d1e*cd3'pt,r:s se"rt dilatant+ : ib pr6se*te*t. **r+s, yi8€€si{,6 +"r.ds 6lev#

lorsqu'iIs sont soumis d, une agitation, eeei explique pourqoi ils peuvent arri-

ver A, trloquer l'e.xtra,cteur en fonctionnement, alors gu'a,u rp.prrs il coule sans

difficult6.

I
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La aiscostit€, d,u miel :
La virscositd du miel ddpend de sa teneur en eau, de sa composition chimique
*t de ea ternpereture- I-a pl*p*rt des r,t+iels, ae, e*rnpc*teet. €+El,*ie dg li-
quides newtoniens mais certairrs d'entre eux ont, du fait de leur composition
partir;ulidre, des propriet6s particulidres.

1.6 cornportement non newtonien

Il est bien connu que beaucoup de fluide ne satisfont pas la loi newto-
nienne r :Zy.Dlul

sir

r dfsigne la partie taagentieJle du tenseur des contraintes

z est la viscosit6 du fluide, et (z > 0)

u: u(t,r) e RB est la vitesse

(DI4)o,i : , AAi \+ d) est le tenseur de taux de d6forrnation.

Ce.'lpandant, il n'existe pas uneloi cCInstituiive gene.ratre satistaite par tous
ies fluides' Lorsque la viscositd n'est pius ind6pendante du talx de cisaille-

rnent, jil est ndcessaire d'utilisel plusieurs paxamdtres pour d6crire le compo1-

tement; m6canique du fluide. un certain nombre de modBles empiriques per-
'rn*tten't ee*te rlwription, eitoas pr ex+mple l.6 madelee d,sriek$e&-p.ivli*

ott le^s rno<ldlas introdrdf*s par tadyzhea.skaya. Dans ces modFJes. le te.nse.ru.

de cont;raintes de cisaillement r d6pend de Dlul d,une manidre non lin6aire.

Il y a 6,galemenb des rnoddles 6tudi6, of la viscosit6 d6pend de D[u] et de pr.

Dans c,es moddles r est remplac€ par

Ltdu;
2\ ?rj

r - 21*{{Il[a'Jf'?]S{ul
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on

p_I
teJlque

r est' Ie c.ontradnte de cisaillem@t, i est Ie vitesse de cisaillement

Un moddle trds frdquent est le moddle en loi de puissance d'Ostwald. Dans cer-

taine gamrne de taux de cisaillement, on peut reprdsenter la viscosit6 comrne

une lcri de puissance de D[u]' en particulier pour les porymdres

f'{ is{*4f } : F * S{D{tr}1te-zi

Ot v : f est [a vlqco.qit€ cin6tique et v ) 0, p > 0 ef g ] 1- Se]on q] nolr.s

distinguons les cas suivant :

1, < q < 2, cas doun ffuide viscoplastique,

{l:2, cas d'r*n ftuide newtonies clxssique,

e ) 2, cas d'u:r fluide dila.tant.

Bien que ce moddle permette de r6soudre bon nombre de probldmes d,6cou-

lement; de fluicles non newtoniens, il faux garder d, l'6sprit qu'il d6crit trds

rn*l le eo,mporterne*d * faible ta*x de eisill*ine*t et que les prametrs ;g et
p n'ont pas d'interpr6tation claire en termes de paramdtres microscopiques

tels que la masse mol6culaire.

10
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L,7 Equations du mouvement d,un fluide non-
newtonien (cas dilatant)

Nous consid€rons l'cquations d'dcoulenent d'un fluide dilatant incom-

pressible

ltur* (u.v)un: i *Ur+ FlDlul(e-zty1ut' *?tll - 6,np* f (1.1)
j=l -*g r'-rr "E*i ' frsi

t)8, ,F>fi, q>Z

dtv(vJ : g. (1.?)

oti

(D[,l),n:lt9 *%s\ L Jrar 2'0ri 0ro'
u : u(t, r) e R3 est la vitesse, v est la viscosit6 cin6tique de fluide, p est le

prdssion, p est un costante stricternent positif.

Dans le eas of $: S, u est strietement poeitif, l'€quatrbn {1.t} se r€duit

4,1'6rluation de Navier Stokes. En effet

Ltuir (,-v),0: i Svr** *ll - E,,p * f. (1.s)
'i-:r uri' 'dri drt"

diu(u) : s' (1.4)

11
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De plus

3^n+ A , ,1ut Ao'

Hrert6+dD:uL'u
{.ar

F=a r"rEui, d'it,:+ azut +f g ,o')i,
kr**'lq* a;)): kryr,* t;l6)

Et c+e$:Ge diu(u) : S. Alars

3^

ni,H) :o
J-L

En effet

dtut* (u'V)ur: u&u - }ruq * f

di'u(u): g'

(1.5)

(1.6)

12



Chapirbre 2

Propri6t6s mathdmatiques des
Equations de l\avier-Stokes

2,r Esp,aces fonctionnels utiles pour l,6tude des
€quations d'€eoulement d'un flnide dilatant
incompressible

Consid6rons un domaine O de .R3 muni d.e sa frontidre dO suffisament r€-
guli€rc. D6sigo:ns par ,Lz(fl, Rs) l'espace de Hilberc des fonctions r, : (u1,u2,us)

d*Snits $rr {-} d valeurs d**r*: .8s tclls; qiffi ri€ri trci.s r:e,rrpr*sant*x rii1, s4, rr3

appart;iennent d J"2{Q) : tr2{Q, €3} qui est un espae€ de Hilbert muni de

produit scalairr:

,3
1u,u ):( rr,,,,.t) )721e,*rl: l^lu1@)u1@)d,r pour u,,u € L2(n,Rr)

"*' j=I

Desigrr0rrs p'ar tl l'ensemble des fonebiorrs tldfinies sur fl * rnaleur tlans -Es

de elasse C* i r{ivergeaee nulle et d support ee,rrag_rae.t

13
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8 : {u € C*(O, Eu)\V .u : 0, supp(u) c fI} (2.r)

on rappelle que, comrne Ie support de u est par ddfinition un enssemble

ferm€ et que dI €st un enmrnbtre ouvert par h5rpothfu, la coadition supp{u} c
o implique que ru s'annule dans une rFgion rapproch6e de la frontiFre Eo,

D6signons par I/" Ia fermeture de rg par rapport d Ia topologie de Lz (n, Rs),

e'ert-*,-dire

Vo : T.L2(0,R3)
(2.21

(ln remarctlre qtrc v0 e-sf, un so:u*s-.e-strra,ce ferrn6 de r2{,e rg_J)- En effe,t, si

u et u appartiennent d v0, ii edste deux suites {.rh}E, et {uft}p, telles que

uk .ub e tg, [1"* - uf[1r1e2,sr;, l]ru - u[fp1e,pr; -] 0 pour k -+ oo

Donc. quelques soient deux nombres r6els a et .\, on a

ffauh +.\u* - (au *.\u) l'11,,1n,a.y

S lolll"u - uff;,1o,n'; + flffJu* - uff;z1n,Rs; --) 0 pour k -+ oo

ce qui signifie que ail * .lu € vCI. comrne zs est ferm6 par dEfinition, il
s'ensuit qtr'il esd. u:rtft)rrffipririe fersrE de f"2({-}, R*}. n

D6signons .par G ]e compl€mentaire orthogonal de vs dans I'espace de

Ilitkrt ,"{f}, #t}

G : (Vu)L: {u € L'(fi, Rt)\ < u,u }y,z1n,r?3): 0, \lu e lzo}

T4

(2.3)
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comme ()n Ie connait bien de Ia th6orie gen6rale des espaces de Hil_

bert, 6tant ler compldmentaire doun enssemble, G est un sous-espace ferm€ de

tr2(g), -B3) et an a

I?(Q,E):vteG p.4l

Alors Vz e .Lz(O, ff),alf € Vo et 3,uL e G tels que

u:rf+ur

et les 6l6menrs uo e v0 et u1 € G qui satisfont d, cette 6galit6 sont uniques.

0n a, en outre

ll ull },, 1n,n"1 
: 

ll ao ll 1,, 1n,8,) + 
f l zr 

1121,, 16r,n";

On voit aisdnrent que, si g € ,F/l(O,.R3). Alors on a

1Yg,o );z1s,ss;:0 Yu €Vo (2.b)

En efet, si u € T,8 3{uft}pr, telle que u* € tf et uk -+ u dans ,?(f,l, E3).

Sn a t**:rrt

( Vp, u );zqs,ns1: Jim < Vg, uk >7r1n,nr): Iim IOr.ukd,*fr+m ' k+x .lg1

: lim[ / euk .nd,S - [ eV .ukd,r1: s
F+@ JAn Jn

of n d6signe la norrnale ext6rieur d, frontidre 0O tandis que dS est l,6l6ment

de surface sur Efl

La relation montr6e dans (Z.b) peut 6tre exprimde par

{u e Lz{Q, Rt}\lp € Ifl(e, R),a : Vrp} c G

t5
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Mais en r6aJit6 dans cette relatio* on a aussi 1'6galit6, c,est-d;-dire, on a le
thdordme suiva.nt.

Th€or€nre z.r..r Le soas-eqnce G est forrn, par tes fondions u: vg
a'trecgeHl{fi-R].

D6monstration.

Il est bon de rappeler quen mF.me si les fonctions u e L2{fi,R*) n,ont ni
ses d6riv6es f,; ni sa trace zl6e sur la frontidre do, pour les fbnctions u € v0
ona

V .u : 0 dans f, u .n:0 sur trl
dans le sens fir,ible de distribution, de (z.s) il rdsulte que, si u € ?4 on a

Iu.y,pdr:o,ta

vp e HL({|, R). En taisant fornrellement l'integration par parties, on a

f - f r
l^eY -*,r{*- / .p(u-re)dS:- lu.Verd;r:0Jn Jan Jn

vg e HL(dl,,R,r. Donc, comme g € Httdt,.r?) est arbitraire, on peut dire que

Vu :, 0 dans O, n. n: A sur ACI

dans Ie sens de distribution. D

on d€signe par y1 la fermeture de # par rapprt * la norrne f,fuffprls,a*1.

16
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yr _ tnr(qfi})

On introduit en outre le produit scalaire

(2.6)

(2.8)

la norme

1u,w).a,(o): !"*HH* (2.7)

eb la nornre

D6signons par vL ra fermeture de 
'enssemble 

d par rapport d,

fl, flf , tnl intro,duite ci-dessus, c,est-d,_dire

frt - gfrLP1
i2.e)

Vr est un e,Elace rle ]Ijlhe:.t muaj de prorJuit scala!:e et rle la. -aeume rj6fids
dans (2.7)-(z.s)

1'u,r.il )7r:( rs,,tr )a1, |julfiy, : lluflg, pour u €Vr.

on remarque que' si f) est born6, ra norme llrllarln; dans 19 est 6quivalente
d, la norme de luespace de Sobolev

llulls,l*,a,y : ( [ frro*1 i l#l,o*1r,,JnF' ,fir'iJub' 
-

Ilonc dans le .u* 7* coincide avec ia fernreture vr de if par rapport *, ia
Ror-tne {{ufis'1o,;r'}' or, il *t trsn de pr#ser que, Fc*rr qae ia ,,+rs€ l,[rl{rrtrrr

llrll,e'rnl : {fu , u) u,@)

T7
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lltllrrnl < flVul[;,1ny

goit 'ualable et donc il suffit le domaine o soit born6 dans une direction.

Darrs le cas oi le donraine [r'est pas born6 de sorte que eette in6galit6 ne

soit pas v6rifi6e, I'espace 7t 4* plus gra,nd que Vl, c,esb-a,dire

vt Ftt, vL gfrt.

2,,2 Equations de Stokes

Nous allons consid6rer les Qquations stationnaires lin6aris6es du systdme

d.fi Navier -St$krs

V.u:0 (2.11)

te syrt€xne d' €qnations {?.1s}-{z.1li poxte tenom tl,€guations de stokes.

P$rtr r{rre le systdrne d'€r$ra,ti$ns {2.10)-{2.11) coit trien poe6, il rlerit 6*re

cqmpl6t6 par la condition aux lflmitm homogdne

u:s sur Ef,)

dagrs lequel les dquations (2.10)1(2.11) sont envisagdes.

Nqus supposons que fl est un {omaine born6 de ,tg de fronti€res r6gulidres.

luAu*Vp:7 (2.10)

(2,12)

r8
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L'hypothdse qu'il soit born6 implique en particulier que l,injection de rr1(o)
dans tr2(Q) est compacte.

on remarque d'abord que, si u e 7t alors les conditions (2,11) et (2.r2)
sont; v6rifi6es. D'autre parb, si p e Hr({r,.R), aiors en vertu de (2.8), on a

Py*VP :0

ofl Pvo desipre Ia projeetion orthogonale de L,{ft,frg), sur ?s. Donc. en
appliquant ferrmellement la projeetion orthogonale pyo r* l,equation (2.10) orr
obtient

- vPyoLu : Pt,of (2.13)

Sugg6r6 par ces relation, on va d6finir la solution g6n6ralis6e du probldme

{2-1$F(?-1?)- Pcur e*la, *n rappel}eq**tre d*al tgrj,de}1e*pce, fr eet.f*rme
des fonctionnelles lin6aires continues < .f ,> ",r. 7t

D6finition 2.1.1 soi,t f € (t\'. on d,i,t que u est sorutzon g6n6rarisie du
probldme (2,10)-(2.12) si u e VL et si

oit < .f ,) est

ait l.ti,ntryr*ie

ddstrubitdon.

u 1 u,tls )11r1a1:< f ,Ib > V$ e tL. e.l4)

une fonctionnelle lindai,re difini,e ,u, tt par Ia relati,on

r3
< f ,rb ,: I T, f,rb,a, vrb e tr.tnTt

rasd eCer*dtae d*r*s Je se*s gindr*#*sE d,e,st*t*;z f p-*+sse ddre lrne

l9
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tOn rernarque que) si u et p sont de classe Cr(n,€s) et Cr(O, R) et si
(u,p) v6rifie les reiation (2.r0)-(z.rz), c'est-d,-dire, si (u,p) est une solution
'elassiq*etle.i*t*rl&ne 

{2.1*}-{?-1?} ,:rl+rc r:e,t ur*estrls,tir* g#+er.alh*tl*rrs
le sens de la dFsnition introduite ci-dessus.

En efl'et' cor*.me rg est dense dans I'enssemble {u e cr(n,Rr)\v .LL :
o, *,;[an : 8] dans ]a te.pelagi* cle c2($, €*], il y e €n€ snite {u&}p, c tf
tetrle que sft -| ?.r dans c'(q fiB) et done dans ft,, appartient donc ri, fl.
Par ailleurs, en multipliant re premier terme de (z.ro) par une fonction rp

appaurtenant a tL et on I'integrant sur o, par l,integration par parties on
obtient

f13-, | (4,) . tbdr:, {^t ##*: u :u,d )g,1'1Jn ' Jn,?r 0rp0't;1,-*

En outre, en multipliant vp par une fbnction ty' appmtenant ii foir:; 1ut
donc apparta.nant d yo) et on I'integrant str {-}, on a en veftu de(2.5)

f ,,h .vpa*: o
JN

Donc u satisfait e (2.14). Par cons6quent u est une solution g6n6raiis€e

tltr {2.1?}.

D'autre part, si u est de classe c,(e,Rs) et est solution g6n6r.alis6c du pr.o-

bldmer (2.1t1)-(2.12) avec / e co(o, Rt) c Lt(g,R3), alors, outre les condi_

tions (2.11)-(2.12) qui sont v6rifi6es par l'appartenance de u d, VLncz(e, R3),

ona

u 1 ur1fl ) g.g):< f ,rp >12(cr,Rs1 V$ € tl
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Or, par l.'integration pax parties on a

u l u,th )frrp.: -, | {t. Aud,t:
JN

On a donc

f
.ln?rAu - f)l;dn: 0 VV €tl

comme d est contenu dans t' et t9 est dense dans v0, cette relation entraine
que

uAut_feG

Donc, en vertu du thdordme 2.L.1, ii y a une fonction p € Frr(e, R3) teile

Elr€

vLu*"f:Vp.
et, grac-e*us rehtiozu*rr € cz{e* e.t)" J € c'(e,a.s} oaa vp € c'{e_ g"3}.

on peut donc conclure que (u,p) est une sorution classique du probrdme
(2.10)-(2.12).n

on va d6montrer I'existence et l'unicit6 de la sorution du systdme d,6qua-
tie*s de Srekcs {g_1oF{t.19}.

Th6or6me 2.2,1, Soit f e (Vt),. Alors Ie probltme {2.IA)_e.12) ad,met

wvte soXwtittyt, g€n*tntzs{e u g 71 tt wne sewfu et on a

llt,lf s,lsa : )ilfli,;,r, 1z.tsS

2t

DdpnnrsucNt ou Il{ern6ueuquus
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oil ll.llg1,, dd,s,igne la norme d,e I'espace dual (t\,.

Ddmonstration.

Comme 'l a f ,> est une fonct'ionnelle lin6aire coatiaue sur l,espace de
Hilbert 71, rl'apres le th6ordme de repr6sentation de Riesz flu € fl tel que

o,1fs )p1n):;. f ,Ih > V$ e Vt.o)

qui est pr6cirs6ment (2,L4), Donc le probldme (2.10)-(2.12) admet une solu-
tion g6n6ralir;Ce u e Vr et une seuie.

Fln outre, la norme de u dan*s t, : *l{/116,r,. n

En rappe[lant (2.18) (est la d6finition de 71). on peut reformuler la
solution du slrstdme d'dquations de Stokes comme suit :

€tant, dsntl4 f ' ,€ Vo, treul,er u € Fl tel qare

- uPyrAu: f' (2.16)

or, commevs c (v\', d'aprds Ie th6or6me 2.1.1 il existe une solution
'u e tr et urre seule tle I'6quatiorr (2.16). Autrernent tlit Ie th6rirdr'e 2.2.1

dEfinit l'crp6rat"e"r:r inve.rse (-P*.A)-l d* *p1.oA d* sarf.€ que

v : (-Pyox)-'()f) p,tz)

22
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L'op6rateur -Pyoa et son inverse (-pyrA)-l joueront, comme on le
verra, un r6ie imporrant dans l'6tude des 6quations d,un fluide dilatant in-
corrrpresibl*L C*rnmer4*l.ls par le thsorerne s*i"ra,nt :

Th6ordlne z.z.z L'opirateur -pyoa est un ophrateur auto-ad,jo,it d,ans

I'espu dc lldl,fur* vo .egen* sax d.affiea^ine s{-Pwa } dense .dcans vo et ,iJ

e*'iste I'opdrarear 'inqterse (-Pv"A)-l, eai est un apf.ru,tear aata-arljoit et

compact. Les ualeurs propres A1, ile I'opd,rateur -pyoA et celles pr : *
d'e (-PyoA)*L sont tous positi,ues et, en les ord,onnant par l,or4re d,e leur
grandeur, on, a

)6)oo k-+oo

&-+oolt* -+ 0 paur

Les aecteurs proprzs e4 (aaec ftu*llt r : 1 correspondantes d A1, (et donc d,

F*:' fr), *'= 1,2'..'.. fonncnt unc basc or"thonorrnate dc t,'cspace dc Hilbcrt
vo.)

D6monsl;ration.

Comme p,olu r, € t9 or a Au € Cff{O,J?'} C I2(C},IB)" on a _pyoAo 6
I/0. Donc on a d C D(-PyoA). or, par la d6finition de vo,rg est dense dans

Vo. Par cons(iquent D(-Py"L) lui aussi est dense da,ns V0.

Considerons cleux 6l6ments u,,w e D(-pvoL). Aiors on a

1 -PyoAu1.1) ): I eoO . wd,r : I*rHH
?3
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: { ,. f Ara)d,r :1 1tr,*pyoAu }yoJa
dans la premidre et la dernidre 6galit6 nous avotrs utilis6 les propri6t6s de la
projection orthogonalE pvo et de |appartenance de u,w it" D{-pyoA) c v0.
c'est-d-dire -PvoA est un op.rateur sym6trique. En outre du th6ordm e2.z.l
+a d6duit qul

-PynA(D(-Pv"A)) : Vo -

II s'e.nsrrit que I'op6rafeur _p1,oA esf un op6rateur auto_arljoit-
D'autrepart, en vertu du th6ordrne 2.1.1 il existe l,op6rateur inverse (_pyo4i-r
d6finit sur I/0 a valeurs dans D(-pyoA) c tlc y0. Comme O est born6
ppr l'h3poih*se, l'irrjec.titxr fft({}, Rs) <iams Lr{d|,fr*i ot e$rriper.re et dtne
l'pet aussi l'injection de 71 dans v0, ee qui, ioint d, (2.1s)- et i, r,in6galit6
fllufllv' < cllul!i1v,, implique que (-pvoA)-l est un op6rateur compact, Ii est
claire que I'op6rateur (-pv0a)-1 n'a pas de valeur propre 6gale a 0 (c,est-
a"dire il n'est ,pas possibie que -pvoA0 : f f 0). Donc, en rappelant qu,il
# *ua rrp*r*t'*,rr au't+*x{ftdnt, r}* €* d*ltiit Es€ siftr spetr*est fere# par lm
valeurs propre.q isol6e-s #k a.vecrnuttipliejtd finis.

si ttr est une valeur propre de (-pvoA)-t 
"t si e,u est un vecteur propre

correstrrondant d, p,k) on a

(-Pr,*A)-Lep: p4,ep

e*: pxt-Pyo&)e1,

Dopc on a

ou

1I

n-Pyr&ep: Ak€k, ,tr* :
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I

En multipiirunt les deux membres de cette 6garit6 par ek, onobtie't

1 -Rtoael, ep )trz1n,R ): [^(-A"r) . exdr: / i plur pa,J{i J"f_, 4*i

: i* { ek,€k >tr2(e,fts;:,\nllerli?rfo,ftr) : Anl["tlli',"

De cette relation on d6duit que les valeurs propres Fn de(_py"A)_r sont
positives et ont 0 co*rme point d'accurnulation et .\r : fi sont les valeurs
propres de -PrzoA. Donc. en les ordonnant seron l,ordre naturer des nombres
r6eis et en 6crivant toutes fois comme ra multiplicit6 d,une va.leur propre , on
a

ltx -> 0 pour k -+ oo

)7, -+ oo pour lc -+ oo

En outre, conlme on le connait bien, on peut construire une base orthonor-
mate {es}E, de trns a'u'ec res vecteurs propres e1, de (-py'a)-i, qui sont
d,galernent les ve.cteurs propres de _prroA,.

Le th6ordme est d6montr6.n

La base orl;honormale {e6}p, de v0 jouit 6galement de la propri6t6 sui-
varrte.

Propositicrn 2.2.r. La base arthonorrnate {e1rlf;:, d,evo constru,ite d,ans
ak c&ds*ec*c g-tl-|, est *'n sgsd*,ure *r*h,*gor*xte **wpret .de tj.

l

25
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complet darrs I/1 aussi.n

I1 est bon cle rappeler que pour re thdordme 2.2.2 et ia proposition 2.2.1
I'hyp+theee.Eue $ s*it l:orn6 et. sse*tielle;

27



Chapitre B

Methode d'approximation de
Galerkin

comme I"l est un espace de Hilbert s6parable, une des id6es naturelles
pour obtenir ta sohution uir,t) dn ryst€me d'$guations ii.iiil.g}serait celle
rie son appraximation par lea fonctions ,,J"){t,.r},*, : LrL......, apparte.narrt
aux sous-espaces V" de dimension finie.

Nous appliquons l'approximation de Gaierkin pour d6montrer l,existence
diem,l*rtisn {r,p) d*o leey'st'enmd,,equatio* {l.l}-{1.?) da*s u,ndcffiaiaekrr*4
o rle ft3 rnuni de fronfidre reg*iiF^re Ee avec.la r.onrlition amx limife*q

et la condition initiale

U:0 sur ?dl

u(0,r): uo(r) dans {l

(3.1)

(3.2)

Pour la condition initiale , on devra pr6ciser l'espace auquel u6 appartient.

28
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nous supposions, au moins le moment, que

uo €Va (3.3)

soit {e1}p1 la base orthonormare de z0 introduite dans re th6ordm e 2.2.2,
pour laquelk: on a

Py"Ael: A*€*
{3.4}

conrme il esb bien connu, chaque 6l6ment u de troo peut 0tre repr6sent6 dans
la forme

u(r) :lcxe*(r), Ck:< Lt,,€p )yo
k=l

Donc le cha.r'p de vitesse de la solution u(r,t). s,il existe, a, chaque instant
f, peut 6tre repr6sent6 dans ia forrne

a(t,r): i c1,(t)ea(xj,
ft=I

Cx(t) :1 a(t,),, e* )vo. (9.6)

(3.5)

On remar,que que, si u est de la forme (S.C), on a

* #,Ep lya: #"Ur,
< -yoAu, €1xlyo: { T,#*#n",:{uj -.p17aAe1,}yo: xkCh(t).Jofirdq dn5

<(u-y)u,€p)>yo: /=-' E"'urd,*:-i 
/i 6etu.- J"kuiui@ q/=1Jn,-r"ni",lfia"rt1t)c,(t).

On remarque aussi que

=la) < -B-=-(1p1r,110-z1ouj * 8", t',
#, - t'' As,\tuLull' tA*,, * A;j),€P )vo:

3

: p f < lD[,i l'-'{Y+ 9.9.1. ft*," -

r,r--r ta", - alt' ot, >" '
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ici, r:n a utills6 I'integration pa,r parties,

0n rappelle que

(D[,]),,*:*r#*#t: 
*,_E ,r,H- p, ,*,W)

I)e ces expres.sion^1 on.t{eduit qn'il existe rrne fonctjon cnnfimre

€n(cr, ...,cn,): pf< loJut,tl lr-{#* Sr E**,0 .,..":
i,i:t 

Jl \ a% - 6J'@ 'uo-

- rp*r< lDlul"ll1o -,(n1,r,t1'.,,,T::)yo 
.

ori

<lD[u1"111e-2(Dl?,t,?ll\,,0"n,0-,.^. 
r " -r,-. -i)c,,) I''"t )) oi, ffi , ro : 

.l n(l 
D[uL"]]ls -2 (DluL"tD ilffi a*.

et

u['] - frr61ru1*1.
*:1

on voit fia,cilement eue {*(cr, ....,co) est localement lipschitzienne en

{Ct,....,C") € E3 d, cause de compertement ds q > 2.

Nous rappelons de th6ordme de cauchy-Lipschitz suivant

Soit le probldme de Llaudhy

t'':f(r't)
l. r(tn; : 

"n
ori /: U -+ H', avec U ouvert de R x R", et (ta,cs) e U-

(3.7)

30
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Th6ordnne (cauchy-Lipschitz) e.r.r si, f est conti,nue sur (J ) et loca-

lement lipschitzienne en n (i.e. pour tout (h, r) e U , 'iI eriste un uois,inage

V &e xy ef arro trrrr**;nrrgre 14/ de *1 e* un* crrr*s*emfu: & > e fuks qwt: pe'nr Cerrx*i

n,?t €V ettouttQW,ll.f(t,s) -.f(t,s)[{ < kll*-yll), alors

le prvs$1pnle d,e (3.7) admet une uni,que solution mar,imale

Ddmonstration. voir [2lpage 102 pour rrJ.Lelong-Ferrand et J.Armaudiesrl

Qutest-ce qutune solution maximale ?

On dit que (J, r) est une solution ma:<imale de (3.7) s'il n'existe pas de

solution Q,a;l v6rifant J I 7 et 7lr : n.

ii.e. II rr'atttret pas tie prtrlorrgerrerrt & urr irrtennrlle eanriefiaffi stieteniect J}

Remarques

- une sol'ution maximale est forc6ment d6finie sur un domaine ouvert.

- Toute solution d€finie sur le doma.ine entier est dite globaie.

Comme Ie th6orime de Cauchy-Lipschitz assure que Ie probfdme (3.7) ad-

mct unc uniquc solution ma:<imale ddfinic sur I'intcrvallc dc tcmps Ja, b[ avcc

-oo < n, 1 0 < b < *oo" dans la, suite rorrs rort"s intFrpsiserons par l'6tude

de Ia solution sur {0, b[; Le ternps d'existance de Ia solution d6pend de ia

fonction / et la donn6e initiale. nous int6ressonsd d l'6tude en particulier le

c*uopor*er*esrt de l* sslutio* au veieinage de &?

31
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Thdordnne 3.1.2

(r)b: +oo

{dt}tr < *oc ,*,t i}r(tXf

On a I'alternatiae sutaante

-+ +so qrreend $ -+ {r.

I)dmonstration.

vo.ir { } *orsllaLe ?-4-9 ptge 72 pur rr.P-Martraea a,sd J-Va*amda+aleil

dans le crs (f), que l'existance de la solution est globale (c'est-ri,-dire que

la s*tdiqru c*t *e&ri ,s*r IS, *oo{}, it .ei sru"*errt furt'erese*trt t}'.6t*t}ier ma

conportemerrt quand * -+ +oo. Dans le cas (id) on dit que la mlutioa ex-

plose en tem'ps fini, dans ce cas, ce qui devient int6ressant est de conna,itre,

si possibie, ler, valeur du temps d'existance b.

Donc, si on suppose que le systdme d'6quations (1.1)-(1.2) avec les condi-

'tk*r* {e1}-{3.?} at*sret *:rre srltrtitr* (r,g} eb *i ern fait }e.prci}i*it sealaire *w
deux. membres de (1.1) s,v€c €s, compte tenu de la relatios I Ek,Vp )1,a1g,*,r;:

0, on aura
rOOnYr:- (+\ t uAlrcs(fl - f 1aca{t)c,(r) : J*(r) - &(r). (8.8)E''x\') 

s'r:r
*ri

r3
ow: / f rn,,r,,,9f!d*. (s.e)' 

'nfit 
'oni

J*(t): f f(r,r).ep(n)d,n ts,Io)Jn-
et

{,t(r}-- rp i / lo1"t11,-'{n1rt'tr; ,,93..0*-!fr\-r -- 
H*In 

t-' t* l ] \-'t" t'nt 0r. 
**-

32
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En outre les fonctions Ck(t) devront satisfaire d la condition initiale

Cr(0) : Cf;:( uo; e6)yo . (3.12)

Si on pourvait trouver les fonctions Ce(t) qui satisfont aux relations (3-8)-

(3.12), alors on pourrait construire une solutiorL u(t,r) par (3.6) (et Vp par

tra rlee*r*rp*xxidi*r rrrt.lr<rg*lrale,dc, I''{f}, €1}}- Trm'tef<;is' {B e€ tsdinai'h pas d*

rcdthode. porur eonstruire direetement les fogctions c*(t) satisfast d {3'8)-

(3.12). Pour cela, on va construire la suite de solutions approch6es u["] ayant

la forme

ulnl:Icf,trler,{r). (3,13)

lc=1

ori Cl'l1t; sc,nt les soiutions du systdme d'6quations diff6rentielles ordinaires

*"YtUl + ,.,1,cfi(r) - i 'lo*cf;ift)cPtft): fn&)- {*(t). (3.14)

g,r:1

avec la condition initiale

cf,r(o) : oj? :{ ro, €1a 
'vo 

. (3.15}

oi 01,*, ft(t;) et {*(t) sont comme (3.9)' (3.10) et (3.11). La fonction ul'l est

rrre s*h:tiorl eppr$€+I€e dans le *res-€s1]&€€ ?''l"l' ertge**r€'-f:'*T €1, " "", e' datts

le sens eue ,uinl donn6e par (a.tS) a,t,x Cfl(t) satisfei$&nt n (3.15) verifie

Fra{Qrr/*} + i#*l - vh,{''] - ?F{v + Fttrldr-"itr[r]] : Pu^f . (3.16i

of Py, est la projection orthogonale de .L2((1, R3) sur 7,,, c'est-d-dire

1 aryl"l * (ut"l .V)ut"l - 2V(u + SlDlulle-2)Dlu], tp )l,z1n,Rr;: (3.17)

:1 f ,(p >L2(n,R3) .
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Dans ces €giaJitcs il n'est pas n6cessaire d'introduire Ie terme vprn),en effet,
rn€tne si rxr t*€finit Vgil"J, +n &nr& fiav'#"l : * et < V#r.1, p 26,r1s2,13si: g
pour 9 e 4 et donc }a presenc€ du terme Vpl'J o* rndiser*pasces %alites.
Avant de d6montrer l'existance et l,unicit6 de ia solution cyj$)du systdme
d'6quations (3.14), nous explicitons la condition sur la fonction / frgurant
dans le second membre de (1.1). Nous supposons en effet que

f e Ll,.(o;+oo, .Fr-r(rl, E )).

ori I1-1(O, .R'3) est I'espace dual de F/l(O, Rs). Comme er € tr, on u

{3.18)

fxft) e L?*[o;+ml (3.1e)

pour tout lc.

Maintena,rrt on d€montre la proposition suivante.

Pr.'pmition 3.1.r. eaerque seif n € Jv - {o} J* systime d,6qu*tioxs
(3'8)-(3.12) auec Ia condi,ti,on ini,ti,are et Ia cond,ition (s.rg) admet une soru_
t'ion et une seLule d,ans I'interualle [O;+oo[.

D6monstr.ation.

Peer*

s{ct,....,c*) : i o4,coc,.
qrr=L

'A'ltns'Ia fti$eticnr g{ct, ---,{o}ws }tir*}enreirt }iir**iitsierrrieeri {{r, .-.-,c-} €
B" et on aussi la fonction t(cr,....,cu\ est rocslement ripschitzienne en
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(ct, -'..,c")., Donc, en vertu du thdordme d,existance et d,unicit6 de solu-
tion locale pour les 6quations diff6rentielles ordinaires, il existe un 7"0 > 0 tel
que lesS'*t*rne'd'6quatier*s (3.14) avec -la e*rlditien *r+iti*le (g.lF) adrnet u:re

solution et une seule dans I'intervalle [0" 
"*[-Reste d, d6rrrontrer que cet intervalle d,existence 10, ?o[ peut Otre prolongE

jusqu'd, l'infini.

En multiplia*t les de'x membres de (3.14) par c|"11t; et en faisarrt la somme
pour A : 1, ...., ?r, ca obtient

i*tor4(r))' + "i ^keyl 
o)' - E 'kq,(ry 

(t)cy (trcyl tt): (s.20)

: i,f*(r)cl"l(r; - Ie-tdcj;'l(r)&:1 *:1
r:fi

fLylln

)l e* {t)t;i"l (t) : D, B f /^ lo1ut": 1 1e-z 1 Dyr,r"1n,,#cPl ft; dn :
k=l k=l t,1=1 .lO - Of j

n r 3 r, .[n] 
(8"2i)

: )--. zp I lD[ut"]lln-2 I(n{"t"tl),,*_d"7t Jn' 7*' 
L- "" 0*i

On rt*nar*tre aurxi

(o{ut"lJ),y : 1t{ut"lj)rn.

donc

$'17-1s,,t"1,',. 
a'P - 1 + '*' r-r" 'aulll au\,

2,\u()L'otDri u; : , L(D[rL"t))ni{fi; +;#} :
i,j:L **J 

d,j:L ur'i

1,.: 
,i*[atur]lz.

Et on a aussi de la d6finition de 6rn, (voir (3.g) que
nnpTro

T *un ctrt1,ryc{'-+14ci*}1r1 : I "'ptrl "n,,afi1t1",,n f' I c{-r1r )Par:k,q,r:L k"q,r:l Jfr nfi:t ofij
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c'est-d,-dire

: l rr|, *rn.,,,) tf 4"r. .,u&rF-cfi ev,;))dr.

cette tlerni€re exprtxrsian peut gtre,ecrire da*s }a fcrrnre

/ i ptvl tntaul^t '
Jn l1:t " 

'u; ' 
a% 

o'

avec rr['] : )]t, CPl'r. Or, en iai.sant l,integration pax partie.s et en tenant
compte de (1.2) on a

f,p,'Y' "Y' #* : -l 
"1, 

#ry, r, d.* -1,p,,r, ff,p, *
:- [i,1.'#,j^jd*Jn ffi " iJ*i

/ i ,Pul'tt-o*: o
.lo !: : -r "1 

En.," xt3:l J

D, r,o*cltplcft1t1cfi(r) : o
k,q1:1

Par cons6querrt (3.20) se r6duit A

*#toYt(ri)'+,,f r*{cl"r{r)), (s,22)

.= i fr.4cy) @ - p l' wyr^,1y-z11o1utrt111,ar.r:i- Jn

: ty;1tlt flp ) - p f ro1,,*,11u0r.
/c=l JO

Comme on a
n

fv-vllcf, (d . ;,841cf,: 1t11, * fp ;,n,,,,'
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et comme le terme -13 I"lnyul"lllqdr est n6gatif, de (3.19) on ddduit que

*Itcid(r)),+,y,^rrryr(r)), . +i lr-to (8.28),rr ?_, _a:r r\_ft \,././ _ 
u *_L, Ap_ ,

Cornpte tenu de la condition initiale {9"1b}, de (3.12) on dSduif que

lt"rulr s ftc*f * ! {')llrr-r {t&
k:l /c=1 u Jo fr)'o'u*'

En veriu, de (3.19) le second membre de (3.22) est born6 pour chaque

t e {e,16o{ trxrur"* qtie tr* *trl*rtie* {CI"l(u}, ..--.,{YI$\ } e:rixtc j+:*i,*'a* i*s-

ta,nt t- or, )jtr(c#\t))'est born6 et elonc, quelque soil; l'intervaile pris ea

cosid6ration, la solution peut 6tre prolong6 outre cet inte.rvalle. qa signie que

la solution 1Cl)(t),.....,CY|(t)) existe dans tout l,intervalle 10, +oo[.

L'unicit6 de ia solution r6suite du th6ordme d'unicit6 de Ia soiurion locale.

La proposition est d6montr6 [.

I'our les riolutions approch6es u["] ainsi construites on a l'estimation sui-

vante.

proposition 3'1'? Suit aLtul la fonc*ion d{$rfi,e par" {3.13} uvec l* solut{op,

tct(.t)li:t d'u stroblime (3.1a)-(3 .L5\ auec Ia cond,iti,on {s.18) . Alars quelque

soi,t n € .lf - {0} on a

,;y& l'tdll]''" *' !n'
trT

llul"tll?,dt < z(: I'u Ja
llflllv,l,d't-f lluoll?,"). (3.24)
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D,6monstration.

Comme les lbnctiotrs Ci'4(r) sont les solutions du systhdme d'6quatios diff6-

renifeiies et que e1 sont €i&nerrt de frl, arree Ia tlEfirrfriorr de ytr*i par (3.I3; les

termes a*rl"l , (rJ'} - v;rl'l , v A.l4 sont hien rl6finis {n.n mnins rt*as Ez(o, ,*i).
Donc on peut subsrituer utd(t) au lieu de p dans (9.12) de sorte qu'on a

< Eru{'} * (u{"} . V)u{"i - ,ArbI,,rH >"rio,lro;: {g.zb)

:1 f ,rtnt >7,1n,*") - zp,pr l lDJul't1 f-,tn1ut^111,,ffia,

On remarque

< 4utoJ, ,{oJ >"r1c,,* ,: *#trt*Jgfr., < -r/,i,ol ,ufol >rr1n,*,y= vfiul*}fiarr,

En outre, comme nous I'avons vu dans Ia proposition 3.1.I, on a

< (uf"l .V)u["], ufu1 >7r1n,pr): o

et comme on sait que dans (3.21)

: u 
t'rlD[uv'111u6*.

€kft .tckg) - -2p Z f ppt^t110-z 1nlulnt1)0,*90* :
,.1=rJ*' ' t'ar dri;'

De plus on a

gr6,ce d, 1'6qu:ivalence entre les normes [[zlls'1n,a'y et llullT, pour a e 71 la

srn<*ititiri i5.:[e) entrairie qtre

f e r!*{0, *ool, Ft))
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on a clonc

1 f ,uln) )r,z1s,ae;( llul"lll7,ll/llg,1, ="rtt"^ll?, 
+ "fillffto,r,.

et comme Ie terme -F f"lDlut"l11e4* est n6gatif et d, l'aide de ces relations

on ddduit de (3.25) i'indgalii6 (3.24). il

Proposition 3.1.3. !-a fruetirn ulol ddfrnae par (3.f5) a6ffie |lindgoli,t€

.lllr llui']1,', *, fo" flri'ifi"r, 
dt + F fr' ,rrrnllfl,,qnydr < (3.26)

D€monstration.

F,n sfficiverat {L??} de,ne ls ferft€

1-l1f r"'f,r(r)), +,fi*tcfd(r)), + lt f wL,r,,)lnd* <
2 dt k=Lr' k:l Jn'

. r,,r r, rclnlttv* 1 + l rr.rrrr"
- 2" 2 "'d\\'& \vi'r ' 2u k )ur'ro,"-- '

tc= L ,c=r

rlu

*trrfir:,t112 +,*^rrrfi(r))' + ,,t 
f*tD1ui'aiydr 

1:2f tlotr)t'

On en d6du:it que

!
fn

alrrlld ll'", * ullut")||fl, + ,p 
!"lD[utnl]lcdn 

< ]fi.rilio,t,

En int6granrb cette in6galit6 par rapport d t, on obtient (3.26). n

. r(: !o' fifillo,,,d,t +ll,oll?,.).

\if\



Chapitre 4

lbrs I.e thdord-me d'existence de
solutior du systdme d'6quations
de l'6coulement d'un fluide
dilatant incornpressible

Les irreger,iii6s obienues tizurs ies propositions 3.i.2 et 3.1.8 rrous per-

ffiet^t;efit d'extraire,de Ia euite de *Iuti+rw eppre,ehees fl,ft{i scd}firs&iti{e fa*-

blernent conrrergente- C'est-A-dire il existe une suite 1u["oJ]u-* telle que

,,[rnl -y xr faible_,ment cla;:,s Lzqa,T.:Tr1.

,rl*ol -+ u faible-ment-* .lans L*($, 
": 

f,r{{-})).

C'est assp-g sirclileire ar! c€s de l'dqlrations de Nav,ier-stokes Il fui" toutef+is

remarquer quen d, diff6rence du cas de l'6quations de Navier-Stokes, dans

l'dquation (1.1) ii y a un autre rertne non-iin€aire

f * (@ + /lql,llte-ai1Pc * 9t),'/, dq" ' I- r- t-r' " 0'i 0r/

ce qui n6cess.itera une autre proc6dure pour le passage d, ia limite et ce ne

sera pas trds simple. Toutefois nous pouvons pr6voir que le raisonnement

40
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de base sera, celui du cas de l'6quations de Navier-Stokes. Pour cette raison

dans ia suiirl uous exposons la d€rronstrarion du ih6orerne ti:exisience pour

l'Sq*ations <le Na*;ier*Stokm.

4.L Thr6oreme d'existence pour itdquaticln de
Na,vier-Stokes

{Jn a ie theordme suivant de i'existenee de soiution de i'equation cie

Navier-$*r*krs, rtrans le ce.s F: 2 4g *+ke s3'*ti.r'ee d'6r1u*tii*in+

?h6or€rne 4.1.1 Soit {} ,tn dom*zne beynd de S,{ m,;tni &e t* frontiire.
rigulibre. soient us €vo,f e L2(o,r;(t1)'). Alors i,l eriste au moins une

foncti,on u e -LF(0, T;Vo) n L2(0,7; (V\) tuIIe que

;r 09 , -.{ \unaqn + \tn,I l t-,. fi +,D#n- L,,poff1,t*dt: (4.i)
".d, Jfi i,i:t-.-.t-*r i,j:t -ri'

: f uo.p(u,.1d,r* f' f f .*o*or.
JA JO JA

pour toute I € CI(IO,TLVT) tuIIe que p{7,.) : A.

I)€mons'tratiorr.

s*i**t *lnl,r* : 1,2-.---,Ies f+4.c.{*i*a"c desnie,a par (are}- ft\,efl lee, s+l11ti+Es
l-l

{C{" (t}}T:r r:lu problAme (3.14}(3.15), -solutions dont l,existance et l'unicite

sont d6montr6es dans la proposition 3.1.1.

Choisissons un nombre positif T > a. D'aprds de la proposition 3.1.2 la

norfile de u["i, fl : !,,2,....., est uniform6ment bornde dans .L*(U ,T;Vt| fi
i2(o,?;vt}. r*r ctx$€rIe€fft ele {u'I"J';fl1 ar peut erd'raire-tlrre rxrns-rmite,

convergente {ul"nl1Br, plus pr€cisemerrc. sous-suite {u{"rJ}p, telle que

/1+i
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,tne't 4 f paur q *} oo f ai;blement dans Lz(o,T;tL), V.2)

ulttel 1y* pour q -) oo f aibtement* (4.3)

dans tr*(O, T;f),

ori u* € t*(0, T;Vu) n r2(0, T;Vt).

Or, il farrt rappe.Ier riue dans ie terme non-lineaire tie {4.1} on peut pa^s

passer d, Ia limite directement en utilissant les convergences faibles donn6es

ci-dessus. Nous avant besoin du lemme suivarrt.

Lemme 4.1.1. La sutte {u"" }7, coftlJerge foriernerat ,JeI6.TJ- d'ans"ln to-

ptiiqrre dc *z{s,"; L'{$, Rt}}-

D€rsro*sltratirrn.

Soit {q}.p, la base orthonormale de V0 et aussi le systhAme orthogonal

complet dans 71. On rappelle que, en vertu de (2.5) et de (3.8), on a

n3^

ll"r{11;, ,,,,: { I +kf zdr: { Gnrr} - e,ad,r: }.+ll*rll?".It''ruii;ir(l-,j J" #r' orj ' Jc,' --'- j

eI que

0.(ir<iz{

(voir le th6ordme 2.2.2). Donc, Ve > 0,11/" tel que

+t
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)*t1
€

Rappellons aussi que, pour tout z € V0 on a
cos

u == f { u,, e7, }yo e7,. ll"llrr,: f | < ,, e1, }yo lz.tt:l *:1

ConsidF.rons tn 6.le.me.nt a,rhitraire tt, e V1. Si on ncse

N"
E'\

u[N.] : L < 'u, €1, ]yo ep.

/c:1

Aiors on a

ll, - rr",rll;, > )r"ll, - u[N,] ll7, > |U" - u1N.1ll{,,.

Donc 
rr"

l rr2 \-\,
liqni.illf.- : f l< ", ex]vo ]t2, [[o - *t*_il+|, f ][*[{ir,,

Jc=1

On obtient
iV.

Jl"Jl?.. r f ! < t+ ** >I,n 12 + e[ar.J.[fu- {4-4)
lc:1

on rcmarquc iluc ic cholx du nombrc r/" nc dipcncl pas dc u. Dcnc cn nc
peut pas conch.ue qrre. e.tant e ) 0r il e-xiste rrn ncunhre nafruel N, tel qrie

pow 1t €vr et si on poseu- ulnal -yb,J dans (4.4) et integrer de 0 d, ?.
Aiors on a

7T
I il",l'"ol - ^,ln lttz z-t tr{, - -ri- .fiy" -: (4-g)

Jo

a 
* Ir', 

. ttn't) - rIn*t, 
"'k 

>r, l2dt, n, 
.fn'llui'a - ub-Jy|,dt.

De la proposit;ion 3.1.2 on deduit que

r
I ll,ur^nt _,rt"t11f,,rtt < c

J,s

I



Uqrvuiu'ri OB l'{ri i9'15-Cuerr*r DEr*rruxitrir pu lvf rr:lijxarrqvus

avec une constante C ind6pendante de nn,nr. D'autre part du lemme 4.1.?

que ilous tl6:uroutror$ dalrs la suite, orr d6duii que

N- -F

L, | | < ul"nl - ,ln'l,e1a )yo l2dt -+ 0 pour Ttqlnr -+ m.
k:1 Js

Puisque dans (4.5) on peut choisir s a,rbitrairement petit, il s'ensuit que

7T

I llr'"" - uln'7ll:urd,t -+ 0 -+ po?,Lr nqt Tzf -+ oo. (4.6)
Jo

C'es-d-dire, la suite {u"'}7, converge fortement vers u* dans ,L2(0, T; Lz(Q, R3)).

Lemme 4.1.1. Si ort" lit;e'urt, rtorrtbre no,i'urel N, ort, u

ffrT

D | | < ul"n1 - uln"l,€p lyo lzdt -+ a pour rLqtTLr -+ oo. (4.7)
fr=I r's

D€monstration.

comrne 17[na1 €',s1 d6finie par la formule (3.3) et c["i(t),k: r,2,......nq,

ff)nt ies solutir:ns du syst€me d'equations (3.14i et de m€me ptiur ulel, on a

fr. ,r*r1t,.) - o[n,17t,.),e1, >yo: fiVYdUl - c\i@). (4.8)

I

: -rAt (c1fap1-cfsftD* I*I* lf', 1t,.1rl"d1t, )-ry\ t, .)r,j""](r, lffin
ttt d'j=l J

On rernarqrn) rSre] gr*r,e i, la proprnif,ion 3.1.? e.t arrx in€ga,lites rle Sohole,v

et de Hdlder. on a

cY" {t} ( f{tl"'I1s. .}![r,"rn,al ( c
.n_ n
ff
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!,nu

ll"Pd (t, ) r{ d (t,. ) | | ;, 1n,a. I < 11ut'ol 1t,. ) | | l, 1s,a"r

< llut""J(t, .)lli,tn,",l;1u1""11r, .)lli,,tn,".t s cllul""l1t, .) ll*,tnl

11,uk,ol1r,.)tti.,n ar 
= 

( 
[.'*o 11ut'ot1t,.)l['s,,n ar; i * 61i s cpli.

ori C est ure corst&nte inddpendante de nn, et de m6me pour u["]. A l'aide

de ces relations, de (a.8) on d6duit que

1 a ,ui,,'l1t + h,.) - ,i,,,'i(t + h,.),et )vo - (4.9)

3

- q rl,,nl (r, . ) - uln,l (t, .), ep > yo1 2Apc lhl + 2cI 
f f # llz,,1s,s,1 lhl * .

j-r u'L j

Rappelons que la suite {u*n}p-, converee faiblement vers u* dans -L2(0, Tl/t)
et donc, quelque soit rp(.) e tr2(0,7;E), on a

t'r
I a .uL"'sl(t, .1 - u1",11t, .),ep )yo p(t)dt -+ 0 'po'ur. ,rlq.,{Lr 

-> oo.
*te

Il s'ensuibn compte tenu de L;ucontinuit€ Hiilderienne d6montr6e dans (4.0),

que

< uInA(t,.) - ui"'l (t,.),"r )yo-) 0.

dans [O,Tj. Par consequent, en remarquant qu'il existe une constante Ct'

irt*€tr*utl*rrte tle nq, r*r, EeJle qtre

| ( uk,nl(t, .) - ul,','l(t, -),e* )vo | < C"

en vertu du th6ordme de la convergence domm6e on a (4.7). Maintenant re-

tournons d ia ddmonstration ciu thdoreme 4.1.1.

t7-kJ
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Suite de la d6monstration du th6or6me 4.1.L.

On considdre une foncrion p C C1([U ,Ti,V;) teiie que ,p(7,.): u. Alors
vt*u l ri, e.$*rpte teiiu tle}a relatitrii vn {-vno,t*e niariiere am*Iqg*e * (3,1?)

ona

{' {_t-,1*t .Y* 
" i 'y!^-y- i{,,r'or,,r'nJ fuy,\,t,,k, : (4 10}.lo 'ln' dt ?*, dni dni ffi"'t "i dfi ' " " '' '''

f rrr: jnuu ' .p(0, )d, + Jo Jrf .pd,ndt.

En wrtu de Ia convergenee faible donn€e dans 14.?i et 14.8i 6* s,[*,J vers u*,

on a immerlia*e-.mme.nt

7T r t oo-
1,, ]n 

,"^ .fiarat -> (4,11)

* tr' tr,, 
. #,** rxj?$ nq-+ cc

3 n7 .^iz-l ^I / lTfftnat- erz)#rlu js dx5 dr1

\
- ^l [' f du; d,pa

,*L-l- J"d ur** Pour nq -+ oo'

En ce qui concerne la co*v€rg€nc€ du terme lrtr:, ,yr-r:^W, on r€_

marque que l'ensemble de fonctions pl € cl([0, T],w](a,E )n 7t; 
"t 

satis-

faisant it p(7,.) : 0 est dense dans {p € C1([0, f],tL1lp1f ,.) : 0]. Donc,

4tl
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Donc on a (4.15) Vp e Ct([0, T],t\ telle que ,p(7,.) : 0, ce qu,il falla,it

dern<-rrrtrer. I

4,2 lernme de compacitc.

Le point le plus d6licat du point de vue technique de Ia d€monstration

du thcor0mt: d'cxistancc pour lc systhimc d'cquatir:ns dc Ntr,vicr-Stokcs ct

le lelnme 4.1-1, <larre }expel +n d6moetre la **:rr,erg€,s€€ f+r*e *e, ,in"J p*+ir

L2(0,7;L2(tL,-Es)), cette technique peut 6tre g6n6rarisee dans un sch6ma

plus g6n6ral peut 6tre appliqu€e d, diff6rents probldmes non-lineaires. une
version assez diffus6e en est connue sous le nom de lernrne de compacit6 qui

trouve une large possibiiit6 ci'appiications pour ies dquacions de rndcaniqu.e

dm, fluid-es. F,n *ltitr.ie&Et €€, trsy$me, o,a ddmoatre }e, th66rlme dtexieta,nce p+w
les dquations de Navier-Stokes-

Consid6rons trois espaces de Banach Bo, B,B1 tels que

Bor- B c- Rr auec ies i,njecti,ons continues Bo,Br:refiexif s. (4.i6)

t'injection de Bs dans B est cornpacte. (4.I7)

D€finissons

W : Iu€ le"fi0, fj;Ar)l#

oti T est un nombre positif (fini), tandis que

rlturri tle l* rrtirrae

ll,,iir', (i{r,"1;Bo) * il#fi *,(0,?;Bi).

€.LPr(0,?; BiI, (4.18)

i { po < oo pour ? : 0, l. Etant
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W est espace de Banach.

Ii est ciair que w g If,(rJ,T;Bs). Mais cette immertion esr m6me une
i*jecti*a col*pecte, r*rllele +e le veit, d.ras -Ie tkereaie .*m.ueat,

Srnetiskip

Thec*e*:e 4-g-r-- s'd'*,w r,'eapaee de &aaa*k d€fi,widens {a,ls). sqpFs_

sons les conditions (4"16) et (a.LT) , L'injection de I'espacew dan"s w{0,?; Bo)
est compacte.

pour derno[irer le t]r€ordure 4.2.L, oil conrnence par ia dernolsiratiol clu

hml*e suivar*"

Lemm.e 4-2-L- pour chaque s ) 0 iJ es.iste un nomhre cu tel que l,on ait

ti"itr < c"fl"ffr, + effuf[6,.
i"1,1S)

D€monstration. supposons par absurde que (4.19) ne soir pas valabie.
rt'l*rs pr*r ch*qo** e > g il existerai{ une sui{e tl,*}errien*s .*o € B,-\ {*} *t
de somb*es r€rels c," tels que cn -+ oo pour ru -| oo €t qu€

llu"Ilu > qtfu"lls, + efttl, ff6, .

Err posant ,un: 
Ff6;, on obiierrdraii

llrrhlle > c*iluulls, * a-
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Mais puisqu'il existe une constante finie c telle que llafls < cllalls. *t
liwni,su: i pour iout n, on a

Il*"lla < Cffu,'"ff6" < C.

Alo:rsi cie (+.20) et de i'hypoihese sur c,? ii rdsulterait que

Jftu"fls, -+ 0 pour n -+ oo.

1,0u 0ren

wo -* $ dans 81 w4ff +? -+ €_

En d'antre, de la re-lation tl',+rltn" : 1,v* et l'h3'pothese *-e-lon laqrjgll* 1,irr-

iection de Bo dans 81 est compacte, il r6sulterait I'existence d'une sous suit;e

{r"o }Pt fortement convergente dans B. Mais comme la suite ?r,nk converge

vers [i da,trs 81, pour i'uniciid tie ia iirniie, sa iirniie tiaus ia iopoiogie de ,€l

ne 'peut €tre, que & L{aia }a c+xr",rerger+ce da*ts B de rr } ,,reis S et dene ee}l+;

de ffur"ffs ver-q 0 contrediraient (4.20). Le lemme est d6montr6- fl

I)6monstration du thdordme 4.2.L.

Nclus avons a dernontrer que, si iuri;11 est une suiie bornee dans w
a}*te il ex,*€* ua* **ne".qtdte f+rte*r*rt r.eaverge*te; dees J'-"n({} ,T; g}-

On sait que, si {"*}Lr est bornde rlans Wr Alrr.q it existe une suite cl,elle

faiblernent convergente dans w. Donc le probldme se r6duit d, d6montrer

que, si un converge faiblement vers un 6l6ment d dans lzll, alors un converge

fonement vers d dans ii""(0,7;B).or, on peur constater facilement qu'il
ale,*t pee rmt:'rctif *e eea*idt4rex la lii*ite €gele; d $- *+*c * *effit de -d€.ia*atre::

que
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si un -) A f azblement dans W, alors un -+ 0

f ortement dans LP(0,7;B), pour n-> oo.

(4,21i

supp0sorr.s alors que ?rn corrverge iaibierneni vers 0 da.ris w- pour ?, -+ oc.

Sn lertu du lemr*e A.?.!",-Feur €ha*+;Je e1 F g il existe r*E' #s$tar*€ finic
Cu, telle que

llunll u o @,, ; B) I C, t ll u nll uo p,r;g, ) f e ll unll lco 10,?;Bs ) . (4,22)

Fixons un 6 > 0. comme la norme de u,, dans tru,,(0,7;Ba) est born6e,

txt peu't c&sisir €1 tle, t*lle x:arriere, que e1,[tr*oll*{u;r,"oi s*:it eiaj*x€, irar f ,
Ainsi {4.22\ se rfduit d,

llr,llroto,r,B) I C"rllr"llrofo,r,B,) + ;.4

u*(ta): uo(ts).

bz

(4,23"1

Comme u. sont unifbrmEment born6es dans lrtl et donc S elles aussi sont;

unifornr€ment L+ornees d'sns Jl'($, ?; sr }, u,, appa:ti.errt * la eiasse #a{{s, q,, l}r )
et la norme ll""{f}{1", mt uniform€ment born6e.

Choisissons un point g6n6rique ,0 € [0, ?] et posons

w^(t) : un(to+ i(t - to)). (4.24)

ori .\ est une constante d, dEterminer dans I'intervalle ]0,1[ (c'est-i-dire 0 <
i < 11. Cn a €vitleuiment

t4,25)

l

1
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En outre, comme on a

lltu,,llz,uo1o,r;Bo) : ( [' ilu,(r' + )(t - tr))ll]",d t)'/on -ln

: ( {u' 10,;"^
J16-)1oto+)(r-to) fl un(t) llBo))  

sn pcrsafit

Ct : 
#it, fia"ffu.."

oaa

llru*llrnrs.r,41 l Cr\-r/no. &"26\

Analoguement, de la rela,tion

trd*n, / {' ,, ,llTilzu' (o,r,e,) : ( 

Jo li":.(tu+ i(t - tr))i1fi,\citlr/n' :

:, /':-''-"' (llr;,(r)lle, ))o' 
\04',0' 

.
Jtu-Iro

hh\ d6signe la d6riv6e pax rapport i" r, auquel on substitue r : to -t-

I(t * t6) on d6duit que

ll#ll;* (0,";Br) 1 C1\t-LlPr . G.2T')

On considdre une fonction cp e C1(l0,roj,R) telle que p(0) :0 et g(to) :1.

ou bien 9 e C1(itt),71, R) teiie que V\to) : L er 9{7,.) : O (on peut ciroisir:

uir <les dcux ca"s seloii La ci,,iaunrdit€). Drars le prer+ier rss $lr &

u,(to) : wn(to) : 
[^^ frk*;at: frn* ^to. $,28)t

JO

avec

p^: f" *eY-a1. f''n d

Jo dt ,^: Jo 
*^ffiat
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En vertu de (4.22) on a

llfi"lla, l QrSr-r1o' t4,2e)

of G est une constante. Puisque 7 - tlp, ) 0, quand e, > 0 est donn6, o:r
peut clroisir un .\ ) u suffisarnrnent petit de telle sorte que c2.\i-l/at < u,1r.
De cette srani€re de i4.fs) et (4.a9i on ddduit

llu^(to)|b,, i, ll'y,lls,. (4.30)

Rappelons que un converge faibrement vers 0 dans r/o(0, ?;Bo) pour ?1 +,
oo' Par consdqueui 7r, cotrverge faibiernen[ vers 0 da.rrs 86. h.{ais i,irrjecti6rri

d'e Bs d,ans I?1 ast compacte- Doac ?ft converge fadernent dans 81, Il.
s'ensuit que llr*llp, tend vers 0 quand ?1 -+ oo. par consequent, cornpte tenu
que le choix de e'> 0 est arbitraire, de ( .80) on d6duit que

llu"(to)iis, -+ 0 pou?- n -) oo. (4.31)

Il est clair que m€me dans Ie cas of on utilise une fonction p € c*([to, q, n)
avec rp(r6):1 et ptT):0, tlouue i:ra"rii€re a"rralogue oir peut ci}:teriir i4.11).

comme fs r'-qt rrn point g;F.n6rirJne rle I'intervaile fo, fl, trn pxnrt en rt#rrire
que (4.31) est valable Vto € [0,4. Ceci implique que

llu",llr.l.,(o,t';n1) -* 0 pour n -) oo.

compte tenu que e figuranr dans (4.28) est arbitraire de (a.x) et

ori tl6duit uue

(4.32)

(4.2e)

.
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ilu'iluurc,r;B) --) o pout- ?z -+ oo.

Nous prenons en effer dans ie sch6ma (4.16)_(4.i7)

Bo:tL, B :Vo, Bt: H-z((-l,Rt), po:p1:2.

on rapelle que, co*rne le domaine o est bo*r6, l,iniection de
Vo: B est cornpaete.

(4.33i)

La reration (4.33) imprique (4.21J qui, cornme nous l,avons d€ja remarqu€,,
est suffaisant pour ddrnontrer le thdordme. D

En revenant atx 6qua.tione de Narier-Stokes, le point d€Iisat de la d€.nron*.
tration du th6ordme d'existance 6tait cerui d'obtenir une sous.suite {ut'or1*,
de la suite des solutions approch6es {ut"r}".r, sous-suite qui converge forte
menr dans la topoiogie de -L2(0, T; Lz(il,fis)), dans ie paragraphe pr.cid.eut
nous I'avons obtenu dans le lemrne 4.z.r. n n,est pas diffieile de vsir que re
rn6me resultst peut €tre obtenu par l'apprication du thdordme 4.2.1 {remme
de compacit6).tr

(4.34)

71 : Bo dans

En outre, comme u["j est d€finie par (J.lJ), de (s.r+; si on soustreit {ir}
on d6duit que

0uai
-ti;-ot

*\ dn[n],., n n: 
H "*frcl| ft) : f e1,[*vA1,cf1(0 + f or*cf] (t)cpt(0 +/r(i)1.

q''=r 
(4.8b)

oo
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Il est imm6diat (voir (s.19) et (8.17)) que

f +/*(t) : Punf , llPy^fllz,p,?;r-2(a,Es)l < ll/lfrrro,?;Ir-r(o,fts)) < oo

D'autre part", e.n ve.rf,lr rle {4.24} on *,

n

-"i elxpcfgl : rf iiyovepap(t) : ,rrvoA f ufJlt)es - ypr6ftpinti.
/c=1 &=1 ,t=1

Or, err vertu du iernrne 3.1.2, on a

llvPvo[11I"Ilbrg,r,"-r1o,F)) < llupyoA11t"lllz"g,r;1tr1,1 < ullut*11lrrp,7,vr1 I ci

ou C est urre corsta,nie ind6pentiete de ra.

Ea ce qui ccnc.erne le terne It, €* I1,,,:r O**Cpl$)Cllp1,on 6erit 0;,*
{voir {3,9)) dans la forme

ot'q' : t'^f' eq,ie,,t#d'r : -/ + o"'n

"rrn,i=, 
'''" a*i - - Jnk""t UreP,6d'fr

Orr a donc
nn

f *u L e*cyjlttlcft{t}:
lc=l qrr=!

n.6
TI: -f < T" cf,lft\1ee.v)f e,cflft),ste)721a,R.) €ft: -py*(ytnt v)uH.16-l q=f r=,i

or. Sr,ce d,l'indgalit6 ffuffs*6*l S Cllulli*fol avec une coruqtante C, on a

f{Pv*{ul'J'v)ut'l$p'-,1*r,*ui<cf{{ut"l-v;ald{fs.1;r,nsy5cl{ar-d4r,rqr*,eu1ffur'rf}y,.

Donc d'aprds la proposition 8.1.2 on a

liP1,*(uv4.V)'uh411rr(0,?;E-z(o.ft,)) s liri'4ilr*p,r,",1nft.))iiuidll, 2(o,Tivt < L,,.
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avec une constante C/.

i'egaiite (4.35) jointe d, ces reiations nous donne

,,8ufu1 ,,
ll ;p lk'ro,?;ff-z16s,pri1 S C.

avec r-lne constante C ind6pendate de rr,. Cette relation, jointe A. (4,g4),

implique qu{} Ia suite des solutions approch6es {ut"l}"., est un enssemb}:

born6 dans l'espace w ddfini dans (4.ig). Donc, en vertu <iu thdordme 4.2.,1

il exisie rirr€ triiis-sllite {al'!;" r qui eariverge ftrte*re*i tla.rm }* t+ir<{iigie dt:

L2(a,T;tr'(e, Rs)).

0/



Chapitre s

Question de I'unicitd de solution
du systdme des equations de
I'dcoulernent d'un fluirie dilatant

5.1 thdor€me d'unicit€ pour Navier-stokes

Dans le paragraphe 4.1.1 nous avons d6montr6 l,exitence d,une solution
g6n6raiisee tiu syst€rne ti'dquatiorrs tie Navier-siokes. h,iais le probier'e de
I'unicit€ de la sclutioa n,est pas eaccxe r6solu-

Ii faut preciser que pour le systdrne d'dquaiions de Navier-siokes tie j,es-
pace Eit, n'est pas e&core de I'rrnici16 de -la solufior. quc l,cn re eannait pas -!e
theordme d'unicit6 de la sorution ni son Aventuelle n6gation- si nous suppo_
sons que la composante us du vecteur vitesse ainsi que ceile /3 ies 6tluations
de Navier-stokes (1.9)-(1.4) se r6duit d, un systdme d,€quations en de'x di_
mensions spatiiiles, dans un domaine bor.n€ fi2 .

oc]
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Soit le systeme d,6quations d.e Navier_stokes

7ui..n-. + 0u6_ op,r
E - uau6 * 4rtai: -ft* fo

j=I "*t

v "u:3 * 3: o.Ort drz
dans

;r€CI€J?2. t>0.

Nous considerons ia condition aux }imites

i: L,2, (5.1)

(5.2)

et Ia condition initiale

'u: 0 su,r E{i.

u{O,n): uo(r) pour n e {1.

(5.3)

(5.4)

On peut ddfinir de manidre analogue les espaces Vo et 71 relatif i un domaine

de diruensiou 2.

pour Ie probleme (5.1)-{5.4) on peut d6montrer liefstance et l,unicitE
de la solution g6ndralis6e dans le m6me espace fonctionnel t*(0. T:Vo) n
L2(A,T;7t;, d,aprds le th6ordme suivant.

Th€or€me b.t.r. soi,t dl un d,otnaine bonti. d,e Rz rnuni d,e la fronti,Ere
r*E*liiw EQ. ,9rr+eii{ ,ro e Vn, f € Lz{g,f ; i7,}'}. At*rs {l eai;,ijc anc, f*netign
u € r*{0, ?;vo) n L2{a,r;tt) et une seur* sc.fiis.fc{sari{ d I'dguatian

rr r Etn ,* YY\dxdt: .J, Jn\-"' at +' 
Frdri dri'
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: [,*.,p(o,.)d*+ f {f .,ptu;dr.
Jn Jo in-

Vrp e Cr(10,T7,,Vt) tut,l,e qre p(7,.) :0.
On tlira qne la, foncfic* tl € Loo{o, T;Vo) n Lz{a.r;tt}, verifiant d (b.b)

elle appel6e solution g6n6ralis6e du probldme (5.1)-(S. ).

Nous ailo's exposer seuierne'i la d6rnonsirario' de l,unicii€.

Fio*s cor*mcngons par lc remmc s*il,ant dc carar:tdrc gindrar.

temme 5.1-1- soit D an ensembre ouuert d,e R?. porn' *o*f * e rrol(/), R)
ona

llullfop,al < 2llull7,p,a1llVull7,p,n1. (b.6)

Ddmonstration.

ccmrnc ci{D,B) cst dcnsc tla,ns rf,}(D,E), il suffit rlc d0montrcr (5.s)
porrr ?, e C[(n,.R), soit u, e C!(D. R\.

On prolonge ?, avec u(r) - 0 pour r e R2\D. On a alors

Iu(rr, nz)l' : 2 {"' u.(,a ..-\ou(nl, n,) .
'l-n 

L\nl'")iffd"'
et donc

fr#l'u(*'r, 
r,)l' 

=' .1.' : Iu(*',, dllffiW,i
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Analoguement on a

/"1*, / ,,,,0u(u1,r!\
fiS lu(t', r;)l' s, 

.l _* lr(*r, *!r)ll"#?ld.!,

Il s'ensuit que

f* f* fu(rr,r2)lad,r1d,r2 1
J-oo J -*

- J-* J-- ';1;n r-\*rr 
*a/t / ';#fi'*\*L'*2tl

f+* f +"o: I ryq+ lu(r\,r2)l2dr2 / max lu(*r,r'r)l2dq <
.l _* r,reR - J_* ,i€E'--\--L' --z)

<4 [ fu(*r,rStP$p,r1d,r2 f , /',,0u\y:Hld,rfi.r21
.t Rz drt - 

.l o"lu\"' 
frz)ll-5r,

< ll tiff 
2y,,1 

p,, *r || ff [[,"ra.,ni ll ff ll 
",r*'.*l 

<

r ^u rr2 ,rr 0U rr ,r 0U ,ts 2i[ui[i","',")iii;;li Lz(Rz,R) * ll#lii""(R,,8)) :2lluil27,1n",s1ifv'[i],1p,,a1

ce qui achdve ia ddmonsiration. I

Ddmonstration du thdordmc 5.1.L.

On suppose que u[1] et u[2] sont deux solutions g6n6ralis6es du probldme

(5.r)-(5.4). On pose

' u:ir[l] -t'l'z '

Puisque uil] eL uizl satisfr:rrt i (5.5), on a

I.' I*.u x*"*,#y" ,E,r'u,# ,E 
ui,r'iffiro,o,:

(5.7)

€1Ut
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-0
Si olr pose

n,:f *t fru,+ui,f!). (5.s)
7 o*i

la fonction U satisfaisani a (5.7) peut 6tre consid6ree comme solution g6ne
raJis€e de l'€<iuari<*rs

ir?

# - uPyoAU : -Pvos. (5.9)

avec la condition initia"le U(0,.) : 0. Si on multiplie les deux membres

cie {5.9) par i/ et on i'integre sur f,}, plus precisement on ies multiplie pa,::

tiJre fixreti0:r appiirch6e rle {/ c*:iveuablei*erit rSgul*ris€e lrar:-aFii}ort ;i J., or.l

l'integre sur o e.t passe d la limite dans eette approximatioa, on obtieut

|nuv; rli, + , 
-f"' f,E#12*rat : .fo' 

I -e,tJ )y,p,p,1 ttf,

En rappela"nt i'expression is.s) de g ei compte tenu de ia reiation

["L,,1]uffa*: o
-- 1.J:t

on obticnt

!,,.,,, \rl, ft / *-- ,0(Ji,,,, ,,, /' / + ,, ryl#a*d{. (5.I0),ilu\t,.)ili,"+" Jo lnkrqrdrdt': J" J.Lrr, " d*j \___

Ona
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S llu Il u o,t p llut2l ll u p,r, r,n 1n,sz y ll 
(I 

ll y 
10,t i La (e, R2 )) .

En verlu du iernrne b.1.1. on a

lltlllaapl;ze{o,e,i} : e {^ $Ull?,p,*rllUll?r,*,yft <
JO

< z- 1r4(z( 
fiuff l,- 1o,a;v " t f o' Itu fto t dt, )t 

i z 

1t 
i z .

< 2-t i n (ilul 
I r- 10,r, uo; + llu ll7, 

uo,t1 ft ,)i / z 
.

Ilullu$l,trlltril*p,r;Lt(a,a11 . r-u+llt) rL,,(o,r;t,)([[t/ll;*10,r ;v"1+llulll,p,tg,1)t/z s
< 2-t / n (*11$ 

ll a* p,t;vt + Ilu ll'r"(o,t;rr 
; ).

ll ut2) ll u p,t ;r4 (o, 82 ) ) < * / n 
11rtz) lltf3 $*v r 1llut 

l llt/] o.r,v, t.
il r6suite que

t'tt2^,

I I >- ur7,!21{!ax,at' 3.Jo Jn ."f,, ut:i

< ilutzt1l;3ro,4r,ylluH ll'lf(o,rl,v,1(lrilullr**o,r;v') * l1u1lz1,1s,1,v,).

En substituant cette in6galir6 dans (5.1tj), on a

]llu++r*ru,4ir{{-},na}i +ullulll,*0,r;r1) < ib.ll)
's zllulztyuzio,r,fr,l#upl{{ tllp,r,,v,/*gIif{;*1qqvo) 

i ll{,r1{L(o,r;r,1}.

Si rin a

zllut'rlll/3,p,r,r,rllut'1il1i.|,ro,4,r,1i < min(l, z). (b.12)
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alors de (5.11) il r6sulte que [/ : 0 dans l,intervalle [0, f].

Err vertu de I''ypothdse utzj € t*(0, T;Vu) n Lz(A,T;tr), tlar.rrs quel.
rrlrgue seus.interv-alie ffg, d1i de fS, ?i on a

jfuiziff r,-10,r;vo) ( jluiziff r,*1o,t,vo; ( oo. (s.13)

en outre vs ) 0 il existe une partition finie de |inte.ralle [0, ?]

0:fo{tr<

telle que pour tout ft : 0, 1, .....,, i\L on ait

f 
l**7 ,, ,"r,,o

Jr. llr'"tlli,dt' < e.

En padiculier, nous pouvons choisir un s > 0 de manidre telre que

(5.14)

2elluiziy'rz([o,4,yo) < min(1, z). (5.15)

si on pose f : fr dans (b.11), en verru des reiations (s.te)-(5.15) ra
condition (5.12) sera verifiee et donc on a{J: ti dans lti,trj. Il mt ciair que,
coarpte teau de la relaiion obteaue u{ti,.} - 0, or peut appliqu*. le :n€ine
raisonaement d. l'intervsll e [t4,t2] e* on obtjeat U : f] dans ft1, /,a]. De cette
manidre, compte tenu des relations (5.1J)-(b.15) on peut rep6ter le m6me
raisonnement dans les intervalles [fs,17,11] pour k: I,2, iusqu,d k : lL _ 1,
ce qui nous permet tl,obtedr U : {J dals Uio:o lirr, it*rj : [0, 

"].tt ih€o$rne est tl€rurlrrtr'€.il

64



Ut*'uiu-ri 0B ),{;r i!43-Cuuixi
Dtir*rclpitgil- tu ldtrtr€airlqiiur

5.2 probldme d'unicitd pour les equations d'un
fluide dilatant

Pour les 6quations d'un fluide dilatant la presence du terme de la viscc,-

sit6 non-newtonienne peut 6tre utile pour d6montrer 6ventueliement l'unicite
de la solution. Mdme si la complexicit6 du probrdme ne nous permet pas it,e

developper I'arguureui de rnanidre ctirupieie , ii gous ser*ble uiiie de don'er
lci quelques rernarques escestiellescui ce probldaae-

Four examiner ie probldme de i'unicit6 de ta soiuiion, on considere deu.x

'6r,eatuelles sr:lutians u[1] et u[2] de nctre €quatioa- si an p*se

u: 1111i - ul4.

ona

ouo + 1vt.l . v)u.t * (u.)uizJ * uaui :
3 e .:, [ii 'r--[li d ^ lfl .. Ial: p )--t"alotrttt11o-z1dli a"5-' - +1n1rtzt11e-r1a!l)+ 

d=Ul 
rrr.

"#'dffJ 
''- L- rr t E*j ' 0*, or. . , A*u 

-r 
6))l'

En rnultipliant par a5 et en faisant la sornme pour i : !,2,3 et l,int6gratiorr

sur O, on obtient

7d, f
, *ll"llL, n 

.lnfu 
' v)ut21 . udn-r ullvull!, :

- / .L., . hl ?r,l1l ^ r'r ^ tll: - p 
J.lfioiu;r11y-z i!31 * #) - iDiutztl'r-, (# * ffii

,aoltl ort}l orl,l au?1 ..{
'dlfr, dh dri ijr.'*'"'
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Si on pose

Cri: (D[ut'l])n, : *fl * al:Iil
otj drt

rpi -- {Dfutt,l})u: g 
"9,ufrj 0rt

3.q

lel :fe,? , lnl:L,t,,
t,i:] i,i:l

le second membre de cette 6galit6 peut 6tre 6crite dans ra forme
nnJ

-I l^f {lnln-'a_n - Irr[o-trrriX{ui - rrri}&.
'JnGt

lJans cette expression

((oi)n,i=t,r," , 0tn)o,i:L,2,8

peuvent 6tre consid6r€s comrne vecteu's de -Re. pour les vecteurs de r?' en
g6n6ral on a ie ieurrne suiva.rrt.

Lcmmc Sclt{ et11 € W eta } e, on a

(iii'( - i,ti',i. iC - ,i > a. F.16)

Freuve.

Er: effit oa a

(iil"( -i,tlrr).ii -.,rr): i(i"("- i(i"(..r- l?i"( .q*lql*ryz :
: [fl*" + l4lo*'- lfl*( .T - Irtl( .q.

D'autre par[ on a

l(1"( . r >r(I"il(l' + l,tl\ : 1ef.,tl(l'l,rl,
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l,tlc .r > ]le t"ilcl, + l,tlr) : |rctrwr"|l,tl,*"
On a en outre

lellryl'< 1=lcP+2+ 2 
hP*2a*)'"' &+2''" )

l(l'lnl < l-l(l'+2 + 1 
= 

hp+2.- G+?''' &+21'tl
{ces in€galites r€sultent de I'in6galit€ oo6$-e) 1 0a * (t - €ie {a,6 > 0}}.
De ces in6galit6s on d6duit I'in6galit6

t(1"( ''l + hi*( -'15 ltl*+'+ I'l["*t,

ou

-l{l*{ -n - lnl*(-T > -l(l**, - lTt*o',

ce qui impiique que

l(i"*'+ irii**t - l(l*( .n - lrll,,( .rt > a.,

on a donc

(i(1"( - irtlrt) '(( - q) > a.

I'indgalit6 (5.16) est ddmonrr€e.D

Le leuune 5.2.1 est utile pour le probidure de I'unicit6. fuIais pour tl6urou-

tler l-'uaicit6 de la scluticn dans un Camai:re Ce diraersiaa B il fauCrait ua
th€ordrne pour I'estimation de u dans lr{0,t;w}{a}) qui devrait 6tre ob
tenue d, partir de I'estimarion de Dlul e Lv(0,t;r"(o)). Nous renvoyons ce

probldme aux dtudes futures.

o/
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