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Introduction

De nombreux problémes touchant a la physique on & l’ingénierie mathématique

sont Tégit par des équations aur dérivées partielles.

Bien entendu, les solutions ezplicites de tels problémes sont rarement

connues on s’attache particuliérement a4 la résolution numeérique de ses équa-

tions.
. A g g i I d”"
Evidement, le role du numericien ou de lingénieurcalcul est de mettre

en place une méthode numeérique pour approcher au mieur la solution ezacte.

Dans cette mémoire on est concerné par ['étude d’une équation parabolique

dégénéré avec opérateur mémoire de Volterra.

Ce type des équations on le rencontre dans la modélisation du fluz d'un

liquide dans des milieuz poreuz. En appliquant la méthode de Roth on dé-

montre 'ezistence et l'unicité d'une solution faible de notre probleme.
Notons que : la méthode de Rothe trouve sont origine dans les travaur
du mathématicien Allemand E. Rothe. En 1 930 pour résoudre des équations

paraboliques linéaires unidimensionnelles.

iil



Chapitre 1
Rappel d’Analyse fonctionnelle

1.1 Espace de Lebesgue :

Définition 1.1 :

soit p un élément de [1, +o0] et £} un ouvert de R”; on appelle espace de

, Vespace vectoriel des fonctiorgnumériques u de

Lebesgue, et on note L? ()

Q) dans C, Lebesgue mesurables, vérifiant :

1si1<p<4oo, Jo lu(z)|f dz < +00,

sup ess |u(z)] < +o0.0u

2.8l p= +00,
z€N

sup%sslu(a:)l —inf {M | |u(z)| < M pp}.

Quelques propriétés 1.2 :

a) L’application de 17(Q) dans R :

1
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ull, = (folu(@) \pda:i 1<p< 400
u

Jul, =supesstu()l p = oo,

définit une norme sur L? (Q), norme par laquelle LP (2) est un espace de

Banach.

b) Dual —pour tout réel p dans [1,+oo[, le dual de L7 () est isomorphe

algébriquement et topologiquement a L7(9), avec 11—3 + 3 = 1, Papplication de

dualité est définit par :
L7 (Q) x L1 (Q) — C,

uvw] z)dz,

[1,+ool, le bidual de L? () s’identifie algébriquement

pour tout Reéel p dans

et topologiquement & L ().

on dit que l'espace L7 () est reflexif .

1.2 Espace de sobolev :

soit : ke N, 1< p<+0oo.

On définit 'espace de Sobolev WP* (Q) par
(Q) : D*f existe et Def e LP(Q) Yo <k}

wrk (@) ={f €L



1.2. ESPACE DE SOBOLEV :

1.2.

On munit les espaces de sobolev par une structure d’espace normés. dont

les normes sont définies par :

il

1< p< +c0.

\Fllwercy = \De f(z)|P dz
wek(RQ) (M}:Sk /;2 )

Wl = 2 S21D°/(@)

lal

“:)? 1/“; L‘\
si p=2: H* est un espace de Hilbert. \r\w ?. . W :

1.2.1 Espace de sobolev HY(Q)

On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Q, lespace :

HI(Q)={fEL2(Q),gg—ieL2(Q),1§z‘§n}.

On munit H* () du produit scalaire :

(F9ha= |, (fg o gf)

i=1

La norme correspendante sera :

1fla= /. Dra
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1.2.2 Espace de sobolev H;(Q)

soit © un ouvert borné régulier de classe C*.

Alors H } () est donné par :

Hy (Q)={veH (Q) v,, =0sur 00} ;

1.3 Les espases de Boschner
, Y
1) C(I, L*(Q)={f: 1 — L*() quiassociéd t\q——> f(t) € L?(R2) continue}

AN

muni de la norme

Hf“c(z, Q) = Htleajx ||f”L2(Q)

2) L (I, H: () ={f: I — H;(Q) essentiellement bornées}

muni de la norme

1 oo (1, m3(0) = sup 171 30 pp

3) L2(I, I*() = {f: I — L*(Q) & carré integrable}

muni de la norme :

Ifllz2r, 2y :/"ftii2(n) dt < oo
1.4 Convergence faible :

Soit E un espace de Banach




1.4. CONVERGENCE FAIBLE :

Définition 1.3.1 :

(z,,) converge faiblement dans E vers z si l'on a :

lim (¢, z,) = (z/,z) = lim (z,z,—2z)=0, Vo' € E".

T—>+400 T—+00

avec E’ lespace dual de E

proposition 1.3.1 :

2T 8 ‘G'\W\\\V“ e

on note z, — z faiblement dans E par : z, — .

AN

AN A

Remarque 1.3.1 :

1si z, — z fortement (||z, — z||g — 0) = 2z, = T car:
V' € B : {2,z — 1) < ||l2'|| Nz — 2]] — O

2.si dim E = n < oo on a équivalence de deux notions :

m > 1,5™= (z7, 27, ...,z0),dim E' = n;

ey

{e1,e3,...,e,} base de B = {e;}?zl base dual tq :

n
m—00 m——00
[ * m

\E» T "JU}:Z?—%"—’O == ZI:L';”~1'1-\-——>O

i=1
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alors :||z™ —z|, — 0 ce qui donne  ||z™ —z|| — 0

car tout les normes de E sont équivalentes .
Théoreme 1.3.1 :
soit E un espace de Banach reflexif et z, une suite bornée dans E,

alors il est possible d’ éxtraire une sous suif de z, qui converge faiblement

dans E .

Théoreme 1.3.2 :(de Risz)

E un espace de Hilbert, soit fe E, il existe un élément unique u € E

(f) = () .
U = el B

Remarque 1.3.2 :

v, = v < Yu€E, lim (v, u) = (v, %)

car :

m, =2y =% V& E:f(u) — ) Theoremgg de Risz ¢ (4, ) = (u, Un)

n

Théoreme :

Tout suite bornée dans un espace de Hilbert posséde une sous suite fai-

blement convergente.



1.5. LES INEGALITES UTILISEES :
1.5 Les inégalités utilisées :

Soit Q C R™
1.5.1 Inégalité de Cauchy-Schwartz :

Vu,v € L* (),

IA

([ ([ors)”

N 1/2 N 1/2
Qi=1 Qi=1

/u.v dz
Q

N
S uv; do
Qi=1

preuve :

pour A € R, définissons le trindme du second degré

p(A) = (u+ v, u+ ) = A% (v,0) + 2A (u,v) + (u,u).
Comme p(A) > 0 VA € R, nécessairement le discriminant
A = (u, v)® = (u, u) (v, v) doit étre négatif ou nul,

soit |(u, v)] < (u, w)? (v, v)7.

si A =0 alors le polynome p (A) = 0 admet une racine double i.e

il existe A1 t.q p(Ag) = 0 donc u et v sont colinéaires.
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1.5.2 L’¢ inégalité :

"
lzy| < %CEQ + 21—5 Yt Ve>0 //{l w )y
(vaj

1.5.3 Inégalité de Granwall :

Le cas continu : Soient z(t) > 0, A(t), y(t) des fonctions intégrablegsur

[a,b].

si
b

y(t) < h(t) +/ z(r)y(r)dr Vte [a, b]

a

¢ t
alors : y(t) < h(t) + / <h(7’)x (1) exp </ z (s) ds>> dr Vvt € [a,b]
0 T
En particulier si z (t) = ¢ et h(7) est croissante

alors : y(t) < h(t)exp (¢ (t—a)), Vt € [a,D]

Le cas discret : soit {a;} une suite des nombre rééls positifs tq : a1 <a
i-1
et a; < thak , W=2.n

k=1

avec a,b et h sont des constantes positives;

Alors : a; < aexp(b(i—1)h) A=2, ...




1.6. QUELQUE THEOREMES UTILISEES : 9

1.5.4 Inégalité de Poincaré :

Soit  un ouvert de R™ : {2 C Q= {z € R™, a < b pour certain ceR : ||| =1,a,b R }
(c-a-d € est situé entre deux hyperplans paralleles disctencts avec

¢ =b—a ).Alors il existe une constante universelle ¢o > 0 (i.e indepen-

dante de ) telle que :

= ([ 1P dx)% <aat [ [ 100F dz); ue WP (@), 1< p< 0o

En particulier I’expression || Vul|, est une norme sur W¢ (©) qui est

equivalente & la norme llullyprp sur Hg (Q) D'expression / VuVo est un
Q

produit scalaire qui induit la norme | Vul|f2 équivalent & la norme ||ul| g1

1.6 Quelque théoremes utilisées :

Théoréme : soit §} un domaine borné de R", l'ensemble M des fonctions
f e LP(Q) est précompact ssi M est borné et équicontinue, c.&.d Ve, 36 >0

telle que Vf € M

L\f($+y)—f(w)lpd$<€ pour y < 0.

Notons que ce théoréme connu sous le nom critére de compacité de
kolmogrov
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1.6.1 Théoréme de Minty-browder :
soit d : (0, x ) x Q2 x R™ — R™ une application monotone pour la dérniére

variable, c.a.d :

(d(t,z,21) — d(t,z, 29)) (21 — 22) > 0 pour 21,22 € R™.
et

u, — u dans L? (Qr)".

(s By i) — X dans L? (Qr)".

lim sup/d(t,:c,un) updz < /xudaz.
e Q Q

“Alors oy =d (t,7,u) .

1.6.2 Formule de Green :

on suppose que §) est un ouvert borné de frontiére I' = 9 réguliere;

alors :Vu,v € H' (§2) on a:

ou ov
O vdy = — [ uz—d d
Aamivm /QU&QTJF/FUU%G

éme .
ou v; lai = composante du vecteur unitaire normale exterieure.

En remarquant Au = div (Vu) alors on a

/Auv=——/Vqu+/(Vu7])v
Q 0 r




1.6. QUELQUE THEOREMES UTILISEES : 11
1.6.3 Théoréme de Fubini :

Soit f une fonction intégrable sur (E X F,AQ B,u® v) .Alors;

i) Pour presque tout = € E, la fonction y — f(z,y) est dans L* (v) ; de

plus la fonction z —— / f (z,y) vdy, définit pp.p, est p intégrable.
F o\ Lis

ii) pour presque tout y € F, la fonction z +— f(z,y) est dans L* (i) ;

de plus la fonction y — / f (z,y) pdz , définit v p.p est v intégrable.
E

iii) On a enfin

EXFfd”@“ =/E[/Ff(m,y)vdy} udz:/pUEf(x,y)udx} vdy.
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Chapitre 2

Position du probléme et
éstimation a priori

2.1 Position du probléme

On va étudier le problémesuivant :

8:8(u(t)) — Au(t) — /o a(t, s)Au(s)ds = f(t) dans Qr = (I X Q) (2.1)

avec la condition aux limites :

u(t) =0 sur I x 0N
et la condition initiale

u(0,7) = ug(z) dans

Ou I représente un intervale du temps fini (0,T),T > 0, est un domaine

borné de R¢,d > 1. Avec le bord de 2 est supposé Lipschitzienu cotinug.

13



14CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME ET ESTIMATION A PRIORI

Le coté droite (f ) est une fonction continue globalement Lipchitzienne.
cad :

1f(t) — F)I < Clt =] Vi, s. (2.2)

(On peut remplacé la coté droite f par:

t
r=1 (nmptute), | Koo Biu(s,2))ds))
0
Omn va considérer deux cas pour le noyau de Volterra a € L'(1) :

réguliérg (verifier(2.3) et une convolution singuliére( vérifier(2.4)) :
? g

a(t,s) = a(t — 8), (2:3)

(-1Ya9(t) 2 0,¥t >0, j=0,1,2 4 £ 0. (2.4)
Notons que si une fonction a satisfait la relation (2.4), alors elle est définie
positive, c’est & dire :

/T/ta@ _ 96(s)é(t)dsdt > O,¥T >0, 6 € C (0.TD- (25)

Le Probléme (2.1) est non linéaire grace 3 la fonction 3, qui vérifier :

18(t) = B(s)| <clt—sl, Vi s, B(0) =0,
(2.6)
g >0 ppdansR, 1B(s)] <cils|—¢

]
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La donné initiale vérifier

uo € HY (Q)NIL®(Q) . 2.7)

2.2  Discrétisation du temps :

On divise 'intervale du temps [ en n sous-intervales avec la méme

T

longueur [ti—1,t:], ti =1h, h= 1.

Maintenant, nous allons introduire la notation suivante dw; = : ,

et w; = w (t;) pour tout fonction w .

On note par (., .) le produit scalaire dans TR}, lull? = (u, u)

°3

et ||ul|_, représente la norme dans H-'(Q) Lespace dual de Hy () -

En appliquant la formule de Green ; le probleme (2.1) est équivalent au

problem variationnelle suivant : pour tout ¢ € H} (Q) : trouver u solution

de :
W(u(m,w>+<w<t>,w>+< | a(t,s>w<s>,w> _ (.9 @8)

alors le probléme discret qui correspond & (2.8) est le suivant :

trouver u; € HE (Q), (i = I,n) tel que pour tout ¢ € H: () :
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8 (B (ui), )+ (Vui, V) + (Za (ti, te-1) Vurh, V@) =(fip) (29

k=1
Pour i = 1,n, (2.9) représente une équation non linéaire elliptique, grace
3 la coercivité de a .

Pour le noyau de volterra, nous avons a € L* (I) : a(t;, ti_1)h — 0,

quand h — 0, et par suite 'opérateur

(ﬁ (;L“)) — Au; —a (t;,ti-1) b Au; est monotone est coercive ce qui implique

’existence d’une solution u; & chaque pas du temps.

Remarque 2.1 :

¢, £,c. désignent des constantes positives indépendants du pas du temps
h (e petit et ¢ = c(¢7") est grand).
2.3 Estimations a priori

Lemme 2.1 :

supposons que (2.2), (2.6), (2.7) et I'une de (2.3) ou (2.4) soient satisfaites

alors :

18us) I+ 18w) — 8 (-l < ¢ {1 £ Y IVl h] vi=Tn.

=1
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preuve :

posons ¢ = B(u;)h dans (2.9) faisons la somme sur i =1,7  on obtient :

5 (8 (u) ~ ) Bw)) + 5 (T, VB ()b

ia(ti, tk__l)V’U,kh, V,B (UJ) h

k=1

+ 3

i=1

S (£ B (us)) B

i=1

Maintenant, on va estimer chaque terme a coteé :

23 (Blu)—B (uima) , B(us)) = 18(us)]I*= 1B (uo)l +§jnm B (w)lI*;

i=1

j
S (Vu, VB (wi) h 205
i=1
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INION T B o LM LI

J
< e Bl h
i=1
j\
< e luillpe b d’aprés (2.6);
=1
P i
S sz Vuil|[,2 h
i=1
= £ 1 J 2
2 (5445 Ivul )
=1

En choisissant & = 1, on obtient

<c

S (fB @) b

i=1

J
i+ Z Vi || hjl

i=1

pour le cas singuliérg, a est un noyau de convolution, en utilisant d’abord

'inégualité de Cauchy-Schwartz,

puis en changeant ordre de la somme on déduit :
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i (ia(ti, tk._l)VU,kh, V,B (UJ) h’ S ZJ:ZZ: I(a(ti, tk_l)Vukh, VB (U/z))| h
C.S J i
% CEZ:Z_: Vg IV8 (ws)l[ A voir[1]
E___I chii (1+ IVuil?) h
< AT L+ IVul) b
) i=li=1
< cjhi‘ 1+ Vwl®) h
=z ci (h+ IIVWHZh)

i=1

On choisissons ng tq : Vn > nyg, % =h< 1l

LB {1 + ZJ: [V u|? h} .

=1

Z (}:a(tu tr—1)Vugh, V3 (uz-)) h

k=1

i=1

Si a est réguliére, on peut obtenir la méme estimation avec un simple

calcul.

En tenant compt de toutes ces considérations, on obtient

i=1

18(u)II*~ 1IB(UO)“2+Z 18(ui) = B (ui—l)“2+Z (Vu, VB (w)) h < ¢ {1 + > IVl h}
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donc

Il + - 186s) - B )l < e [1 +5 uv/u,-uzh} 1Bl [1 + 1Tl
< max(c, [Buo)|®) [1 + 3 17 h}
<

U
c {1 + 3 IV )? h}
i=1
On conclus la preuve.

Soit + une fonction monotone croissante quelconque avec ¥ (0) = 0.

Nous introduissons

., (2) = [, 7 (s)ds. On peut facilement vérifier

v(21) (22 — 21) € @4 (22) — By (21) < 7 (22) (22 — 1), (2.10)

Quel est valable pour tout z,2; € R. On peut généralizer cette asser-

tion pour toute fonction abstraite monotones croissantes; en particulier pour

g =g

Lemme 2.2 :

Supposons que (2.2), (2.6), (2.7) et 'une de (2.3) ou (2.4) soient satis-
faites.

Alors :

3
S IVwl*h<e Vi=T1n.
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Preuve :

En choisissant ¢ = u;h dans (2.9) et fisant la somme de ¢ = 1, on peut
RS
obtenir :

> (Bus) =8 (wiy) ,ui)+2(vui,vui)h+z <Za(ti, th_1) Vugh, Vui> h=Y (fiw)h

i=1 i=1 i=1 k=1

Selon (2.10), on peut écrire pour le premier terme

(@5(2) =2 B(2) = @5 (2) 2 0) :

D (Bw) = Bwy),w) = Y »
2

(B, w) — 3 (8 (i) i — wa) = S (8 (o) i)

i=1 i=1 i=1

= (B (UJ) ,uj) — (8 (uo) , up) — Z(Uz =l 14 Bl )

i=1

> (B (uy) ,%Lj;) — (8 (wo) ,u0) — g/n (85 (i) = 5 (uic1)]
= [w (w)w) - [ <uj>J - {(ﬁ (w0 )~ [ 65 (uO)J

= / e b= L]

v

=L
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Si a vérifie (2.4), alors :

ZJ: (ia(ti:tk-l)vukh, Vu,-) h>0

i=1 k=1

grace & la coercivité de a cad :

A~

hzzZaiH_j;éjgbi >0 Vg=(¢',...,¢™) €R™ m>1. (2.11)

i=1 j=1

Pour le cas réguliérd. (2.3) on en déduit

o .
i (Za(ti,tk_l)Vukh,Vui> h, < ZE ’ (tz,tk 1 Vuk, VUJ‘ h?
i=1 k=1 i=lk=1
= ]Ei |(Vug, V)| h? voir [1]
C.S 7 %
<R3 V]l [ V|
=1k=1
e-1 11 9
< Y Y (& IVl + £ | Vul?)
k=1k=1
< o g (S 1vul?) + e zzuwn?
) J i
< ehd |Vl + e hPE Y [V
=1 i=lk=1
| -
< S IVUIPh+ e+ eSS V|2 B2

i=1 i=lk=1

Pour le coté droite on obtien
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< Y lwln € Sl b

=1

AN

e > lull b £ €3 [Vu b

Donc :

—e+ 2 IVul’h < e} [VulPh+ o3 S Va2

i=1 k=1

Alors

A=) IVl h—c—c. < ek 33 Va2

i=1 k=1

En choisissant 0 < ¢ < 1 et on divise sur (1 —€) on obtient
J J ok
S OIVullPh—c< ch DIV a
=1 k=1 i=1

En appliquant le lemme de Granwall, on obtient le résultat souhaité.

D’aprés les lemmes 2.2, 2.1 et I’hypothése sur (3, nous avons :

lull <e,  §=1,7 - (2.12)
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Preuve : On a d’aprés le lemme 2.1 :

18I + > 118(w:) = B (wis)|* < ¢ {1 + 3 IVudlf? h} Vi=1n

i=1

et On a d’aprés le lemme 2.2 :

J
Do IVulfh<e
i=1

Alors

B> < e+e), Vi=In

<
< c
Cela implique que [|3(u;)|| est bornée.

Maintenant, On suppose que 8(u;) = «; avec a; € R, donc u; = B ow);
comme 3 est bornée alors 5~ 'est aussi bornée
donc |ju;|| = H,B_l(ai)“ < ¢ , on conclus la preuve.

Soit la fonction linéaire par morceaux w,, :
wn (0) = B (uo)

Wnp (t) = ﬁ (ui_l) + (t — ti—l) (Sﬁ (uz) pour t e (ti—l,ti)

Et la fonction d’état w,, 4, :

W (0) = B (uo), wn(t)=5(w),

Uy (0) = up, Ty (t) =wu; pourt€ [t;_1,t].

)
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Lemme 2.8 :

supposons que (2.2), (2.6), (2.7) sont vérifiées, et I'une de (2.3) ou (2.4)

soit satisfaite. Alors

/ 6w, <

preuve :

L’identité (2.9) peut étre réécrite pour ¢ € [0,] comme suit :

(Buwn () ,0) + (Van (), Vo) + <Za (ti, thos) Vitnh, w) = (furv).
. (2.13)

Rappelamé)la définition de la norme dual :
p\.u‘(vei‘-&' )

llatwn”—l = Ssup ’(atwns SO)I
el <1

et en appliquant le lemme 2.2, on conclus la preuve .

A la fin de cette section, on va démontrer quelques estimations a priori

pour les noyaux de Volterra, réguliéx;f&

Lemme 2.4 : ( noyau intégral réguliére) :

Supposantijue (2.2), (2.3), (2.6) et (2.7) sont satisfaites. Alors :
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g

196 (W)l h + 1V P + 3 Vs = Vue s P < e, vj=Th

i=1

=

preuve :

En choisissant ¢ = u;—u;_; dans (2.9) et en faisant la somme de ; = 1,7

on peut écrire

Z ((56 (’U,Z) , U — ui_l) + Z (Vuz-, VUZ' = Vuihl)

i=1 =1

i=1 k=1

g 7
+ Z (Za(ti, tk_l)Vukh, VUZ' - V’U,i_l)

J
= Z (fi»ui = Ui—1 )

Maintenant, on va estimer chaque terme & part.

Un Calcul simple implique :

D (8 (w) i = wit) > 0 (38 () , 6 (ws)) I,

i=1

J
1=

(Vui, Vu; — V) = % [IJVUJHQ = IVuol* + >~ Vs = Vauy_y|J?

i=1

1
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Selon sommation d’Abel et de (2.12) on en déduit

J

Z (fi,ui - Ui-—l)

i=1

<c

pour le terme de Volterra on utilise sommation par parties et le lemme

2.2 on obtient :

j .
)Z (ia’(tﬁ tk—l)vukhy Vui - Vui_l)

i=1 k=1

<e||Vy|? +c..

En choisissant ¢ sufi sament petit, on conclut la preuve.
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Chapitre 3

Existence et unicité de la
solution

3.1 La convergence :

D’aprés les estimations a priori du lemme 2.1 - 2.3 on aura

max ||, (£)] + / 18], < c

t€(0,T)

Le lemme 1.3.13 dans [2] implique V'existence d’un certain

we O, 71 (Q))N L= (I,L*(Q)) avec dw € L2 (I,H 1 (Q)) et
une sous suite de w, (qu’on la note encore wy), pour chaque (t € I)
Un —w dans C([,H(Q)); @.()—w (t) dans L2 )

Wnp = w dans L?(Q); Ow,— 6w dans L2 (I, H71(Q))
(3.14)

29
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L’étape prochaine est consacré 3 prouver la compacité relative de wy, dans
LZZ
Théoréme 3.1 :

On suppose que (2.2), (2.6), (2.7) et I'une de (2.3) ou (2.4) soient satisfaites,

alors il existe une sous suite de wn, (qu’on la note encore par wy, )telle que :
W, — w dans L?(®7).
Preuve :

Soit wn (t,z) =0sit ¢ I ouz ¢ Q. d’aprés le critére de compacité de

Kolmogrov (voir[3]), il suff t de prouver
T
(1)/ /]w71 (t,z)[*dzdt < ¢, Vn :
0 JQ

T
(2)/ / (W (t+ 5,2+ h) — w, (¢, 2)] dzdt — 0
0 JQ

pour s, |h| — 0 uniformément par rapport a n.

Ceci peut étre obtenu de maniére simple en utilisant des estimations a

priori de la derniére section.

3.2 1’éxistence de la solution

Maintenant, on va démontrer 'existence d’une solution au probléme (2.1).
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Théoreéme 3.2 : (Existence)

on suppose que (2.2), (2.6), (2.7) et I'une de (2.3) ou (2.4) soient satisfaites
alors il existe un u € L2 (1, H} (Q)) avec 8 (u) € C (I,H1(Q));

0B (u) € L* (I, H1(Q)) qui résout (2.8).

Preuve :

d’aprés le lemme 2.2, la réflexivité de .2 (1,H; (Q2)) et (3.14) on peut

extraire une sous suitede u, (on la note encore par u,) tq u, — u dans

12(1, B} (@)
Le Théoréme 3.1 et le Théoréme de Minty-Browder (voir [4]), nous donne :
w=f(u).
En integrant l'identité (2.13) sur l'interval (0,T) et en faisant tendre
M —— 00, par un calcul simple on arrive & (2.8).
On va faire la preuve uniquement pour le terme de Volterra.

d’aprés le lemme 2.2 et les propriétés du noyau a on aura pour ¢ € (t;_y,t;)

Iu[r ( ila(ti,tk-l) Vi, (t) h, VSO) dt — /OT (/Ota (t,5) Vi, (s) ds, Vw) dt| — 0

k=

quand h — 0.

Comme %, — v dans L? (I, H} () on en déduit
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Preuve :

Le lemme 2.4 implique

T
_ 2
2 IV 0+ [ 10wl <.
d’aprés le lemme 1.3.13 dans [2], il existe un certain

we C(1,L2(Q)) N L™ (I, H (Q)) avec dw € L2 (I, L? (£2)) et une sous

suite de wy, (noté encore w,) pour chaque (t € I )

Wy — W dans C(I,L*(Q)), @, (t)—w(t) dans H(Q),
wy, (t) = w(t) dans Hj (), Oyw, = 8w dans L2 (I, L2 (Q))
(3.15)

Le lemme 3.2 et la réflexivité de L2 (1, H} () impliquent qu’il existe
une sous suite de u,, (noté encore uy) telle que u,, — u dans L2(I, H2 (2)).
En utilisant (3.15) et le théoréme de Minty-Browder, on obtient

w = [ (u), en suite en intégrant I'identité (2.13) sur lintervale (0,T), et

en faisant tendre n — oo, en arrive & (2.8).

Maintenant, on va montrer que u, — u dans L? (I, H3 (£2)), on note

par w (s) une fonction réelle positive générique vérifiant (pas forcément

la méme dans différent places )
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limow (s) =0.
Soit € € [tj_1,t;] un point arbitraire dans (0.7,
posons ¢ = iy (t) —u(t) dans (2.13), puis intégrons par rapport au

temps sur (0, §) il resulte :

¢ 3
/ (Own, Un, — u) + / (Viin, V]in — u))
JO OE "
- /O (Za(ti,tk;l) Vi, (t) b, V [tin (t) = u(t)]/) dt

k=

= Zg (Fasin — u) .

(3.16)

La continuité Lipschitzienne de f et u, — u dans L* (I, L* (Q2)) implique :

/j(f,an—u)

En outre, u, converge faiblement vers u dans L* (I, H} (Q)). Cela donne

=w (h);
(3.17)

< +

A%ﬂ—fﬁm—w

[t

/ " (Vi Vi — ) = / [V, = Vul - / " (Vu, V[an — o))

0

> (198 - ul? - (). 3.1
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Sachant que le noyau integrallg a est réguliérg, donc pour ¢ € (t;_;, L] 5

nous avons

/ﬂ Za (tiy th—1) Viin (tx) h — /Q /0 ta (t,5) Va, (s) ds
k=1 .

Par conséquent

=w(h).

/: (éla (tistr1) Vi, (tx) A, V [T, (2) — u(t)]) dt’

< /0E ([a (t,5) Viin (5) ds, ¥ @, (£) — u (t)]) dt# +w (h)

<

/Os ( /0 065 () — 0 (5)] ds, ¥ [ 1) — (@J) dt‘l ro(h)

¢ § ot
< 5/ IV, () — Vu (8)|P dt + cs/ / 1V (5) = Vu (s)]|* dsdt +w (h)
0 0 Jo
(3.19)
Il rest & estimer ’intégrale par rapport au temps contenant la dérivégen

temps O,w, (t).

En tenant compt:d,w, — 8,4 (v) dans L? (I, L* (2)), on peut écrire

/ : (Bewn (2) ,u (t)) dt — /0 : (B8 (u (8)) ,u(t)) dt

0

¢
avec / : (BB (u(2)),u(t)) dt = / /O 8% ,-: (8 (1))
0

- f@ﬁ_l (B8 (u(€))) — /%—1 (8 (u(0)))-
e} Q
(3.20)
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En appliquant le lemme 3.4, on aura

{ tj 5 t]’
/ (atwm ) = / (Oywy, Un) + / (atwm Uy) > / (Grwy, Un) — w (h)
0 t; 0

0 J

(3.21)
En outre, on peut déduire
tj ]
(atwm an) = Z; [@5*1 (ﬁ (uz)) - q>;3‘1 (ﬁ (ui—l))]
Jo Qi=
(3.22)

= [ 18 () - 8 (5 )]
On pose v = 871 2, = 3 (v;), 21 =B (u(€)) dans (2.10) on obtien

(4(€), T (€) - B u(€))) < / (@51 (8 (6)) = -1 (8 (u(e)))]

d’autre part
(@ (&) —u (), Dn (&) = B(u(£))] < cllw, (€) — 3 (w(@)l — 0;

puisque @, — (3 (u) dans C (I, L2 (Q)). quant n — oo :

/Q B (n (6))

> /Q 51 (B (u(€)) ; (3.23)
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En prenant en cosidération (8.16) - (3.23) et en choisissant ¢ suff sament

petit, on arrive &

€ rt
/Q IV (8) = Va ()2 dt < w (B) + / / IV (s) — Vu (s) | st ;
qui est vraig V¢ € (0,7).
Le lemme de Granwall implique
£
/O IV (8) = Vu @) dt < w (B);

ce qui achéve la démonstration.

3.3 IDunicité de la solution

On va démontrer 1’unicité de la solution uniquement dans le cas ou le

noyau a est régulierg.
Théoréme 3.4 : (unicité) :

On suppose que (2.2), (2.6) et (2.7) sont satisfaites, de plus, on suppose
que a est :

(i) soit constante.

(i) soit (=1)69) (1) >0 Vt>0;5=0,1,2; & 0.

avec b (t) = fot a(s)ds.

Alors, la solution de (2,8) est unique.
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Preuve ;
On suppose que v et o deux solutions de (2.4).

en intégrant (2.4) par Tapport au temps sur (0, n)

avecn € (0,7),
faisont la différence

pour les deux solutions,
€N posant ¢ = y () — g (n) et en intégrant une autre fois sur (0,¢) par
rapport au temps pour € (0.7,

on peut écrire

[ 6w =-56),u- +f ([ vu@-venevne -, o)

/

dn

_F/Of (/O"/Ota(t —8)Vu(s)—v (s)] dsdt, V [u (n) — v (77)]) dn = 0.

(3.24)

La continuité Lipchitzienne de £ nous donne

¢ ¢ ,
/O (B (w(m) = 8w m),uln)—vmn)dy > Co/o 18 (w (m)) ~ B (v ()| dn.

L’intégration par partie implique

/OE <u[]V[u (t) —v (b)) dt, V [u(n) —v(n)]) dn = 1/)V/Of[u (n) = v (n)] anz-

on note par g (s) = Vu(s) — v (s)],

premiérement on va considérer le cas (ii), en appliquant le théoréme de
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Fubini on obtient

‘/On/ota(t— s)g (s) dsdt = /Ong(s) /sna(t— s)dtds

= /nb(n—s)g(s)ds.
0

Puisque b est définie positive il s’ensuit

/o§ (/on[a(t_S)Q(S)det=9(’7)) dn:/ﬂ/oé/onb(n~8)g(8)dsg(n)dn20.

En tenant count tous les consédirations ci-dessus avec (3.24), on aura
AT

'3
/O 18 (u(m)) = B8 (w ()P < 0,

ce qui implique 8 (u) = A (v) et 6, (u) = 8,8 (v).
par substraction de (2.4) pour les deux solutions u et v,

avec = u (t) — v (t), lintégrale par rapport au temps sur (0, T),

donne

nous

/OT lg &)II* @t + /OT (/Ota(t —5)g(s) dg,g(t)) dt =0,

un calcul simple implique

T T t
5 . 2
/O lg @O dt < o / / g (s)]? dsdt,

' ; ;
on appliqum’f\h’inégalité de Granwall on en déduit g(s) =0 cad

Punicité de la solution dans le cas (ii).
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On considére maintenant le cas (i)

/Of (/Onfotg (s)dsdt, g (n)) dnl
= ([ [o (s, [ ww)—AYxZwMaAZ@w)MJ

. V/Og[u(s)—v(s)]ds 2+c€/0§”v/on[u(s)-v<s)}ds i

Choisissafit s sufi sament petit, (3.24) nous donne
3 5 £
Arm@um)nﬁawmm<m+“v/'wm>—vwnm

<c/ V/ s)—v(s)]d

On applique I'inégalité de Granwall on obtient

|

3
AHB@WD—ﬁ@WMV@=0

. L’intégration par partie implique

<

an.

Iz

2

2

= (],

3
vl[mm—vm»m

donc

De maniére analogue de ce qu'on a fait dans le cas (ii) on obtient le

resultat sohaité.

Remarque 3.1 :

Notons que I'unicité de la solution implique la convergence de toute les

sous suites wy,, u,, vers f (u),u, respectivement.
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