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Introduct'ion

De nombreu,r probldmes touch'ant d' la physiqu" 2d I'inO€ni'erfe math4matique

sont regi$par d,es Lquations atn d€r"t'u€es partielles'

Bien entend,u, les soluti,ons erpli,cites d,e tels probldmes sllnt rarement

confttres on s,attache par-ti,cul'idrement d,Ia r|soluti'on num€riqu! d'e ses €qua-

tions. &-.
Edd,ement, Ie r6re d,u num€ricien ou d,e I'ing,ni,euFcalcut pst de mettre

enplaceunem€thod,enum1riquepourapprocheraumiewlasoputi'oneracte.

Danscettem|moi,reonestconcemEparl'6tud,ed,'une€quatiinparabolique

d,6g6nhr|, auec opErateur m€moire d'e Voltena'

Ce type d'es quati'ons on le rencontre d'ans la mod'€h'satiorl du flin d'un

ti,quid,e d,ans d,es m,iri,eur poreuo. En appliquant Ia m€thod'e dl Roth on d'6'

montrel'eristenceetl'uni'ci't€d'unesoluti'onfaibledenotren\obldme'

Notons que : la m6thod,e d,e Rothe trouae sont arigzne dap's les trauatn

d,uynathimaticienAllemand'E.Rothe.EnlgilTpourrdsoudr4d'es€quat'ions

paraboli,gues l;in€aires uni'dr'rnensionnelles'

lll

L
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Chapitre 1

Rappel d'AnalYse fonctionnelle

1.1 EsPace de Lebesgue :

D6finition 1.L :

soitpun6i6mentde[t'+mletOunouvertdeR';onappelleespacede

Lebesgue,etonnote'o(O)'l'espacevectorieldesfonctionSnum€riquesude

fl dans C, Lebesgue mesurables' v6rifiant :

1.si 15p( *oo, lnl"(')lo dr 1*e'

Z.si P: *m, tof.Stt l"(")l < *oo'oti :

sup ess lu(')l = inf {M I l"(')l 3 M p'p]; '

o€O

Quelques ProPri6t6s 1'2 :

a) L'apPlication de l/(CI) dans R+ :

1
I

-l

I

I

L



r-

ufr

CHAPITRE 1. RAPPELD'ANALYSE FONCTIONNELTE

1

ll,rllo : Uolu(r)le dr)' 
'

13P5+co

I/ (O) est isomorPhe

- |, ]'aPPlication de

llull- :suPesslu(c)l 
'ceQ

p: *oo,

d6finit une norme sru .Lp (Q), norme par laquelle Lo (O) est un espace de

Banach.

b) Duat.-pour tout r6el p dans 11' *oo[' le dual de

algebriquement et topologiquement d' 

'n 
(O)' avec | + |

duatit6 est dEfinit Par :

// (CI) 1 ;'a (ft) -+ C'

f
(u, u) *' I u(r)u(r)dr''Jo

pour tout R6el p dans [1' *oo[' le bidual de I/ (0) s'identifie alg6briquement

et toPologiquement e I/ (Sl)'

on dit que I'espace I/ (fl) est r6flexif '

L.2 Espace de sobolev :

soit:,k€N, 13P<*co'

On d.6finit i'esPace de Sobolev

Wp,k (f,) : {f e I/ (f)) i Dof

grr,e (O) par :

existe et D'f € U (O) 'V lal S k)'
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:1.2. ESPACE DE SOBOLEY : 
3

0n munit les espaces de sobolev par une structure d,espace norm6gdont

les normes sont d6frnies Par :

llJl[ry,,-1ov = (EI lD'l(')r d") 15P5+m'

P=+q'

Hq *J'r k-
ll/llw*-rot : t suP[D"/(r)l

lalSr

si p: 2: Hkest un espace de Hilbert' Hk-?T

L"z.L EsPace de sobolev 'F/l(ft)

On appelle espace de Sobolev d'ordre 1 sur Q' I'espace :

H' (c,) : {f € ,2 (0) ,ffi"' (rt) 
'L 3 i= "}

On munit f{t (0) du produit scalaire :

r / =aa/ ag\
(/,g),,o : /" gn * L*,frfr)

La norme corresPendante sera :

I

i

-1
I

ll.fll',n: (/, /)t,n'



4 CHAPITRE 1. RAPPEL D'ANATYSE FONCTIONNELLE

L.2.2 Espace de sobolev I/01(O)

soit f,l un ouvert born6 r6gulier de classe Cl.

Alors /r''[ (A) est donn6 Pa,r :

H; (O) : {u € //t (O) utan :0 sur 0Q} ;

L.3 Les espases de Boschner

,(\
L) C(I, r'(o)) :{f ,I'-+ L2(() quXW tF*/(t) €''?(o) continue}

muli de Ia norme

ll/llctt, 12(n)) 
: mx ll/lL,'tol

2) L* (1, Ht(O)) : {f , I -, 
Hl (O) essentiellement born6es}

muni de la norme

ll/llr,-1r, Hd(o)) 
: 

?f ll/lla;1n; P'P

g) L'(1, L' (O)) : {f , I '--, L2 (fr) d,can6 integrable}

muni de Ia norme :

ll/llr,1r, rz(o)) : I ttnl,'rrrd't < oo

L.4 Convergence faible :

Soit ,D un espace de Banach

\
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1..4, CON]./ERGENCE FAIBLE :

D6ffnition 1.3.1 :

(rrr) converge faiblement dans E vers r si I'on a :

lim (x',rn) : (x',r) e liry (r',rn - r) : 0, Yr' e E'.
r-+@ t++6

avec E'I'espace dual de -E

proposition 1.3.L :

-'\^.#
/"-(A^\".^

'-l
l

i

'-l

I

on no[e rn + r faiblement dans E par i tn L fr.

Il,emarque 1.3.1 :

l.si r,, ----'+ tr fortement (11"" - nlln' 0) =+ nn"'s tr car :

Vr' €. E' : l(r',rn- r)l < ll"'ll . ll"' - rll ----' 0

2.si dim E : n < oo on a 6quivalence de deux notions :

m ) L,fu (ri,r{, ...,rf ), dim Et : ni

{"r,"r,...,en} base de E + {"i\',=tbase dual tq :

(t i:j
el(e.) : d,,:{ ^"r\"it -1r [0 i,+ j

sm s fr : (rt,7,2,...,rn) 1 Yi, = 1,n,i : ei

n-.4a ?- - .n..*cg
iei,r^-r):rT-u;0 + >@f-ril ----r0

'l
I

\-
\1
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6CHAPITHEI.RAPPELD,ANALYSEFoNCTIo.I{I\rEIIE

alors :llr- - rll, --* 0 ce qui donne ll'* - rll -t 
0

car tout Ies normes de 'B sont 6quivaientes '

Th6oreme 1.3.L :

soit E un espace de Banach reflexif et r"' une suite born6e dans E'

alors il est possible d, 6xtraire une sous suifde f' Qd converge faiblement

darr"s E .

Thdoreme 1.3.2 :(de Risz)

EunespacedeHilbert,soit/eE'llexisteun6l6mentuniqueu€E

,^.lf("):(u,u) vu€E.q'tll/ll.:ll"ll

Remarque L-3,2 z

't)n-a e Vu€8, ji*(un,u):{u'u)

ca,r :

,un-u s vf €E: f(r,) .--.. "f 
(r)tou"'"sldeRisz 7@)- (u'un)

Th6oreme:

Tout suite born6e dans un espace de Hilbert possdde une sous suite fai-

blembnt convergente'



1.5. IES INEGALITES UTILISEES :

1-.5 Les in6galit6s utilis6es :

Soit f,l c IR??.

1.5.1 In6galit6 de Cauchy-Schwartz :

Yu,u e L'(Q) ,

preuve :

pour ) e IR, ddfinissons le trindme du second degr6

p(^) : (ul Au,u* )tr) : A2 (u,u) *2A(u,u) + (u,u).

Commep()) 2 0 V) € IR, n6cessairement le discriminant

A : (2, u)' - (r, u) (u, u) doit €tre n6gatif ou nul,

soit l(2, .,)l S (r, qL P, ,)i .

si A = 0 alors le polynome p (A) : 0 admet une racine doubie i.e

il existe )r t.q p 0) : 0 donc u et' u sont colin6aires'
I

I

l

\l

rlrl

J
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En particuiier si r (t) = c et h(r) est croissarrte

alors : y(t) sh(t) exp ("(t - o)) , Vt e [a' b]

Lecasdiscret:soit{o;}unesuitedesnombrer6dlspositifstq:a11a
i-l

et a;3bhlan , Y'i:2, "'
k=L

ave- (t,b et h sont des constantes positives;

Alors : a,i S a exP (b (i - 1) h) ' 
i :2' "'

pb

y(t) 3 n(t) + J,"(ia 
(r) d'r vt e [a' bl

arors : a(t) <h(r) + l,' (nn '(r) 
exp (1,' "(') o")) d'r Yt€ [o' b]

8 CHAPITHE 1'

L.5.2 L'e in6galit6 :

1.5.3

Le cas

lo,bl.

si

RAPPEL D' AN ALYSE FON CTIONNELLE

lryl 3 3r2 + | u2, ve2o, 
--):r::p

{ *tg.

In6galit6 de Granwall :

continu : Soient r(t) > 0, h(t), g(t) des fonctions int6grab$sur



t.6. QUEL}IE rnnonilwss urILtsEEs ' e

It.5.4 In6galit6 de Poincar6 :

soit Q un ouvert de lR' : Q c o : {r €R' , o < b pour certain € € R' ' ll€ll : 1' a' b € IR' }

(,c-d-d fl est situ6 entre deux hyperplans paralleles disctencts avec

€:b_o).Alorsilexisteuneconsta,rrteuniversel}eCo>0(i.eindepen-

dante de CI) telle que :

/ f / | rl
llzll - t I lul'at)'S q€( | lvulpttt)-'v'€wi'' (o) '1<p)<co'n*lrp \ r_, , "l ---\^/.,, /".'y \Jo / tJo

En particulier I'expression llVullo est une norme sur IVi (O) qui est

equivalente d, la norme llullsz', sur I/fr (f,1) l'expression ;f 
VuVu est un

produit scalaire qui induit la norme llVulll' 6quivalent dr Ia norme ll'll"'

1.6 Quelque th6or€mes utilis6es :

Th6or6me:soitf)undomaineborn6delR'',I'ensembleMdesfonctions
feU(O)estp'eto*pu"t"i''rZestborn6et6quicontinue'c'd"dVa'ld>0

tellequeVf e M

f ,"' , \ tl-\lP)ryzc notnU15.

lntf 
@+e)- f (')lod't<e PourY<5

Notons que ce th6ordme connu sous le nom crit€re de compacit6 de

kolmogrov
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10 CHAPITHE 1. RAPPEL D'ANALYSE FONCTIOIVIVELLE

1.6.1 Th6or6me de MintY-browder :

soit d : (0, ?) x Q x iR' -* IR' une application monotone polu la ddrni€re
.",'-."t"_---

variabie. c.d,.d: ;4 li

(d,(t,r,rr) - d(t,r,z2))Q,- rr) 2 0 pour 21,22€Rn'

et

ltn - u dans 'Lp (Q!"

d,(t,r,un) ^ x dans It (y)" '

ff
n-1; 

tup 
J no 

('' t'un) und'x 3 
J nxuax'

t,'Alors :X: d,(t,r,u) '
I

L.6.2 Formule de Green :

onsupposeque0estunouvertborn6defrontiEre|:Of,}r6gulidre;

alors :Vu, u e Hr (O) on a :

f 0u t &' r

l,;n o, : - J,"frdr 
+ 

J,uutio

ou'yo la'i'3" composante du vecteur unitaire normale exterieure'

En remarquant Au: div (Vu) ators o" u 
'

r f f 
-lLuu:-lVuVu+ l(Yun)u

Jn Ja Jt

I

I

I

i



:t.6. QWLQUE rrJtjonEtwns urILrsEES; 11

I t.6.3 Th6ordme de F\rbini :

il soit / une fonction int6grable sur (E x F, A& B, p@ u) .Alors;

i i) Pour presque tout r e E,la fonction a - f (r, g/) est dans .Ll (u) ; de

f

:l 
plus la fonction tr p 

Jrf @,a)uda, d6finit ftf'r, 
est gnt6srable'

ii) pour presque tout y € F, ia fonction tr + f (',g) est dans Lt (t");

f
de plgs Ia fonction A p I f @,il pdr, d6finit u p.p est o int6grable'

JE

iii) On a enfin

1,,,,018 
o : l,ll,, @,fi,alpd,n: Lll", @,v) p'd'rfud'v'i

l

:

I

I
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I Position du Probl6me et
-r €rstimation a Priori

2;,L Position du Probl6me
I on va 6tudier le probthncsuivant :

Chapitre 2

A$@QD- Au(t) - [' o(r,s)Au(s)ds : f (t) d'ans Q7: (r x Cl) (2'1)
Jo

avec la condition aux iimites :

u(t) :0 sur / x Efl'

et la condition initiale

u(A,r) : uo(r) dans O

Ori / repr6sente un intervale du temps fioi (0, T),7 ) 0' O est un domaine

born€ de lRd, d > L. Avec le bord de f,l est suppos6 Lipschitzien* cotinut'

L3

l



L4CHAPITHE 2. PASITION DU PROBLEME ET ESTIMATION A PRIORI

Le c6t6 droite (/ ) est une fonction continue globalement Lipchitzienne'

cdd :

li (t) - /(")l < C lt - sl vt, s'

(On peut remplac6 Ia cot6 droite "f p* 
'

/ ft--, ..-.\
f : f lt,r,01u1t,r)), Jo 

K(t,s,r) p(u(s,"))dq 
) '

On va consid6rer deux cas pour le noyau de Volterra a € Lt(I) |

r6guli6rf (v6rifier(2.3) et une convolution singuliere( v6rifier(2'4)) :

e(t,s):a(t-s)'

(2.2)

(2.3)"-'l

:*.]

'l

I

\l
l

\^\l
\_
1li
I

ll
I

, 
.',

ii

l1
I

(-t;irtilp; > 0,vr > a, i: 0, 1, 2; 6,1 a.

Notonsquesiunefonctionasatisfaitlarelation(2'4),alorseileestd6finie

positive, c'est A, dire :

[' ['"(r- s)d(s)d(t)d'sd't>-0'v? > 0' d € c ([0'7])' (2'5)

Jo Jo

Le Probldme (2.1) est non lineaire grace d, la fonction 0, qui verifier :

(2.4)

l|(t) -f (')l < clt - sl , vt, s, P (o) : o'

,U' 
a, p'p dans R, lF (t)l < cr lsl - c

(2.6)
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2.2. DISCHETISATION DU TEMPS :

La donn6 initiale v6rifier

us e H[(o) n t* ((]) Q'7)

21.2 Discr6tisation du temps :

on divise l,intervale du temps I en n sous-intervales avec Ia meme

lrrngueur ft*r,til, h: ilt, h: T'

Maintenant, nous allons introduire Ia notation suivante 6wi : !O#=d 
,

et u)i : u (ti) Pour tout fonction tl '

On note Pd (.,.) le produit scalaire dans I2(0)' ll"ll' : (u'u)

et llull-, reprdsente la norme dans 'F1-1 (f|) L'espace dual de Ho1 (CI) '

En appliquant Iaformule de Green;ie probl€me (2'1) est dquivalent au

problem variationnelle suivarrt ' 
porir tout I € 14 (O) : trouver u solution

,de :

alors le probldme discret qui conespond d' (2'8) est le suivant :

trouver u; e H!(O) , (i : 1,') tel que pour tout I e Hj (O) :

15

(0,g fu(t)),p)+(Vtr,(t)' vp)+ (lr' "(t,s) 
vu(s)'o') : U $)'p) (2'8)

I

\
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LlCHAPITRB 2. POSITION DU PROBLEMEET ESTIMATION APHIOHI

/i \
6 (g fuu) ,p) + (Yui,Y9) * ( I, (to,tr"-r)Yuph,yv | : U;,p) (2'9)

\er /

Pour i :ffi, (2.9) repr€sente une 6quation non lin6aire elliptique, 8rrce

A, ia coercivitb de a .

Pour le noyau de volterra' nous avons a e Lt (I) : a(ti,h-t)h ---+ 0 
'

quand h "--'+ 0, et par suite I'op6rateur

(ry) - Lur- a(tr,tu-) h Azi est monotone est coercive ce qui implique

i'existence d'une solution ua d, chaque pas du temps'

Remarque 2'L :

c, e,ce designent des constantes positives ind6pendants du pas du temps

h (e petit et, eu: "(u-t) 
est grand)'

2,9 Estimations a Priori

Lemrne 2.1 :

supposonsque(2.2),(2'6),(2'7)etl'unede(2'3)ou(2'4)soientsatisfaites

alors : 1

'j|jI
llll,i)ll'+ t llg@n) - 0 fun)ll' s "l + t llvz'll' hl'Yi :T;n''

t=Ji:L L ,-'

I

I



t7:2,3. ESTIMATIONS A PHIORI

lpreuve :

posons g: B@)hdans (2.9) faisons la somme sur i : fi on obtient :

Maintenant, on va estimer chaque terme d' cot6 :

i^
zftoi,,,)-0 @n-,) ,0@n)): llB(ur)ll2- 116('o)ll'+I llp("') - 0 @o)ll' ;

i- I

jJ
,1P 1u) - 0 (un),fr (ru)) + I(V.,n,V0 fu))h
;-1

\J lz \
+ I (Io(to, ta-1)Vuph,v0@)lh"\1 /t:1 \,t=1

j: t (/"' P (u)) h

;

D(Vru,V0(u))h 20;l

*1
I

'"1

I



ISCHAPITHE 2. POSITION DI] PROBLEME ET ESTIMA?IONA PRIORI

lj I c.s j
lE (.a, F ("n)) hl
li=r I t=r

3s "DllP 
(u;)117" h

J

t=I

I.P j

e-I / j ."\
-\

\r=l/

L

l

En choisissant a : 1, on obtient

Er,,,o(u,))nl = " l'.ptlv,,tt'h]

pour Ie cas singuli6rp, a est un noyau de convolution, en utilisant d'abord

l'in6gualit6 de CauchY-Schwartz,

puis en changearrt l'ordre de la somme on d6duit :

I



2.3. ESTIMATIONS A PHIOHI 19

lj /i \ | j i

lI ( Do(tu,tp-1)Yuph,VB (u;) | hl
| ;=r \r=r / | i=i &=l

C.S Ji

t=I k=1

e-l J x<' "hLD (r + llvu6ll') n
i=1k=l

3J

) 
i=ri=l

j

On choisissons z26 tq : Vn ) no, Tn : h < 1 :

i €', n,tp-1)yu6h,v pt",l) ni 
= " [, 

. i ltv,,clt'? h]

I

)

i

Si o est r6guli6re, on peut obtenir la meme estimation avec un simple

qr.lcul.

En tenant compt de toutes ces consid6rations, on obtient

1 i I j ^l
ll1,lzi)ll'- ll0(,.)ll'+I 11pfur) - 0@o-,)ll'+I (Yut,Y0fun))h s c lr + t llvurll'hll=l;-r I ?=rT:L
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}OCHAPITHE 2. POSITION DU PROBLEMEET ESTIMATION APHIORI

donc

^ r ^ | j ^ I "[ 
j

ll o @i)ll' + f, llB@n) - o @u-,)ll''i=rLi=l lL?:l

Il:rJ

I i ^l
Ii=l I

On conclus la preuve.

Soit 'y une fonction monotone croissante quelconque avec'Y (0) : 0'

Nous introduissons

A.,(r) : [;'Y (s)ds. On peut facilement v6rifier

t Q) Qz - ,r) 3 Q., ("r) - O., (r,) 3 t Qz) (r, - "t), (2'10)

Quel est valable pour tout 21,22 e lR. on peut g6n6ralizer cette assel-

tion pour toutfonction abstraite monotones croissantes, en particulier pour

^r:0-'.

Lernrne 2.2 t

supposons que (2.2), (2.6), (2.7) et I'une de (2.3) ou (2.4) soient satis-

faites.

Alors : j

! llv"oll'h 3 c, Yi :Tm

I

___)
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2.3. ESTIMA"IONS A PEIOHI

Preuve :

En choisissant g : u,ih dans (2.9) et fis^ant Ia sorrune de zl : 1J on peut

obtenir ffi'r

j

lroo,l-g (u,-), r,;+f 1v u,,vun)n+f (L"u,,tp-1)vu1"h,vr,) h : i (fr,ut) h
i=l i=t i=l \r=, / 

=

Selon (2.10), on peut 6crire pour le premier terme

\Ep\z) - z F (4 - ap(z) > 0) :

F

'r-,1
I

i
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Si a v6rifie (2.4), alors :

I (frf fi,fi,-1)yu1"n, vrn) h > o;\; 'J -"
grace d, la coercivit6 de a cdd :

tvz

Tn7

o'IIo, +vid 6i >_ 0 v6 : (dr, ...,d^) € R-, m ) r. (2.11)

Pour le cas r6guli6re,(2.3) on en d6duit

lj li \ | j t

lD { Dr(t ;,tp-1)Yu1,h,Vur I nl
I i=r \r=r / | r=t r=r

jt

c.s 
'=t 'l' 

u

e-r 
';'-;'

/i ^\ i rs "n' i l}n llv""ll') + ch2 |*i;llv,ull'

s enf 11vun11' + ",n;yi llvroll'

j ^ ji

Pour Ie c6t6 droite on obtien
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23

lj I i i

lDff,,",tn!I i=l 
' 

o=r,

J ,^ J1 ( "fll"ollhi"f llvulllh
i=l J i=l

'<' 
"(++ ! lv,,n,) n

\-'

J

1 c, i u\llv"ilf n.,

Donc:

rjjt
- ' 

\-'llra- tt2, - !r':..-"+ Lllvu;ll. h
i:l i:l ,=r &_1

{'-iii
(1 - e) | llv"nll, h - c - c, { c,hft ilVu1,ll2 h

,=1 t=1

En choisissant 0 ( e < 1 et on divise sur (1 _ e) on obtient

jik

\ llvrnll' h - c K.h tt llvunll, h

L: 

to, 
L-r i-r

En appliquant le lemme de Granwall, on obtient le rdsultat souhait6.

D'apr6s les lemmes 2.2, 2.1et I'hypothrise sur 6, nous avons :

ll"ill<", j:Tn , (2.12)
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Preuve : On a d,apr6s le lemme 2.1 :

,D/ .,,2 J-,,^, .,,r r i Illg(")ll' + I. ll7fuo) - 0 fun-,)ll' < " l 
t + f llvunll, ol,oi : T,r.t,i:1 L;iJ

et On a d'apr6s le iemme 2.2 :

j

!llv"ull'h{c
;-1

Alors

llfl(")ll'

Cela implique que ll0@)ll est born6e.

Maintenant, On suppose que B(ua) : oc &v€c o; € IR, donc z4 : 0-,@.);

corlme p est born6e a,lors p-rest aussi bornde

donc lluill : ll|-t(ar)li S , , on conclus la preuve.

Soit ia fonction linEaire par morceaux rr?? ;

w"(0):p(uo),

.^(t) : 0 (ur_t) + (f - h_) 50(a;) pour t € (t6_1,t)

Et la fonction d'6tat w,,un:

zr;(0) : 0 ("d, 6;(t) : p (ui),

U; (0) : uo, 1ln (t) : uo pour t e lt;-1,t1 .



2.3. ESTIMA"JONS A PHTOHI

Lemme 2.8 :

supposons que (2.2), (2.6), (2.7) sont v6rifi6es, et 
',une 

de (2.8) ou (2.4)

soit satisfaite. Alors

J" llo,w,ll?_t < 
".

preuve :

L'identitd (2.g) peut €tre r66crite pour t e [0,1] comme suit ;

(a1w,,(t) ,9) + (vn^Q) ,yp) + (>"(tr,t*_r)vfrnh,or) : (f.,p) .

\=' / 
(2.13)

Rappe{Orf)la d6finition de la norme dual :

F*dl+b
llop"ll-r: sup l(flu.'", rp)l

llelLSt

et en appliqua,nt le iemme 2.2, orr conclus Ia preuve .

A la fin de cette section, on va, d6montrer querques estimations a priori

pour les noyalrx de Volterra r6gulie{rrL

Lrrmme 2.4 t ( noyau int6gral r6guli€re) :

Supposglt\ue (2.2), (2.9), (2.6) et (2.7) sont sarisfaites. Ators :

25

t

I

I
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J.

naB @o)ll'h + llvujll2. i llVu, - yur_tll, < ", y j :Tn.
i=1

preuve :

En choisissant g : ,tri-,ui-L dans (2.g) et en faisant la somme de i : T j

on peut 6crire

D,tdB (uo) ,uo - u;t) + ! (vui,vu;- vur_r)
i:1 ',-,

j /i
-$/\-^r. r \r , F \+ L I Loltn,tp-)Yu1,h,Yur - Vua 

Ii=t \ r=r /

s\, .: 
*llt'u;' - ut-r )

Maintenant, on va estimer chaque terme a part.

Un Calcui simple implique :

j\-,-^,
L@P (u,) ,un - ui-t) > af $g fun) ,6p (u)) h,

f io,n, vur - vu*t) : t5lw,,ll' 
- ilvroil'+ i ilVzo - vro-,lr,li:r -L i:7 J
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Selon sommation d,Abel et de (2.L2) on en d6duit

27

il
I.- |

Lffo,ui-ui-)l<c
i:l I

i

pour le terme de vorterra on utilise sommation par parties et re lemme

2.2 on obtient :

< ellVuill2 + c".

En choisissant e sufi sament petit, on conclut la preuve.

* (i'' ti'tP-1)Yu1'h'vu6- o''-')

l
I
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Chapitre g

Existence et unicit6 de la
solution

3.1 La convergence :

D'apr6s les estimations a priori du lemme 2.I - Z.S on aura

7T

#p+,11il"(t)ll + | Ilotw"ll2_,S".,ctu,rl Jo

Le lemme 1.3.13 dans [2] implique I'existence d'un certain

w e C (1, H-l(A)) n L* (1, L, @)) avec 01w e L2 (1,//-r (A)) et

une sous suite de tur, (qu,on la note encore turr), pour chaque (t e t)

un + 'tn dans C (I , H-t (Q); [)" (t)-- ?, (r) dans trz (O)

rrn ^ 'u) dans L, (A) i 1twn ^ 1tw dans .L2 (1, F-1 (0))
(3.14)

l
l
I

-t
ll



30 CHAPITRE 3. EXTSTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

L'6tape prochaine est consacr6 d, prouver ra compacit€ relative de tu, dans
L2.

Th6or€me 8.1 :

on suppose que (2.2), (2.6), (2.7)et |une de (2.3) ou (2.a)soient satisfaites,
aJors il existe une sous suite de ar,, (qu,on la note encore par u,,)telle que :

un 
-,u) 

dans trz (o").

Preuve :

Soit zr,, (t,r) : 0 si t I / ou r t' o. d'apr6s ie critdre de compacit. de

Kolmogrov (voir[3]), il suft t de prouver

fTr
(I) | l,lr"(t,r)1, d,xdt { c, vn ;JO JA

fTr
(2) l^ l^lr"(r + s, r + h) - w,,(t,r)12 dxdt -----+ 0JO Jn

pour s, Ihl * 0 uniform6ment par rapport d n.

ceci peut €tre obtenu de manidre simple en utilisant des estimations a

priori de la dernidre section.

3.2 lt6xistence de Ia solution

Maintenant, on va d6montrer I'existence d'une solution au probldme (2.1).

l



_ .llh6or€me 8.2 : (Existence)

il on suppoise que (2.2), (2'6), (2.7)et l'une de (2.3) ou (2.4)soient satisfaites

alors il existe un z € L, (l,fl; (O)) avec B (u) e C (/, ff-1 (A)) ;

0r0 (u) e L2 (1,/1-t (CI)) qui r6sout (2.8).

; Preuve :

: 
d'apr6s le lemme 2.2, ra r6flexivit6 de L2 (I,Ht(CI)) et (3.14) on peut

- extraire une sous suitgde un (on la note encore pil ur,) tq u, ^ Lt dans

L2 (r, H] (a\ ;
F

Le Theordme 3.1 et le Th6ordme de Minty-Browder (voir [4]), nous donne :

A w.=0(u).

En integrant l'identit6 (2.13) sur |interval (0, ?) et en faisant tendre

n ---+ s, ptr un calcul simple on arrive d (2.g).

,+ on va taire Ia preuve uniquement pour le terme de vorterra.

d'apr6s ie lemme 2.2 etlespropridtes du noyau o on aura pour f e (tt-t,tr)

Irt'(:- \ rr/p \ |r'F ll" \L"(tn,t*-,.)vn"(tk)h,vslar- | ( | a(t,s)vz,(s) ds,ys) ari -___*olro \k-{ / Jo \/o ' / --l

quand h ------ 0.

flomme En ^ ,u dans .t2 (1, Hi (0)) on en acalit

I

'...



3.2. L'EXISTENCE DE LA SOLUTION

Preuve :

Le lemme 2.4 implique

pT

,r.nE llvtl" @ll + l fiAp,fi2 < c.
JO

d'apr6s Ie lemme 1.9.19 dans [2], il existe un certain

w € C (1, L" (A)) n L* (I,fIJ (O)) avec \sw e L2 (1,r, (A)) et une sous

suite de wn (not6 encore u,,) pour chaque (t e / )

un -----+ u] dans C (I, L2 (AD , frn(f) - u (t) dans f/j (0) ,

w" (t) - ?, (t) da,ns f/01 (Q) , Qw. ^ \tu dans .L2 U, L2 (fi))

(3.15)

Le lemme 3.2 ei la r6flexivit 6 de L2 (1, Ht(a)) impliquent qu,il existe

une sous suite de u" (not6 encore u,) telle que un - u dans L2(1, Hl (q).
En utilisant (3.15) et le th6ordme de Minty-Browder, on obtient

w: 0 (u), en suite en int6grant I'identit6 (2.1a) sur l'intervale (0,?), et

en faisant tendre rL ------+ oo, en arrive d (2.8).

Maintenant, on va montrer que u?' ------+ ,t dans .L2 (1, Ht (O)) , on note

par w (s) une fonction r6elle positive g6n6rique v6rifiant (pas forc6ment

la mdme dans diff6rent places )

33
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15' (s) : o'

Soii { e [ti-r,t3] un point arbitraire dans (0'?)'

posons g : {tn(t) - u (t) dans (2.13), Puis int6grons par rapport au

temps sur (0,{) il resulte :

(3.16)

La continuit6 Lipschitzienne de f et un ' u dans Lt (I ,'' (O)) implique :

r€ 1€

Jo 
@rr*,u^ - u) * 

Jo.F*", 
V[d" - z])

. 
I'Cr-:(ta,t1,-1)Yun

fr ._: 
Jo 

(f''a^-u) '

(t) h,v [r, (i) - " 1tY) at

ll,' ,r,r,^-u)l= l/' (r,- r,u*-u)
Ir€ |

+ l/ (f ,un-u)l:w(h);lro ' 1e'tz;

En outre, un converge faiblement vers u dans 'L2 (1, Ht (0))' Cela donne

r€ 1€ ..- r€

I' wr^,yla^ - "l) 
: 

Jo 
llVa' - Vrll' - Jo 

(o",v[u" - u])

Jo

,- 
lr' 

lro^- Vrll' - k, (h) '
(3.18)
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Sachant que le noyau integralff o est r6gulidrf, donc pour t € (ta_1,ta) ,

nous avons

t:

| [^f"(tt,tx-)vil,^(tk) h - [ [' o|,s) vz, (,)d"l : w (h).lraff, JaJo 
I

Par consdquent

lfeli \ |

lJ, L!" (t,,tn_r)vu^ (tk) h,v [u. (t) _ 
" All) atl

,Ilr' (lr"(t, s)va,(s) ds, v [il,.(t)- , (r)j) atl+ u (n)

=ll,t (lr'^(r, s) v [a, (") - u (s)] d,s,v [il^(t) - ,(r)f) drl + u @)

S€ .. r€ rt
s u 

Jo llva" (t) - vu(t)ll'z dt * * 
Jo Jo llva"(s) - vu (s)!12 asdt + w (h) .

Il rest d, estimer l'int6grale par rapport au temps contenarrt L d6ri!:#
temps flw"(t).

En tenant compk-01tr", ^ 0t0 (u) dans L2 (1,L2 (O)), on peut 6crire

1€fi
J, 

(1rw"(t) ,u(t)) d.t --+ Jo @,u ("(t)) ,u(t)) dt

r€ rr€avec | @ro fu@) ,u(t)) at = | | 
'arou, 

@ fu))Jo JTJo 
r: I ou-, @ ("(€))) - !,nru_, @ ("(o))) .ra Ja 

(8.20)
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En appliquant le lemme 3.4, on aura

f' @r.,,il,n) : f" tur.*,u^) + f" @rr,,a,) > 
fo', 

tur*,,a*) _, 

,l),

En outre, on peut d6duire

f'j .^ r i
J, (01w.,il*) : 

Jnt lou-, $ (un)) - @p_, @ (un_r))l

(3.22)

: 
ln!*u-, @ (,))- op-, @ (uil)l .

On pose .y : 0-t, zz: F (u) , ,, : g (u(6)) dars (ZJA) on obtien

d'autre part

l(a"(€) - u(€),?D^(€) - 0 ("({)))l s clla^(€) - 0 fu(€Dll, 0;

puisque frn + p(u) dans C (1,L2 (O)). quant n ____) & :

t_ r
Jn*u-, 

(il"(€)) - Jnap-, 
(0 ("({))) ; e.2B)

ia

(,, ({) , rD*(€) - p (u(())) s 
lnlru-,(o, 

(€)) - op_, (0 (r({)))]
s (n"(€) ,a,(0 - 0 (" (€)))
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En prenant en cosid6ration (8.16) - (8.2g) et en choisissant e suff sament

petit, on anive d,

f .. r€ N

Jnllvn"(t) -Vu (t)ll2at<w(h)+" I l-llvr.(s) _ Vz (s)ll2dsdt;
Jo Jo

Le lemme de Granwall implique

1€

I llvu" (r) - vu(t)ll2 d,t < w (h) ;
JO

ce qui achdve la d6monstration.

3'3 ltunicitd de la solution

no.fau a est r6gulidrf.

'i

' Th6or6me 8.4 : (unicit6) :

i on suppose que (2.2), (2.6) et (2.2) sont satisfaites, de prus, on suppose

que a est :

(i) soit constante.

(ii) soit (-1), b0) (r) > 0 Vr > 0; j :0,L,2; U I A.

avec b (t) : I; a (s) d,s.

.Alors, la solution de (2,8) est unique.
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Preuve :

On suppose que ?, et u deux solutions d,e (2.a).

en intEgrant (2.4) par rapport au temps sur (0,7) avec T € (0,7),
faison$ la diff6rence pour les deux solutions.

en posant g: u('i -'('i) et en int6grant une autre fois sur (0,{) par
rapport au temps pour € € (0."),

on peut 6crire

f€ / r't 7t* 
Jo (/ J, 

.(t - s)v [" (r) - u (s)]d,sd,t,v fu(,il_ , (ry)l) dq :0.
(3.24)

La continuitd Lipchitzienne de B nous donne

1€

J, @ @ hD - 0 (u (d),u (ri -, (,tD dn, 
^ I' il0 (u (,r)) - g (u (,t))il, d,l

L'int6gration par partie implique

f€/ rn| ( | Vfu') _u(t)ldt,v[u(n)_,@))a,]:ill" 
[rfu(r)_,(n)]anll .

JO \,/O \/)--t't-\'tt u\ 
/ zll JO ll

on note p* g (") : V [z (s) _ u (s)J,

premi6rement on va consid6rer re cas (ii), en appliquant le th€ordme de

1€

L, tu (u) - 0 (,),u - a) + I' (I' v fu (t) _ u (t)] d,t,v [u (,t) _, (d)) an

I

I
J
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Fbbini on obtient

f'Tt ft

J, J, aQ - s)s (s) d,sdt: l' n @ /,' a(t _ s)dtds

: [,' b (rt -s) 9 (s) ds.

Puisque b est d6finie positive it.,"#t

fe/ fn 7t

| ( l' I,A-s)g(s) d,sd,t,sh)) a,t : [ [, [, uf, _ s)sG)d,ss(rt)dn20.ro \Jo /o ,",,') 
JnJo Jo

En tenant count tous ies cons6d.irations ci-d.ess,s avec (3.24), on aura

p€

J" ll0 fu(q)) - 0 (, (qDll, dn I o,

ce qui implique 0 (u) : B (u) et 0r0 (u) : 0r0 (r) .

pa.r substraction de (2. ) pour les deux solutions u et u,

avec g : u (t) - u (t), I'int.grale par rapport au temps sur (0, ?), nous
donne

fT ^ rT/rt
J, llg (t)ll, dt * J, (J," 

^r_ 
")s 

(") d,s, s (D) dt : 0

un calcul simple implique

[' w ft)il'zat < " [' [' 11n 1,111, a,ar.

o' uooun*,rh1,'"uru,nu o" 
"."r1*r,l:" "" 

ouo",, g G) :0 c.d,.d

l'unicit6 de la solution dans le cas (ii).

I

I

I

I
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on considdre maiatenant ie cas (i). L'int6gration pa^r partie implique

lI' ([ Isg)d,sdt,,a) a,l

l/ f€ rn r€.. -\ f€/ rn fn \, 
I

: 
l\J, J,sg)dsdrl,J,o@a,) 

_ 
J, lJ,e@)ds, l,'tG)a,)o11

Choisiss4fffrDe r$_tg""t petit, (8.24) nous donne

1€ . .. ..o ll r{ tP

J" Il0 (" (,il - fr tu hDn, an + 
llv J,' tu Ot) _, t )l drll

= " I' il, [ [, (") - , tqt o,ll' o,
On applique I'in6galit6 de Granwall on obtient

ll"/' [u(n) -, t,na,rll : o,

donc

I,' ,u (u(,i) - o (u (n))il, d,t : o.

De mani6re analogue de ce qu'on a fait dans re cas (ii) on obtient re

resultat sohait6.

Ilemarque 8.1 :

Notons que l'unicitd de la solution implique Ia convergence de toute les

sous suites lJJn,'ttrn vers B (u) ,u, respectivement.
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