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fntr.oduction

Les nrath6matiques sont consid6r6es comme des sciences exactes qui re_groupent I'alg6bre, l,analyse et Ia g6om6trie.

La th6orie des

Banachdevient,*j"il',::*J"T"#J::Ttr jlTT;::rl,::.::$:::
lyse moderne ters que : 6quations aux d6riv6es partielres,6quations int6grodiff6rentielles,6quations d'6volutions de ra chaleur,d,onde et de schrodinger.

Dans l: premier chapitre,on expose des
suite telsqrue :

r6sultats qui seront utiles par la

Les espaces -tp,formule de Green, transformation de Fourier, th6orie dessemi groupes.

Dans Ie deuxi.me chapitre, nous pr*sentons re lapracierr sur un ouvert delR', et on ctroisit comme un exempre le lapracien de Dirichret et le laplacien de
Neumann qui engendrent des semigroupes fortement continus.Nous terminons
ce chapitre par I'etude du laplacien dans ,r (R,).

Dans le troisi6me chapitre, nous etudiont re comportement assymptotiquelorsque t tend vers |infini d'un probr6me d,6vorution d.fini par un op*rateurg6n6rent un semi-groupe fortement continu.
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INTRODUCTION



Chapitre 1

Notions fondamentales et
d6finitions

Dans ce chapiitre, on rappelre res d6finitions de base et on donne querquesnotions fondamentales.

1.1 Les Elspaces Lp
D€ffnition t.L
Soit Q C R'un ouvert nom vide, soitp e JR, avec 1Sp < oo
on d6finit I'esp,ace norm6 :

L'(9) = {f , f2 -----+ R, / mesurable er lf lo err(CI)}
de norme :

I r r*
uf il,: lJlroY a,l"

Ddfinition 1.2 On d6finit:

( .f , n, JR, / mesurable et I une consta nte Ctq, )t*(CI) == { 
' r' ---vvqrsvrs vu J ule constante 

tt l/(")l < c pp sur f,) I
1



2 CHAPITRE ]. .N'O"IONS FONDAII,ENTALES ETDEFIN,"IOES
et on note:

ll/ll- : inf {c ; lf @)l < c ppsur CI}.
D6,ffsi1ior, 1.U On d6finit :

L. ( f tn ,lR; f,teeLr(ql';"(o):{ -jl/Y-" \v} 
[( vq c Q compact. ID6linition 1.4 On d6finit:

,(CI) : {p,A_-__rlR : p e Cf,(0) et suptpcCI}: c,* (CI)

1.2 D6riv6e Faible
Ddftrnition L.E Soit / e rf"(fl), soir j : r,2,..,n.

une lbnction g € Lr""(Q) est apperde la j'6me d6riv6e faible de /(dans fl) si :

[^f o,,nar: { epdx, v9 e D(a).Jn Ja"

1.3 Ilspace de Sobolev
D6finjition1.6 Soir ft€I{, lSp<m.
L'espar:e de Sobolev Wr,k(e) est d6finit par :

wr,^'(n): {/ e Lo(n), .Dol existe et D* f € l,p(CI}, v lal ! ,k}.

o't-l' e,= {a1,a2..nn} g N", lol : o, * qz + ...* an



T.3. ESPACE DE SOBOLEV

L'espace de Sobolev Wr,k(A)muni de la norme d6finie par:

ft
Il r lln*(CI): l"_f ilo"til,l i 1 (p <

lo< J.,l<r let

ll / lla"" (f,) : offu llD"f Il*
est un espace de Banach.

1.3.L Espace de sobolev d,order L

On appelle espace de sobolev d,order 1 l,espace l/1(0) tq :

Ilt(o): {,f e trn),{o'i € Lz(Q)'i: r"nj'

On le munit d,un produit scalaire:

(f ,g): IU.n* )- 9!- fu,Ja,- " , ?r 0*o arct.

La norme correspondante est :

1.3.2 Espace de sobolev H$(CI)

Soit f) un ouvert born6 regulier de classe Cl.
on note f4(o) I'adherence de D (f)) dans r/i (e) au sens de la norme
ll.l[,, et on 6crit

4(CI) : {o € /1t(fr), a:0 surdf,l}.

3

ff +ll l/ o ^\tt.r llrl(o) : 
V(J, l)*,61



4 CHAPITRE]. NO?IONTSFO/VDA]*E]WX 
LES ETDtsTTAII"ION.^S

Th6or6me1.1

Si li) est un domaine de classe C*,ffi) 1,1 { pt <oo,alors C*(0) estdenrse dans W^,p(e).

L.4 Formule de Green
D6linition 1.2 soit f) un ouvert born6 de classe cl
Pour tout ?/ € C2(R) et u € Ct(R) , on a:

f
Jnx"t,1o1r)d,x 

: Iffi"rr)dr - f va,yvu(r)d,r
telle que:

ffi : Vu(n)n est Ia d6rivee normale.

1.5 Tbansformation de Fourier
D6f ition L.8 La transform6 de Fourier de f (x) e r2(rR) est d6finiepar la, I'expression:

F(f)(€): i(e) : [ "-ur,y@)d,rJn
et on rlit qu* l({) est la transform6e de Fourier de /(*).
D6fin:itionl.g Soit f G) e L, (R), la transform6e inverse de Fourier
a" i ({) esr d6finie par:

r-'(i)(*) : I(r) : + [ "-oe,ig)' 2t, 1p
un des but de I'analyse transformationnelle est de representer certains
op6raterurs d'une fagon simple

F (f,)(€,) : 
A"-ou f, (r)d,r



T.6. STNT/fi GR)UPES

= u-4"|fu)l** [ e-,€,471r1a1
./n

de m6me fagon, on verifi6 nuu,: 

i€r(/X{)

F(f tu))G) : (t€)"p(f)(€)
La convorution est une autre op*ration qui survient dans l,analysetransformationnelle

D€ffnitionl"l' La mnvolution de f et g not6 f* g est d6finie par ra

(f * g) n, : Af fu)s(r - y)dy (1.1)

T6or6mel.2

Si "f,g € ,2 fiR)

F(f * s) : F(f)F(s) 
e.z)

F-'(i * g) : 2n(F-1i1qr-tg1 
(t.s)

1.6 Semi rGroupes

1.6.1 Semi groupe fortement continu
D6ffnitionl.lL Soit X un espace de Banach ;et (f $))2 0 une familled'op6rateurs lin6aires born6s de X dans X

T(t):X--*X

u, ._.__+ T(t)u
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J. lrro?Torfs For{DAMETffH LES ETDsFrNr"roffs

es1; un semi groupe si :

i)\tt>A,rU)eL(X).

ii):r(q: rd,.

iii) Vs,d e tR, T(t +s) : r(r)."(s).

Si de plus :

iu) Yu e D(A),limt ,o+ T(t)u: u.
ce semi groupe s'appelle serni groupe fortement continu, ou de classe cs.

1.6.2 G6n6rateur infinitdsimal
D6ffinition 1.L2 Soit (T(t))r>6r.m semi groupe fortemeur, continu.
L'op6rateur A : D(A) c X, d6finie par:

D(A):{,ue x,=,Ih ry=}
Au: ,'^ T(t)u - u

B,*"j i*:j 
":,ff i;:,ffi 

.mJ :: ::pe r (d)

T(t) :: stA

Propositionl..l
soit (:f(t))tt6un semi groupe fortement continu sur x,alors il existe deux
consta,ntes r6elles, M > I et c,.r € iR. telle que :

ll"(4ll { Me,t

Si:

f: 
O, llT(4ll < M, T(t) esr un Cs semi groupe unifofmement born6e.

r,rr : 0, M < l,llT(t)ll < r,T(t) est un c6semi groupe de contraction.



1.6. S]ilt/il Gt?OUpES

Lenrme 1,1 
4

Soit (f(r))1>o un semi groupe forteme

t6simal.Alors : 
-_^-.! 6rvulrs rorrement continu,et ,4 sa g€n6rateur infini

vu e x, #rur": AT(tlu:T(t)Au.

1.6.9 Th6or6me de Hille yosidafpazy 
1.Bl

ce th6or6me donne ra condition n6cessaire et suffisante pour qu,un op6rateurlin6aire le g6n6ra,teur infinit.simar d,un semi groupe fortement continu dansun espace de Banach.

Th6or6me 1,2
soit '4 un op6rateur lin6aire d6finie dans un espace de banack,

Ators les condirion" #":"!tl":ffi** pour que d soir re g6'6rateur
infinit6simal d'un semi groupe fortement continu de contraction sont:

e) d est ferm6.

ii)D(A) est dence dans X.

iiilla,+ m[ c p(A) et llar(, )ll S *,V) e J0, * oof.

telle que:

R^(A): ()/ * .4)-t est 
'op.rateur 

r6solvant de ,4.

(1.4)
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1.6.4t probl6me de Cauchy Abstrait

soit x un espace de Banach, et d un op6rateur lin.aire nom born6.Probl6me homog6ne

{W : Au(t) ,t > o

soit; ,4 le g6n6rate* ,,rlr*i,3.,;#", semi group e T (t). 
(1'5)

Le probl6me (1.2) admet une sorution unique u(t) exprime sous ra forme :

Probl.me nom hom"*url"' 
: T (t)'uo

{+P:Au(t)+fU)
Avec '4 est le ge'crut"l, t#3-; !)rr r"semi group e r(t). 

(1'6)

Si u(f) une solution de (1.8) , alors u(t) sepresente par :

u(t) : T(t)uo * [' ,p_ s)/(s)ds.
Jo



Chapii;re z

k Laprlacien sur un ouvert deRn

A.f :9 faiblement r;ur {-) ozldans Dt(A)

I

Dans ce chapitre, on presente Ie Laplacien de Dirictrret et Ie Lapraciende Neumann dans un ensembre ouvert de rRn,et on montre que ce Laplacienj*ftffir-TJn;Hp;ffide Banach est un g6n6rateur infinit6simar d,'n

2.1 Le laplacien
D6ffnition 2.L pour f € Cz(n),on d6finit le laplacie,n A/ par:

Lf :f o?r, our Dl y: 4'/
D6ffnirion 2.2t o" ouoi7ru rupr*i"., *,r,"l;*e suit:soit / € Ll""(tt),, s e L!".(n1,on dit que:

^ 
Lf : g faiblement si :I,f

l^Apftu : I psd*,poJn ra - ur tout I € D&).

et dans ce cas, o,n 6crit



10 CHAPITRE 2. LE LAPLACIENSUR UJV OT]VEHIDE RiT2.2 Op6rateur dissipatif
D.ftnition 2.8 soit fI un espace de H'bert de dimension infinie et

A: H ----+ J{.

Un opdrateur lin6aire A se nomme dissipatif si :

Re(Au,u, <O,Vu e D(A). (z.t)
D€finition 2. 4 IJ nop.rateur A : H ___+ Hs,appelle mdissipatif(m:maximal)

,4 est dissipatif et

(1* .A)est surjectif.

c'est d, dire si:

i.)Re (Au,u) < 0.

ii)yu e H,Ju e D(A),u _ Au: u. (2.2)

D6f ition2'' Un op6rateur r4 sur -Il est apper* symetrique si :

(Au,u): (u,Au), pour tout a, u e D(A).

Lemnne 2.1 :
soit 'zl : H --+ rf un op6rateur m-dissipatif, arors .4 est un op6rateur
ferm6.

Preuve

Soit {z'} c D(A);un + 1.r, ALrn ----+ u.
et on urontre que :u e D(A) et a: Au.
donc:



z.z. opfiadrpuft DrssrpA"rr
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'Ltn - Aun: (/ * A)on ---_+ ,tr, _ n.comme: (I _ /1)-t est continu alors;

'q Q - a';r @* * Aun) :(1- a;-r @ - r)c'est d, dire :

c,eci montre que : 
u: (I - A)-'('- o)

(2.3)

u e D(r _ A): D(A)

et(I_A)u:u_u

+ Au: u.

On conclut que / est ferm6...[
f,emme2.2

si '4 est un op.rateur m-dissipatif ,alors ,4 est d domaine dense.
Preuve

On utilise le raisonnement par l,absurbe.

ff;::* 
que 'An'est pas de domaine dense,alors it existe u,o € D (A)r

VueD(A):(u,uo):g 
(2.4)comme .4 est m-dissipatif, alors il existe ut € DtA),telle que:

ut * Aur: uo 
e.E)On prend le produit scalaire de (2.b) avu, ul i

\ut - Aur,ur) :0. 
e.6)
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Puis on prend la partie r6elle de (2.6) :

Re (u1 * Aut,ur) : 0.

(ut,ut) - Re (Au1,ur) : 0
Cornme:

Re (Au1,zr) < 0.
Donc:

(u1,u1) : g.

On cl6duit que:

ut:0
et par (2.5),on obtient:

?ro :0,contradiction.

donc .4 est d domaine dense...[

Proposition2.l :

soit 'tl un op.rateur dissipatif sur -Il,supposons qu,' existe ) e rk,
-Re .\ ,) 0,telle que : (^ _ A) est surjecti t, ) e p(A)
alors flfi(2,))ll < i.
Preuve

Soit .\ € a(A),u € D(A), \u _ Au : u.
puis :

RrAllull2: Re(;u,u)

: Re (Au * a,u)

: Re(Au,u) + Re(u,,u)
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< Re (v,u) 
e.T)

On utilise l,in6galit6 de Cauctry Schawrtz
(2.7) devient :

n,,llull, < ll"ll llrll

=+ .Re) ll"ll S lloll.

=+ ll"ll s * llull(Re^ > o) (2.8)

Comme (I - A)u: a,(2.g) devient :

llt,v - /)-'ll ll,1 < fr tt,tt.

Donc:

lltrr-/)-'ll < # + lle(.\,/)ll < #,v,r €J0,+oa[...tr

ffemaryue2.1
par le lemme 2'1, remme 2.2 et proposition 2.1;on concrut que ra condi
tion pour que / soit re g6n6rateur infinit*simal d,un semi groupe forte
rnent ontinu de contraction est / est m-dissipatif.
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UNT OWERT,E ]Rry2.3 Le Laplacien de Dirichlet

Ddffnition 2.6 On d6finit l,op6.rateur.,{ sur tr2(CIJ par :

D(A): {f e u}1n),f g e Lr(e),tqA,f :e faiblement} (2.g)

Af:Af.
on note ,4 par: Afr.

L'op'g16trsur -4 s,appelle Ie laplacien de Dirichlet.
Th6or6me 2.1
L',op'g1.trsru' -4 est d6finit par (2.g) est un op6rateur clissipatif auto adjoint.
Preuve

.lVlontrons que A est dissipatif
Soit z e D(A),comme o € /fol(fr),il s,ensuit que:

pour,u e D({l) :

(Au,u):- 
IVuVud,r,vue D(A) (2.10)

soit u e fol(t'l) quelconque.

comme:

aot(O) : DIO aans ffl(f)).
Alors:

1(u") c D(CI) teileque:

l)'apr6sr (2.10),on a :

(Au,un): - /*VuVund,r,vn, (2.11)
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passons d,la limite quant ?,| ___+ oo :

,gL (Au, un) : 
-l,q,_ | { vuvanar\,vn.

(2.12) devient: 
7z-o" \ Yt' 'L-* I 

1 v 
'

(Au,u):* [VuoJn adx,Va € ,?rr(CI)
pour ,u : a, (2.rJ) devient:

(Au,u):- [lVulzar<0.
(2.14)monrre que ,4 est dissip 

^til.
,Montrons que A est m-dissipatif

:,::-r1*,:riJ*);"-,3J;*J;3;ld6nniuneformerin6airecontinu

3!u e fi01(f)), telle que:

rfr
- Jrf u dt : 

Jru 
u ax * 

J,ou vu d'x
Pour tout u e 0"*(f)), pour tout u€ fid(CI), on obtient:

ff

^. J*fu d'x : 
Jnu 

u d,x - f mo ar.
C'est .d, .dire:

(2.rl)monrre q'e -4 
"r, *-ot**],- 

Aa

.Montrons que A est symetrique

15

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.17)

(2.16)

Vu e D(A),Vu < D{A) :

(Au,u): - [ Vuyud,r
Jn
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: { uAuar.

Donc: Ja

(Au,u) : (u,Au). 
(2.18)(2.18) montre que A est syrnetrique.

(2'r4), (2'rr)et (2.1g) montrent que ,4 est un 
'p.rateur dissipatif

auto adjoint.

Rennarque2.2

Le rapracien de Dirichret est un g6n6rateur infinit6simar d,un semi groupefortement continu de contract ion T(t) I et on a Ia notation suirante:

T(t): sta
Th6or6me2.2

Si ,o e .L2(e),alors l,6quation:

{ aal: au(t)
I z(o;:* (2.1e)

admet une unique solution:

u(t) : r(il",

Preuve

,"rrfl 
on prend :A : '4 et x : trz(CI);donc le probldme (2.19) prend ra

[ #: Au(t)
I u(0) : 21o

{#-Au(t):s
[ "(0) 

: uo

cdd:
(2.20)

(2.21)
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Pour montre r que (2.27)admet une unique solution on a besoin du th6r6mesuivant :

Th6or6me2.B

suppos.ns que / est m-dissipatif dans un espace de Banach x,et
^ 

rr:::!:,lors le probl6me (2.21) admet une unique solurion u relque :

Preuve

Le th6or6me (1.2) et le lemme (1.1) montrent que :

u(t) : T(t)us
esr une solution de (2.1g).
Pour montrer l'unicit6, on suppose par l,absurb qu,il y,a de,x solutionsrtr7t,r.t2 alorS :

A: UJ..-,1.tr2.

et u satisfait :

t#-Au(t):s
pour torrt fo { o,soit : 

u(o) : Yo

D,apr6s re remme (1.1); 
"1t? 

: 
r(t)u(t - t6)

d0(t) rtc,

f :r@;A _ ro) _ r(t)Au(t _ts)

: T(t)Au(, _ to) _ 7:(t)Au(t _ ts)

D.nc 
- o

O(4 : c ou c:est une. constante et par cons6quant :o(0) : u(to) : c et u(ts) - o. 
- -- r-'
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2,4 Le laplacien de Neumann

D61linition2,7 Soit n * Ac lR, un ouverr.
On d6finit I'op6rareur:

et:

Bf:g
On note B par: Aff: b laplacien de Neumann.

Th6o,r6me2.3
L'op6rateur B d6finit par (2.21) est dissipatif auto adjoint.
Preu.ye

Yu e,D(B),u € Ht(n),Vu e ,t11(f,)) on a:

t
(Bu,u) : I Buud,r

Jn

f: I A,uud,r
JN

f: - JnVuVud,r
pOUr: ?/ : ?r,On a :

(Bu,u) :- 
IlVulzdr

s0

B : Lz(e) -n L2(dt)par :

D@):{ feul1n1,tseLz(Q)tq: 
)

t - I"V f Vp d,x : fne e d,x,vs e ai(n) j (2.22)
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donc B est dissipatif.
Par (2.21),on conclut que:

(Bu,u): I Aura*
JA

I: - JnVuVadx

f: 
JnuAud,a

: {u, Bu)

donc B est symetrique.

Remarque2.B

Le Laplacien de Neumann est un g6n6rateur infinit6simar d,*n semi groupe
fortement continu de contraction 

"(f) ; et on a la notation suivrante:

T(t) : etB

Remarque2.4

$i ,r" e .t2((2),alors l'6quation:

I atq : Bu(t)
I z(0):q (2.2s)

admet une unique solution:

u(t) : T(t)u6



2A CHAPITEE 2. LE LAPLACIENST/]? UN OWEHTDE RN2.5 Semi
dans ,g(ffi: 

engendr6 par Ie laplacien

Si:X:rt(R),

Soit; l'dquation d,6volution suivante :

{ IQ : 'ttrxc

La transrorm6e 
i:3"::::""'?'#nr"JJ,: "* 

rapport ^::riable x est une 6quation aiger"ti"il;'lopuruntu en t avec param6tre €:

au\,t) : tr*,(€,t)

:1_tE72a11,t1

ur(€,t) _ t2affi:-e
h la({, t)l: _Ezt a k

t,(€,t) - exp (_t t) n
pour trouver & :

donc : 
a({' t) : oo({) : &

t'(t,t): ,fi0({) exp(*{2f) 
e.2d)Le sec.nd membre est Ie produit de deux fonctions de {;donc sa transfor:rn6e de Fourier inverse de (2.2b) "ur*rr convolution :

u-, (ir(€, t)) : F_' (ae({) 
) r_r (exp(_{rr) )

: uo * *li*'(-{'4
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c'est d, dire:

tt(r,t) : h f* "*v;@--lt )uo(a)aa (2.26)
posons:

K,(4:h*(#)
(2.25) peut 6crit comme suit:

u(x,t):Ktxuo
Th6or6me La famille d,op6rateurs {"(r)}rao d6finie sur X par :

T(t)u("): Qrtl# [ u*o,-@-il',
/R* - r'\--t- tu(y)dy, I ) 0 et f (0) :1 (2.22)

est un semi groupe.

Preuve
Remarque

Le semi groupe d6finit par la formule(2.22) s,appelle semi groupe
Gaussienne.

D6ftnition 2'g on d6finit le laplacien de Dirichlet dans .t2 (rR,) pa.r:
Az : A#* telle que:



22 CHAPITHE 2. LE LAPLACIENSUR 
UJV OUVEHT,DE RN

D (Ar) : {u e Ht fiR") , Au er, (R,)}: 11, (R")
Au : Azu

42 s'appelle le laplacien dans -f,2 (R,) .

On il I'exemple suivante :

Exemple :
Soit l'6quation d,6volution suir,ante :

{w 
: au,, * f (u), r € jR,0 < , < ?I a(r,0):uo(r),u €jR 

' 
Q.Zg)

ouo )0est uneconstanteetao € X,X: {u eCr(R,R),?est born6e}
muni de la norme sup,i.e.ffaff : sup lu(*)l
.La fc,nction / v6rifie

:f e C(R,R),f (") €X,pourtouta€X
.Il existe une constante ft ) 0 telle que:

IIf fu) - f @ll < k llu* c,il ,pour tout a, a € x
(a) M,ontrer que (T(t))rro d6finie par:

l:(t,)u: += S'* u*o,-@ - y)z
t/Gi L_* 4at -)u(y)ds,l ) 0 ef r(0):1

t;st un semi groupe fortement continu sur X.
('b) on admet que le g6n6rateur de (T(t))rro est l,op6rateur,4d6fini par :

/q1 : e\tcr.
f)onner la d6finition d,une solution mild du probi6,me(2.2g).
('c) soit I'espace de Banach c ([0,Tr;x)des applications continues de
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[0, ?J d rraleurs dans X muni de la norme ,llull*: suptelo,4 
JJtr.ff .

On d6finir l,applicarion F :C ([0,f]; X) __-+ e ([0,7h X) par:

u(t) : T(t)us * [,' ,(r- s)/(s)ds.
Appliquons jle principe a,, poirt # ) pour montrer que (2.2g)poss6de une
solution mildi locale unique.
Preuve

(") t) f(q(t ) 0) est un op6rateur lin6aire d6finie sur X.En effet :

.T(t)(u,(r) + u2(r)) : #ffexp1:;d ) fur(r) + u2(r)) dy

: # FJ*nf :ryf 
)uy{r)d,y+ tTexp(:rl;d: )ur(eayf

: hf+f expl-rX# )u1(r)d,y+ffi1+f exp(-tF,s), )ur(*)ay
: T(t)u1(r) + T(t)u2(n)

'r (t) (a u(t' 

:: s ;: :::,ffi :r"1,'),.
: a (T(t)u(r)) 

.

ii)T:(t) esr born6e :

lT(t)ul < #rJTf expl-(Frgt')dv (u6 rr ==e a esr born6e)
Soit Ie chzr,ngement m,riable:

r*-r*g" 2\/at
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lT(t\ut. Ilull [**l. \u,/ur = m J_* [""p (_{1J bA]*

s lull ("', /: ["p (*€,)] *: {r)

i,ii) T(0): r.
au) pour l, s ) S

T(t+s)u: r r-*"*o(-A-rlr\
mJ-* - 

\4o(r+s) 1u(ilau

Posons: Kr(il: h*o (#)
Alors: r$)u(r) : K1 *Lr 1ri (pi"auit de mnvolution) .

Donc: T (t + s) u(r) : Ktn" x u (r\ .

un a ators: T (t + s) u (r): 
"(ri [k" x u (r)]

: Kt * [K" * u(x)]

: (Kt x K") * u(r)

cdd,pour montrer que: ?(f * s) : T(t)T(s), il suffit de montrer que:

Kt+"-KtxK"
et seci 6quiralent d:

ffir*o('#)
:-L* /**"*of*I) ^*^(*(,-E)'\ .2yltrat21ffi J_* "n' \-W )"v \--+*- ) 

da (2.2e)
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On a:

l*'T"p (--a'(t+a=?!*'+*")0, (",u** le second terme sans re facteur constante): exn (#*) AT"*p t-ffi (y, - #y)l au

: exP (-#),li"p [-m (, - #], + &l ay
: exp (#) "o (ffi) fJ*o [_m tu _ ffi),] ay
Posons: €:y _ #
: exp [-*rJl*ju*p [_#r,J4
: exp f-"ar]r:'f- (ffir)'l*
posons: n - ^/l=,, V 4atss

-( | ^,, r\: 
t"*o t-afl*ij | ,/*l*ju*p (-,f) a,t

^lal: ZexD I- , o"-l /ants. L 4o(rr_s)J VTF
pour montrer (2.29) on a besoin seulement de v6rifier:

1l-ffi:-vamm
eu) lim116 llf (t)u _ zll : O

on a:

rft)u(*) - u(d: #/*-"*o l-g_-r'l , ,, ,zvrat J-* ' L -G- 
lu{'u) 

da - u(r) (2.J0)

Soit Ie changement de variable suivant :
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(2.S0) devient :

T(t)u(n)-u(x) - 
1 /**^___: 

G,/-"" "*o (-€') 
" G n z{a€) e - u(r)

comme:

u(r) = 1 /+*
' G J-* exp (-€') 

" (. * 2Ge) d,€

comrne a est uniform6ment continu :

Vd > o, li - *l < f ==e I"(i) - u(r)f < e
donc,pour un e donn6 et f ) 0(fix6) (i : * a 2r/it€)

H;l 
:2t/atl€l <d"udl€l <#:;

lr(t)u(*) - u(")l < # fta<;exp(-{), lu (r +zr&€) _ u@)1a4,

+h Is2 ; exp (-{)' lu (n + z,Et€) * u @)l at
S A IH< ;exp (_{)r+$ 

{*, =,u*p 
(_f), fa (c + zr/"t€) _ u{r)l at

( e + # fw> jexp (_6), lu (n + zrfr€) _ u@)l a€

(a* #f,u>'exp(-{)'d{
+ llrg)u- ?rll <, + ?W{*,., exp (_€)2 d,{

Passons d la limite 
':i::r' : 

o*'rrr ) o' t I h:

d Jn,=; 
u*P (-{)' d€ < e

y-r
2{at

t-
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(car lim {r, > } exp (-f), d€ : o)

cad :

Ve ) Q, 1t1 : t S rr --_+ llf (eu * ull < ze

cad:

lgllr(Du - ?ll :0.
(b) Une solution mild est une application continu u: [0,IJ _* Xv6rifions l'6quation int6grale :

u(t) : T(t)uo + [' rp- s)/(s)ds.
(c) Il suffit de ,. 

to
nontrer que f' poss6de un point fixe a e C (p,Tl ; X)

Il@") - (r,Xr)ll s fi ttrA- 
")ll ll/(,,{s)) _ /(u(s))lla"

< jl[kr ll" - r{l*(M :supo<<? ilr@il):+ ll(Fu) * (erXt)ll * I MkT llu _ ,ll*,
pax recurrence :

llF"u _ (F"rll < Wry 
ilu _ ull,

pour n assez grand A: W#X- < t.
Alors d,apr6s Ie Th6or6me du point fixe,

3!u e C ([0, 

"J 
; X) v6rifia nt u : Fnr.r

u est aussi un point fixe de F
Donc:

1!u e C ([0,f] ; X) rele que :

u: Fu
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cacl :

u(t) : T(t)us + f' r{t- s)/(r(s))r1"s.



Chapitre g

Comporternent asymptotique
des sohntions pour t-+ *oo

On suppose tout d,abord que Ie probldme :

{#, * Au :7
[ "(0) : uo (3.1)

f e Co ([0, +oo[ ;X)
pour ?6donn6 cjlans X, (3.1) admet une solution forte donn6e par la fomule :

t'r,(t): Gft)uo* [' *p _ s)f (s)d,n (3.2)
On a alors le resultat suivant , 

to

Th6or6me3.l

On suppose icutre les hypoth6se pr6ddentes que :

rllo /(4 : /*, .f* € x (g.B)

llc(t)ll 3Mu-,, pourtout r Fo (8.4)
{Meta: consta.ntes > 0)
Alors z d<mn6 par (8.2) r6rifi6 :
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+

,$ lla(t) * u*ll,: o
ou ?roo est Ia solution de :

Au*: f*,u* e D(A)

Preuve

D'apr6s (B.a) :

llc(t)usll ) o, quant r --- +oo.
etudions Ia limite de :

u(t) ,= Ii ctt * s)/(s)ds : IJ c$_ 
") [/(s) * .f*J as + $ c(t _ s)f*d,s

Nous auons tout o,.o"ro:#lJ;fi'

,lig 
"1r; 

: g

En effet, 6tant donn6 e F 0, on peut trouver f6 telque pour f F

llf (t) - f*ll, < f (d,unre.(J.s))
De sorte que :

I'at(t)r- < Il fictt - ")g 
g/(") -.f*1, as+fi yc(t -"),, ll/(") _ f*y,as.Et d'apr6s $.{,(J.T):

Ilrr(t)il,s ; r,y ll/(*)ll_ M exp(_w(t _ ro)) * $ s,
(Si f est; assez grand),d,ou (J.6).
Consid6rons maintenant :

u2(t): I' *u- s)/*ds : 
fo' 

c1r1y*or.

(3.5)

(3.6)

to,on ait :

(3.7)



Alors , 
tt

,-3?." u2(t) : 
I** *rrrr*ds: 61s, -A)f*:,4-r.foo.

d,ou le th6or6rne.

Un resultat deo'"n"*r,,i"i^a;Iffi HHffi i:"T:nXT#"ffi laummrorrement
g --+ 0 est le suivant : 

--- *vvu*u.,'u q ur param6tre e pour

Th6or6me S.2

Soit e F 0 donn6, et u" une solution forte de :

{t#*Au":f(t)
I ze(0) : ,B (g.g)

On suppose outreles conditions uo e X; f e Co([6, +*p que *,4 est leg6n6rateur infinit6simal d'un semi groupe v6rifiant (3.4), de crass co.Alorssi0{d<?,ona:

tt*r::g, ll", - A-'f (t)ll* : a (3.e)
Preuve

L'op6rateur (-€-tA) est Ie g6n6rateur infinit6simal du semi-groupe
{C"(t): c(:)i et l,on a d,apr6s (B. ) :

llc"(r)ll < M exp(Aq
De plus :

zr"(t): G"(t)w+! {' cO_ s)/(s)ds
on peut 6crire , ' to

u"(t) : 
! fi' ,rt- s)/(s)ds
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: 
! I' ""u- ") [/(") - /(4]a"

*! f' *"tt * s)r(s)d,s

soit

on a tout d,abord

ll,,'"(4llx _<

u"(t):uu(t)+ux(t);

tll rt
ill{, ""u - ") ff(") - t@ld,il*

AI ft
? /o "*o(;) ilf Q - r) _ f (t)ll* ar

It[ f,,
; J, op(f) llf (t - r) - f (t)ll*dr

*r,:[0, 
l! f (t) lt x u*p1- *, ff)

d'ou:

llor"(t)llx

2 exv(-,r AJI;ilfi 
ll f (t)ll x, (3.1)

soit p F 0, on peut choisir r aasez grand de tete scrte que re deuxi6meterme du de'xi6me membre de (J-10) soit inf6rier a f.ce choitx r6arise, onpeut prendre € assez petit de mani€re que re premier trme du deuxi6me de(3.10) soit inf6rie* d f.
Ainsi



33

;;jr],;J,*.n* 
6 _____+ 0 pour f fix6 (et uniform6menr sue (0, 

")).

Lorsque u .-> 0,

1tt
a2"\t) : ; I c,(t - s)f(t)d,seJo

rrt:; 
Jo 

G'(r)f (t)dr

f*m: Jo G(r)f (t)dr - fn** G(r)f (t)d,r
q

: fi(0; -A)f (t) + G"(t)R(O, A)f (t);

G"(t)n@' A)J'(t) -*-+ Q uniform.menr sur [6,7] (0< d < T) et u2u(t) ---+R(0, -A)f(t) uniform6ment sur [d, fl de sorte que l,on a bien d,apr6s (2.i,1)

liml ,* Gr(t),us:0 dans X :

,IY*r:i& II""$) -,(e)ll, : s

Avec a(f) : B(0, A)f (t)donc solution de Au(t): f (t) tr
Th6or6me3.B

soit (--'4) le g6n6rateur infinit6simal d,un semi-group e {G(t},f > 0} de
classe ,' dans l'espace de Banach x.onsuppose qu,il existe p,, {p { *ootel que

f+*
J, llc@lli S +oo (2.18)

frouver derx constantes M et p telle que {G(f)}v6rifier

(3.12)

Alors on peut

(:3.4).
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z) .Montrons d'aborrl arto {21 e\ :--- r.
c(x) c,est- d-dire , 

'otd Qu" (3'13) implique que t ---+ G(t) est born6e dans

{il existe M2 constante ts 0 tulle quel. llc(r)ll <Mz,r>o
Tout d'abord , le semi _groupe 6tant de classe Co :

{il 
existe a, > o et Mr ) 1 tels queL llc(4ll s Mrs,t

Nous pouvons supposer c,,r F 0.

,"rI":T"s 
que (8.13) et (3.1b) entrainement que rim6 ,* G(t)r: 0 pour

En effet, dans le cas contraire, on peut trouver x € X d > O et une suitetj 
- 

oo tels que

llc(t)nll*>d>0.
Comrne on peut choisir la suite t3 telle que fy11 _ tit j,po*rr*
Ai : fti * *,til, et notons I;: * et que les intrvalles A7 sont disjoints.Supposonsf€Aj,alors

G(t)r:G(tt-t)G(t)x
dtou

6 < llc(t)nll, < llc(r) nllx rwtexp(r_,,(ri _,)) < llc(t)rll* Mp
et

(3.14)

(3.15)

llc(t)rll*, h (3.16)
Alors
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f +oo

J, llc(t)llidr > I / trcG.'x*"- ? Jo,n't4ill n,, (*)'f t: *oo.
J

Ce qui contredit (8.1g).

Ait'"i rs*G(t)r:0 pour tout r e x et on en d6duit (8.14).
ii) Consid6rons l,op6rateur lin6aire ,g :X __+ ,e(R+;X), d6fini par :

Sx: 91.1* : t __+ G(t)x.
De (B'18) , ' 

resulte que re domaine de ,s est x et est facile,e Jil3que ,S est ferm6.
Alors du th60r6me du graphe ferm6, il resurte que ,g est born6.Donc, ilexiste une constante Mt telle que

/ f+* r"1(/ ilG(t)ilT*)' ,
Soit alcrrs p tel que 0 < p < M;t
Posons :

comme 
t,(p) : sup(s; llc(tlrllr 2 plbllxpours e[0,rJ). (8.1e)

ffiffi'" ----+ [ quand r ---+ *oort*(p) est fini pour chaque r e x.
t'(p)f ll"ll'x s fi"(d ilc(t)xl!, dt s f** llc(t)rll* dt < M,p 1t*ll!, .

d'ou l'on d6duit

t,(p) S (Y\' :^
PourtFd6,o'a \P /

M'll*llx pourrout reX (g.18)

, M2 dlfini en(J.14).

(2.20)

llc(t)rll, < llc(t - t'(p))lllrc(t'(p))xil* s Mzpilrilx : tt lr*ilx (8.21)



SqCHAPITHE 3, COMPAKrcAIENT ASYAIPTOTIQUE DES SOLUTIONS POUR?-*+ -I-ou0<0<t.
Soit t1 fix6 ) fo et soit S _ ntr*,g ou 0< S S t1; alors on d6duit de(2.20) * (2.21) :

!!G(t)il < llc(")ll .llc(nt1)l! < Ar2llc(till, { Mzgn: Mzexp(nros€)

S (Mr**p(- Iog0)) u*p(* ros0) : M exp(_ 1tt)
ou t\[ : Mzg-t et 1t,: _* loef > 0.
d'ouL le th6or6m6...n
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