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Introduction

Les mathématiques sont considérées comme des sciences exactes qui re-

groupent 'algébre, I'analyse et la géométrie.

La théorie des semi groupes d’opérateurs linéaires sur des espaces de

Banach devient un outj] indispensable dans beaucoup de problémes de ana-

lyse moderne tels que : équations aux dérivées partielles équations intégro

différentielles,équations d’évolutions de la chaleur,d’onde et de schrodinger.

Dans le premier chapitre,on expose des résultats qui seront utiles par la

suite telsque :

Les espaces L” formule de Green, transformation de Fourier, théorie des

semi groupes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons le laplacien sur un ouvert de

R™, et on choisit comme un exemple le laplacien de Dirichlet et le laplacien de
Neumann qui engendrent des semigroupes fortement continus.Nous terminons

ce chapitre par I'etude du laplacien dans .2 (R™).

Dans le troisiéme chapitre, nous etudiont le comportement assymp totique

lorsque t tend vers I'infin; d’un probléme d’évolution défini par un opérateur

générent un semi-groupe fortement continu.
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Chapitre 1

Notions fondamentales et
définitions

Dans ce chapitre, on rappelle les définitions de base et on donne quelques

notions fondamentales.

1.1 Les Espaces J?

Définition 1.1
Soit Q2 c R™ un ouvert nom vide , soit p € R, avec 1 < p< o0

on définit 'espace normé -

PO ={f:0— R, f mesurable et IfIf € LI(Q)}

I, = | [ d:vf

Définition 1.2 On définit:

de norme :

{ [ 12 — R, f mesurable et 3 une constante tq: }
L®(Q) =

[f(2)| < cppsur O

1
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et on note:

I/l = inf {c ; 1f(2)] < ¢ pp sur 0 .
Définition 1.3 On définit -

o[ TR Gen(Q
e N VQ Cc compact,.

Définition 1.4 On définit:

D (Q) {QOSQ%)RiQOECCOO(Q)

et supyp C O}
= ()

1.2 Dérivée Faible
Définition 1.5 Sojt [ € L, (), soit j = 1,2, n.

Une fonction ¢ ¢ L},.(9) est appelée la j’éme dérivée faible de f
(dans §)) s :

-/ijgod:cz/ggodx, Ve € D(Q).
0 0

1.3 Espace de Sobolev

Définition 1.6 Soit keN,1 <p<o
L’espace de Soboley Wk (£2) est définit par :

WPk Q) = {f e I7(), D*f existe et Df € LP(2),Y|a| < k}.

o o = {al,ozg...ozn} € Nn, ’Olf =01+ ay+ ... + ay,
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L’espace de Soboley WPE(Q) muni de 1a norme définie par:

I f i, (@) = [ > HD“pr] P 1<p<

0< |a| <k
et

1S Moo (@) = max D% £l

0<a<k
est un espace de Banach,

1.3.1 Espace de sobolev d’order 1

On appelle espace de sobolev d’order 1 Pespace H'(0) tq :

H\Q) = {f e 12(), % € LYQ),i =1.n}.

On le munit d’un produit scalaire:

~Bf B
<f,g>=[)(f-g+;a~£'a~i-

La norme correspondante est :

1 ey = /(£, £)

(o)
1.3.2 Espace de sobolev H}(Q)

Soit  un ouvert borné regulier de classe 1,

On note H}(2) 'adhérence de D (©2) dans H!

(€2) au sens de la norme
[I-ll;.5 et on écrit

Hy(Q) = {v e HY(Q),v=0 surdQ}.
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Théorémel.1

Si §) est un domaine de classe C™"m>11< p < oo,alors C™Q) est
dense dans Wm» (€).

1.4 Formule de Green

Définition 1.7 Soit £ un ouvert borné de classe (1.
Pour tout u € C2(8)) et v ¢ CHQ) , on a:

/QAu(x)v(x)d:czfr627(;6)17(@0335—/QVH(:E)VU(:E)dx

telle que:

u — Vu(z)n est la dérivée normale.

1.5 Transformation de Fourier

Définition 1.8 La transformé de Fourier de f(x) € L*(R) est définie

par la l'expression:

OO =10 = [ e iayas
et on dit que f (€) est la transformée de Fourier de f(z).

Définition1.9 Soit f (§) € L*(R), la transformée inverse de Fourier
de f(£) est définie par:
. 1 b
FUN@ = 1@ = 5 [

™

Un des but de I'analyse transformationnelle est de representer certains

opérateurs d’une facon simple

FF)(E) = / e f1(0)da
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=@+ [ i (apae

=1EF(f)(€)

de méme facon, on vérifie que:

F(™)€) = Geyrr(r)(e)
La convolution est une autre opération qui survient dans Panalyse

transformationnelle

Définition1,.10 T convolution de f et g noté f x g est définje par la

formule:
F*9)@ = [ 16tz - y)ay (L)
R
Téorémel.2
Sifgel? (R)
F(fxg) = F(f)F(g) (1.2)
F7Y(fxg) = 2r(F ) (F-1g) (1.3)

1.6 Semi Groupes

1.6.1 Semi groupe fortement continy
Définition1.11 Soit X up espace de Banach ;et (T(t))t > 0 une famille

d’opérateurs linéaires bornés de X dans X

T@): X — x

u— T(t)u
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est un semi groupe si :

i)Vt >0, T(t) € L(X).

@)T(0) = Id.

W) Vs, t € R, Tt+s) = T(t).T'(s).

Si de plus :

w) Yu € D(A), lim o, T(t)u = .

Ce semi groupe s’appelle semi groupe fortement continu, ou de classe Cs.

1.6.2 Générateur infinitésimal

Définition 1.12 Sojt (T'(t)): soun semi groupe fortement continy.
L’opérateur A - D(A) ¢ X, définie par:

D(A) = {u € X,3 lim M}

t—s0+ t

Au = lim T(t)u —u

t—s0+ t

, ¥ € D(A).

S’appelle le générateur infinitésimale d’un semj groupe 7' (t).
On a la notation:

Tt} tom gt

Proposition1.1
Soit (T(t))+>oun semi groupe fortement continu sur X ,alors il existe deux

constantes réelles, M > 1 et w € R telle que :

IT@ < Met

Si:

w=0,[[T®)| < M, T'(t) est un Cy semi groupe unifofmement bornée.
i:

w=0,M<1,|T@)| <1, T'(t) est un Cysemi groupe de contraction,
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Lemme 1.1

Soit (T(t))e>0 un semi groupe fortement continu,et A4 sa générateur infinj

tésimal. Alors -

Vu € X, C%T(t)u = AT (t)u = T(t)Au. (1.49)
1.6.3 Théoréme de Hille Yosida[Pazy 1.3]

Ce théoréme donne la condition nécessajre et suffisante pour qu’un opérateur
linéaire le générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement continu dans

un espace de Banach.

Théoréme 1.2
Soit 4 un opérateur linéaire définje dans un espace de banack.

A:DA)cX — x

Alors les conditions nécessaires et suffisantes pour que A soit le générateur

infinitésimal d’un semi groupe fortement continu de contraction sont:

i) A est ferme.
1)D(A) est dence dans X
149) 0, + o[ C p(A) et IRA(A)]| < 5, VA€o, + o0

telle que:
RA(A) = (AT — 4)~1 est Vopérateur résolvant de 4.
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1.6.4 Probléme de Cauchy Abstrait

Probléme homogéne

du(t)
= ) ,t >
x A0t >0 (15)
u(0) = y,
Soit A le générateur infinitésima] d’un Cy semi groupe T (¢),
Le probléme ( 1.2) admet une solutiop unique u(t) exprime sous | forme :

w(t) =T (t) uo
Probléme nom homogéne

= Au(t) + £ (1.6
Avec A est e générateur infinitésima) d’un C,

o semi groupe 7'(¢).
Si u(t) une solution de (1.3) , alors u(t) se presente par :

u(t) = T(t)ug + —étT(t —8)f(s)ds.



Chapitre 2

défini dans certains eéspaces de Banach est up générateur infinitésima] d’un
semi groupe fortement continu.

2.1 Le laplacien

Définition 2.1 pour f € C*(1),on définit Je laplacien A f par:

Af =3"D2f, ow prp=2/
Jj=1

(52.’.&']' )
On définit le laplacien faible comme suit:
soit f e L} (), g € L1 (£),0n dit que:

Définition 2.2
loc

Af = g faiblement Si:
/Aupfdx = /gagdx,pour tout p € D(Q).
Q Q

et dans ce cas, on écrit

Af = g faiblement sur 0 ouldans D/(())

9



10 CHAPITRE 2. LE LAPLACIEN SUR UN OUVERT DE RN

2.2 Opérateur dissipatif
Définition 2.3 Sojt H un espace de Hilbert de dimension infinie et
At ey JT

Un opérateur linéaire A se nomme dissipatif s -
Re (Au,u) <0,Vu e D (A). (2.1)

Définition2.4 Un opérateur A: H — ff s’appelle m—dissipatif(m=maximal)
si:

A est dissipatif et
(1 = A)est surjectif.

c’est & dire si:

i) Re (Au,v) < 0.
W)V € H Ju € D(A),u — Au = v. (2.2)

Définition2.5 Un opérateur A sur H est appelé symetrique si :

(Au,v) = (u, Av) , pour tout u,v € D(A).

Lemme 2.1 :
Soit A:H — H un opérateur m-dissipatif, alors A est un opérateur

fermeé.

Preuve

Soit {u,} c D(A);up, —> u, Au, — o,
et on montre que :y € D(A) et v= Au.

donc:
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un—Aunz([—A)un‘)u-v‘

comme: (I — A)™! gt continu alors;

mlu—mﬂmwnmg=u—@*@—m

n—oo

c’est & dire
u=(I~A)" (u—q) (2.3)

Ceci montre que :

uED(I—A)zD(A)
el —Au=1y—y
= Au =y,

On conclut que A4 est fermeé...7

Lemme2.2

Si A est un opérateur m-dissipatif salors A est a domaine dense.
Preuve

On utilise le raisonnement par I'absurbe,

On suppose que An’est pas de domaine dense,alors il existe Uy € D (A)l

telle que:
Vu € D(A) : (u, Ug) = 0 (2.4)
comme A est m-dissipatif, alors il existe u1 € D(A),telle que:

U — Auy = uy (2-5)

On prend le produit scalaire de (2.5) avec Ug :

<U1 = Aul, u1> = (. (26)
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Puis on prend 1a partie réelle de (2.6) :

Re (u; — Aug, uy) = 0,

<’LL1, U1> — Re <AU1, U1> =0

Comme :
Re (Aul,ul) <.
Donc :
<U1, U1> = (.
On déduit que:
ur =0

et par (2.5),0on obtient:
uo = 0,contradiction.

donc A est 3 domaine dense...[]

Proposition2.1 ;

Soit A un opérateur dissipatif sur H »Supposons qu’il existe \ € k,
Re X\ > 0,telle que : (A — A) est surjectif, X\ € p(A)

alors ||R(u, \)|| < 1.

Preuve
Soit A € p(A),u € D(A), \u — Ay =y,
puis :
Re) |[ul® = Re (Au, u)
= Re (Au+ v, u)

= Re (Au,u) + Re (v, u)
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< Re (v, u) (2.7)

On utilise I'inégalité de Cauchy Schawrtz
(2.7) devient :

ReA [lull* < Jful| [v]]
= Reluf| < Jlo].

>l < g bl ®eAz0) (o)

Comme (1 — A)y = v, (2.8) devient :

17— 4 ol < 2 oy

Donc :

(7 —4)71) < 7 = R, )| < Fex> VA €0, 400] .07

Remarque2.1
par le lemme 2.1, lemme 2.2 et proposition 2.1;0n conclut que la condi

tion pour que A soit le générateur infinitésimal d’un semi groupe forte

ment continu de contraction est A est m-dissipatif.
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3 Le Laplacien de Dirichlet

Définition 2.6 Oy définit Iopérateur 4 sur L*(Q) par
D(A) = {fe Hy(),3 g ¢ L*(Q), tq Af =g faiblement} (2.9)

Af =Af
on note A par: ¥+

L'opérateur A s’appelle le laplacien de Dirichlet.

Théoréme 2.1
L’opérateur A est définit par (2.9) est un opérateur dissipatif auto adjoint,

Preuve
-Montrons que A est dissipatif
Soit u € D(A),comme v € H}(9Q),il s’ensuit que:

pour v € D(Q) :
(Au,v) = —/ VuVudz, vy € D(A) (2.10)
ol

soit v € H}(1) quelconque.
comme:
H;(€2) = D(Q) dans HY(Q).

Alors:
I(vn) € D(Q) telleque :

lim v, = v dans HY Q).

D’aprés (2.10),0n a :

(Au, v,) = —/ VuVv,dz, vn (2.11)
)
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bassons & la limite quant n —s o -
im (Au,v,) = lim ( — / Vuvand:c) , Vn. (2.12)
N—so00 N—00 0
(2.12) devient:
(Au,v) = — / VuVvdz, vy ¢ Hy(Q) (2.13)
)
bour u = v, (2.13) devient:
(Au,u) = —/ [Vu]?dz < . (2.14)
Q

(2.14)montre que A est dissipatif,
-Montrons que A est m-dissipatif

Soit f L¥(Q), d(v) = Joy fv dz

» défini une forme linéaire continy
sur Hg(8).par le lemme de Riez:

Flu € HY(R), telle que:

/fvda:=/uv d:z+/Vu Vv dz (2.15)
Q Q 9]

Pour tout v Ce*(Q), pour tout v e H5(2), on obtient:

/fv dz =/uvda:—/Auv dat. (2.16)
0 Q 0

C’est .4 .dire:

f=u—Aqy

(2.17)
dissipatif,

(2.17) montre que A est m-

-Montrons que A est symetrique

Vu € D(A), Vv e D(Q) :

(Au,v) = —/ VuVudz
Q
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= / uAvdz.
Q

(Au,v) = (y, Av) . (2.18)
(2.18) montre que A est symetrique.

Done:

(2.14), (2.17)et (2.18) montrent que A est un opérateur dissipatif

auto adjoint.

Remarque2.2
Le laplacien de Dirichlet est un générateur infinitésimal d’un semj groupe

fortement continu de contraction 7'(¢) ; et on a Ig notation suivante:

T(t) =e™
Théoréme2.2
Siug € L*(Q),alors I'équation:
Ut) = Au(t)
{ A (2.19)

admet une unique solution:

u(t) = T(t)ug

Preuve

Sion prend :A = A et X — L?(€2);donc le probléme (2.19) prend la
forme :

Cad :

{ at —Au(t) =0 (2.21)

U(O) = Ug
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Pour montrer que (2.21)admet une unique solution on a besoin du théréme
suivant :

Théoréme?2.3

Supposons que A est m-dissj

Uo € D(A);Alors le probléme (2.21)
u vérifié :

patif dans un espace de Banach X et

admet une unique solution v telque :

Preuve

Le théoréme ( 1.2) et le lemme (1.1) montrent que :

est une solution de (2.19).

Pour montrer I'unicité, on suppose par I’

absurb qu’il y'a deux solutions
U1, U alors :

U= Uy — uy.

et u satisfait :

& — Au(t) =0
U(O) = Up
Pour tout ¢, < 0,s0it :

B(t) = T(t)u(t — to)
D’aprés le lemme (I.1);ona:

‘_iizii) = T(t)j_?;(t —to) = T'(t) Au(t — to)

=T()Au(t — to) — T(t) Au(t — o)

=0
Donc

®(t) = c ou ¢ :est une constante et par conséquant :

D(0) = u(ty) = cet u(ty) = 0.
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2.4 Le laplacien de Neumann

Définition2.7 Soit 0 # 0 C R™ un ouvert,

On définit Popérateur:

B: L) — LX(Q)par :

(2.22)

D(B) { f e HY(Q),3g € L2(Q)tq : }

~JoVf Vo dz = Jog v dz vy e HY()
et:

Bf=g

On note B par: AY : le laplacien de Neumann.

Théoréme2.3
L’opérateur B définit par (2.21) est dissipatif auto adjoint.

Preuve
Vu € D(B),u € H{(Q),Vv € HY(Q) on a:

(Bu, v) =/Buvdx
)
= [ Auvdz
Q
=— / VuVudx
o

pour: u =wv,0n a :

(Bu,v) =—/QIVu]2dx

<0
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donc B est dissipatif.
Par (2.21),0n conclut que:

(Bu,v) =/Auvda:
o

= — / VuVudz
Q

= / uAvdr
Q

= (u, Bv)

donc B est symetrique.

Remarque2,3

Le Laplacien de Neumann est un générateur infinitésimal d’un semi groupe

fortement continu de contraction 7'(¢) ; et on a la notation suivante:

Tt} =%
Remarque2.4
Si ug € L2(0),alors Iéquation:

{ o 2u 229

admet une unique solution:

u(t) = T(t)u,
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2.5 Semi groupe engendré par Je laplacien
dans L?(R") .
Si: X = [2(R)

Soit I'équation d’évolution suivante :

ﬂt(‘f: t) = ﬁwm(f; t)
= (—i&)ﬁﬁ(g, t)

ﬁ‘t(é‘r t) — ‘62

(€, t)
In[4(¢,2)] = —¢% + &

W(§,t) =exp (—§2t) &

pour trouver % :
U, t) = ag(¢) =k
donc :
W&, 1) = do(¢) exp(—¢2t) (2.25)

Le second membre est le produit de deux fonctions de &;donc sa transfor
mée de Fourier inverse de (2.25) sera une convolution :

uTH(a(g ) = = (ito(€)) F~ (exp(~¢2t))

1 /= 2
— —_ —_— == t
Ug * Tl exp(—¢&%t)
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+oo ]
S N L
—[Oo uo(y)zﬂ.\/;exp( )%

L [T oy
=53 [ e T

T +o00 —(r — y 2
= \/m/ eXP((T))Uo(Z/)dy
—00

u(z,t) = \/%/_ ooexp(Lél;y)j)uo(y)dy (2.26)

1 ex —1-2
N7 e v

U(.’L', t) = Kt * Ug

c’est & dire:

posons:

Ky(z) =

(2.25) peut écrit comme suit:

Théoréme La famille d’opérateurs {T'(t)},5 définie sur X par :

(7 — )2
exp(#)u(y)dy, t20etT(0)=1 (2.27)

T(t)u (z) = (4rt) 7 /

R

est un semi groupe.

Preuve
Remarque

Le semi groupe définit par la formule(2.27) s’appelle semi groupe

Gaussienne.

Deéfinition 2.8 On définit Je laplacien de Dirichlet dans J 2 (R™) par:
Ay = AR, telle que:
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D(Ay) = {u e H! R™) : Au e 1.2 R")}
= Y
Au = A,y

A; s’appelle le laplacien dans 7,2 (R™).
Ona l'exemple suivante -
Exemple :

Soit I'équation d’évolution suivante

{utzaumﬁ-f(u),xeR,OStST

u(2,0) = w(s) 7 cR (228)
Oua > 0 est une constante et Ue€X, X={ueC, (R,R), u est bornée}
muni de la norme sup,i.e.||u]| = sup [u(z)]

-La fonction f vérifie
1 fe C(R,R), f(u) € X, pour tout u € X

Il existe une constante % 2 0 telle que:

IIf (u) - f)| <k lu - v|| ,pour tout uv€EX

(a) Montrer que (T(t))tgo définie par:

Tt —=

+Doe p(_(x - y)z)u(y)dy I1>0etT(0)=1
Xp(——2L e =
Vdart /_oo 4at e

est un semi groupe fortement continy sur X.

(b) On admet que le générateur de (T(t))t20 est 'opérateur Adéfinj par :

Au = au,,,

Donner la définition d’une solution mild du probléme(2.28).

(c) Soit I'espace de Banach ¢ ([0,77; X)

des applications continues de
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[0, 7] & valeurs dans X muni de I norme :fuf| = SUPye o4 [|u]] .

On définit Papplication # . 07X s & (I0,7]; X) par:

u(t) = T(t)uy + /tT(t —8)f(s)ds.

0
Appliquons Je Principe duy point fixe pour montrer que (2.28)posséde une

solution mild locale unique.
Preuve

(a) i) T(t) (t >0) est un opérateur linéaire définie gur X.

En effet :

T +a(e)) = i e expetety (0 un(2)) dy

= Ve [fjo? exp(=

(4-ty)2)u1(:v)dy+f_+ exp(=% (m y) )uz(a:)dy]

Viems S (2, @)y 1 Vo Lo exp(Z2) 1 (1)
=T()ui(z) + T(t)uy(x)
O @u(@) = Zo [72 exp(=02) () dy
= Vi [ oo exp(=E2) (u(y)) ay
= a(T(t)u(x)).
)T (t) est bornée :

[T(t)u| < 2\”71;'-177 iy exp(—% (w y) )y (u€ X = 4 et bornée)

Soit le changement variable:

¢ —Z+y
 at
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[T(t)u| < \,/!\%—/_:o [exp (—52)} {2\/54 73

amt
<l ([~ o (-] - v7)

i) T(0) = J.
) pour t, s > (

—(z —y)?

1 —00
T(”S)“:m/_m =P (mr)“@”y

Posons: K (y) = ﬁexp (ZT-”:)
Alors: T(t)u(z) = K, u (z) (produit de convolution) .

Done: T (t + s) u (z) = Kiis*xu(z).
On a alors: T (¢ + s)u(z) =T@E)[K, *u (z)]

= K; x [K, % u(z)]

= (K¢ * K,) x u(z)

cad,pour montrer que: T'(¢ + s) =T(t)T(s), il suffit de montrer que:
Kt+s = Kt * Ks

et seci équivalent a:

1 —(z)® )
2\/ wa(t+s) = (4‘1(“‘3)

L 1 ™ (@ —(x—y)z\)
= e — | dy. 2.2
2V mat 2+/mas /_oo eXp( dat | P 4das g y (2.29)
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On a:
o0 2(t+5)—2 @
I exp ( --L +s)4at:$y+“’ t) ay (c’est le second terme sans le facteyr constante)

= exp ( 47m>) ‘/‘+°° exp [ 42:-; (y2 - i&-i.zy)] dy
= exp ‘4%25') ffs exp [ t:ti (v - t+s) T ey 4asiis)] dy

z2 S T 2
= exp —~> (4a.s(t—ti-s)) f exp[ t+ (y — t~Tts de

S ¢ =y at
posons: ¢ =y i

2
o8 [~aiis] T ewn [ 4226

=ew [z [_ (@gﬁ] a

posons: 5 = Vi Lise

4at5

T {e"p [‘ﬁﬂ” Vs J12 exp (—n?) dy
o ants
T dex p[ Ta(er s‘)] Y e

pour montrer (2.29) on a besoin seulement de vérifier:

1 am

. ts 1 1
\Ana(t+s) 2\/ t+s \/drat /anas

w) limy, IT(t)u —u) =0

on a:

1
wat

/+°° exp [— 2 y)] u(y)dy —u (z) (2.30)

T(t)u(z) - u (z) = T

Soit le changement de variable suivant :
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e
N |

|
B

(2.30) devient

T(u(z) —u(z) = % [:oexp (=) u (:r + 2\/555) dg§ — u(z)

comime :

u(z) = %[:oexp (- u (x + 2\/a_t§) d¢

comme u est uniformément continu :

V020,02~ <§=— [u (@) —u(z)] < e
donc,pour un & donné et ¢ > 0(fixé) (2 =z 4 2\/&{)

2~ 2| = 2V €] < § cad J¢] < 5 — 3
donc :

11

7@ (@) ~u(@)] < & [ yexp(=g)? |u (@ +2v/ae) - u(2)| ag

+35 fi 2 5930 (<60 u (o -+ 24/) - ()] ¢

< 7 g <aexp (=6)*+35 Jer s sex0 (=) Ju (= + 2Vat) — u(z)| dg
<e

77 fia > 59%P (<€) Ju (2 + 2v/ate) — u ()] e
Se+ 2 s sep(—6)2ae

= |T(t)u—uf < e+ % e sexp (=€) de

bassons & la limite quant ¢ — 0%,3t; >0,t< ¢, :

_2% €] > & P (*5)2 e
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(car lim f,ﬂ > 56Xp (—€)%d¢ = 0)
cad :

Ve>0,3t : ¢ < b= |T{t)u - ul| < 2

cad:

ltiir(r} IT(t)u - ull = 0.

(b) Une solution mild est une application continu u : [0,7] —s x
vérifions I'équation intégrale :
w(t) = T(t)ug + / T(t - 5)f (s)ds.
0
(¢) 11 suffit de montrer que F' posséde up point fixe u € ¢ (Jo, T] 3 X)
1CE) = (PoON < T~ )1 A (u)) - Fru(opy e
< MET |ju — U (M = SUPg<s<p ”T(t)”)

= I(Fu) = (Fo)(t)||,, < MAT fju Vlles

par recurrence :

(M B
n!

1™ — (P <

lu =],

pour n assez grand )\ = (Ms\,T)n <1
Alors d’aprés le Théoréme du point fixe,
JlueC(o,1] ; X) vérifiant u =
U est aussi un point fixe de

Donc :

e C([o,17 ; X) telle que :

u= Fy
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cad :
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w(t) = T(t)ug + /O T(t — 5)/(u(s))ds.



Chapitre 3

Comportement asymptotique
des solutions pour t—s 4o

On suppose tout d’abord que le probléme :
du
% T+ 4G =F
dt
{ w(0) = ug (3.1)
FeC o, +o0[; X)

pour ugdonné dans X, (3.1) admet une solution forte donnée par la fomule :

v = Cl)uo+ / Gt — 5)f(s)dz (3.2)

0
On a alors le resultat suivant :

Théoréme3.1

On suppose outre les hypothése précédentes que :

Jm f(0) = fo, fuoe X (3.3)
IG(t)|| < Me—t pour tout ¢ > () (3.4)

(Metw = constantes >0)

Alors u donné par (3.2) vérifié ;

29
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Jmfu(t) — ug |, =

OU Us, est la solution de :

(3.5)

Auoo = fooa Uy € D(A)

Preuve
D’aprés (3.4) :
1G(t)uo| — 0, quant t — 4o

etudions la limite de :

u(t) = [ G(t - s) f(s)ds = kG- s) [f(5) = foo] ds + jg’G(t-s) foods

= v1(t) + vy(t).
Nous allons tout d’abord montrer que :

tlim u(t) =0

De sorte que :

lor 1. < [ G - s))f)1.7¢s) — ool ds+ [ G

(=) 11£(5) = fuoll, ds.
Et d’aprés (3.4), (3.7)

IenC)e < Z o0 (), 3 exp( o — 1) . 5S¢

(Si t est assez grand),d’ou (3.6).

Considérons maintenant :

vy(t) = /OtG(t — 8) fools = /OtG(s)foods.



Alors -

+00
0 = [0 s = R0,y = g

d’ou le théoréme.

Jfoo-

€ — 0 est le suivant :

Théoréme 3.2

Soit £ = 0 donné, et u, une solution forte de -

e | Ay, = f(t)
{ ue(0) = )

On suppose outreles conditions uy € X; f ¢ (0 ([0, +00[) que — A est 1o

énérateur infinitésimal d’un semi groupe vérifiant (3.4), de class ool
g group

Alors si 0 < § < T,on a:

lim sup ||u, — A—If(t)”X =0

S<t<T

(3.9)
Preuve
L’opérateur (—e71A) est le générateur infinitésimal du semi

-groupe
{G.(t) = G(2)} et Yon a d’aprés (34):

G < M exp(=2y)
De plus :

Ue(t) = Go(t)ug + g/OtG(t —5)f(s)ds

On peut écrire :

va(t) = % /0 Gt s) Fls)ds
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_ § /0 Ge(t ~5) [£(s) — f()] ds
+§/OtGa(t—S)f(8)dS

soit

ve(t) = Vie(t) + Vo (1);

on a tout d’abord

(@)l < X

[ - 91100 - ) ds[/X

< T [ e 11 - st i

< T e It - i,

+25up [|£(0) exp(—wr 247
tefo,t] w

d’ou :

-
el < 1 " oo} 17t —co) - s a0+ (210

0

Mr
2exp(—wr=—) sup ||£(2)],,. (3.1)
W telo
Soit 9 = 0, on peut choisir r assez grand de telle sorte que le deuxiéme
terme du deuxiéme membre de (3.10) soit inférier & £.Ce choitx réalise, on
beut prendre ¢ assez petit de maniére que le premier trme du deuxiéme de
(3.10) soit inférieur & £,

Ainsi



Vie(t) — 0 lorsque ¢ — ¢ pour ¢ fixé

(et uniformément sye (0,7)).
Par ailleurs :

Vae(t) = é /0 Gult - 8)f(t)ds

- % /0 Ge(7)f(8)dr

“+oo

= ) G(7)f(t)dr — Zﬁo G(1)f(t)dr

= R(0;-A)f(t) + G.(1)R(0, A)f(1);
Lorsque & — 0,
Ge(t)R(0, A) f(t) — 0 uniformément sur [5, 7]

(0<8<T)et al(l)] =<
R(0, —A) f(¢) uniformément sur [4, T

de sorte que 'on a bien d’aprés (2.11)
et

lim, ., Ge(t)up = 0 dans X -

Jim_ sup Jlus(t) = u(t) = 0
TUOs<t<T

(3.12)

Avec u(t) = R(0, A) f(t),donc solution de Au(t) = f(t) O

Théoréme3.3

Soit (—-A) le générateur infinitésimal d’un semj-

groupe {G(t),t > 0} de
classe C° dans I’

espace de Banach X.0On suppose qu’il existe p,

1<p<+0
tel que

/ e < +oo (2.13)

Alors on peut trouver deux constantes M et u telle

que {G(t)}vérifier
(3.4).
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i) Montrons d’abord que (3.13) implique que & — G(t) est bornée dans
L(X) cest- a-dire :

{ il existe M, constante > 0 telle que
GOl < My, ¢ > 0

Tout d’abord , le semi -groupe étant de classe (70 -

(3.14)

il existe w > (et My > 1 tels que 3.15
IGE < Mo (815)

Nous pouvons supposer w > ().

Montrons que (3.13) et (3.15) entrainement que lim; o, G(t)z =0 pour

tout x € X.
En effet, dans le cas contraire, on peut trouver z € X,6 > 0 et une suijte

tj — o0 tels que

”G(tj)'x”x >4d>0.
Comme on peut choisir la suite tj telle que bivi —t; > le,posons
By = [tj -1 tj] ; et notons A; = % et que les intrvalles A; sont disjoints.

Supposons ¢ € A;, alors

G(t,-):c = G(t] = t) G(t)ﬂ?

d’ou

< IGE)2lx < |G@)2|, My explw(t; — 1)) < |Gtz Mye

et

1G(t)z] x > ML (3.16)

1€

Alors
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/0 b le®lza> ¥ /A lewizar> (Mile)ngjz i

J
Ce qui contredit (3.13).

Ainsi Jim G(t)z = 0 pour tout & € X et on en déduit (3.14).
—00

ii) Considérons Popérateur linéaire § X — LP(R*; X ), défini par

Sz=G()z:t — G(t)z.

De (3.13) , il resulte que le domaine de § eg
que S est ferme.

Alors du théoréme dy graphe fermé

; 1l resulte que S est borné.Dong, il
existe une constante M’

telle que

( /0 +°° ey dt) < lellx pourtour zex (38

Soit alors p tel que 0 < p <
Posons :

M3, M, défin en(3.14).

() = up(S; G Wallx > pllal pours € o,77).  (3.10)
Comme

1G(t)z|l, — 0 quand { — 400, ¢,

(p) est fini pour chaque z € X,
De plus

(o) il < 379 G (t)e] y dt < o NG @l de < M|

|z]I% .
d’ou l'on déduit

MI P
mms(—J - (2.20)
p
Pour ¢ > t5, on a

IG@=]l, <G — ta(p)))] IC(t(p)all, < Map |l2]|, = 5 Izl (3.21)
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oul<pAB<1.

Soit ¢, fixé >ty et soit ¢ — nti+ 8 ou 0< § < iy
(2:20) - (2.21) :

IGOI <G 6t < M, |

alors on déduit de

IG(t)|* < Mpp™ = M; exp(nlog B)

< (M3 exp(— log 8)) exp (£ log ) = mr exp(—put)

ouM = MB8™! gt b= —%logﬁ > 0.
d’ou le théorémsé...[]
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