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Introduction

En mreth6matiques, plus pr6cisement en calcul diff6rentiel, une 6quation aux

ddriv6es partielles est une 6quation dont les solutions sont les fonctions incon-

nues'u'6rifiant certains conditions concernant leurs d6riv6es partielles.

La mod6lisation d'un problbme r6el utilise les lois de la physique (m6canique,

thermodynamique, 6lectromagn6tisme, acoustique, etc. ). Ces lois sont, g6n6rale-

ment, 6crites sous la forme de bilans qui se traduisent math6matiquement pa,r

des Equations Diff6rentielles Ordinaires ou par des Equations aux D6riv6es

Partielles.

Les 6quations aux d6riv6es partielles interviennent dans beaucoup de domaines :

O

@

@

Fln chimie pour mod6iiser les r6actions,

En 6conomie pour 6tudier le comportement des marchds,

lln finance pour 6tudier les produits d6riv6s (options et obligations).

Les 6cluations aux d6riv6es partielies sont un sujet de recherche trbs actif en

math6matiques et elles sont d" I'origine de la crdation de beaucoup de concepts

math6matiques comme, par exemple, la transform6e de Fourier et la th6orie
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des distributions.
Parmis r:es EDP, on va traiter la plus simple d'entre elles, b, savoir ,,lrdquation

de transporttt.
L'origine de cette 6quation est trbs vari6e. Elle provient principalement de
la physique et sert d d6crire des particules neutres comme les neutrons et les
photons.

Le plan de ce m6moire est le suivant:

e Dans le premier chapitre, on donne une introduction sur le sujet.

@ Dans le deuxibme chapitre, on traite l'origine physique de l'6quation
de transport et son aspect math6matique ainsi que quelques exemples.

@ Da,ns le troisibme chapitre, on traite tous ies aspects de l'6quation de

trer,nsport plus particulidrement : sa d6finition, ses diff6rentes types. En-
fin, on aborde sa relation avec l'6quation des ondes.

@ Dans le quatribme chapitre, on traite les grands problbmes qui sont li6s

A, cette 6quation, i, savoir : le problbme de Cauchy et le problbme
aux limites.

@ Finalement, dans le cinquibme chapitre, on traite la mod6lisation de

certains ph6nombnes physiques par cette 6quation.

Directeur : Mr Hitta Amara
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ffi2
Origine et exemples de 1'6quation de

transport

2.L Origine de l'6quation de transport

Consid6rons un fluide, coulant avec une vitesse 'u, dans un tube mince et droit

dont la section transversale sera not66 A.

Supposons que le liquide contient un contaminant dont la concentration i la

position r i, l'instant f sera d6sign6e pat u(r,t).

A l'instant t, la quantit6 de contaminant dans une section du tube entre des

positions, n1 et 12 est donn,6 par l'expression :

f :xz

I u(r,t)Adr: quantitd de contaminants dans (r1, 12) i, I'instant i.
Jnr
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A d,la F,osition r, la quantit6 de

dant I'intervalle de temps allant
contaminant qui coule i travers un plan pen-
detlA,f2:

ftz
l' uti,r,t)Audt : quantit6 de contaminant s'6coulant d travers un

JL'
p.[an en position r, penda"nt l'intervalle (tr,tz).

L'6quation exprimant un 6quilibre mat6riel pour ie contaminant peut 6tre
6crite cc)mrne suit :

l*'," 
uO,tz)Ad,u : 

l*",' 
u(n,t1)Ad,r *

.1,",' 
urr,t2)Ad,r - f,"," 

u(r,t1)Ad,r: 
l,'," f',' 

urul*,t)Ad,td,r.

l),' 
u(,,,t)Aud,t - l:: u@2,t)Aadt

C'est-i-riire :

la quantit6 de contaminant dans la section (q,nz) i I'instant tz est 6gale A,la
quantit6 de contaminant dans la section (q,nz) ),l'instant t1, p.lus ia quantit6
de conta,minant qui coulait d travers Ie plan en position 11 penda.nt I'intervalle
de temprs (tt,tr) moins la quantit6 de contaminant qui coulait i bravers le plan
i, la position ,2 pendant l'intervalle de temps (tr,tr).

Bien entendu, cette 6quation est bas6e sur I'hypothbse selon laqueile il n'y a
pas d'au.tres sources de contaminant dans le tube et il n'y a pas de perte de

conl;aminant d travers les pa,rois du tube.

Le t,h6orbme fondamental d'analyse implique que :

et

l)," 
u(*,,t)Aud,t - l:' u(r2,t)Aud,t

ftz f*z
---l | 0,u(n,t)Audrdt.

Jt, Jx,,

Directeur : Mr l{itta Amara
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9gI par l,Equation de Tbansport

En cornbinant ces rdsultats avec l'6quation du bilan on obtient :

f" f" ^, ft, f*, ^| | 0{u(r.t)Aldtdr+ | | 6,[u(t.,t)Au]drdt:0
Jnt JU Jt, Jrt

si nou,s supposons que cette 6galit6 vaut pour tous les r €]q,r2[ dans le
tube et pour A, chaque intervalle de temps ltr.,trlet si lafonction u(r,t) et ses
d6riv6es partielles d'ordre un sont des fonctions continues de r et t, il s'ensuit
une propri6t6 6l6mentaire des fonctions continues qui est :

O{u(n,t)Al + 0,lu(n,t)Ar.r] - 0 pour tour (s,t)
Si la v.itesse u du fluide et la section transversale du tube,4 sont des constantes.
alors c'ette 6quation est r6duite d :

O1u(nrt) + u0.u(rrt) : g pour tout (*,t)
C'est "l'6quation du transport,, en une dimension.

2.2 Quelques exemples de I'EDT

1. L'r5quation de Vlasov :

Supposons que la variable est un couple position-vitesse (2, u). une densit6
u(n,u,tl) de particules soumise ), une force U(r,l) v6rifie l'6quation :

Btu * a . V*u * U (n,t) . y"u : o

C'est bien une 6quation de transport car si on 6crit A: (At,yz): (n,u) et
B (A, t) : (u,U (r, t)) : (yr, U (yt, t)).
On peut rd-6crire l'6quation pr6c6dente sous la forme :

1tu(a,t) + B . yuu(A,t) : O

Directeur : Mr Hitta Amara
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On remeurquera par ailleurs que :

divrB:div,u*div,U:0

Ce qui ilnplique que l'6quation de Vlasov peut aussi 6tre 6crite sous la forme
conservative :

0p t div,(uu) + divn(U(q t)u) : g

L'6quation 6crite ici est une 6quation de Vlasov lin6aire, mais dans les cas
physiquement intdressants (moddlisation d'une galaxie ou d'un plasma).
Le cham'p de force U d6pend aussi de la distribution u des particuies sous ]a
forme d'une dquation de champ moyen : la force d6pend de toute la distribution
des particules via une formule du type :

frU(r,t) : | -V P(r - a)pfu,t)da avec p(a,t) : I u(a,z,t)d.zJJ
oir P est le potentiel d'int6raction entre deux particules, et p est la densit6 en
position "uniquement 

[1].

1. l,'6cluation d'Euler incompressible :

Elie mod6lise un fluide incompressible en mouvement. La densit6 d'un fluide
inconlpressible reste constante, et on s'int6resse a,lors au champ de vitesse
u(r,t) du. fluide. Celui-ci v6rifie 1'6quation :

or) p : cl6signe la pr6ssion (que I'on peut voir comme un multiplicateur de

Lagrange pour que la condition divu : 0 soit toujours v6rifi6e au cours de
l'6volution). L'op6rateu, I .y d6signe la d6riv6e dans la d.irection ? et
s'6crit : fi?'V)u : loua06u. Pour l'appliquer d un vecteur, on l'applique
ind6pendramment i chacune des composantes.

Directeur : I{r Hitta Amara

Iu,t+(?.v)?:-vp
)an-t -a
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qui est 6galement une 6quation de champ moyen [1].

c'est une 6quation de transport nonlin6aire, ra vitesse ? etant transport6 par
elle-m6me.

un cas particulier int6ressant est re cas de ra dirnension deux, of si le domaineconsid6rd est I'espace tout entier, on peut 6crire une 6quation scalaire sur lavorticit6w:}zut-0fl2:

Ota * u(r,,t). Var : o

a(u,t) : I ffiw(s,t)d's

11
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Directeur : Mr Hit;ta Amara
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Chapitre J --l
Equation de transport

3.1 Equation de transport et exemples

Une 6quation de transport est une 6quation aux d6riv6es parbielles ]in6aires du
premier ordre la plus simple de type hyperbolique.

Elle permet, dans certains cas, de g6n6raliser les m6thodes de r6solution des
dquations diffdrentielles ordinaires. Elle r6git, entre autres, le comportement
d'une quantit6 d6pendante du temps f et d'une variable z (qui peut-Otre une
position, une vitesse, un couple position-vitesse ou bien d,autres choses en-
core...) appartenant i un domaine de lR".

suivant que le second membre est nul ou non, les 6quations de transport sont
s6pa.r6es en deux types; d savoir :

0
@

Les dquations de transport homogbnes.

Les 6quations de transport non homogbnes z.e. avec second membre.

i3
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cette 6quation qui sembie 6tre simpre, i premiEre vue, pose des difficutt6snum6riques consid6rables qui fait toujours l'objet de recherches actuellement(il s'agit notamment de savoir calcurer ra sorution sur des temps trbs grands).

3.1.1 Equations de transport homogbnes

soit e € nR*, I'6quation de transport homogdne de prernier ordre s,6crit sous raforme :

off{,,q+b$(n,t}:s

Si l'on po$o u: ffiiec & I 0, alors l,r6quation de transport devient :

Ou. Ou
d\*,t)ru*(n,t):g

ou:

o La fonction cherch6e est rz : R * lR.+ _+ lR..

r rr est une fonction de |espace cj(rR*R+). En physique, c,est ra vitesse
,de pr,opagation associ6e i, l'6quation, au point r i, l,instant l"

Pour simpU.fier la notation posons :

Au,
i@,t): otu(r,t) et ftC,t): o*u,(r,t)

Le problbm,: se r6duit, alors, d, trouver t,l qui v6rifie :

(3 3)

Directeur : Mr Hitta Amara

(3 1)

!
&

(s 2)
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Dans le cas g6n6rai, c'est-a-dire en dimension sup6rieure, l'6quation de trans_
port se pr6sente sous la forme :

01u(r,t) I uY*u(r, t) - 0 V, > O, Vz € R",

Posons

. u(n,f) d6signe, dans le sens physique, la vitesse.

Directeur : Mr Hitta Amara
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(3.4)

3.r-2 Equations de transport avec second membre

Dans le cas bidimentionnel, les EDp avec second membre peuvent s,6crire sous
la forme g6n6rale suivante :

(3 5)

Pour r t= o c JR', supposons que la fonction a(r,t) est non nulle partout sur
f,), alors:

ldr.t\
ffi: u(n,r) € lR', 1'6quation devient :

a(n, t) E2u (*, t) * b(n, t) 0 *u (n, t) * c(n, t) u(n, t) - d,(n, t)

op(u,4 * W\'B*u(r,t)
_ d(n,t) - c(n,t)u(u,t)

a,(r,t)
f (u,n,t)
a(u,t)

Elu('n,,t) * a(n,t) . O*u(n, t) : f (u, nrt)
V, > O,Vr € lR.a(r,t)
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f (u', r,t). ++ : Dtr,t) est la d6riv6e directionnelle de u dans le sens de iaa(n.tl
-.:*,.-^^'-.r- *rvrLUsD\j U\J"1 L J.

Nous verrons que I'on peut envisager de Ia m6me fagon des EDP lindaires du
prernier ordre dans des espaces de dimension sup6rieure en consid6rant que la
variable :r € IR', on obtient alors une forme plus g6n6rale qui est :

'01u(n,t) + u(n,t) -Y*u(a,t) : D(n,t) Vt > 0,\'aa ( lpn

(3.8)

3.2 .M6thode des caract6ristiques

En mathtimatiques, la m6thode des caract6ristiques est une technique permet-

tant de r€rsoudre les 6quations aux d6riv6es partielles. Particulidrement adapt6e

aux probldmes de transport. elle est utilis6e dans de nombreux domaines tels

que la mrlcanique des fluides ou le transport de particules.

Dans cerl;ains cas particuliers, la mdthode des caract6ristiques peut permettre

la r6solution purement analytique de I'EDP. Dans les cas plus complexes (ren-

contr6s par exemple en mod6lisation des systbmes physiques), Ia rn6thode des

caract6risitiques peut 6tre utilis6e comme une m6thode de r6solution num6rique

du probli:me.

Pour une 6quation aux d6riv6es partielles (EDP) du prernier ordre, Ia m6thode

des caract6ristiques cherche des courbes (appeldes "Iignes caract6ristiques", ou

plus simplement "caract6ristiques") le long desquelles I'EDP se r6duit d, une

simple 6quation diff6rentielle ordinaire (EDO). La r6solution de I'EDO le long

d'une caract6ristique permet de retrouver la solution du problbme original.

Le cas sirnple qui se pr6sente est le cas ori le second terme est nul. Autrement
dit, on cherche u = u(r,t) solution du probitsme de Cauch5' pour l'6quation de

Directeur : Mr Hitta Amara
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transport :

{la, + u.Y*lu(u, r) : o V, > o, Vr € lR,
[,r(0, n) : uo(u)

soit y € lR"' posons, pourtout t € rR, X(t): a*tu; arorsxest uneapplicat:lon de classe C1 de lR dans IR, v6rifiant :

dX
71 $)-a

L'ensemble :

est une droite de IR x JR", appel6e courbe caract€ristique issue de g pourl'opdrateur de transport 0t* u.V,.
soit u € c1(lR x R") solution de l'6quation de transport, r,applicationt F+ u(t, x(t)) est de classe c1 de rR. dans rR+ comme compos6e de deuxapplications de classe cl. En d6rivant par rapport d i, on obtient :

dn
#"(r,x(t)) : lru(t,x(t))+ f a,uu(t, xUll#Ul

n;,

- 01u(t, X(t))+ f up\,ou(t, X {t))
: (o1u t u.v,r)(f,k(r)) : o

{t,X(t)): r € rR}

Directeur : Mr Hitta Amara

Ainsi, l'on d6duit que :

T'ute solution de l'6quation de Tbansport de classe cn reste
constante Ie long de chaque courbe caractdristique.
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3.3 Equation de Tlansport hornogbne i vitessesconstante et variable

Dans R' l'6quation de transport a, vitesse constante prend ra forme :

(3.e)

0u

At'

montre que ,f v6rifie une 6quation

on et Trouve la solution autosemblable

Les solutions sont d6finies sur Ie derraD : R >,: o. 
-v*u svu'rub sur te demi-plan D : lR x lR| dont Ia frontidre est

Un cas particulier

ff:HTI ;i*",: *H''r 
:Tl':ff'":H: :H,iiil ;tr, ffii'::':

u(r,t): t"f (#)

il[i:l,1:""::i'ff"t:?ff:::ffi::et res constantes a et p sont i choisir

En procbdant comme suit :

0 Calcule des d6riv6es partielles

@ Pourlechoix de0_1 etg*
diff6rentielle i d6terminer.

@ Oa donne l,expression de / et
u(u,t).

ll'Ti::T ;i'::9't): lr - ctl' or) c est une consrante querconque.

0u
dr *t

fi

too

18
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iTl,lTtrifi ri:*ilnsport 
d vitesse variabre, on cherche des sorution z

(3.i0)
On 6tudie maintenan t nn^ an,,^+
il ri'agil; r"-.;;;;;;iltJ.ffiH:T.ooio,-:te d1l3ations qu'on vient d,6tudier,

r_ 
servative (EfC). Elle prend tu ro.niul,

(3.11)

7ufi
J" 

u(*,t)dr: 
J" uob)da V, > o.

PreuLve

ona:

: : Comme u est solution de (3.11) on a : /-
1b

J. @r, * 0,(u(r,t)u)) (r,t)d,r : s

pb

l" u,trt*,t)u)(r,t) : [u(r,t)u(a dJ: : o
cat u(a,t) = u(b,l) : 0. On conclue que :

dfu,
dt J" tr'(r't)dz : o'

Ceci implique que : f ufu,t)d,r estconstante V, > 0, I

01u{n, t) t u(r,t)E*u(n,t) : o O, t O: yr ela:,, b[

o1u(n,t) * o,(u . u)(n,t) : o or-.....--.-.----------.---.--------.--E ) 0,Vz €lo,,b[

oti la virlesse u(r,f).est don16e a"rr" ouuffion va voir pourquoi cette aquuti* 
"li onu conservative.

19
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Remarque 1 : 
.on 

remarquera que cette dquation possede un terme suppl6mentaire,par rapport i I'6quation de transport g"."n* 
""i;; ne peut prus dire quela solution est constante le long des caract6ristiques.

Remarque 2 : par a'reurs, pour i,6q'ation de transport d vitesse non con_stante' rnalgr6 le fait que Ia soiution soit ponctuellement constante le long descaractdristiques I'int6grale, ne se conserve pas. En efiet. de :

d 1b f' , .,0'u, ,
A J" 

u(r,t)dt + 
J, u(*,t)#@,t)d,r : o

on conclue que :

d fb fbou
E J, u(*,t)d,r: 

J" #a,flu(r,t)d,r
oi on a, bien sur, utilis6 Ie tait que u(a,t) : u(b,f) : 0.si on 6crit I'6quation conservative re Iong d,une caract6ristique on obtient :Aa

atutx(t), t) + *("(X(t), t)u(X(t), t)1 : s.
On note maintenant que :

ftu(x(t),a + ffatftVal,t): #u6(t),t)
Ce qui entraine :

d A^.

*u(x(t),t) + #6(t),t)u(x(t), r) : o

Si on d6fin:it la fonction :

w(t) - u(x(t),t) u*v( f, fftxOl,r))dr
EIle vdrifie :

# : (,fiaea),r)) + ("#) (x(r), ,)) "*rr/,'fft t ),r))d,r

2A
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I

: (ftvut,,. 
ffry(x(o, 

,: ("#) r*ro, ,t) ",,(I, ffvft;,r))d,r
: (#,*u,,,t + *(,r*ra, ,#),;-;,a) 

"-rJrf; fraro,r))dr

3'4 Equation de transport non-homogbne ir vitesseconstante

on aborde' maintenant' le cas des 6quations de transport avec second membre.ll y'a deux formes de I,EDT a ritu*r" 
"onstante 

:

e La premidre est :

Bent,eboula Zeyneb
ansport

(3.12)

(3.13)

o
glut!,r, t, u) : - u,,us(r _ tu, u) * s (r, t1 + 

[^' {_, 0,) s (r _ u (t _.s), s) ds
JO

ET

a
#"@,t,u) : a"uo(r - tu,u) * [' E,s(r _ ,(t _s), s)ds.

Jo
En a'dditionant ces deux d6riv6es partielles on obtient r,6quation (s.12).

Directeur : Mr Hitta Amara

Sa rsolution est :

u(z,t,u) : uo(n - ta,") + fi s(* _ u(t _s), s)cfs

En effet, on a :

2L
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@ Ler deuxidme elle s,6crit pour tous I ) 0 et r ) 0 :

(3.14)

Preuve : On

ftu@'t,u) : -oe-o'uo(r - tu, u) _ ue-otL"uo(r _ tu, u)

+e-"ft-D s(r, t. rt

-oe--,uo(r -,,,,1! /:-:r":,i;:':,,,;',t," - 
u(t -s), s)ds

*tr:,rl + I "-o(t-s)1-ra,)S(, _ u(t_ s), s)d,s

- Jo 
o"-"('-4s(r - u(t -s), s)ds.

Et aussi :

a
diutr, t,u) : e*ntL,us(r * tu,u) * f' e-o(t-")6,g(r _ u(t_ s), s)ds,

En substitu:urt dans (3.14), on trouve le r6sutat. t

3.5 Equation des ondes

L'6quation des ondes est l'6quation g6n6rale qui d6crit ra propagation d,uneonde dans u' milieu continu. EIle peut 6tre repr6sent6e par une grandeur

Sa solution est :

u(nrtra) : s-atuota - tu.al 1 ft o-o(t-*-_ 'u\* bv, u) 1- Jo "-a(r-s)g @ - u& _ $, s)d,s
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scalaire ou vectorielle.
EIIe se pr6sente sous la forme :

(3.16)

ori v est la vitesse de propagation de l,onde.

i,ill;11-1'J,T;;11{ffi **n-1'o"uilnu,tionsdetransporthomogbnes,
En effet, on a :

02u 
^.2 02u / a, , 02 \F;-u- fr: (54 -u2-h) u:o

, /a2 a2\
"o ' (aE - u2 ' A;1 *t L'op6rateur de D,Alembert.

(a' .,.dr\ l/a__,, a\ /a a\r\a-'- a;)": l(;-, #)"(#*" #)]"
o'u , ^. 

o2u ozu 
_ r,"8,,: uq+rm-r# _o2r

:0.
Pour que Ia derniEre 6quation soit une 6quation des ondes 

'faut 
que z soitcontinue (i.e : les d6riv6es mixtes soient 6gales).

C'est-d,-dire :

A2u 02u:-drdt ?t1r,

0 Yr €.lR,t > 0

Ve€lR

vz € lR.

( o'u , E'u
I su - a'' ar*:
lz|'o) 

: uo(u)

I u, (t,o) : ur(a)
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lffillffi li,iffi"ton 
des ondes est donn6e par re th6or.me de formuie de

, ozu, ( u" ouo,.#: o {* tn ,"'M= 
o

(b; - o.d;: o
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ffi+
Problbme de Cauchy et problbme aux

Limites

4.L Problbme de Cauchy

Le problbme de Cauchy pour l'6quation de transport lindaire consiste d, se

donn.er une valeur initiale us = us(n) de la densitd z et ir chercher une solution

u v6rifiant d la fois l'6quation de transport et la condition initiale :

Trorrver u(n,t): IR. x lR+ -+ lR. tel que :

ou:

r u : est une fonction dans I'espace CI(JR, x lR'+)'

o ,5 : est une fonction donn6e dans l'espace Co(lR' * IRn)'

(4.1)

I Orul*, t) + u(n, t) . O*u(n,,t) : S (n,t)

|.r(t,0) : uo(r) Vr € IR

Vt>O,Vr€IR
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' lro 1 est donn6e dans cl(R) (on peut admettre une r6gularit6 moindre,
pilr exemple uo e L* ou uo €L2).

Le prob'lbme (a.1) d6crit le transport du champ scalaire u(r,t) dans un miiieu
fluide ai/ec une vitesse u et avec I'apport d'une source de densit6 s.
L'irtcon:nue u peut-€tre la temp6erature ou la concentration d,un composant
chirnique dans l'air par exemple.

on dit q,ue u est une solution classique du problbme (a.1) si c,est une fonction
qui satiiifait (4.1) point par point.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que le probldme (4.1) admet une unique
solution classique en utilisant ra m6thode des caract6ristiques.

Dans un premier lieu, on suppose tout d'abord que la vitesse est constant_
Donc, on considdre le probldme Cauchv :

* u}*u(r, t) : O

uo(n) vr € lR

Vr>0, Vc€lR.
(4 2),l,E'u(n't1

ilz(r,0) :

Tlrdorbme 4.L.L Si, u{)

s o l,utio',n di,ff4renti,able u
est ddri,uable sur

du problime $.2)
R. Alors i,l eri,ste une uni,que
en {n,t), elle est d"onnde par :

u(n,t) : uo(n - at) Vt > 0,Vc € lR (4 3)

Preuve : : On d6finit les caractdristiques comme les courbes d.e lR2 d6finies par
(X(r)' l) ori la fonction X(l) est solution de l'dquation difi6rentielle ordinaire :

dx

-:41dt

Directeur : Mr Hitta Amara
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Le long des caract6ristiques, la solution du probldme $.2) v6rifie :

d . .. dX7u 0u,

*(u(x(t),il): i **fr: o.

ce qui implique que les solutions sont constantes le long des caract6ristiques.
soit (r*, f*) un point du plan avec f* > 0. soit X-(f) la caract6ristique passant
par ce point, alors, elle v6rifie :

la solution est alors :

Pour il: 0 ceci donne :

et on a:

(ffi.
I at:'
(x*(i*) : /.,

X-(t) :ut*n*-ut*

X.(0):fr*-1)t*.

u(r*,t*): u(X-(0), 0) : u(r* - ut*,0) : uo(r* - ut.). I

Supposons maintenant que la vitesse est variable. Le problbme de Cauchv se
pr6sente sous Ia forme :

0 Vt > O, Va €la,bl
( /. /.\

On suppose, de plus, que u(a, t) : u(b,i) : 0.

On cherche alors les courbes caractdristiques qui sont les solutions de l'6quation
diff6re:ntielle ordinaire : 

dX

i: u(X(t),1)

Directeur : Mr Hitta Amara

{a'u1*,t) 
-t u(r,t)B*u(u,t) :

f r(r,0) - uo(r) Yn €la,bl
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Iar* r(7 - r)a,: o sur]o,1[xRi
a

[z(r, t) : uo(r) sur]0,71

En fait, on a affaire i une EDT dont la vitesse est variable u(r,t) : r(r - I).
Au point ("0, to), la caract6ristique qui passe par ce point est solution de :

( dx(t\
l+:u(r,t):r(1-n)
l*&'.1 : '.

On peut r6soudre cette 6quation diff6rentielle par s6paration de variables :

Benteboula Zeyneb Moddrisation par l,Equation de Transport

le long de ces courbes on a :

d ' lx(r),r)) : *(*(r), il+*xt),r)g;(zl \/i-// A.tr-, dfr..,.,dt
/ 0u .6z\: (t * u(r,t)fi 

)(x(r), 
r) : o

Ceci veut dire que les solutions sont constantes le long des ca"ract6ristiques, il
suffit alors de prendre en compte la condition initiale.

La solution au point (ro, io) est 6ga1e h la valeur de us(c*) of a* est la valeur
pour f '= 0 de la ca"ract6ristique qui passe par le point (ro, fo), en d,autres
termes :

u(ns,ts): uo(r*) et r. : X(0)

et X(t) r:st solution de :

(dx
I i : u(x't)

[X(ro; :10

€ Exernple 4.L.L Tlouuer la solut'ion d,u problime d,e cauchy su,iuant :

dx(r)
-dtx(r)(1 - x(r))

Directeur : Mr Hitta Amara
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Si on intEgre on obtient :

[* ,=ot ,: [' o./,, s(1 - s) Jt,, 
---

ce qui donne :
'f -Y ,L-fro,-/"1-l+en1z--=l:h-t.

L'6xpression pour Ia caract6ristique X(t) est :

Xif/:#
La solution de ce problbme e;t alors :

u(rs,ts):ro( ,,=to, ')\uo + (r - roj exPts/

Consid6rons, maintenant, le cas d'une 6quation conservative dont le problbme
de Cauchy est :

Benteboula Zeyneb Moddlisa,lion par l'Equation de Tlansport

Sans rentrer dans les d6tails de la preuve, traitons ce cas pa,r un exernple.

Directeur : Mr Hitta Amara

i

laruP,tl
lu(r, t) -

{ O*(u(n,t)u)(a,t) -
ua(n) Yn €larbl

Vt > O, Yu €la,bf

29



Benteboula Zeyneb Mod6lisation par I'Equation de Transport

rs Exe,mple 4.L,2 Soi,t d, r6,soud,re le problime :

(arr+0,(ntu):g V, > 0,Vr > o
)
I

I r(", 0) : uo(z) Vr > 0

Pour cela, la caractiristique x(d) passant par re point (r, t) est solution de
l'6quation :

X'(0):x(0)0.
Il s'agit d'une 6quation i, variabres s6par6es, sa solution est :

X(d) : ,"*p(#)
On d6ter:mine la constante c i, partir de t,6gatit6 ,

x(t):,

a2c: nexp(*r)

Ce qui donne :

Donc :

x(d) :zex /02-P\o\. , /
La vitesse et sa d6riv6e partielle en r sont donn6es par :

u(r,t) : a1 ?@,il : t
on

et la solubion de ce probldme est donn,6e par :

u(r,t) : us(X(o)) exp ( [' *t*tA, r)d")
\Jo dt; )

/ t2.\ 1t: uolrexp(-;) )"*p( | rdr)
\ z/ Jo

: *"*p6t]1*p(-f )
: r exp (-tr) .
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4.2 Problbme aux limites

Comme la m6thode des caractdristiques r,5duit l'6tude de l'6quation de trans-
port i, celle d'une 6quation diff6rentielle ordinaire Ie long des caract6ristiques

de I'op6rateur de transport.

D'ailleurs, comme on va le voir, le cas monodimentionnel contient l'essentiel

des difficultes i, r6soudre.

Soient donc co 1q € lR. Ainsi, l'on considdrera des 6quations de transport
pos6es sur le domaine lro,rul.

Directeur : I4r Hitta Amara
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r-5
Chapitre J
Mod6lisation de certains ph6nombnes

physiques par l'6quation de transport

Les math6matiques sont essentielles pour le d6veloppement de la physique'

Cette science permet A la construction de modbles math6matiques pour repr6sen-

ter et r6soudre les ph6nombnes physiques et consiste h mettre au point des

6quatlons math6matiques capables de reproduire des observables et d'en pr6dire

de nouveaux, c'est ce qu'on aPPelle :

Moddlisation mathdmatique pour la physique

Elle est d'une importance capitale puisqu'elle intervient, aussi bien, dans la

maitrise et la compr6hension de processus physique ou physico-chimique que

dans .L'6laboration, la conception et l'optimieation d'un produit'

Cette technique intervient 6galement dans I'industrie. Ses utilisations portent

aussi bien sur des produits de grande consommation que sur des produits high-

tech et ce i toutes les 6tapes de leurs conceptions'
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Ainsi et gr6ce i la moddlisation, les co0ts de d6veloppement seront consid6rable-
ment r6duits et engagent des enjeux 6conomiques consid6rables.

5.1 Moddlisation des champs sonores en acous-
tique arehitecturale

G6n6rale'ment, lorsque la source sonore se trouve dans un local, l,6nergie sonore
est r6fl6chie sur ies parois et vient s'ajouter d l'6nergie rayonn6e directement
par Ia source.

L'acousti'que architecturale est le domaine scientifique et technologique qui
vise d co:mprendre et maitriser la qualitd sonore des ba,timents. L,application
privil6gi6e de I'acoustique architecturale est bien entendue la construction des
salies de spectacle et de studios d'enregistrement, mais cette technique est
aussi utilis6e dans la conception des lieux de travail, des maisons d,habitation
pour lesquelles la qualit6 acoustique peut avoir d'importantes implications en
matidre dle sant6 et de bien-Otre.

PIus particulidrement, l'acoustique des salles vise i offrir Ia meilleure qualit6
possible ,c'6coute d diffdrents lieux d6di6s au spectacle : salle de concert,
th66,tre, op6ra, mais aussi aux lieux publics comme des halls d.,entr6e. des
gymnases? des piscines...

La mod6l:isation des champs sonores en acoustique architecturale est h I'origine
de nombreux d6veloppements.

En raison de }a complexitd des ph6nomdnes physiques et des formes architec-
turales, lel plupart des applications professionnelles se sont orient6es vers des
m6thodes totalement num6riques et, notamment, res m6thodes de trac6s de
rayons.

N6aumoin's, par construction, ces modbles se heurtent encore aux difficult6s
de mod6lisation de certains ph6nombnes, en particulier les effets des r6flexions

I

Directeur : Mr Hitta Amara
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diffuses au niveau des parois, la diffusion par d.es encombrements d.ans le milieu
de propagation et la prise en compte des effets m6t6ororogiques.

Ici, dans notre chapitre, on va traiter le cot6 thdorique de cette mod6lisation,
c'est la :

Moddlisation des champs sonores en acoustique architecturare par
l'dquation de transport.

D6finissons tout d'abord les domaines d'6tudes :

O Lr: domaine d'espace et Ie domaine des vitesses sont d6finis respective-
nrent sur res ensembles : x c rR' et V : l-c, c] x [-c, 4 * [-r, "].Drans le milieu de propagation, la trajectoire de la pa*icule est entibrement
caract6ris6e par son vecteur position r et son vecteur vitesse u, de norme
llrll : c qui 6gale A,la vitesse du son, tels que :

(,
)*: (x,,yrz) avec (*,y,2) e X

1, - (u, v, w) avec (r, t, w) e V
On note par dX : la frontibre de X qui correspond aux limites g6om6triques
du domaine de propagation.

@ orr note par u(r,r.r, t) : la fonction de distribution i une particule du gaz,
telle que :

dN - u(nru,t\d,3nd3a (5.1)

Elle repr6sente le nombre de mol6cules de gaz situ6es A, I'instant I dans
un petit volume d'espace d3r autour du point r et ayant une vitesse cr

d6finie d, dsu prbs.

@ N : repr6sente le nombbre d'atomes (c,est la vitesse de ddsint6gration du
matr6riau radioactif la constituant).

Directeur : Mr Hitta Amara
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(5 2)

L'inconnue du notre problbme est ra fonction u(r,u,c). sa connaissance permetde d6finir 1es quantit6s sui.iantes :

c La densitd de parti,cules n au po,int n et au tertps t :C'est la som.me de FDp sur l,espace d.es vitesses :

t La d'ensitd' locale d,'€nergie sonore t au pt n et au temps t :Eile est d6finie comme re produit de e (une 6nergie 6r6mentaire qui chaquepart;icule 6tant porteuse d'elre) avec ra densit6 rocale de particur es n(n,t)d'6quation (b.2), soit pour u € X et o € V :

(5.3)

o Le Jlur local d,e particutes J(r,t)
c'esl;d,-dire le nombre de particures traversant une surface par unit6 detemps, exprim6 au point * et au temps t.
Le flux local de particures est la somme sur |espace des vitesses duprod'uit du vecteur vitesse avec la fonction de distribution :

(5.4)
Le fil,un total d,'6,nergrie sonore E(urt) en n et au temps t :
c'est la multiplication de ra dernibre expression par l,6nergie 6r6mentaire
e d'une particule. Ainsi pour r €Xet u € V :

(b.bJ

n(n,t) : {,u(n,urt)d,u f€XetoreV

.l(n,t) = fuu. u(uou,t)d,u tr€Xeto€V
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Grace dL un tel concept, il est donc possible de lier les quantitds particulaires ddes quantit6s acoustiques et de d6crire ainsi r,6nergie du champs sonore par unedensitdr de particules' Le problbme acoustique est insoruble par les m6thodesusuellers, est arors transpos6 en un probldme de physique des gaz.
La phy,sique des gaz et ra th6orie de transport prus sp.cifiquement, b6n6ficientd'outils math6matiques puissants permettant d,exprimer la variation spatialeet ternlrorelle de la densit6 de particules et donc d'estirner facilement cettedouble variation de l'6nergie *orro.".

5'1'1 Mod6risation par I'6quation de transporr
Le problbme envisag6 6tant monocin6tique, les phonons ont une vitesse con_stante, clont la norme est 6gale i la c6l6rit6 du son ,,c,,.

considd::ons un 6r6ment de vorume de l,espace des phases d,nd,u quicontient, a,un temps quelconque t, u(r,a,t)d,rdu particules.
Au temp,s (t+ dt) cet 6l6ment devient d,r,d,u, et contient :u(r * 6r, u * 6u,t * dt)d,n, rlu, particules.
Ori :

c 6r : ud,t : reprlsente ici le d6placement infinit6simal qu,effectue la par_ticule pendant le temps d"t et ne doit pas etre confondu avec re volume
d'6tude d,r de l,espace des phases d,rd,u.

o 6u : repr6sente la variation infinitdsimale de la vitesse de la particulependa,nt le ternps dr et ne doit pas etre confondu avec re volume d,6tude
d,r de l'espace des vitesses du.

Par hypothdse, l'espace d'observation reste le m€me au cours du temps, ce qul
se traduit par drdu : d,r,du,.

Les particules sont ind6pendantes et n,interagissant pas entre enes.
Par cons6'quent, la direction et la norme du vecteur vitesse u des particules

ST 
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u(r + 6n,,a I 6art + dt) : u(n * 6rrurt { d,t) to.oj

De plus', en absence de source sonore (elle sera introduite dans les conditions
initialesr) et en ndgligeant l'absorption atmosph6rique, le domaine d'6tude n'est
le sidge d'aucune cr6ation et d'aucune disparition spontan6es de phonons.

Le nombre de particules de vitesse u en r est donc 6gal au nombre de particules
de vitesse u en (r + 6r).
Dans cer cas, I'expression (5.6) devient :

u(nra,,t) : u(n * 6nrart { dt) (f ./l

Par ajo'nt du terme nul -u(r ! 6r,u,t) + u(n t 6n,u,t) dans l'6quation (5.7),

on trouve :

restent constantes au cours du mouvement, ce qui s'exprime pal :

Ou 0u

-dt+_dr-00t On

La divisrion de l'6quation (5.9) par d,t fait apparaitre l'dquation de la vitesse :

6r,: 
dt

FinaJement, la variation spatiale et temporelle de la FDP est r6gie par 1'6quation

tlu
1n + u'P*u: o pour ar€X 6f r'€V

Directeur : Mr Hitta Amara

(5 e)

(5.10)

u(a,'vrt) - u(n * 6n,urt) * u(r + 6a,u,t) - u(n * 5n,u,t * dt) : g

Par d6finition des d6riv6es partielles, la relation (5.8) s'6crite comme :
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qui porte le nom : l'6quati,on d,u fl,ur mold,culai,re li,bre ou plus commun6ment
l'6quatbion de transport.

5.2 Mod6lisation du transfert radiatif

l'astronLomie est la science de l'observation des astres, cherchant A, expliquer

leu.r origine, leur 6volution, ainsi que leurs propri6t6s ph)'siques et chimiques.

Le transfert radiatif (transfert de rayonnement) est le domaine de la physique

d6crivant f interaction du ra,1'611nement 6lectromagn6tique de la matidre.

Cette cliscipline permet notamment d'analyssr la propagation de la lumibre

d, travers un milieu gazeux et joue de ce fait un r6le fondamental dans les

diagnos;tics effectu6s en astrophysique qui concerne principalement la physique

et l'6tude des propri6t6s des objets de I'univers (6toi1es, planbtes, galaxies,

milieu i.nterstellaire par exemple) i, partir des spectres stellaires.

La mod6lisation du transfert radiatif (TR) est une m6thode pour la mise en

relatiorL physique de la r6flectance bidirectionnelle i la surface (RBS) d6riv6e

d'i:mageries de t6led6tection avec les propri6t6s d'un couvert v6g6tal-

5.'2.L Equation de transport en transfert radiatif

Le moclble simple de gaz radiatif abord6 dans le travait du mod6lisation de

tra,nsfelt radiatif vise h d6crire des interactions entre les 6tats internes atom-

iques de la matibre et les radiations.

Le:s rad,iations sont d6crites par leur intensit6 specifique u(r,u,tu, t), fonction

du temps t € IR+, de la position r € R3, de la direction de d6placement des

photons u € 52 et de la fr6quence u € IR+.

Directeur : Mr Hitta Amara
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oi c : est la vitesse de la lumibre.

Le photon se ddprace i ra vitesse de ra rumibre dans Ia direction u.4 : est le coefficient d'6missivit6 de photons par ra matidre.

[ *:1j:r:oefficient 
d,extinction, qui caract6rise l,absorption des phorons par

si 17 et a sont donn6s, alors l'6quation (5.11) est lin6aire en u et on obtientl'expression de u en int6grant sur les caract6ristiques.
Mais en r6alit6, ces coefficients d6pendent des 6tats internes de la matibre.fbl

5.3 Mod6lisation d,un liquide
Dans JR.', on considdre un liquide qui 6vorue a, la vitesse c(n,t)et dans lequeldes particules de polluant sont introduites.
on note u(r,t) la concentration des particures de poiluant dans le riquide etS(n,t) la source de polluant.
Le champ de vecteurs v(r,t) : u(n,t)c(r,t) repr6sente le flux de particulesde polluant.
on suppose que res particures de poruant sont simprement entrain6es par reliquide, i.e : il n'y a pas de diffusion du polluant et ,, 

^g "t c sont r6guliers.

loroT m(t) : fnu(r,t)dr et6tudions ra variation de ra quantit6 de particuresdans O.

*'(t): I u1(r,t)d,r
J ast

cette intensitd satisfait r'6quation du transport suivante :

(5.11)

Directeur : Mr Hitta Amara40
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or la variation de nt_estdue i Ia perte de poluant d, travers do et d l,apparitionde pa'rf icures dans o (en ut'isant te tlreor.me de ra divergence) ,

t/,\ f . fm'(t) : 
Jrt@,t)dr 

_ 
Juru(r,t) 

.rl@)dF,: 
f 6@,t) _ diu(v(r,t))) d,t

Donc :

[^u*tut * u7) d,x : I s6,t1a,J{, Jn
pour tout CI C lR", on en d.duit la loi d,6quilibre du polluant :

ut * d,i,u(V) : r,o * Vu. c * u. d,iu(c) : g

si on suppose que c : u € IR' est constante et si us(r) est la distribution initiale

fl,J:|ffi,|]',oo 
ob*ttnt l'6quation de transport ou d'advection (trun.fort

(5.r2)

5.4 Moddlisation du trafic routier
une particularit6 du trafic automobile est essentiellement li6e a la conceptionde l'infrastructure qui est congue, selon une demande projet6e, pour rdpondred un optirnum colrectif mais que chaque individu r6arise son ddpracement encherchant a, atteindre son optimum individuer, ce qui est souvant antagonisteavec l'optimum collectif.

Ddfinitiora 5'4'L Le trafic routier est une ci,rculation de nombreus uihiculessur un i,ti,nd,raire ou un rdseau.

pour c € lR",t )
tr€lR,

{'"r*a'v*u-s(r,t)
ltu(n,O) : uo(a) pour
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Ddfinition 5,4.2 Le traf,c routter est un rnoul)etnent d"un fl'uid'e qtn circule'

Les deux d.6finitions ci-dessus montrent bien

collectif'du tra"fic.

L'aspect i,nd,i'ui,d,uel; 6tant repr6sentrS par ]e

le doubie asPect individuel et

fait que ie trafic est form6 Par

diff6rents v6hicules.

L'aspect coltecti,f; 6tant repr6sent6 par le fait que le trafic est interpr6t6 cornme

un fluidle (i.e. un flux de v6hicules)'

Dd!finir;ion 5.4.8 par contre, au point de uu math6,mati,que, c'est un mod,i'le

simple non li,n6,aire L'EDP hyperbolique'

Les phiinomenes de trafic sont donc des ph6nombnes complexes r6sultants d'un

systbmr: offre-demande, ils sont 6tudi6s depuis de nombreuses ann6es pour

permettre principaiement de contrOler ce systbme'

il s'agit d'identifier les ph6nombnes afin de pouvoir, entre autres, anticiper sur

ceux-ci et les g6rer au mieux'

on disr[ingue des pr6visions ], court, moyen et long terme.

r Li€ court terme : permet de controler les flots (r6-affectation dynarnique,

controles d'accbs) et de donner de I'information de trafic temps-r6el ou

pr6visionnelle raPProch6e.

r L€ ffrolen terme : permet de donner de i'information pr6visionnelle'

o Le long terme : permet de red6finir les infrastructures et d'infl6chir la

iLemande (plan urbain, plan autoroutier)'

La mod6lisation math6matique d.u trafic routier est un domaine de recherche

et de rl6veloppement, b, part entibre, et la litt6rature qui y est consacr6e et

extr6rnement abondante depuis plusieurs d6cennies'

De ce fait de nombreux modbles math6matiques du trafic ont vu le jour ainsi

quede,nombreuxoutilsdesimulationquiont6t6inspir6s.

Directeur : Mr Hitta Amara
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5.4.L Mod6lisation de ce ph6nombne

On considbre le probl6me du trafic routier :

Soit u(r, t) Ia densit6 de v6hicules en un instant d et ir, une position fi sur une

autoroute suppos6e rectiligne et infinie dans la direction r.

Le nombre de v6hicules entre rs et 11 est :

frt
N("0, rr,t): I u(n,t)dr

Jno

Soit r.r(r, f) la vitesse des v6hicules. Le flux de v6hicules f (",t) s'6crit :

f (*'t): u(n't)u(r't)

et repr6sente le nombre de v6hicules par seconde qui passe par Ie point r en

f instant f.

Ecrivons maintenant une loi de conservation du nombre de v6hicules.

On considbre une portion finie d'autoroute entre as et 11'

On considbre un pas de temPs Af.
Le ncrmbre de v6hicules varie sur Ia portion l*o,rtf entre t et (t+ At) d'une

quant;it6 :

N(ro, ryt * At) - N(rs, 11, t)

La vitesse dtant compt6e positive dans le sens de I'a:<e des c, le bilan net de

voitures entrant et sortant du domaine est :

-f(tr,r)At+ f(rs,t)At

La conservation du nombre de v6hicules s'6crit donc :

N(ro, n1,t* At) - N(to, nr,t): -f (*r,r)At + f (rs,t)At

Faisons tendre At -+ 0 :

A

*N(ro, rt,t) : -f (n,t) + f (ro,t)dt 
Directeur : Jvlr Hitta Amara

43



;h

Moddlisation par l'Equation de Ttansport

Benteboula Zeynetr

Darrs ce travail, nous nous somme int6ress6s ir, l,6quation d'e transport et son

application dans la mod6lisation de certains ph6nombnes physiques'

Porrrunpremiertemps,0nacommenc6parl'originedel,6quationdetrans.
port, puis on a trait6 cette 6quation math6matiquement en d6tails'

Enfin,desapplicationsphysiquessontr6alis6esdanslebutdemontrerotse
trouve I'importance de cette 6quation'
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