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It6sum6

Dans ce travail on s'int6resse i'l'6tude d'un problbme parabolique ou le coef_
ficent op6rationnel ayant un domaine d6pend de f. on d6montre l,existence
et l'unicit6 de la sorution dans un espace fonctionner. La d6monstration est
bar;6e sur une estimation i priori bilatdrare et sur la densit6 de l,image de
I'op6rateur engenclr6 par le probldme consid6r6,
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frntroduction

La m6thode des in6galit6s 6nerg6tiques s'est av6r6e un outil efficace dans
l'6tude des problbmes non classiques. De ters problbrnes ont 6t6 6tudi6s par
plur;ieurs auteurs po'r diff6rents types d'6quations : paraboliques, pseudo-
parreboliques, hyperboliques et du type mixte et cela en utilisant de diff6rentes
rn(:thodes.

Nous d6veloppons plus exactement la m6thode des in6garit6s 6nerg6tiques
d de nouvelles classes de problbmes aux rirnites non standards.

Nous 6tudions dans ce m6moire u'e classe d'6quations diff6rentielles pa_

raboliques bidimensio:nnelles dans un espace de Hilberl.; l,op6rateur apparais_
sa't dans l'6quation est suppos6 6tre lin6aire, positif, de dornai'e variable.

Nous me'tio'nons que ces problbmes apparaissent en cosmologie, dans
la th6orie du ralentissernent des neutrons.

.L'actualit6 dr: l'anaryse de ces problbmes (avec des domaines variables)
est d'un int6rot import'nt. cet int6r6t est dict6 non seulement par le d6veloppe_

rnent de la ttr6orie des (rquatiorls aux ddriv6es partielles, rnais aussi par l,6tude
des prroblbmes apparaiLssant au rroment de la mod6lisation de problbmes



vul

concrets en physique changeant avec le temps.

L* m6moire est compos6 d'une introduction et de quatres chapitres.
on cornrnence dans re premier chapitre par un rapper de querques t'6orbrnes

d'Analvse ficnctionnelle' Nous donnons aussi certaines d6finitio's et th6ori:rnes
importants sur les op6rateurs, puis nous exposons quelques inegarit6s utiles
qui vont 6tre utilis6es dans l'6tude du problbme pos6.

Dans le'deuxibme chapitre, nous donnons des notions irnportantes sur les
op6rateurs ii domaines variables telle que la continuit6 et la diff6re'tibilit6.
Nous d,6finissons res op6rateurs des r6gularisatio' ,4;1(t). exposon leurs pro_
pri6t6s et la m6thode des in6galit6s inbrgitiques.

Dans le troisibme chapitre, on 6tablie l'estimation i priori cle la solution
du problbme pos6. pour cera on commence par d6finir res espaces fbnctionners
n6cessaires et puis on d6mo'tre un th6ordme d,unicit6 de ra solutio' quand
elle existe.

Dans le dernier chapitre, on d6rnontre l'existence de ra solution forte
g6n6ralir;6e.

Le m6moire est cl6tur6 par une bibliographie.



Chapitre 1

Flappels d,Analyse
f<rnctionnelle.

1.1 Espace de Hilbert.

on d6signe par H un espace de Hilbert comprexe muni d,un produit scalaire
notti par(, )

D6finition L.L.L on appelle noryne sur H une appl,ication :

H--+R
r -+ llrll

udril1ant les ariomes su,iuantes :

1) ll"ll :0<+r:0
2) ll)"ll : l)lll"ll, V.\ e R (or) c), Vr e H

3) llr + all < ll'll + llg/ll, Vr,y e H

un e,space aector"ier norrn| est un coupre (H,ll.ll) or) H est un espace uecto,ier
szr fil : iR oz A,, et ll.ll est une norrne sur H.



, Rappels d'Analyse fonctionnelle.

Propositi<rn 1".1.L Le produi,t scala'ire (,) d*fini,t une norme sur H et on

a:

ll"ll : f@g,vre H

D6finition r.1.2 Soi,t F un sous-ensemble d,e H. Le cornpl1rnentai,re or-tho-

gonal de F (notd FL ) est dd.finit par

FL: {a e H,(*,a):0,Vr e F}

FL est un sous-espace uectoriel ferm6.

Th6orbme L.\.L soi,t F un sous espace uectori,er ferm6 d,e H. Alors H est

la somme directe orthogonal de F et FL not6.e par

H : F o.Fl.

Th6orbme L.r.2 Soi,ent H un espace de Hi,lbert et F un sous-espace uecto-

ri'el de H. I'our que F soi,t dense dans H i,t faut et i,t suffit qu'i,l n,eriste pas

de uecteur non nul orthogonal d, F, i,.e.

F'I : {0}.

Th6orbme L.r,3 (thdor4me de conaergence domin6.e d,e Lebesgue)

Soi,t (f") une sui,te de fonctions d,e L1. On suppose que

a) f"(r) -- f (r) p.p sur{|,

b) i,l eri,ste une foncti,on 9 € Lt telle que pour chaque n,lf^(r)l < g(r) p.p

sur {l

Alors f e h(Q "t llf" - "f llr, - 0.



4
Rappels d,Analyse fonctionnelle.

Preuve' soit '4 continu, supposons A nonbom6 c.a.d pour tout m> 0, il
existe r* ter que llAr*ll > mllr*ll; en particulie pour tout entier n il existe
r"telle que llAr"ll > nllr,ll. posons : 6", : ffi
On a a,lors

€", --+ 0 dans X, quand rz _+ oo

Comme ,4 est continu, On d6duit que :

ri.nr llA€"ll:0,orllA(,ll : J*-n llA**ll > "!!""!! :,.nllr"il" t'" - nllr,"ll
ce qui est en contradiction avec ce qui pr6cdde.

r6ciproquement :

Soit ,4 born6 .et soit @n) wesuite telle que

llr" - rll -0 quand n --+ oo

alors il existe une constante rn telle que

llA(r" - r)ll < mllr, - rll, vn e N

par suite on a

]$ll'qr" - Anll: s,

ce qui prouve la continuit6 cle I'op6r ateur A. !
Th6orbme L.2.2 L'oprateur A-1 e,iste et est bom6 sur R(A) r,i.mage d,e A
si, et seulement s'i,l eri,ste une constante rn, > 0 telle que

IlA"ll2 ^ll"ll,vx e D(A).



1,2 Op6rateurs ilin6aires born6s et non born6s.

T.h6orbme I.Z.B iioi,t A un oplrateur linIaire de D(A) C H __+ E, A est
di,t fenn6. si powr ur,te su,ite rn d,e D(A) tele que :

[ 
*n--' *

\ ,t onareD(A)ety_4,
| ,4rn -, y

Autrement dit, A est fermd si son graphe est ferm6.

Th6orbme 1.2.4 (t:h6orinre d,e graphe fer.nt6)
soi't A un op6ra:'teurri,n6.ai,re d,e H rlans E. on suppose queG(A) re graphe
de .A est fermd tlans H x E. Alors A est born6..

cornme G(A) est un sous espace fermd de H x E arors i,r est compret d,onc
c'est un espace de Ba:,nach .

Preuve.

On r:onsidbre sur E le,s deux normes :

llrllr: Ilrlln + llArll', !l*!lr: llrll";
telle que llril, "rt la norme de graphe.

Comme G(A) es1, ferm6, ,B muni de la norm" ll.ll, est un espace de Ba_
nach, D'autre par llrll2
6quilalentes,c'est-d-dire il existe une constante c ) 1 telle que :

lltllt < 
"llrllr,Vr e D(A\.

En particulier on re

llA*lla < 
"llrllu,

ce qui prouve que A estj continue.

o



Rappels d,Analyse fonctionnelle.

RemarquLe r.2.2 B'ien entend,u ra r,ci,proque est ara,ie. E,n effet toute ap,pri_
cat'iorr, conti,nue (ti,n6,aire ou non li,n6ai,re) a un graphe fenn6.
D6fin.itiort L.2.4 Soi,t A un ophrateur li,n6ai,re d,e D(A) C H _+ E, I,opirateur
A est di't fermabte s'i,r ad,met un prorongement ferm6. o, noteA re prus petit
'prolongerne:nt fervnd. d,e A.

Th6orbme L.2.s A est fermabre si, et seurement si pour tout su,ite (*,) eD(A) ttelle que :

t rn+od'ansH

\ or, -*"rt ao* n 
alors Y - o

D6fini1;ion L.2.5 si |opdrateur A est fermabre, arors sa Jermeture A est
ddfi,nie par

{ pfn : {r e Hflr, € D(A) : x;n ---+ r,Arn n u},I Ar: Y'

Remarque L.2.8 Le graphe d,e A n,est que l,ad,h6rence d,u graph,e d,e A,
c'est-d-dh.e

G(A): d@
Exemple j,.11,.I Soi,t As l,op6,ratuur non bornd. d,e d,omaine d,e d,d.fi,niti,on :

{ l(p j,{f e c,([o,b]), f (o): ,f(b) : o],
I Ao.l' : J''.

Alors As est J,ermable.

En effet ; On consi,d,ire une sui,te (f,) telle que

f" e D(Ao), f, - 0,Aofn: fl n g.



l s et non born6s.

Il est faci,le d,e uoi,r que

fn 3 o,"t 
fu o@)dn : o,vr e]a,b[,

Ja

Ce qui donne que

g(n):O,p.p+9:0

,\ et par sui,te As est fermable.

Cherchons mai,ntenantf; (fermeture d,e As).

, 
Montrons que

D(To): H;(a,,b),$f : f,
cela rea,ient d, montrer que :

7

c(Tt: c(ZJ

Ao c4 + G(As) c c(Fo)

G(Ao) est fermd + (70) c c({')
Monitrons mai,ntenant l',inclusi,on,inuers e, sozt

(f, g) e G(Tr) + f e Ht@,b),s : f,
Comme Cf;(o,b) est d,ense d,ans H](a,b), i,I ex,iste une sui,te (f,) C Cf;(a,b)
telle que

llf - f,ll",(o,b) llf - fdl\,r",u1* ll'.' _ fi,ll?,1".u.__ o

a pour n --+ oo, c'est_d,-d,ire que

I
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fn ----+ f et fA ---- f, d,ans L2(a,b),

par consdquent on u

U", fl) € G(Ao) -- (f , f,) e C@.
II s'ensui,te que

c(4) c qZil
On remarque que D(Ao) g D(To). Car pour a : _r,u _ r, la foncti,on
f (r) : I - ld € D(4), mais f n,appart,ient d, tqclasse Cr([_I,7]) et d,onc
f 4 D(Ao), ce qu,i prouae que As n,est pas ferm€.

Thdorbme 1.2.G Soi,t A : D(A) C H _+ Hun opdrateur li,n6,ai,re. Supposons
qu''il eri,ste une constante M > 0 telle qu,on a,it

ll"ll < MllArll. (r)

Alors :

1. on aker(A): {0},

2. A est fermable et on a R(A) :tr@

Preuve.

1. L'6galit6 r6sulte imm6diatement de (I) et de ra d6finition de ker(,4).

2. Soit A e fl.A). Alors il existe une suite (rn), ,n € D(A) telle que
Arn -- y. On remarque que, d'apr6s l,in6galit6 (I), on a

llro- roll < MllAro_ Arnll.

I



1.3 Op6raterurs auto-adjoints.

Comme llAr, _ A*oll < llAr, _ ull+ llAro _ yll
resulte que (r,o) est une suite de Cauchy dans 11.
vers un 6.[6ment us appartient d D@). On a :

['n-'o
I Arn --' ,g,

ce qui nous pe.rmet de d6finir la fenneture Z de
R(A), d'oii fi(,{ c R(A).

L'inclusionL de I'autre sens fi(Z) C R@ est 6vidente.
L'6galit6 d6sir6e est d6montr6e.

-+ 0 pour ?,q -+ x, il

Donc elle est converge

A,,1 et On dA: ArO €

(.,u) soit unique

D(A):H etd,ans

n

1.31 Op6r,ateurs auto_adjoints.

D.finition 7.8.7 Soi,t A: D(A) C H _+ E un op,rateut. li,n6a,ire, orr, appelle
adjot'nt de A, I'opd,rate:ur A* : D(A.) C E* __+ H* d,6fi.ni par

{l::.:;.{"= 
E.l1w € H* : (u,Au): (w,u),vu e D(A)},

Th6crrbme L.B.I pour que la repr|sentat,ion (u,Au) :
pour tout u e D(A) aaec w e H*, i,t faut et il suffit que
ce cas' A* est un oio1rateur fermd.

D6finition L,J.Z L,o,p6.rateur A est d,it auto_ad,joi,nt si,

D(A)t: I)(A.),(Ar,0: (r,Aa),yr,y e D(A).
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F.appels d,Analyse fonctionnelle.

Dans ce cas le nombre (Ar,r) est r6el et on a :

Il AII :,;,t!,I@r, r)1.

Remarque 1.8.1

i) 1* ,= I ,(A + T).: ,4* * T* ,A** : 1.
ii) 

^9? 
l'operateur A est i,naers,ible, alors A* l,est auss,i et l,on a

(A.)-': (,4-t;,r..

D6finition 1.8.8 ,,op'rateur A est d,i,t posi.ti,f si, (Ar,r) > ,,Vr e D(A).

Th6orbme 1.8.2 Soi,t A : D(A) -_+ E un op,rateur l,in6ai,re, auto_ad,joi,nt
posi,ti,f. Alors il eri,ste un op*rateur B : D(B) _+ E telle que :

D(A) c D(B) et Ar: B(Bt:),Vr e D(A).

L'opdrateur 'B est apper| rac,ine carc6 d,e rop1rateur A et on re note par Ai.
on a D(A) c_ D@\.
En gdndral on n,a pas l,6.galit6. rna,is orl u :

D@: D@+).

Proposition 1.8.1 soi,ent H, E d,eur espaces d,e Hi,rbert et A une appr,ication,
Iindaire continue de H dans E. On a alors :

kerA : (R(A.))t, kerA* : (fi(/))a,



1.4 Quelque,s inrjgalit6s utiles.

(kerA.)L :E@, @erA)L : R@.
E', parti,cul,ier, si, E, : E et si, A est auto_ad,jo,int, alors on a

kerA : (R(A))t, (kerA)L : R@.

L,,4 Quelqures in6galit6s utiles.

E Ll!.L In6galitr6 de Cauchy.

Quelque soient ittr,n (:_ tr2(f,)), on a

fr.r
| | uudrl 3 ( | lul2dr)i ( | lulrarli.

/$ r-N r N
| | ),u,iuidrl<(/ f fu,,l2aryi( / )llt,,l2a,,aSi.JnE - '"/o fr_' ", '"', ,j"?t.xt u;.u

C'est une g6n6ra,tisati,on d.es in6galit6s de Cauchy.

11
,* a: ''

f
I luledr < x

J1'

11



Chapirbre 2

Op6rateurs abstraits de
rrSgularisation.

2'"r op6r'ateurs d6pendants d,un parambtre
Soiernt X, Y deur espirces de Banach et {A(t)},n0,"1 une f.amille d,op6rateurs
telle, que A(t): r)(A(t')) -.-y,n(A(t)) c x.qui d6pend du temps.

z.L.L Continuit6 par rapport au parambtre.

D6finition 2-r.1 La,familre d,'opd,rateurs {A(t)} est d,ite fortement continue
au p,i'nt ro € [0,7'[ enu(ts) e D(A(to)) s'i,r eri.ste une foncti,onu(t) teue que
u(t) e D(A(t)) pour t appartenant d, un uoisinage d,e ts et que u(t) -, u(to)
dans x et A(t)u(tl,) -- A(to)u(to) d,ans y lorsque t tend, uers ts.

2.L.',2 D6riveitiotn par rapport au parambtre.

D6firrition 2.r,2 La Jitrni,ile d,'op€rateurs {A(t)} est di,te Jortelrent rrdriuabre
au point te e [0' T[ en u(ts) e D(A(to)) s'i,r eri,ste une fonction u(t) dd.finie



L4 Op6rateurs abstraits de r6gularisation.

d,anst un uo'is'inage dets telle queu(t) e D(A(t)), et unu(ts) e D(A(ts)) tels

que

u(t) - u(to)
---+ r(f6) dans Xt-to

^ICL

A(t)u(t) - A(to)u(to) ,-, tr,(r6) d,ans yt-to
lorsque t tend, uers ts et la li,mi,te w(ts) ne d6.pend pas du choi.r de u(t). on

d|furi,t la d6,ri,u6,e A'(t) de A(t) par la relati,on

A' (to)u(to) : w (to) - A(ts)u (ts).

Rernarque Z.L,L soi,t A(t) une Jarn'ille d'oph'ateur uuto-adjoint et Jot'te-

ment d,i,firerenti,able d,ans un espace d,e Hi,lbert. Alors ff est auto-ad,joi'nt.

Preuve. Puisque,4(l) est auto-adjoint, quelque soient , € [0, T) et X,Y <'

Ct([0, T];H), on a (A(t)r,A) : @,A(t)y). En d6rivant les deux membre de

l'6garlit6, on obtient

e,Y, + AU)#,il + @U)r,ff): (#,oaw + @,#a + aQ)@-1

Conrme ,4 est auto-adjoint, l'6galit6 pr6cidente se r6duit d,

(ry',a): (r,#rl,Yr,Y € D(ry)

Ce qui p:rouve que 4# est auto-adjoit. tl



i2.2 Op6rateurs abstraits de r6gularisation

il'z op6ra.teurs abstraits de r6gurarisation
D6finition 2.,2,1 Soi,t A un op6rateur li,n6ai,re auto_ad,joi,nt, d,6,fini de D(A)
dans H tel qu,z

(Au,u) ) crlul2,vu e D(A),c1) o

P'our e ) 0, or,,, d,6fi,ni,t la familte d,oplrateurs

A;t:(t+eA)_r.

A;-' t'appelle opdrateur abstra,it de rdgularisation.

Ttr6orbme 2,2,1 L'opdrateur A;1 est born6 et udrifie l,i.n6galit6

IIA:Ltt. I
il-1 rt€cI

Prr:uve' pour monibrer ra propr i6t6 (pl)on va utiliser re th6ordme du graphe
ferrati. Vu que l',rp6reiteur .4u est ferm6. montrons qu,il est surjectif.
Nous avons A': D(lr) c H -- H. re th6ordme 1.1.1 et ra proposition 1.3.1
entlainent que

H:Ker(A,)oE@J.

Mon.trons que Ke.r(A.,) : {0}.
Soit r e Ker(Ar} Alors A"t :0, d,oi

15

(Pr)

donc on a

eAr: -r

-l:cl2 : (-r, r) : (eAr, r) > ecllr!2
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Op6rateurs abstraits de r6gularisation.

il s'ensuit que

(urr+1)frl2<o

par cons6quent on a

r: 0.

Montrons quu E@J : R(A,),on a :

(A,u,u) : lul2 * e(Au,u) 
@r)

) (ec1 + I)lu!2

D'aprds le th6orbme 7.2.6, on conclut que

R(A,): R(A,).

et d'aprbs le th6ordme 7.2.2,,4.-1 existe et est born6 sur R(,4.). De (a1) onpeut tirer la relation

(1+ ec)lul s ll,u1;vu e D(A). 
@z)

soit z : A;Iu; oi u est un 6r6ment quelconque de H.D,aprds ra relatio'
(a2), on a

(L + ec)lA,trl < lu!,vu e H
d'oi

ry!<--1Iul -1+;;;YueH;
en passant au sup, l,in6galit6 (p1) est d6montr6e. !



2.2 Op6rateurs abstraits de r6gularisation

Th6orbme 2.2,2 Les op,rateurs d,e r,gulari,sati,on A;r udrifi,ent les pro-

pri6t6s su'iuantes

;AA;L:I-A;1 (Pr)

leAA;rrl: llr - A;t*l -- 0; lorsque €'--+ 0 (Pt)

L,op6,rateur A;1 est posi,ti,f, auto-ad,joi,nt et commute auec A' 1Pa)

Preuve. Montrons (P2), on a

eAA;l :'(+)A;':I-A;'

-, Pour montrer (P3), on <ioit 6tablir que lA;Lr - nl '0 l0rsque e tend vers 0'

D,aprbs Ia propri6t6 (P2) on peut voir que I'op6ratettt AA;\ est uniform6ment

/\ 
born(i et

lA;r:u - rl: leAA;trl < elAA;lrl < sll'4'4;1lllu I

llA;t - Ill 3 ellAA;'ll * 0 lorsque 6 * 0'

d'oi le r6sultat'

Pour montrer (Pa) on remarque que

A-tA": A-L(I + eA) : A-r + eA-IA: A-L + eI.

t7



18 Op6rateurs abstraits de r6gularisation.

D'autre part on a

A,A-t: (/+ eA)A-r: A-1 +eA-tA: A-L +eI,

d'otr il r6sulte que ,4 commute avec A;7 '

n

Th6orbme 2.2.3 Si, l'op6rateur A-L(t) est d,i,ff6renti'able ators A;r(t) est

di,ff4renti,able et on a :

d(A(t)A;L(t)) _ -L dA;t(t) (pu)
dtedt

dA;l(t) : eAft\A:r,rrdA-.t(t) Aft)A;t(t) (po)
dt -"\-/'-e \-/ dt \ / c \

Preuve. Montrons (P5). En effet : d'aprbs (P2) on a

eAA;r:I-A:r

d(AA;I) dA;t
r --)------:--:dt dt

d(AA;t) -r dA;t(L)
--- dt : € dt

Montrons (P6)' En effet : d'aprds (P2) on a

d,A o-t * dA;t -1' dA:l
dt"' dt-^:; *

dA ,-., -LdA;r lr , ^ ^\*Eo;':; dt \t+€A)

. -LdA;L n _dA n-,=7 m A':E'"
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* 4#: : -e'+;'ffa;l

comrre AA-r : I eL A, A;t commute

* #o-' '= -ooT' * +: : eA'+;'ffAA;'

tr

(1)

2,sLam6th.odedesin6galit6s6nergitiques

La m6thode des in.6galit6s cle l'6nergie, appel6e aussi nr6thode d'analyse forrc-

tionn.elle, trouve son orrigine dans les travaux de I'G. Petrovskv' otr elle a 6t6

utilis6e tians Ia r6rsolution du problbrne de cauchy Ii6 aux 6quations du type

hvperbolique. Par Ia suite les d6veloppements importants de Ia m6thode ont

6t6 d.us h' J' Lera5'et L' Garding'

Cett.em6thodea6t66,'galernentutilis6eetd6velopp6edanslestravauxdeo.

A. Ladyzenskaya, K. Irriedrichs et N' I'Yurchuk'

Le srfi6ma de la rn6thode a 6t6 donn6 pour ia premibre fois par A' A. Dezin;

il peut 6tre r6suni6 comme suit :

pour: l,op6r atetr ,l,eng;endr6 par Ie problbme consid6r6, on d6rnoiltre I'in6galit6

6nerg6tique du t1'Pe

ll"ll" 3 CllLullp'Yu e D(L)

La rl6mo'stration se base sur une analyse pr6cise des fbrmes obtenues en

mulbipliant I'6quation, donn6e par un op6rateur NIu conlenant la fonction u
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ou ses rr6riv6es 
"f,rrr" 

certaine fonction poids. Le choix de I'op6rateur M'u

est fon<iamental, il est dict6 par l'6quation et les conditions aux lirnites' Iln

suite da,ns les topologies fortes des espaces E et F,, on construit la fermeture

Z <le l',rp6rzr,teur .L et Ia solution cle l'6quation T'u' : F, F e F est appel6e

solution forte du problbme consid6r6. A I'aide d'un passage h' la limite' on

prolonE;e l'in6galit6 (1) e, u e D(T)'

Commr: I,operateur ,L-1 est continu on conclut pour I'image de I'op6rateur

L l'6gabt6 l}(L) : R(L) . Pour Ia d6rnonstration de I'existence de la solution

forte pour I,otfi F e. F,ll suffit d'6tablir la densit6 de n(I) dans l7 qui est

obtenue d, I,aide des op6rateurs de r6gularisation. Le choix des op6rateurs de

r6gularisati,on est li6 au caractbre du problbme 6tudi6'

Lam6thod,:desestimationsir'prioriestunem6thodeef;ficacepourl'6tuLde

de beaucoup de problbmes de Ia physique matir6rnatique, elle est fond6e sur

un sup,port th6orique solide et est d6velopp6e clans un cadre abstrait 6l6gant'

Mais dans l'application de cette ur6thode on trouve des difficult6s parrni

lesqueLles n.ous citons :

. Le choix rles espaces fonctionnels'

. Le clroix

. Le choix de l'op6rateur de r6gularisation'



Chapit;rer 3

Elstimation A Priori

3.1- Pr6rsentation du Problbme

Soit D:1O,frlxlO ,TzlCR2' On d6signe put I'l "t (') 
la norme et le produit

sc;alaire dans u,n espace de Hilbert 11'

ClnconsiclbredansDleproblbmeaubordbirlimensionnelsuivant:

(3.1.1)

(3.1.2)

,,: #. #,+ A(t)u: f (t)'

I tru1h,tz): u(h,o) : e(t1)'

\ ,rr1rr, t2) : u(0,t2) : t(t2),

oil /: p __+ ,(:[,g:]0,711- H et u:]0,?z[- -Il sont les donn6es et u est Ia

lbnction inconnue b valeurs dans 11'

.L,op6rateurll(t)estlin6aire,nonborn6etauto-adjointpourtoutt:(t',6)e

D
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On suppose que les conditions suivantes sont v6rifi6es :

(a)ilexisteuneconstanteh}0ind6pendantedetetdeu(t)telleque:

(A(t)u(t),u(')) > cllu(t)l''v'(t) e D(A(t))e'p't € D

(b) Les op6rateurs inverses de A(t) existent pour tout t e D et '4-1(t) est

forternent diff6rentiable par rapport ir' t dans H ; de plus on a

aA-'(t). aA_r(t) e L*(D.L(H)),
0h dtz

oiL(H)estl,espacedesop6rateurslin6airesborrr6sdeHdvaleurs

,dans H. muni de Ia norme

llAllrr"l :,i#,f*o#

3.2 lDsPaces fonctionnels

Soit ,D(,4* @) +0. On construit I'espace de Hilbert 1/ sur D(Ai(l)) pour

t e Lt murni de Ia norme

lrl,: lAi(t)ul'

on d6sign,e par Ll,opdrateur (1,\,12)engendr6 par le problbrne (3.1.1)-(3.1.2)

de domai:ne d6finition

0u 0u a,,
1)(L) : {u e Lz(D,H),u(t) € 

'(A(t))' #'ffi'A(t)u 
€ L2(D'H)}'
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g.2 EsPaces fonctionnels

r-L,c,p6rateurLagitde,Elir,valeursdansE2or)-Erestlecompl6t6deD(r)

Par: rapport d' la norme 
f", . fr2 .

llull? : sup 
-{ /"' 

lrtt', sz)f au + Jo lu(s1't2)l2dt2
(sr,sz)eD Jo

fst fsz
+2 I I l"l?at,at,\,

Jo Jo

Eztestl'espacedeHilbertLz(D'H)xL200'T'l'H)xL2(10'Tzl'H)'munide

Ia norme

llrll3 =' llf ll'""tr,rt+ llpll?,to,r,t,i{) + ll4ll? 2(to'r2t'H)'

Lremme 3.2,L si res cond,i,ti,ons (a) et (b) sont udrifi^es, ators D(L) est dense

ilo,ns L2(D, H) '

P'reuve. Soit o e L2(D,I/) telle que

[ [ u,u)dtfit': o'vu € D(L)'
J Jo'

C)nposeu:A_L(t)h,oirhestunefonctionquelconquedansL2(D,I/).on

p,eut facilement vor que

[ [ Oq-'fqh,u)dtrdt2 
: o'

J Jo'

Irn particulier si u : h, arors d'aprbs Ia condition (a) on obtient

A-r(t)u :0'

r:t par suite

u:OsurD'
I
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3.3 unicit6 de la solution forte g6n6ralis6e

Th6orbme B.B.L sous res cond,i,ti,ons (a) et (b), on obti,ent pour chaque u e

D(L) l'estt'mati,on

ll"ll? s cllrulll, (3'3'1)

or\ C est une constante posi'tiae i'nd'1pendante de t et de u"

Preuve.Comrnelesop6rateurs,4(t)sorrtnorrborrr6s'onvalesapproxirner

par de,s op6rateurs born6s et fortement diff6rentiables ,4(t)A.-1(t) oil

A;t(t) : (1+ eA(f))-1;e > 0'

En in1;6grant par parties deux fois I'expression 
"c(s1rs2-t1-tz)(Iu'A;l(t)u) 

sur

le dornainer D":]0,s1[x]0, s2lC D' on obtient:

t t 
"c(ursz-h-t) 

(lu,,l;r (flQattdtz :
J Jo"

t t 
"c(st*sz-tt-d 

(* + Y + A(t)u, A;1 (L)u)dhdLz :
.l J ".- 

'Etr dtz

f t 
"c(st*sz-tr-") 

(* , A;L (t)u)dtrrlt2
J l r"" 'dh

, [ [ 
"c(sr*sz-tr-D 

(+, A;L (t)u)dtLdt2
'J Jr"" 'dtz

par :.nsdqu .-^l^!:'; ;;,';"j:::"3J-;l' 
(3 32)

3

t t 
"c(st+sz-h-tz) 

(lu, A;1(t)u)dttdtz:D ru (3.3.3)

J Jo" i=\
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3.3 Unicit

En faisant les calcules on trouve

,, : lo "c(4+s2-h-t 
) 

111, A;L (t)u)li'd,t2

+" I I o"""r"*"'-h-tz) 
@, A;r (t)u)dtLdt2

- I L""c(sr*sz-tt-o 
@,Wu)dtfit,

- I L""c(sttsz-tt-t,) 
1e;t e)u, ft)orror,

: 
Iot "c(sz-tz)1e;+ 

1t)ul?,:std,t2 - I"' "c(a*sz-tz)l'l"L 
(t)ul?,--oau

*" I Ir"u""'*""-tr-tz)l'q,L 
(t)uf at'at'

- I I 
"""c(s1*sz-tt-a 

@,Wu)dtdtz

- | L""c(st*s2-t1-til 
1n;t (t)u, ff)otror,

,, : I o "clsrtt)lA,i 
1r1u17r=",ar, - l r'c("r*"2-tr) 

I 
A;i 1t1u1!'=od'tt

*. I I o""''"'*"-h-tz) 
l,q,i U)uf at'at'

- I L""c(st*s2-t1-'t 
P,W9u)dtfit2

l
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_ t t ec(sr*sz-tr-tz)1A;r(t)u,ff1arrar,
J Jo, 

\ c \/ dtz'

h : [ [ "c(s1ts2-t1-til1A| 
U)Ai (t)ul2 dtfit2

J Jo,

En rempla ganl 16,'i : L,3 par ses valeurs dans (3'3'3) on trouve :

2R" [ [ .c(s1*s2-n-t) (lu, A;L (t)u)dttdtz :
J Jo"

[ 
"' 

""{", 
- r") V; + 

e)ul?r: 
",d,t 

2 - [ 
- 

"c(s 

r * sz -tz) 
| 
l, E (t) ul?,:oat,

Jo Jo

+ [" 
"c(sr-tt)1e;+ 

tt)ull:,dtr - [^ "c(n*s2-t)ll,i 
(t)"ll:oat,

, 
JO 

" 11 'E \-/-tL2-62 ' 
JO

*, I I o """r", 

* 
", - 

tt - tz) 
lcl A" + (t)ul2 + 6L p1 ei (t)ul2ldt dt2

- t t "c(st*sz-tr-rtp,W9"*Wu)dtdt2 
(3'3'4)

J Jo,

Posons maintenant;

o, : I, [sc(sr+sz-tr- 
t,)1e;i (t)ul2]tr=,rd,tt

et

s,(t) : lA;i (Dulr.

Onvoitqueg"(t)---'lul2,qd'e-'0(convergesimplement)etd'aprbsles

propr:i6t6s des op6rateurs de r6gularisation (A;1(t) est born6 et llA;1ll < 1)on

a:
g"(t) : lAi (Dul'z < ll'4;'(t)lllul2 3lul2'
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cornme u e D(L) alors :

^, 
: 

Io lsc("t+"2-tt-t"t 1e;* 61ul2lr,:"rd,tt +

[ " 1""{", 
* r, -t, -t") lul2]tr: "rd,t 

1, qd, e --- 0
Jo

De manibre analogue quand e --+ 0 on obtient :

["' y""t r*,r-tr-tz)1x,+ (t)ul2]4:od,tt a 
f o" 

lro"'*'z-tt-tz)lul2)tr=od,tt
Jo

[ 
"' 

1""r,, 
* " r'- 

t t - t z) 
1,1; 

L 
1t) ul'lt, : 

", 
d,t 2 - I o* 

!s"G 
t + 

" 
z - t t - t') lulz ! 1, : 

", 
d't z

Jo

["'1".r",*"r-tt-tz)1nr* Q)ul2ltr=odtz - lo"' 
1""'"'*'z-tt-tz)lul2]r,=od'tz

Jo

t t ec(str'"2-tr-tz)1Ar+ (t)ul2d,tfit2 --- [ [ "c(s1*sz-t1-t2)lul2dtld't2
J Jo, 

t'-e \-'l-'r J Jo'

Posons K2 i'int6grale suivante :

x, =, I I o"""r",*',-tr-tz)1a* 
glai Q)uflattat,

soit

M"(t) : lAtQ)Ai (t)ul'

I.[est clair qu,on a une convergence simple d,e Mr(t) vers la fonction lul];

comme u et A(t)u €. D(L) on obtient :

N, : I I o"".r",*'"-trtz)6* 
plei Q)uf)atrdt2 ----+

I L,"c(st*s2-t1-t 
)lul?dtfit2,qd, e ---+ 0
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soit Ks I'int6grale

n, : [ [ "c(st+sz-tt-"t1u,EE]-(t) 
u)dti,tz

J Jo,

on a Ia majoration suivante :

, I l r""c(s1*s2-t1-"t 
1u, 

0 E]-(t) u)dtfit2l

= [ [ "c(sr*s2-t1-of 
E]-@ lufatrat,J Jp"

=J Jo.'- r--\/ t \/ dh

comm€) I'op6rateur A(t)A;L(t) est born6 et vu la condition (b) on a alors

S ell A(t) A;' (r) Il' | | W, I l, "rc(u* 

sz -t'l -t") 
11'12 dtfitz

D'oil

ltsKt: o

De la mdme fagon on Prouve que :

t t 
"c(sr*s2-t1-rl6,0A;.t(t) 

u)dtfit2 ) 0, qd, e--- 0
J I ""u 

\*' Eb

En utilisant le d-in6galit6 et en appliquant les propri6t6s des op6rateurs de

r6gularisation qua^nd a tend vers 0, on obtient

[" 
""{""-r")lu@1,t2)l2d.t, 

+ [ "cgt-tt)lu(t1,s2)l2dt;lo - ' Jo

, f [ "c(s1ts2-t1-tz)lu(tr,t2)l?dtdt2 = ["' "c(s1*s2-tz)lu(o,t2)l2dt2-J Jo"- 
r--\-L'z't' I --Jo
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* I o"' "c(st*sz-t) 
luft y, 0)l2 d,tr * u | 1 o """"'* 

"' -tr -tz) ltu(t 1, t2)l2 d't fit2

* - r"l I I r"e"("t*sz-h-t)lu(h,t2)12 
dtdt2'

29

(3.3.5)

Pour 6liminer Ie der:nier terme dans le membre droit de I'in6galit6 (3'3'5) on

ch,cisit 6 : 2 el c : 1,il s'ensuit que

[" 
"{,,-r,1lu,(s1,t2)12 

di, + [ r.Gt-,t)luQ1, s2)12 clt;
Jn' Jo

, [ [ 
"(sr+-sz-tt-tr)lr(fr, 

t")lldtrdtz 
= [^" "(st-rsz-tz)lt2ul2dt2'J 1"" ro

+ ["' "(sr-s:z-tr) 
ltpl2d,t1*, I f r""'"'-"'-u-tz\llu(tt't)12dtdt2 

(3'3'6)

Jo

sachant que la, fonr:tion exponentieile est croissante pal Iappolt h' 11 et t2'

alors

['" W(rr,t2)l2d't2 + ["' fu(tr,s2)l2 dtr + 2 [ [ ̂  n'"''t2)l?dtdt2 <
Jo 

l*\-rl !/' - Jo J JD"

"r, f" Vrul2dtz+ur, ["'prul2dtr+2"(''"D [ [- Pul2dt',dtr' (3'3'7)

Jo 
| ' - Jo 

I'r t J Jo'

Ein passant au sup llar rapport (st' sz) eD dans (3'3'7) on obtient Ie r6sultat

oil Ia constante C '- 2"(T+Tz)

L€rnme g.3.:t L,tlp1rateur L est fermable et sa fermetureT a un doma'ine

ale d,6fini,ti,on 'D(T) udrifiant D@):m

IJreuve. Cc,mmer les op6rateurs l1u el l2u sont continus, il suffit de prouver

que pour :

u,e D(L),'t)n+O,Iun'--' f e Lz(D'H) + f :0 (3'3'8)
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I

Soitu €D(L),alors

(f ,r)n2p,il: ji1g J J"Q""'tt)dt1dt2

ff 0u A^'

: ):xl| Jo@,,-;- ffi+ A(t)u)dtfit2

lT' fTt

+ I (un,u)t'=r1dt2+ I (un'u)6:r2dtt] :g
Jo Jo

De Ia densit6 de D(r) d,ans L2(D, f/) (voir le lemme 3'2'1) il s'ensuit que

f : 0, alors tout 6l6ment de D@) est une limite d'une suite u' € D(L)'

(i.e) :

Tu: ):gt'u",

et ainsi

D(T):D6

D6finition 3.3,1 La soluti'on de I'd'quat'ion

Tu: f

est appelll,e soluti'on forte g6'n6'rali's6'e'

par Ttassage d,Ii,mi,te, on prolonge l'i,n6gati,t6 (3'3' 1) aur soluti'ons fortes g6n6rali's6'es

ueD(T):
llrll? < cllTulll,Yu e D (L)' (3.3.e)

On peut faci,lement d'lmontrer que R(T):m "t @)-t: (L-t)
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Remarque 3.3.1 De l'i,n6.gatit6 (3.3.9), on d6,dui't l'u,ni,ci,t6 de la soluti'on

for-te g6n6rali,s6e si, elle eriste, sa d,6pend,ence cont'i'nue par rapport aur donn|es

(f ,p,rD et la ferrneture de R(T).

Pour I'eyistence: de la soluti,on forte g(.ndrali,s6'e, ga reu'ient d' ddrnontrer que

l'i,mage R(L) est d,ense d,ans f/2, ce qu'i est d'qui'ualent d' R(L)L: {0}'

31
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Chapit;rer 4

Flxistelnce de la solution forte
2 , l.generallsiee.

4,,L Exisitence de la solution forte g6n6ralis6e

Tln6orbme 4.1,.t on suppose que les condi,t'ions du Th^ordme 3'3'1 sont

sati,sfai,tes, et que pour tout t e D l'i'n6'gali't6'

-o"(+:uQ),u(t)) 3 allu(t)l2,vu(r) e H,'i:1,2 (4'1'1)

est ud.rifi|e, oit' a4> 0 ,i,: L,2, sont i'nd4'pendentes de u et det'

A,!,ors pour touit (f ,,p,rlr) e E2 quelconque' i'l eni'ste une un'ique solut'ion forte

geindrali,s\e u e, D(7,) d'u probli'me (3'1'1) - (3'1'2) udrifiant

ll"ll? < cllTulll,Yu e D (T).

Preuve. Soil; |,z == (u,p,tll e R(L)L el u € D(L), alors :

(Lu, V ) : 0 + (/,u, u) 41o,n I (tp, 9) r,Qo'rrl'rt * (12u, d) r',(lo,rri,n) : 0
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on va clemontrer que V : 0.

Premibre ,6tape : Soit

u € Do(L) : {u e D(L),lP: l2u:0}'

Alors

(Lu,V):0 + (lu,u)4rP,s) :0' (4'1'2)

on pose u: A;I(t)h dans (3.3.9), oir h est une fonction arbitaire dans

L.(D,H), telle qr" ff, ffi e L2(D,-I1) et h('1,0) : h(0,t2): h(t1'Tb):

h(TL,t'.2):0 r on obtient

I I,ue;'u)h),u)d't 
: o

donc

- | Lr\ff . ryy + AQ)A;' (t)h,u)dt'dt' : o

* lf"rffh*Wh,u)dtn't2
+ | l,ta;'a)(#* #t,u)dtfit2 

* | l;ott)A;L(t)h'u) 
: 0

- I Lr# * {r, A;1 (t)u)d'ttdtz :

- | I"rWn * Wh,u)dtnt2 - I l,*rt)A;r(t)h,u)

I l,r# * ffi, t;r (ru)at1d't2 :
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- I l,r%Pn * ?4Pn,u)dt,dt2 - | I,*rt)h, 
A;r (t)u)dtldt2

(4.1.3)

Al,ors la fonction A;1(t)u a une d6riv6e clans tr2(D , H) et s'annule pour t1 :

Ty et t2: f2'

en. effet : on a

94#:Wu+ A;.U)H,i':L2

Pcrur d6montre.r quer W e L2(D,fJ) ,on d6montre que :

4#r, A;t (t)H, e, L2(D, H),i' : r'2

1
f.

f' El-@ ll : lle A(t) A;' a)?#'a p1,+;'\ 1t111

< ellA(t) A;' (t) ll lryll ll /(t)A;l (t) ll,

puisque i+:) e L*(D'' L(H))' on u fi! e L2(D' H)'

Donc ll YIiPll1 c (c: const), alors $9 u e L2(D,H)'

2.

I b4rgfftt2Hdtdt2 = | l,ll'4;'(t)llzr"rll ftr,ot'otz 
1@

Parceque t 
,r, f'r" . ah Ah,

J, J, ( u^* fi, a;'u)afidt2:

rTt rTz

J"- ,n,A,'u)Wat, + 
Jo 

(n, 't;1u11,'o'at2
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- t t,n,aA;^l(t)' * oAal(t)u 
)dt,dt, :

J J r''"' otr dtz

f f ,. ,aA:r(U* aa;'(t)., 
u)dtrdtz- J Jo\n, 

(-- - u, ,u)uuLu

f f ,...0u Et,,.,.
- J JrUr,A;'(t)(ah* arr))dtfit2'

Donc :

,[ Lto;' 
(Dh, # * ffilo,,oh 

: I l,(on, 
A;1 (t)u) 2,1u1dL fit''

alors :

A;'' (il#, € L2(D, H).

Et par: consequent W e L2(D'l1)' En integrant par parties le membre

gauch,3 de (4.1.3), en prenant deux fois la partie r6ellle, puis remarquant que

h e hrL qui est dense d,ans L2(D, F1), on g6n6ralise I'in6galit6 obtenuc pour

toutesr les lbnctions h e L2(D, 'I/),puis si on pose lz: u on trouve :

f r -1
2 | l)el(t)A+(t)ul2dtfit2:-Re I l,rwu'u)d'tfi't2' u)'A)

J, JD

En appliqrLant les propri6t6s des op6rateurs de r6gularisation et I'in6galit6(4' 1' 1 )

au mt:mbr,e droit de (4.1.4) il r6sulte

, [ [ Vi Oe] (t)ul2dtdt2 3 e(a, + a)(t)lA;L g1 a1t1u12 (4'1'5)

J "ID

Faiso:ns tendre s vers 0 (tenons en compte les propri6t6s des op6rateurs de

r6gularisal,ion) il s'ensuit que

ff1
I I lA;U)ul2dLfi,t2.-o

J JD



Existence de la solution

ce qui implique que 1,4* Q)ol:0 p.p.t € D. De Ia condition (a) on conclut

que?r:0P.P.teD.

Deuxibme 6taPe : Soit u e D(-L) alors

(Lu, V) : 0 + (l p, g) u1o,z'l,H) * (l,zu, th) r',(lo,rzl,H) : 0'

Comme I'image de I'op6rateur (11,12) est dense dans I'espace L2(10,711, H) x

Lr(l},Trl,H) alors <p :th:0, et par suite V:0'

Ce qui achbve Ia preuve du Th6orbme ( '1'1)' tr
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