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Résumé

Dans ce travail on s'intéresse 4 1'étude d'un probleme parabolique ou le coef-
ficent opérationnel ayant un domaine dépend de ¢. On démontre I’existence
et 'unicité de la solution dans un espace fonctionnel. La démonstration est
basée sur une estimation & priori bilatérale et sur la densité de I'image de

lopérateur engendré par le probleme considéré.
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Introduction

La méthode des inégalités énergétiques s’est avérée un outil efficace dans
I'étude des problémes non classiques. De tels problémes ont été étudiés par
plusieurs auteurs pour différents types d’équations : paraboliques, pseudo-
paraboliques, hyperboliques et du type mixte et cela en utilisant de différentes
méthodes.

Nous développons plus exactement la méthode des inégalités énergétiques
a de nouvelles classes de problémes aux limites non standards.

Nous étudions dans ce mémoire une classe d’équations différentielles pa-
raboliques bidimensionnelles dans un espace de Hilber'gb; l'opérateur apparais-
sant dans I'équation est supposé étre linéaire, positif, de domaine variable.

Nous mentionnons que ces problemes apparaissent en cosmologie, dans
la théorie du ralentissement des neutrons.

L’actualité de I’analyse de ces problemes (avec des domaines variables)
est d’un intérét important. Cet intérét est dicté non seulement par le développe-
ment de la théorie des équations aux dérivées partielles, mais aussi par I’étude

des problémes apparaissant au moment de la modélisation de problémes
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concrets en physique changeant avéc le temps.

Le mémoire est composé d’une introduction et de quatres chapitres.

On commence dans le premier chapitre par un rappel de quelques théoremes
d’Analyse fonctionnelle, N ous donnons aussi certaines définitions et théoremes
importants sur les opérateurs, puis nous exposons quelques inégalités utiles
qui vont étre utilisées dans I’étude du probléme posé.

Dans le deuxieme chapitre, nous donnons des notions Importantes sur les
opérateurs & domaines variables telle que la continuité et 1a différentibilité.
Nous définissons les opérateurs des régularisation A-1(#). exposon leurs pro-
priétés et la méthode des inégalités inergitiques.

Dans le troisiéme chapitre, on établie I'estimation & priori de la solution
du probléme posé. Pour cela on commence par définir les espaces fonctionnels
nécessaires et puis on démontre un théoreme d'unicité de la solution quand
elle existe.

Dans le dernier chapitre, on démontre I'existence de la solution forte
généralisée.

Le mémoire est cloturé par une bibliographie.



Chapitre 1

Rappels d’Analyse
fonctionnelle.

1.1 space de Hilbert.

On désigne par H un espace de Hilbert complexe muni d'un produit scalaire
noté par(, )
Définition 1.1.1 on appelle norme sur H une application :

H — R
|z

vérifiant les aziomes suivantes -
D llzl=0&z=0

2) [zl = Al=],YA €R (02 C), Vz € H
3) lle+ull < lle + lyl, V2, y € H

Un espace vectoriel normé est un couple (I1,||.|]) ot H est un espace vectoriel

sur K =R ou C, et ||.|| est une norme sur H.
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Proposition 1.1.1 Le produit scalaire (,) définit une norme sur H et on
@

Izl = /(z,2),vz € H
Définition 1.1.2 Soit I un sous-ensemble de I. Le complémentaire ortho-
gonal de F (noté F*) est définit par

Fr={yeH (z,9)=0,Yz € F}
F* est un sous-espace vectoriel fermé.
Théoréme 1.1.1 Soit F un sous espace vectoriel fermé de H. Alors H est
la somme directe orthogonal de Fet F* notée par
H=F@®F,
Théoreme 1.1.2 Soient H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vecto-
riel de H. Pour que F' soit dense dans H il faut et il suffit qu’il n’existe pas
de vecteur non nul orthogonal ¢ F, i.e.
F+={0}.

Théoréme 1.1.3 (théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn) une suite de fonctions de Li. On suppose que

a) fola) — f(z) p.p surQ,
b) il existe une fonction g € Ly telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(z) p.p
sur )

Alors  f € L1(Q) et ||fu— fllz, — O.
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4 Rappels d’Analyse fonctionnelle.
== " ~\lalyse lonctionnelle.

Preuve. Soit A continu, supposons A non borné c.a.d pour tout m >0, il
existe z,, tel que | Az, || > Mm||2m | ; en particulie pour tout entier n il existe

Zntelle que [|Az, || > njz, . Posons - &n = o

On a alors
§n — 0 dans X, quand n — oo

Comme A est continu, On déduit que :

nllza| _
nlla,]] ~

Y (14| = 0,0r)| A6, | = — (45 >

/la I

ce qui est en contradiction avec ce qui précede.
réciproquement :

Soit A borné .et soit (z,) une suite telle que
[%n — || — 0 quand n — oo
alors il existe une constante m telle que
lA@n = 2)]| < mllz, - 2], ¥n € N

par suite on a

lim [|Az, — Az| =0,

n—oo
ce qui prouve la continuité de Popérateur A. U
Théoréme 1.2.2 L'oprateur A~ existe et est borné sur R(A) Iimage de A

st et seulement s’il existe une constante m > 0 telle que

[Az|| > m||z||,Vz € D(A).



1.2 Opérateurs linéaires bornés et non bornés.
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Théoreme 1.2.3 Soit A up opérateur linéaire de D(A)C H - E, A est
dit fermé si pour une sujte Tn de D(A) telle que :

Tp — T
et onazreD(A) ety= Az
Axn—>y

Autrement dit, A est fermé si son graphe est fermé.

Théoréme 1.2.4 (théoréme de graphe fermé)

Soit A un opérateur linéaire de H dans E. On suppose que G(A) le graphe
de A est fermé dans H x E. Alors A est borné.

Comme G(A) est un sous espace fermé de H x E alors i est complet donc

c’est un espace de Banach .

Preuve.
On consideére sur E les deux normes :
Izl = llzllzr + | Azl|z, 2]z = ||z 4

telle que ||z||; est la norme de graphe.
Comme G(A) est fermé, E muni de la norme ||.|[; est un espace de Ba-
nach. D’autre par ||z[, < [zll;. Par conséquent, ces deux normes sont

équivalentes,c’est-a-dire il existe une constante ¢ > 1 telle que :
Izl < ellzllz, v € D(A).

En particulier on a

|4lle < cllz]n,

ce qui prouve que A est continue., O
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Remarque 1.2.2 Bien entendu Iq réciproque est vrage. En effet toute oppli-

cation continue (linéaire ou non linéaire) a un graphe fermé.

Définition 1.2.4 Soit A un opérateur linéaire de D(A)Cc H - E, lopérateur
A est dit fermable s%] admet un prolongement fermé. On, note A le plus petit

prolongement fermé de A.

Théoréme 1.2.5 A est fermable si et seulement si pour tout suite (z,,) €

D(A) telle que -

Ty — 0 dans H
et alors y =0
Az, — y dans E

Définition 1.2.5 §; Popérateur A est fermable, alors sq fermeture A est
définie par
{ [_)(E} ={z € H/3z, € D(A) : z,, — z, Az, — v},
Axe=y,
Remarque 1.2.3 [e¢ graphe de A nest que ladhérence du graphe de A,

c’est-a-dire

_—

G(4) =G4

~—

Exemple 1.2.1 Soit Ao Vopérateur non borné de domaine de définition, -

{ D) = 17 € CXla.). o) = 1) = 0,

Aof = [".
Alors Ay est fermable.

En effet : On considére une suite (fn) telle que

fo € D(A0), fo — 0, Aof = f1 = g.
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1l est facile de voir que

b
fa=20, et/ 9(z)dz = 0, Yz €la, b|,
Ce qui donne que
9(x) =0,pp=g=0
€t par suite Ay est fermable.

Cherchons maintenant Ay (fermeture de A ).

Montrons que

D(Ao) = Hy(a,b), Agf = f'

cela revient & montrer que :

G(Ao) = G(Ay)
Ay C Ay = G(Ag) © C(T)
G(Ao) est fermé = G(Ag) c G(Ay)
Montrons maintenant Vinclusion, mnverse, soit
(f,9) € G(Ao) = f € Hy(a,b),9 = f’

Comme C§°(a,b) est dense dans Hi(a,b), il existe une suite (fa) C C§(a, b)
telle que

If = full? =[|f - aniz(a,b) +|f" - fwle%Q(a,b) —0

Hl(a,b)

pour n — 0o, c’est-a-dire que
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fo—fetf,— f dans L*(a,b),

par conséquent on g

e

(fns Jn) € G(Ao) — (1. /") € G(Ao).
1l s’ensuite que
G(Ap) C G(Ay).

On remarque que D(Ay) ¢ D(A,). Car pour a = —=1,b = 1, la fonction
flz)=1-|z| e D(A), mais f nappartient o le, classe CY([-1,1)) et done

I & D(Ap), ce qui prouve que Ay n'est pas fermé.

Théoréme 1.2.6 Soit A - D(A) Cc H— Hun opérateur linéaire. Supposons

qu’il existe une constante M > 0 telle qu’on ast
Izl < M]|Az]. (1)

Alors :
1. on a ker(4) = {0},
2. A est fermable et on R(A) = R(A).

Preuve.

1. L’égalité résulte immédiatement de () et de la définition de ker(A).

2. Soit y € R(A). Alors il existe une sujte (%), 2o € D(A) telle que

Az, — y. On remarque que, d’aprés I'inégalité (I), on a

12y = 2|l < M|l Az, — Ag|.
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Comme | Az, ~ Al < | Az, — yll + |Az, — Yyl = 0 pour P,q — o0, il
resulte que (:Cn) est une suite de Cauchy dans f7 . Donc elle est converge

Vvers un élément g, appartient & D(A). Op g

Ty — Zo
Ay — g,

Ce qui nous permet de définir la fermetyre Ade A et on ay= Az ¢

R(4), ot R(4) c R(A).
L’inclusion de I’autre seng R(4) c R(A) est évidente.

L’égalité désirée est démontrée.

1.3 Opérateurs auto-adjoints.
Définition 1.3.1 Sost A:D(A)cHS E un opérateur linéaire, on appelle
adjoint de A, l'opérateur A* - D(A*) c E* - H*défini par

{ DAY ={ve E*/3w e H* . (v, Au) = (w,w), Yu € D(A)},
Ay =y,

Théoréme 1.3.1 Poyr que la représentation (v, Au) = (w,u) soit unique
pour tout u € D(A) avec w € H*, i Jaut et il suffit que D(A) = H et dans
ce cas A* est un opérateur fermé.

Définition 1.3.2 Lopérateur A est dit auto-adjoint si

D(A) = D(4*), (Ax, y) = (2, Ay),Vz,y € D(A).



10 ) Rappels d’Analyse fonctionnelle.

Dans ce cas le nombre (Az, ) est réel et on g -

14l = sup |(Az,2)|.

flzll<1

Remarque 1.3.1

i) Pe=X (44 T =A*+T* A" = 4.

ii) Si loperateur A est inversible, alors A* lest qussi et l'on a
(A = (a7

Définition 1.3.3 Lopérateur A est dit positif si (Ax,z) > 0,Vz e D(A).

Théoréeme 1.3.2 Soit A - D(A) - E un opérateur linéaire, auto-adjoint

positif. Alors il existe un opérateur B : D(B) — E telle que :
D(A) € D(B) et Az = B(Bz),Vz € D(A).

L’opérateur B est appelé racine carré de Vopérateur A et on le note par A3 .
On a D(A) ¢ D(A3).

En général on n'a pas ’égalité mais on g -

Proposition 1.8.1 Soient H, E deuz espaces de Hilbert et A une application

linéaire continue de H dans E. On a alors

kerA = (R(A*)*, kerA* = (R(A))*.



1.4 Quelques inégalités utiles.

(kerA*)* = R(A), (kerA)* = R(A").
En particulier, si H = E et st A est auto-adjoint, alors on q

kerA = (R(A))*, (kerA)* = (A).

1.4 Quelques inégalités utiles.
Soit Q C R™.

1.4.1 Inégalité de Cauchy.

Quelque soient u, v € Ly(Q), on a

[ was] < i )t [ oPazyt,

Analoé&ment, quelque soit y = (uq, ..., Un)y U = (g, ..y Un) € Ly(Q), on a

N N N
uvde| < / u;|?dx 2 / v [2da 2,
f/Z | (Q;H )(Q;rr )

1.4.2 Inégalité de Holder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.
Soit p €]1, 00, on désigne par q I'exposant conjugué de p, défini par
1 1
sefe— 2= ],
p q

Pour tout u € L,(Q) et v € L,(Q) c’est-a-dire :

/sz [ulPdz < oo

11



Chapitre 2

Opérateurs abstraijts de
régularisation.

2.1 Opérateurs dépendants d’un parameétre
Soient X, Y deux espaces de Banach et {4 (t) }eefo,r) une famille d’opérateurs
telle que A(t) : D(A(1)) — v, D(A(t)) € X. qui dépend du temps.

2.1.1 Continuité par rapport au parameétre,

Définition 2.1.1 La famille d’opérateurs { A(t)} est dite Jortement continue
au point to € [0, T en u(ty) € D(A(to)) s%l existe une Jonction u(t) telle que
u(t) € D(A(t)) pour t appartenant 4 un voisinage de ty et que u(t) — u(to)
dans X et A(t)u(t) — A(to)u(ty) dans Y lorsque t tend vers t,.

2.1.2 Dérivation par rapport au parameétre.

Définition 2.1.2 La famille d’opérateurs {A(t)} est dite Jortement dérivable

au point to € [0,T[ en u(ty) € D(A(to)) sl eziste une fonction u(t) définie
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dans un voisinage de to telle que u(t) € D(A(t)), et un v(to) € D(A(to)) tels
que

- —wu(ty) dans X

et
A(t)u(t) = Alto)u(to) _
t— 1o

w(ty) dansY

lorsque t tend vers to et la limite w(to) ne dépend pas du choix de u(t). On

définit la dérivée A'(t) de A(t) par la relation
A (to)u(to) = w(to) — A(to)v(to)-

Rerarque 2.1.1 Soit A(t) une famille d’opérateur auto-adjoint et forte-
dA(t)

ment differentiable dans un espace de Hilbert. Alors == est auto-adjoint.
Preuve. Puisque A(t) est auto-adjoint, quelque soient ¢ € [0,T] et X, Y €
C([0,T); H), on a (A(t)z,y) = (z, A(t)y). En dérivant les deux membre de

I’égalité, on obtient

@0y a0% 0 + (e, Wy (% Ay + e 24

Comme A est auto-adjoint, I’égalité précidente se réduit a

dA(t) dA(t)

dA(t) B ,
——x,y) = (T, —— o y),Vo,y € D( = ).

(dt

Ce qui prouve que dA( ) est auto-adjoit. 0]
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2.2  Opérateurs abstraits de régularisation

Définition 2.2.1 Soit A yp opérateur linéaire auto-adjoint, défini de D(A)

dans H tel que
(Av,v) > ¢;|v]?, o € D(A),c; >0

Pour e >0, on définit la famille d’opérateurs
A7l = (I +eA)™L,
AZY s’appelle opérateyr abstrait de régularisation,

Théoréme 2.2.1 |, ‘opérateur AZ' est borné et vérifie l'inégalité

1
- P
l‘f—ECl ( 1)

1

IAZH) <

Preuve. Pour montrer 1 propriété (P;) on va utiliser le théoréme du graphe
fermé. Vu que Popérateur A, est forms. montrons qu'il est surjoctif.

Nous avons A, : DA cH - T le théoréme 1.1.1 et la proposition 1.3.1

entralnent que

H =Ker(A.) ® R(: i)

Montrons que K er(Ag) = {0}.
Soit € Ker(A,). Alors A=, ol

BAT. =S~

donc on a

—|2)* = (~2,2) = (cAz, z) > ec)|zf?
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il s’ensuit que
(ear + Djz2 < 0
par conséquent on a
r=0.

Montrons que R(A:) = R(A,), on a :

(Aew, u) = [uf? + e(Au, u)

> (ser 4 1)fuf

D’aprés le théoréme 1.2.6, on conclut que

et d’apreés le théoreme 1.2.2, AZ" existe et est borné suy R(A:). De (a;) on

peut tirer la relation

(1 +ecr)lul < |[Acul; Vu € D(A). (as)

Soit u == A-v: on v est un élément quelconque de A, D’apres la relation
(a2), on a

(I+ee)|A | < [v],Vv € H
d’on

A7 1

[v] T 1+ec

en passant au sup, I'inégalité (Py)

Vv € H;

est démontrée. 7
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Théoreme 2.2.2 Les opérateurs de régularisation AZY wérifient les pro-

priétés sutvantes

eAAT =1 A7 (P2)
leAAT 2| = |Iz — A7z| — 0; lorsque e — 0 (P3)
L’opérateur A1 est positif, auto-adjoint et commute avec A. (P1)

Preuve. Montrons (P), on a

eAAT! = e(’LXLE——i)Ag1 =1-A!

Pour montrer (P3), on doit établir que [AZ 'z — x| — 0 lorsque € tend vers 0.
D’aprés la propriété (Ps) on peut voir que Iopérateur AAZ! est uniformément

borné et

|Ar — x| = [eAAT x| < e|AAT x| < el| AATY |||

|A; =1 < e||AAZY| — 0 lorsque € — 0,

d’ou le résultat.

Pour montrer (P;) on remarque que

ATA = A I +eA)=AT +eAT A= A ggl.
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D’autre part on a
AAT=(T+eA)A = A +eAd A=A +el,

d’otl il résulte que A commute avec A

0

Théoreme 2.2.3 Si lopérateur A7'(t) est différentiable alors AZN(t) est
différentiable et on a :

d(A()AZH()  —1dAZN(Y)
dt T e dt (P)
dAL(2)
dt

MO _caao

A(AZT(H) (Fe)
Preuve. Montrons (P;). En effet : d’apres (P») on a

cAAY =T- A"

d(AAY) dAZ!

=€

e dt
d(AATY)  —1dAZ'(1)
T @ e dt

Montrons (Ps). En effet : d’apres (P») on a

dA o dAZY,  1dAS7
at e T dt e di
dA | —1dA7

AT = =T+ ed)
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dA7! dA
£ _ —CA—l— 1—1
dt e dtie

comme AA™Y =1 et A, A7' commute

ATt dAZN AT
© T dt

:——A_l = ——A AA;].

qr a - dt

9.3 TLa méthode des inégalités énergitiques

La méthode des inégalités de I'énergie, appelée aussi méthode d’analyse fonc-
tionnelle, trouve son origine dans les travaux de 1.G. Petrovsky. ou elle a été
utilisée dans la résolution du probleme de Cauchy li¢ aux équations du type
hyperbolique. Par la suite les développements importants de la méthode ont
6té dus a J. Leray et L. Garding.

Cette méthode a 6té également utilisée et développée dans les travaux de O.
A. Ladyzenskaya, K. Friedrichs et N. I.Yurchuk.

Le schéma de la méthode a été donné pour la premiere fois par A. A. Dezin;
il peut étre résumé comme suit :

Pour Vopérateur L engendré par le probleéme considéré, on démontre I'inégalité

énergétique du type
|lulle < CllLullr, Yu € D(L) (1)

La démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en

multipliant 1’équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u
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ou ses dérivées efl une certaine fonction poids. Le choix de l'opérateur Mu
est fondamental, il est dicté par I'’équation et les conditions aux limites. En
suite dans les topologies fortes des espaces E et F, on construit la fermeture
T de Vopérateur L et la solution de ’équation Tu = F,F € I est appelée
solution forte du probleme considéré. A l'aide d'un passage a la limite. on
prolonge l'inégalité (1) & u € D(L).

Comme V'opérateur L™" est continu on conclut pour I'image de l'opérateur
T Végalité R(L) = T{m Pour la démonstration de Iexistence de la solution
forte pour tout F € F, il suffit d’établir la densité de R(L) dans F' qui est
obtenue & I'aide des opérateurs de régularisation. Le choix des opérateurs de
régularisation est li¢ au caractere du probleme étudié.

La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour 1'étude
de beaucoup de problemes de la physique mathématique, elle est fondée sur
un support théorique solide et est développée dans un cadre abstrait élégant.
Mais dans l’application de cette méthode on trouve des difficultés parmi
lesquelles nous citons :

. Le choix des espaces fonctionnels.

. Le choix du multiplicateur Mu

_Le choix de I'opérateur de régularisation.



Chapitre 3

Estimation a priori

3.1 Présentation du probleme

Soit D =0, T1[x]0, T2[C R2. On désigne par |.| et (,) la norme et le produit

scalaire dans un espace de Hilbert H.

On considere dans D le probleme au bord bidimensionnel suivant :
B s e A et Al = S {2, (3.1.1)

Lu(ty, ta) = u(t,0) = o(ty),
(3.1.2)

lou(ty, t2) = w(0,t2) = P(ta),

oh f:D— H,p 10, Th[— H et & 10, To[— H sont les données et u est la
fonction inconnue a valeurs dans H.
[’opérateur A(t) est lincaire, non borné et auto-adjoint pour tout t = (t1.t2) €

D
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On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées

(a) il existe une constante ¢, > 0 indépendante de ¢ et de v(t) telle que :
(A)(t), (1) 2 alo(t),Yu(t) € DADppL €D

(b) Les opérateurs inverses de A(t) existent pour tout i € D et A7(t) est

fortement différentiable par rapport 3 t dans H ; de plus on a

HA™L(t) DAT(Y) i
TR TR € Loo(D, L(H)),

ou L(H) est 'espace des opérateurs linéaires bornés de H a valeurs

dans H. muni de la norme

_ | Ayl
“A“E(H) = ueSI;l,S;éO lul

3.2 Espaces fonctionnels

Soit D(A%(t)) # 0. On construit l'espace de Hilbert H sur D(Az(t)) pour
t € D muni de la norme
1
Jul, = [A2 (t)ul.
On désigne par L I'opérateur (1,11, 1>) engendré par le probleme (3.1.1)-(3.1.2)
de domaine définition

D(L) = {u € La(D, H),u(t) € DIAW): ‘g%, %‘;,Au)u & Tl D E )
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Lopérateur L agit de F; & valeurs dans E, ou Ej est le complété de D(L)

par rapport a la norme

Jul= sup { ) lu(t1,52)‘2dt1+/082 |u(s1, t2)|*dt2

(5'1,82)55 0

s1 52
0 0

B, est 'espace de Hilbert Ly(D,H) X Ly(]0, Tu[, H) % L5(]0, Ty, H), muni de

la norme

FI2 = fli0m H‘PH'?LQ(]O,Tl[,H) + HwHZLg(]O,Tz[,H)'

Lemme 3.2.1 Siles conditions (a) et (b) sont vérifices, alors D(L) est dense

dans Lo(D, H).
Preuve. Soit v € La(D, H) telle que
// (u,v)dtldtg =), Y & D(L)
D

On pose u = A~ (1)h, ou I, est une fonction quelconque dans Lo(D,H). On

peut facilement voir que

//D(A_l(i)h,v)dtlalt2 —0.

En particulier si v = h, alors d’apres la condition (&) on obtient
At =0,
et par suite

v=0sur D.
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3.3 Unicité de la solution forte généralisée

Théoreme 3.3.1 Sous les conditions (a) et (b), on obtient pour chaque u €
D(L) estimation
[ul2 < | Lull3 (3.3.1)

ou C est une constante positive indépendante de t et de u.

Preuve. Comme les opérateurs A(t) sont non bornés, on va les approximer

par des opérateurs bornés et fortement différentiables A(t)AZ'(t) on
AZL(t) = (I +A(t) e > 0.

En intégrant par parties deux fois I’expression eelsrtsz—ti=t2) (Jy, A1 (t)u) sur

le dornaine D, =0, s1[x]0, s2[C D, on obtient :
/ / pelsrrsa—ti=t2) (Jyy, A7} (t)u)dtrdts =
// c(s1+32—t1 t2)( -+ ?ﬁ + A(t)u A 1([) di»ldt2 -
‘ oty Oty
// pels1+s2—t1— tZ)( ;1(t)u)dt1dt2
c(s1+s2—t1—t2) au
v pCls1+sa—ti—ts (81} JAD ( Yu )dtldtg

+ / / eclsrtsa—ti=0) (A(t)u, A7 (t)u)dtrdts (3.3.2)

Par conséquent la formule (3.3.2) prend la forme suivante :

3
// ec(s1+sz—t1—t2)(lu’ A;l(t)u)dhdié = Z I; (3.3.3)
s i=1
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En faisant les calcules on trouve

52
]1—:/ eclsirsa—ti=t2) (o AT (t)u) 5" di
0

—H:// eclsrtsa—ti=t2) (y AT (t)u)dbrdts

-1

1

— / / e°(31+32_t1_t2)(A;1(t)u,gu—)dtldtQ
: ) oty

0

=i
+c / / gelerrsa—ti=t2)| A7 2 (t)ul*dtrdts

aA—1
- / / eC(S1+sz—t1—t2) (’U,, £9A5 (f) u)dtldt2

(3]

52 1 82 _1
— / ec(sz—tQ)lAE 2 (t)uﬁl—.—sldh _ / ec(sﬁ—sz—tz)lAE 2 (t>u\%1=0dt2
0

_// ec(sl+s2_t1—t2)(A;l(t)u,g—;i)dl‘ldtz
s 71

rs1 1
66(51+S2—t1)1A5 2 (t)u‘i:()dtl

0

_1
—l'(’// ec(sl+32_t1—t2)l./‘52('[)1,L~2(1t1d'[2

—
_ ec(sl+82—t1—t2) (u, Mu)dtldtz
' Ota

s1 1
fp== / 60(31-—t1)\A6 2 (t)uli:szdtl _ /
0
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—// ec(sl+s2—tl_t2)(Ag_l(t)u,@-)dtldtg
Oty

E

]3:// ec(s1+52—t1~t2)|A%(t)A?(t)uletldtQ

En remplacant [;,4 = 1,3 par ses valeurs dans (3.3.3) on trouve :
QRQ// Ec(sl+s2—tl_t2)(lu,Aa_l(t)U)dtldtg =

s2 1 52 =L
/ ecloa—t2)| A2 ()ul? _, dts — / gclsr+sa—ta)| A2 (t)ul7, —odt2
0

0
&1 1 S1 1
_J'_/ ec(sl—tl)lAE Z(t)uﬁ?:”dil _ / 66(31+32—t1)‘A5 2 (t)u\i:odh
0 0

=L el
4 / / pclortsa—ti=t) [ AT (H)ul® + |A2 () AZ (t)ul|dtrdly

_ DAL (1) DA (1)
c(s1+s2—t1 t2) € € 5
- / / S e (u, ™ U+ 5ty u)dt dia (3.3.4)

Posonis maintenant ;
81 _i
K, = / [ectertat=| A2 (t)ul lp=sdls
0
et
1
ge(t) = [Ac 2 (D)ul.

On voit que g-(t) — |ul>,gd € — 0 (converge simplement) et d’apres les
propriétés des opérateurs de régularisation (A7 (t) est borne et |AZY| < L)on

a .

0.(t) = |AZ @yul? < A7 @)l < Jul.
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comme u € D(L) alors :
S1 i
f‘(l = / [ec(s1+sz—t1—t2)1AE P (lf)u‘z]t2=32dtl "
0

S1
/ [60(31+S2_t1—t2)lu.2]t2=$2dt1a gde —0
0

De maniere analogue quand € — 0 on obtient :
Ss1 1 81
|ttt oA ulsmodts — [ e uPli-odt
0 JO

52 _1 52
/mk“ﬁWM%MAxawmmmﬁz—*/ e [ s

0

82
/ [ c(S1+S>—t1—'2)|A 2(t)u| ]tl odto ___>/ c(sH—sz t1—t2)|u\ ]t —odts

// c(sl—} s9—t1- tz)‘A ()u| dtldtg SN // C(S1+sz La— tz)‘UIthldtz

Posons K, l'intégrale suivante :
;1_
Ko = // 66(51+52~t1—t2)|A%(t)A52 ([;)uP]dleLQ

soit

M.(1) = |AF()AZ (t)ul?

Il est clair qu’on a une convergence simple de M.(t) vers la fonction lu|2; et

comme u et A(t)u € D(L) on obtient :

= // ec(sﬁs""tl_”)\A%(t)A?(t)u]Q]dtldtQ——>

/_/ eclorto—ti=) |y 2dtydtp, qd € — 0
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soit K3 l'intégrale

: AT
K3 — // 6c(s1+52-1,1—t2)(u, C 5t ([,) U)dtldtz
s 1

on a la majoration suivante :

0AZ
‘//s pcls1+s2— t1-f2)( at () )dhdh‘

// c(s1+sz —t1—t2) l(r)A ()H idt d'[ig

< [ [ eermiiama; 102 A Az Ol

comme Uopérateur A(t)A7!(t) est borné et vu la condition (b) on a alors

<e|ARAT )P Ilaz4 ) H// eclerrsa—ti=t) | 2t di,

D’ou

iy =0

De la méme facon on prouve que :

Al
// €C($1+sz—t1_t2)<u7 8_5[ (t> u)dtdty — 0, gde —0

&)
En utilisant le -inégalité et en appliquant les propriétés des opérateurs de

régularisation quand € tend vers 0, on obtient

892 S1
/ ec(”'tz)\u(sl,tg)IthQ +/ ec(slﬁtl)lu(tl,SQ)\thl—l—
Jo 0

- S1
2 / / eclerta=ti=) |y (1, 15) [fdtrdts < / e 712140, ) [Pdt
D 0
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s2
+/ ec(slﬂz—tl)lu(tl,O)NZdtl+5// ec(s1+32—t1—t2)llu(t1,t2)\2dt1dt2
0 S

1
(5 - 2¢) / / eclsrsa=ti=ta) o4, 15)|dtydts. (3.3.5)

Pour éliminer le dernier terme dans le membre droit de I'inégalité (3.3.5) on

choisit § = 2 et ¢ = 1, il s’ensuit que

89 81
/ et~ |u(sy, ta) | dta + / e~ uty, s) Pty +
0

0

52
2// gt = |yt 1) [} dbrdby S/ elertat2)|pul*dty
. 0

52
+/ e(sl+s‘2’t1)\l1U\2dt1+2// elsrrsa—ti=ta) [y (1, 15)|2dt1dty  (3.3.6)
0 s

Sachant que la fonction exponentielle est croissante par rapport a t; et fa,

alors

S$2 S1
/ lU(Sl,tQ)Pdtz + / lU(tl, Sz)lzdtl —+ 2/ / ‘U(tl,tg)\?dtldtg S
0 s

0
S$2 81
€T2/ UQ’UJ.?dtQ + eTl/ ll1U|2dt1 + 26(T1+T2)// llulzdtldtg. (337)
0 0 s

Fn passant au sup par rapport (s1,82) € D dans (3.3.7) on obtient le résultat

ol la constante C = 2e(T1+T2), O

Lemme 3.3.1 L’opérateur L est fermable et sa fermeture L a un domaine
de définition D(L) vérifiant D(L) = D(L)
Preuve. Comme les opérateurs lyu et lou sont continus, il suffit de prouver

(ue pour :

u, € D(L),up — 0,lun — felyD,H)=f=0 (3.3.8)
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Soit v € D(L) , alors

n—od

ov
1 = ,
nggo//(un, (%1 (9152 + A( ) >dt1dt2

Ty
N / (1, 0)1y it + / (tn, V)epryda] = 0
0

0

(f,0) Lo,y = lim //(l?.ﬂn.‘l.’)dtldtQ
D

De la densité de D(L) dans Ly(D, H) (voir le lemme 3.2.1) il s’ensuit que
f = 0, alors tout élément de D(L) est une limite d'une suite un & DL},

(i-e) :

Lu = lim Lup,

n—oo
et ainsi

D(T) = D(I).

Définition 3.3.1 La solution de I’équation

Lap=f

est appellée solution forte généralisée.
Par passage a limite, on prolonge l'inégalité (3.3.1) auz solutions fortes généralisées
we D(L) :

Jull? < C|[Tull3, Yu € D(L)- (3.3.9)

On peut facilement démontrer que R(T) = R(L) et (L)™' = (L~ 1)
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Remarque 3.3.1 De Uinégalité (3.3.9), on déduit Uunicité de la solution
forte généralisée si elle existe, sa dépendence continue par rapport auzr données
(f, p,%) et la fermeture de R(L).

Pour lexistence de la solution forte généralisée, ¢a revient a démontrer que

limage R(L) est dense dans Es, ce qui est équivalent a R(L)* = {0}.
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Chapitre 4

Existence de la solution forte
généralisée.

4.1 Existence de la solution forte généralisée

Théoréeme 4.1.1 On suppose que les conditions du Théoréme 3.3.1 sont

satisfaites, et que pour tout t € D linégalité

—Re(?:;;—'u(t),v(t)) < agw(t)]},Vo(t) € H,i= 1,2 (4.1.1)

est vérifiée, o a; >0 i =1,2, sont indépendentes de v et de L.
Alors pour tout (f,¢,¥) € Ex quelconque, il existe une unique solution forte

généralisée u € D(L) du probléme (3.1.1) — (3.1.2) vérifiant
lul}} < el Zull3, Yu € D(L).
Preuve. Soit V = (v,¢,v) € R(L)* et u € D(L), alors :

(Lu, V) = 0= (lu,v) 1,0, + (i, @) Loqo,m 1) + (lou, V) Loqo,1a ) = 0
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on va demontrer que V = 0.

Premiére étape : Soit
u € DO(L) = {U € D(L),llu =lu= 0}

Alors
(L’LL7 V) =0= (l’LL,’U)[Q(D,H) =0. (412)

On pose u = AZ1(t)h dans (3.3.9), ot h est une fonction arbitaire dans

Lo(D, H), telle que 2, 28 € Ly(D, H) et h(t1,0) = h(0,t;) = h(t1,T2) =

Bty Ot2

h(Ty,t;) = 0, on obtient

/ /D“(A?(t)h.),v)dt 0

= | =1
=3 // (ME (Dh + A ik + A(t)AZ (t)h,v)dtidty =0
p Ol Oly

L5 e
v [ [ oG+ g+ [ [ A0AR 0Ok =0
N / / <8t1 L AT (t)dtadty =
__//1)<8Af§751(t)]l aA@ 2( hiv) dtldt?_// t)h.0)

//(SZ Oh A (tyv)dtrdts =

donc
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_ 04N, | 0ATTH), _ 1
//D( 5 h + ot h, v)dtidts //D(A(t)h,Ae (t)v)dtdts.
(4.1.3)

Alors la fonction A7 (t)v a une dérivée dans La(D, I ) et s’annule pour ¢; =
/Tl et t2 = TQ.

en effet : on a

dA (tw  BAZ(t) N
& = £ 14_1 e == 2
at; o, U4 W=t

—1
Pour démontrer que a—"‘%i(m € Ly(D, H) .on démontre que :

6/*5 Dy, A7 (8)22 € Ly(D, H),i =12

1.
A= (1) DATIE) | 4oy
1220~ e <>—at.—A<t>Ae ol
< el A AT ®) >r||1A<f> o
puisque -2%-— wo(D,L(H)), on a - oAt ) € Ly(D, H).

Donc HaAE @ < ¢ (c: const), alors aAs e )y e Ly(D, H).

_ ov
/ [ 147t 05t < [ [ 14O g Vs < o0

parceque :
T Ts
/ / DO
i}

/ (h, A th1+] Ly)|atdts
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QAT (v QA (t)
//D(h, Btl + 8t2 )dtldtg-—

_ / / (h,(aAf— 10 ‘9‘45_ Oy )dtidty

a 8
/ / (h, A 2 a;;))dtldtg

0
/(A h —Qi—{——a?- dtldfg = // Ah Lg(H)d[ dlo,
2

A;l(t)@’f € Ly(D, H).

Donc :

alors :

Et par consequent QAE—U)— € Ly(D, H). En integrant par parties le membre
gauche de (4.1.3), en prenant deux fois la partie réellle, puis remarquant que
h € H! qui est dense dans La(D, I7), on généralise l'inégalit¢ obtenue pour

toutes les fonctions h € Lo(D, H),puis si on pose h = v on trouve :

41
2 / / |AZ (1) A3 (t)] dtldtz——Re// )v v)dtydty.  (4.1.4)

En appliquant les propriétés des opérateurs de régularisation et 'inégalité(4.1.1)

au membre droit de (4.1.4) il résulte
2 / / AT (1) AB (o Pdtydts < e(ar+ ) OIAT DA (415)
JD

Faisoas tendre £ vers 0 (tenons en compte les propriétés des opérateurs de

régularisation) il s’ensuit que

// | A2 (t)o|2dtrdt, < 0
D
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ce qui implique que \A%(t)vl = 0 p.p.t € D. De la condition (a) on conclut
que v =0p.pteD.

Deuxieéme étape : Soit u € D(L) alors

(Lu, V) = 0 = (lhw, @) L,qo,m ) + (law, ¥) Lo qo,1ap, 1) = 0-

Comme I'image de lopérateur (I1,1z) est dense dans espace L2(]0, T, H) %
Lo(]0,Tz[, H) alors ¢ =4 = 0, et par suite V = 0.

Ce qui acheve la preuve du Théoreme (4.1.1). O
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