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Introd,uction

0.1 Introduction

Le premier pr.obldme aux

engerrclrd par l'6quatiorr des ondes

limites de Gausat qui a 6t6 6tudi6 est le probldme

Grace a' la rn6thode des approximations succesives, la theorie du probldme de Goursat
a connu un grand d6veloppement, ce qui a permis de montrer I'existence et l,unicit6 de
la solution du probldme de Gaursat pour une 6quation hyperbolyque avec les coefficients
born6s.

Une s6r'ie des probJdmes arlx limites est 6labor6e dans les trvaux de Brieh et lftrrchuk. Ces
auteurs onl 6tudi6 urr problOrne rnixte avec les corrclibiorrs de Gaursat, errgerrdr6 par une
6quation hyperbolique, ainsi le probldme de Gaursat engendr6 par une 6quati.n abstraite
de seconde ordre' L,a m6thode utlis6e dans ce travaux est celle des in6galit6s 6nerg6tiques.
On d6crit bridvemernt les r6sultats obtenus.

Soient D :]0,"t[x]O,Trl, H un espace de Hilbert. On considdre d.ans ]1 le probldme de
Goursat suivant

ru: affi+ AQ)u: f (t)

L'op6ratettr A(t) est lindaire, born6 et de domaine de d6finition ind6pendant de la
variable b' Les auteurs ont d6montr6 que cette Equation avec les conditions rle Goursat
adr'et urre solutirln urdque seius certairres coriclitiorrs.

Dans les anndes 90, plusieur r6sultats sont apparus, traitant les probldmes de Cauchy
unidimentionnel, a'uec des coefficients d, domaines variables: Parmis ces travaux, on peut
citer ceux de Lomovtsev[f Z-Za]. Plus pr6cis6ment Lomovtsev a 6tucli6le probldme suivant :

(- &u
I Lu: 

t1t2 + A(t)u: f (t),r € [0,?]
)--
)1,,-du
[ 

,0, : uleo: gt l{1,: dtl:o: Qi)

l' 02u

) wa:o
I
[ ,(tt,0): pt(tt), u(0,t2): pz(tr), pr(O) : pz(g)



Introduction

of I'op6rateur A(i) est non born6 d, domaine varia,ble, dans un espace de Hilberi et v6rifie
certaines conditiorrs' Dans ces travaux, en utilisant la m6thode des in6galit6s 6nerg6tiques,
l'omovtsev a 6tudi6 des probldmes engendr€s par des conditions de Cauchy homogenes ou
non homogdnes, e1; des 6quations d'ordre un ou d,ordres superieur.
i)ans ce memoire on d6montre l'existence et l'unicite de la sohrtion forte g6n6ralis6e d''n
probldme aux lirnitres d" domaines variables engendr€ par l'equation hyperpolique :

ru: ,?'!. + A(t)u: f (t), t: (t1,,t2)oh0tz
et les conditions de Goursat :

I1u: ullr:6:0, l2u: ullr:g : 0.

C)n suppose que l'op6rateur A(f) est lineaire, auto-djoint dans un espace de Hilbert d,

domaine D(A(t))dense dans fI et d6pendant de la variable t.
La m6thode utilis6tr est celle des in6galit6es 6nerg6tiques qu'on d6taillera dans le deuxi6me
ehapitre. Le nr6moire se compose cre trois parties essentielles.

Cihapitre 1 lDans ce chapitre, ilous rappellorrs quelques theordrles d,aralyse fonctiorr-
nrllle, nous donnons aussi certaines notions importantes sur les operateurs d, domaines
variables conrme la continuit6 et la diff6rentiabilit6 et nous d6fi.nissons les op6rateurs de
r€gularisation A;i(t) et leurs propri6t6s.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on d6fi.nit les op6rateurs d.e r6gularisations ,4u-1(t) et
letirs propri6t6s' orL expose la m6thode des in6galit6s energ6tiques et qrielques in6galite,s
fbnctionnelles.

Chapitre 3 : Darrs ce chapitre, Orr corrsid0re darrs un espace de Hilbert u1 probldr'e
de' G6u1*t1 engendr6 par une classe d'6quations op6rationnelles hyperboliques, on a sup-
pos6 que les coeffi'cients op€rationnels sont d, domaines dependarrt du temps et possddent
unLe singularit6. L'eristence et I'unicit6 de la solution forte ont 6t6 etablies, Ia m6thode
fonctionnelle utilis6: est celle des estimations d, priori. Ce travail a 6t6 accept6 pour. la
publication.

La, rnOuroire est cl6tur6 par une bibliographie.
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RappEts D'ANALysE FoNCTToNNELTE

I

Resume

i donnons atmsi certaines notions importante,s slrr les op6raterrrs d, domaines variables

, - comme la continuit6 et la diffdrentiahiiitd et nous cl6finissons les operateurs 4e r€gula-

^ 
risation A;,(t) et leurs propri6t6s.

t-

it

I

I



iCHApITRtr 1 
ctionnelle

.1.1 Les op6rateurs

Dans la stdte on d6signe par X et Y derx espaces norm6s, f/ rm espace de Hilbert et
.,{ un operateur lin6aire.

D6finition r.t.r soi't A un op1,rateur lin6ai,re, terls que D(A) : a.
A est born| si et seulernent si il eri,ste une constante c ) 0 telle nue

llArllscllrll, Yne X.

r)o,ns Ie ca,s contr,it. on trit qx: I'opd,rn,trnu.A e.st non hornd.

llh6ordme L.L.L Sa'it A 'urt' o'p€r'ate'ur I'in€.ui,re, tl€lirr,i, ,pu,rto,ut duus X. po,ur. tt,ue A so,tt
cant'inu iI faut et il suffit qu',il soit born€.

Preuve

Soit A est continu.

Srupposons que A non born6 c,est d, dire :

Porrr rout M 2 0, fr tel que llArll > Mll"ll
En particulier pour tout entier n il existe r,, tel que

llAr"ll > nllr"ll,

posoils 1": ffi orr a {r, * 0 quarrcl r, -+ oo darrs X.
Et, comme A est continue on en d6duit que :

li,m"-*llA{"ll :0,

or

llA€,ll : "L llAr.ll, "!,!""11 : r.nlln.ll nlV"ll
Ce qui est eontraduction avec ce qui pr6c6de. .
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i CHAPITRE 1 Rapwls dt analg se tonctionnelle

-.

Th6or€me L.1.2 L'op6.rateur A-t enste et est born€, sur son irnage R(A) si et seulement

s'il enste une constante rn > A fuIle que

llArll > mllnll, vr € D(A).

Preuve

, ' A-1 existe et born6 +1M > 0, Vy e R(A), llA-tvll < Ullvll'

-, On pose r : A-LA c'est d dire

u: An =+ llrll < MllArll.

A-1 existe il suffib de norrtrer que A : D(A) - R(A) est irriectif.

i Si Ar:0 alors 0n a :

-l 
llrll So+r:o

-.\ donc A est injectif et cela implique que A b6jectif donc A-lexiste.

' A-1 est born6e :

Soit y € R(A) + 1n - A-LY e D(A).

I Alors :

llA(A-'v)ll2 cllA-'yll =+ llsll > cllA-'vll'

: +llA-'Yll <ltl'tt'
..

,ri Theor€me 1.1.3 So,ient H un esp&ce d,e Hilbert et F un sous espo'ce aectori,el d,e H. Pour

I que F soit d,ense d,ans H i,t faut et il suffit qu'il n'eri,ste pas de uecteur non nul or-thogonal

d, F, i.e.

Fr : {o}.

I
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Preuve

Si F est ferm6 alors F : (Ft)r'

Nous avons toujour F c (Fr)r' Supposons donc r € (Fr)r' en utilisa'nt l'existence de la

projection orbhogonal rp de r sur F, fi: frF+ (r - rp) avec rp e F et (r - rp) e Fa'

Alors

llr - rrll (*-*r,,*-*r)
(*,n-nr)-t*r,*-nr)
0

:0. Nous avons donc r € F ce qui urontre I'irtclusiont.

Nous err corrclusons Que s - rP
apposee:(Fr)rcF.
Maintenant si F n'est Pas ferm6

0na

F: (F )t.

Fc(Fr)rcF.

(Ft)t : F'

(F )t:F:HeFL:Hr:{0}.

l

i

I

t.

:-

F cT + (Fr)t c (F )t.

D'apr6s qui poss€de, nous avons alors

Donc

Ce implique que

D6finition t.L.2 L'op1rateurA est fertn€ si, son graphe est ferm€ d,ans H x H'



Proposition 1'1'1- A cst fe,rnablc si et sc'ulcrne'rft s'id@ cst Ic gra,pltc tl,,uyt, opirutcu,
lin€.aire et alors

CHepmRn 1
Rappels 

.d' analy se fonctionnelle

Definition 1'1'3 on d'it qu'u,n op€rateur A est ertension d,,un, op€rateur B si G(B) cG(A) on dcrit alors B c A.

Definition 7'L'4 ()rt' o'p6'rutcu, A cst Jcrrnublc s'il,possirlc ,urrc cttcusiort fcrtrfic. si c,cstle cas il possEd,e une prus ertens,ion fermfte ( au sens d,e rinclus,ion d"es graphe ) appetie
fermiture de A et not€eA.

G{A) :
Th6or€me L"L'4 (Theordme de graphe f6rm6) soit x cty dcur espaccs d,e Hi,Ibe,t.
soi't A un opirateur rin€a'ire d,e x d,ans y . on suppose que G(A) est fenn€ d,ans X x y
alors I'opirateur A est continu.

Preuve

Orr corrsidEre sur X les d.eux uornres :

ii'll, - llrllx + llA*ll,

et

ll"llr: ll"llx.

ilrllr : Cette norme appell6 norme de graphe.

comme t?(.4) est ferm€, x muni de la norme ll.il, .rt un espace de Banach. D,autre part
ona:

llrllz S ilrll,.
Par consequent ces deux normes sont 6quivalentes, il existe une constante C ) 0 telle que
ll"ll' < cll*llr.
Donc ll.Aollv < Cllrlly .

G(A)



'r Cneptrng 1 Rappels d,' analgse fonctionnelle

Th6or€me 1.1.b So.it A: D(A) C X __r X un op€rateur li,niaire.

-'l 
Abrs 

ll"ll < M llArll' (I)

-t 1. ker A: {0}

2. R(A):m)

Preuve

-'l 1) Soit o e ker(,4) alors pour tout r C D(A), Ax :0.

llsl so*+r:0.

_\ Donc ker(,A) : 9.

2) Soit y e @ alors il existe r* e D(A) telle que Arn - y, on remarque d,aprds-! i'in6galit6 (I) qrre

ll*o - *oll S M llAro - Aroll.
- 

d'ori r,, est une suite de Cauchy dans D(A) c D@ donc elle est convergente dans

| frn+ fro

I Ann-y

Autre sens :

On a Ac Z, donc R(A) c R(A).
Cela implique qu" @ c B(7).

donc, y:Aro €. R(V), d,oi @ C ft(]).



"*

D6finition L'1'5 soit A: D(A) c x 
-> Y un op€rateur liniaire, on apperle ad,jai*t d,eA, l,op€rateur

A. : D(A.) C I/* --r jg*

dd,f,ni par

I O@.): {u ey*f fto € X* : (u,Au): (w,u), Vu e D(A)}.I A*u:w

Th6or€me L'1'6 Pour que la reprisentation (u,Au) : (w,u) soit uni,que pour tout u eD(A) o,aec u) € X*, it faut et iI suffi qur@ : X et'aooi n cas A* est un opirateur' 
Jerm€.

D6finltion 1.1.6 L,op€rateur A est di,t auto_ad,joint si

D (A) : D (A.), (Ax,y) : (*,AL), Vr,y e D (A).

Dans ce cas le nombre (Aa,r) est r€el et llAll: .slp l(An,r)1.\-Larel voa tvEt, YL illtT = 
,,r,,=,

(Ar,r))A, VreD(A).

i Th6or€me ]''L'7 soit A: D(A) --+ Hun opirateur kneai,re, auto-adjoint pos,itif, alorsi .r . .
r,r erlste un op€rateur B : D(B) _+ H telle que

i^
I D(A) c D(B), An: B(Bx),Vx e D(A).
i-

I . L'op€rateur B est apper| racine carv€e d,e |ophrateur A et on Ie note par A*.I
I

Theor€rne 1'1'8 soit H un espace d'e Hi,tbert et soit F un sous espace uectoriel fenn€,
fl d,ans H alors

I
I

l

I
I

I

I

I
I

H:F@.F4.

10



CuaprrRn 1
Rappels d,' analyse fonctionnelle

Preuve

soit r € ff et 6crivons r: pp(r)* (r _ pe(*)).

on a hien que Pp(t) e Fet (r - Pr(r)) e Fa. D'apr6s les propri6t6es de la projection
orthogonale sur un sous espace vectoriel, ce qui montre que y'1 est la somme de F et .F,r.on v6r'ifi6 ensuite quelasomme est directe: si r € FnFL aro's (r, fr):,,donc r:0.
Ce qui termine la dEmonstation. .

Th.or€me 1.1.9 So'it A: D(A) C X ---i X urt o,p6r,atc,u, litriuirc u,utr-udjri*t.
Alars :

(KerA)L:M.

corollaire L soi,tFcEunespaceuectorielterqueF*n.Arors,ileristef 
e 8,, f #0tel que

(f,r):o vreF
Remarque 7 An applique souuent le corolla'ire pour montrer qu,un sous espace aectorzel
F c E est de.n.se. on consirlire une .form.e rin6.a,ire et conti,nu,e f stt,r E ter,Ie qr,e f : g
s'u, F et o,'pro'uue q,ue f est itlerftiq,uerne,*t rrulle s,ur.E.

L.2 Opdrateur d6pendant d'un parametre

soie't x etY deux espaces de Banach et {.4 (f)} une famille d,op6rateur (0 < t < T)
ofi,4(r) : D(A{t)) --*y,D(A(t)) c X qui d6pend du remps.

L.z.L Continuit6 par rapport au paramdtre.

Definition r'2'L La .fa'm'ill,e d'op€t'a,tetns {A (t)} est dite for.tem,ent r:onti,mre or, ytor,nt
f6 € [0, TI ert, u(ts) e D(A(t)) s',it eui,ste u(t) e D(A(t)) teile q,ue u(t) _ u(ts) dups X
et A(t)u(t) 

-, A(ts)u(ts) d,ansy lorsquet tend uers ts.

11



CiraprrRp 1 Rappels d' analyse fonctionnelle

-. L.Z.Z Ddrivation par rapport au paramdtre

- re € [0, Tl cn u(ts) e D(A(to)) s'i| criste u(t) e D(A(t)),u(ro) e D(A(to)) terlc quc

u(t) - u(to)

-\ t - to --'' u(to)

'€t
-t ry-*tu(ro)

dansY lorsquet tend,uersts etIaI'imitew(ts) ne d,ipend,pas du chain d,eu(t). On d€finit
-\ A'(t) la d€riuee de A(t) par la relation su,iaante :

I

i,

I

iii
I
I
I

I

t

I

I

I

I
I

I
I

I

12
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t'-
t
I

i1
I

I
!

r
I
I
I

I
l

I

I
i

I

-
I

I

t\

f-

t-

I

Resume

Dans ce chapitre, on definit les op6.rateurs de regrrlarisation^s A"-1(f) et leurs propri6t6s.
orr expose la rl6thode tles in6galit6s 6rrergdtiques et quelques irr6galit6s forrctiorrrrelles.

13



CuaprrRp 2 Op€rateurs abstraits d,e rcgularisation

Definition 2'L'1- soit A un op€rateur li,n€ai,re auto-ad,ioi,nt, d,ifi,ni d,e D(A) d,ans H tel
F\ {l?x)

l'
I
I

I

'^ preuve

lt,
l- Pour montrer la propri6t6 (&) on va utiliser le Th6ordme du graphe ferm6. vu que l,ops
i: rateur A" est ferm6, montrons qu,il est surjectif.

I Nous avons A.: D(A) c H -'--+ -fl, les Thdordmes 1.1.8 et 1.1.g et entrainent :

I

i H: Ker(A")eW

I Montrons qrrc Ker(A") : {0}.
I Soit r e Ker(Au) alors Aur : 0 d,ot :

Ft

: 
eAs 

- ;;:,"ii;2;i;:i:-wr)ec'ltrt2

2.L Ddfinition et propri6t6s

(Aa,u) > "rlrlr, Vu € D(A).

Pottr e Ttositi,f on dffi,ni,t In.fa,m,i,Ile- d'opf.rnte,u,s ,srfi,antc :

A;':(I+ee)_I

A;L s'appelle op€rateur abstrai,t d,e rfugulari,sation.

Th6oreme Z.I.L L'apirateu, A;t est bom€ et uirifi,e

1

llA tilrr c il 
- 

iLt€Cr

($u,u) _ lulr+e(Au,u)

(P')

r Montrons que E@ : R(A,), on a :

r-

T4
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I
I
I

I

i-t:
I

I

I
I

i-
a

i
I
;

i

i-
I

I
I

I

I

I

I

i
I

Opimteurs abstraits

D'aprds le th6ordme 1.l.b on conclut que

: R(4"),

et d'apris le th6ordme L.r.2,Ar-l existe et est born6 sur R(Ar).De (a1) on peut tirer ra
relation

(1 + ec1) lul t lA"ul, yu e D(A).

w

(az)

soit u: A;lu, ori u est un €r6ment quelconque de H,d,aprds ra relation (a2) on a

(1 + ec1) lA;'rl < lul, Vu e H

d'orf

lA:Lul 1

l- s 6;6, vu e H,

en passant au sup, l,in6galit6 (p1) est d6montr6e. .

Theoreme 2'L'2 Les opdrateurs de rigularisation A;1 u€rifient les propriitis su,iuantes

IAA;I : I - A;1.

leAArrrl: llr - A"t*l lorsque e -+ 0

L'operateu, A;, est posi,ti,f,auto-ad,joint et com,mute auecA.

Preuve

(Pz)

(Ps)

(Po)

Pour montrons (P2), on a

eAA;t:u(A^-tl
r t )o;':I-A't'

Pour rnontrer (P3) on doit 6tablir que lA;tn _ nl 
- 

0 lorsque € terrd vers 0.
D'apr€s la propri6te (Pr) on peut voir que l'op6 rateur AA;l est uniform6ment born6

et

l;+;'*- rl : leAA;Lrl < e lAa;Lxl S e llaa.-'ll 1"1

=+ lla;t -rll <ullae;'ll *otorsque6*0,

15



Cttlplrnn 2 Opirateurs absfuaits d,e rdgularisation

d'or) le rEsultat.

Pour montrcr (pa) on remarque que

A-tAr: A-r(I +eA): A-r +eA-|A: A-L +eI.

_. 
D'aubre part

I Arn-r: (/ + e A)A-r : A-1 + 1A-LA: A-r + eI.

:, d'ori ,4, commute avec ,4"-1. .

-' Theoreme 2'1.3 Si l'operuteur A-L(t) cst differerutiublc abrs A;r(t) cst diff1r.ertiublc ct
on0,:

(Ps)

(Po)

l-
i_' Preuve

I Montrons (P5). En efiet : d,aprds (p2) on a
t

I
I

I
I

I

I
I
I

ir
I

I

I

i- Montrons (p6). En efiet : d,aprds (p2) on a
I

d(A(t)A;L(t)) -t dA;r(t)
tedt

ry : € A(t) A;' PldA-\@ A&) A;L Q).

sAA-r:I-A;r
* -d (AA;') _ dA;,-- "-E-: --F
_ d(AA;L) -r dA;l(t)
- ' " ':--dtedt

#or'*!#o:+#
*#ot'=+#e+eA)
*+#n":ffa;'
* 45: : -.ua;'#A"',

16
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Cu.q.prrRe 2 A@rateurs abstra,its d,e r€gularisation

comme AA-r: -I et A, A:r cornmute

*#o- : -A%: =#:: 'AAIEAA;' (2.1)

2.2 Quelques in6galit6s utiles

Soit 0 C R,. In6galit6 de Cauchy

vu,u € Lr(a),l I uuarl s ( [ fufa4i( { 6radi.
{, { 

'{ /

In6galit6 de Cauchy avec l,e

Qu'on appelle aussi l,e -in6galit€

t 't , €, ', 1,-,'..
laol < 

,lal. + 
Ulbl",Ve > 0, Vo, b. (2,2)

In6galit6 de Poincar&Fbiedrichs

f,u{r)a, < 
", t,u\at.

f l,A + Qzd,g* 
= 

(-u2dr1* * (.uzdn1i . (2.8)

l:
I

I

I: Ti , In6galitd triangulaire
t"
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Cnnprrns 2 Opdrateurs abstraits d,e rd.gularisation

2'3 Etude des dquations diftrentielles par une m6thode
fonctionnelle

La m6thode des in6galit6s de l'6nergie, appel6e aussi m6thode d,analyse fonctionnelie,
trouve son origine dans les travaux de I.G. Petrovsky, of elle a ei6 utilisee dans la 16-
solution du probldme de cauchy li6 aux 6quations du type hyperbolique. par la suite
les developpements importants de la mdthode sont dus d J. Leray et L. Ga"rding. cette
methode n' 6t6 6galement utilisFe et cl6veloppde dans les travarx de o. A. La6yzenskaya,
K' Fliedrichs et N' I'Yurchuk' Le sch6'ra de la r,Ethode a et6 dorrnc pour la pre*ridre fois
par A' A' Dezin' et qui peut 6tre r6sum6 comme suit : Pour l'op6rateur .t engendr6 par
Ie probldme consid6r6, on d6montre I'in6galit6 6nerg6tique du type

ll"lla < CllLullp,vu e D (L) (1)

La d6monstration se base sur une analyse pr6cise des formes obtenues en multipliant
l'6quation donn6e par un opErateur Mu contenant la fonction u ou ses d6riv6es et une
certaine fonction poids. Le choix de l'op6rat eut Mu est fondamental, il est dict6 par
l"6qtration et les conditions aux limites. Ensrdte clans les topologies fortes des espaces .E et
fl' orr corrstruit la fenrteture Z cle l'op6rateur .L et la solu[iorr de l,6quabi ouTu : F, f eF
est appelee solution ftrrte du probldme consid6r6. A I'aide d,un passage a la limite, .n
prolonge I'in6galit€ (1) e u e n (7,) .

Comme l'op6rateur -L-1 est continu on conclut pour l'image de l,op6rateur Z l,egalte
Al' (T): ft (D-' Pour la d6monstration de l'existence de la solution forte pour tour F e F,
il suffit d'6tablir la densit6 de .R (r) dans F qui est obtenrre d, l,aide des op6rate'rs de
rilgula'r'isation' Le choix des opErateurs de r€gularisation est 1i6 au caractdre clu probldme
61;udi6.

La m6thode des estimations d, priori est une m6thode efficace pour l,6tude de beaucoup
de probldmes de Ia physique math6matique, elle est fond6e sur un support th6orique solid.e
et est d6velopp6e dans un cadre abstrait 6l6gant. Mais dans l'application de cette m6thode
on trouve des difficult6s parmi lesquelles nous citons :

18



Cn.rprrRr:

. Le choix des espaces fonctionnels,

. Le choix du multiplicateur Mu
' Le choix de I'operateur de regularisation. Les questions sont tellement variees et

'r6centes, que 1'6laboration d'une th6orie gdn6rale est encore pr6matur6e. chaque probldme
:n6cessite rme 6t'de sp6ciale, d'oir I'act,alite drr thdme.

Opdrateurs abstraits de

19



CrtalrlR.n 3

ApptICATIot\ s{JR uNE EeuATIot\
HYPERBOLIQIJE

R6sum6
On considdre dans lm espace de Hilbert rrn Prohlime de Gorrrsat enge.n6r6 par. rme

classe d'CquaLioris op6ratiorruelles hvperboliques, ou a suppos6 que les coeff.crenls op6ra_
tionnels sont i, domaines d6pendant du temps et possddent une singularit6. L,existence et
l'unicite de la solution forte ont 6t6 6tablies, la m6thode fonctionnelle utilis6e est celle des
estimations d, priori. Ce travail a 6t6 accept6 pour la publication.

20



CHe.plrRn 3 Applicatiorr, sur une equati,on hgperbolique

3.1 Position du probldme.

Soit 'ff lrn espace de Hilbert oti la norme et le produit scalaire sont not6s respective.
menbs par l.l, (, ).
Soit fl urr reetarrgle born6 de lRz tel que CI :]0, T1lxl0,,T2[.

On considire donc le probldme de Goursat suivant :

( a2uI tT(t)u:f(t) (3.1)) ilratr'
I
( ,(tt, 0) : u(0, ds) : 0 (3.2)

rCn suppose que {f(q't € CI} est une famille des opeyateurs lineaires, non bornes, auto-
adjoints dans f/ et d domaines Ds(T) d6pendants de la variable t: (tr,t2) e CI et denses
<lans 1/, on suppose aussi que les conditions suivantes sont v€rifides :

a) Il existe une constante c1 ) 0 telle que :

lr(t)l?: (T(t)u(t), u(r)) > cllu(t)12, Vo(r) e Dr(T) Vr e Cl

b) Les opdrateurs inverses de f(l) existent et sont fbrtement rlift€rentiables par.rapport
d, I da,rrs .I{, de plus

AT-|(t) AT-t(il AzT-r(il- a;'-E:'EE; € P(Q'L(H))

on: L(H) est l'espace des op6rateurs lirr6aires borrrCs de /{ A valeurs tlarrs /y' rnurd de
lil norme

lrlrw: ,uo lf1l.
\1{ tul

P(I, L(H)) est I'espace de Banach des op6rareurs born6s.

c) II existe deux constantes a1 > 0, a2) 0 telle que:

^ ,aT_t(t) . ,

-Re(--:---:tu(t),u(t)) l ai(T-t(t)u(t),u(t)), yu e H, ,i: L,2

on ddfinit sur D, le produit sca.laire 6nerg6tique qu,on le note (, )t par

(u,u)t: (T(t)u,u), Yu, a € Dt(T)
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Cu,qptrRn 3 Application sur une equation hgperbaiique

3'3 Existence de ra sorution forte g6n6raris6e
Th6oreme 8.8.1 On su,?rytose qrt le.s cond,itions (a),(b),(") sont sa,ti,sfa,i,tes. Al,ors porrf e rt, 'il cuistc'unc'uriq'uc solutinrt Jorte g6n6ruris0cu e D(T) &u p,obrTrnc (8.1) _ (3.2)telle tTue u: (T)-t(f), u€rif,ant l,indgali,td, (J.4)

Preuve

d'apr(s un corollaire du th6oreme de Hahn-Banach, il suffit de prouver que si

Ir"' I' N(t1, s2) (Lu,lru) d,t1d't2: e, vu e D(L) r(3.5)

Four r.r € Eo, alors u : 0.

Soit C'(f),.I/) l,ensemble des fonctions u e C* telles que alr,:o: 0; olr,:o : 0, cornmec (Q,JT) est dense dans .Es, on va d6montre,r q'e si (3.5) est v6rifi6 poru u e c (fr,,Fr),
alors u :0.

Err substua'rrt la fo'ct.rr u tlarrs la relatiorr (3.5) par T"-I4)h,or) h € Es, oturbtierrt

znu f"' [" ,(rr,tr)(m-tr,', azh
ro Jo .', '\t) At6,I\u)dt1dt2

: -2Re ["' [* u(t1,t2,,027"-1(t).ro ro 'ffih' Itu)dt1dt2

-2Re ["' f n(tr,t)r%'(A oh , oT;'(t) oh
Jo Jo \ 1' '''-E; at, * - ar- S,Lu)dttd1,

-2Re 
lo"' lo* 

u(t1,t2) (r ttlT;rft)h, tru) dtrdtr. (J.6)

D'atrlrds la condition (b) et les propri6t6s des operateurs de regulatisations. alors les
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CH,tpttRn 3 Application su,r 1rne equation hgperbolique

operateurs

A2T;r(t)
}tfitz ')

07:;-1(t)

0h1

trI,-t(t)
otz '
et

r (t)T"-t(t)
s.rrt borrr6s da's f1' E'utilisa't I'i'6galit6 de cauchy-schwartz et l,i'6galit6 rle poiru:ar'
Friedrichs, on aura' que le membre droit de (3.6) en vareur absolue est estim. par

^, 
(il anlf 1 ah12 1 it ( ll a; ll, z(a,H) ll#ll ,,,,,,,) ll,(t,, t,)r" ' (t)hL,ll 

",rn,*t
ori 7 est une constante positive. soit ru une solution du probrdme suivant :

{ "":' t r,'r' J'J:[;,,nil: f '
On pose h: u), on a les calcules suivantes : soit

/ r'r" -' I-' 
zt (t 1, t 11 e"(rr *rz -t t - t z) t rt, (r;' (q #, # . ff) m ar,

: 
1r",,"' lo' u(tr,'tr1e'(rr*rz-tr-tz)tar?r-r(r)H,H);:; 

6l
* t"' I"' ,rrr,t2)s"(rt+rz-6,-tz)71t2 

?, 
rni#,t*) dtldtz (Kr)
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Cue,pltRE 3 Application sur une equation hgperholique

z Re f 
"' 

f o"' 
r rr r, t 2) sc(rr +r'2 - t r -tz) 7 11, (rr, Ol #, ffi) dt r dt2

: 
lr"" pn,' t2)sc(rr+rz -trtz) 

7 r7rlr; t alffil'f 
,,=",0r,

* 
" I o"' lo"' 

r rr r, t 2) s"('rt +rz - t t - tz) 
t fi zlr; + 

Al ffl' or, or,

- I"' fo"' 
nrrr,t2)s'(rt+rz-trtz)tzlr;t Alffl' orror,

* 
fo"" fo' 

u(tz)ec(rr*rz-tt-t,ttrtrlr;t t #l' dtrdtz

- lo"' lo"' 
r(rr,t2)s"{rr+rza,-tz)r,1tz (Wyr,H) dhdt2 (r.z)

on inLt€gre par partie la formmule K1 par rapport a 11 0n obtient :

lL' I 
N (t 1', tr. e'(rr*rz - t'l -tz) t rt, (r;' (rl 

H, #) d,t1d,t2

: 
f 

"' 
lr rr r, t 2) s"(rt +rz -t, - tz) 

t rt z (r r, Al #, H)l r, : "' ", 
*

* 
" IL' I"" 

r rr r, t 2) sc(rt+rz -1, -tz) t 1t z ( ;' Offi , H) d,t r d,tz

- 
IL' I"" 'n''t2)s"(rr+rz-tt-tz)tz ('r'ttl#r,H) d,tfi,tz

n,[0"' 
lo"' 

u(tz)ec{rr*rz-tt -t, trt, (r;, A)H, ff) arror,

- fo"' I"" 
,Qr,t2)e'(rt+7:z-tt-tz)7r7, (y#H,H) dtLdtz

- / o"' t o', 
(r r, t 2) sc(rt+rz -t t - tz) 

1 17, (r t t 
ftt #r, H) dt dt2

Ce qui donne :
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Cue.plrRp 3 Application sur une equati,on hgperbo,liqae

De m6me mani6re pour K2 pax rapport f2 on obtient :

Soit :

z Re | 
"' 

I"' r rr r, t2) e"(rr+rz -tt -tz) 7 17, (rr t Ol#., ffi) dh dt2

: 
.f,"' f'n"t2)e"(rr+r'z-trtz)6r1,!';+ 

t lff17 
r,:"""*i

*, 
.[o' I"' nrrr,t2)e"(rt+rz-trtz)7r7rlr;* alffl' orror,

- I"' fo"' 
,(rr,t2)s"(rt+rza,-b)t1lr;+ Olff!' orror,

* 
lr:' fr),' 

,{rr)"c(rr*rz-tt-trrrrrlr;i ft)Hl d,t1d,t2

- fo"' lo"' 
r(rr,t2)s.(rr+rza,-tz)t1tzefuP{,#r) d,t1d,t2 (3.8)

"[r:,' [' 
z(t1,t2)tprs"(rr+rz-t,-r, (, ft)T;1ft)w,ff* ff) arrar,

I o"' {0"' 
u (t 1, t2)t fi ,s"(r'+rz -t'', (, ft) r ;t (t) w, #) d,t td,tz

* 
.{0"' Io"' 

,rrr,tz)tft2s.(r,*rz*t1-t2) ("n, r;rp1w,H) *r*,

(Ks)

(Kn)
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CH.e,pttRg 3

on ir:Ltegre par partie ra formmule Ks pax rapport a f1 0n obtient :

I"- I* u(t1,t2)tprsc(r,*rz-t,*, (, e)r;rQ)w,#) dtLdt2

: 
lo"' lr{rr,t2)tftrs'(r,*r2-t1-t2) (r ft) T;r (t)w, *)Jrr:", d,t,

*" ,[, Io"' 
,rrr,t2)tfirs.(rt+rz-tr-tz) (r Q)T;L(t)w,w) dtrdt,

- / r"n"' I"',' r", t2) s"(r' +rz -r' -t') tz € (t) r; r 
ft) w, w) dt 1dt2

* 
/o'"' f 

' ,+(tz)ec(rt*rz-tt-t,)trtr(T ft)r;rQ)w,w) dt1dt2

lr:' /0"', n r, t 2) sc(rt+rz -tt -tz) 
7 r7, ffWW *, r) dt fit 2

- fo"' lo" 
,rrt,t2)sc(rr+rz-1'-t')71t2 

F n T"-,ft)H,*) orr*,
implique que :

Application su,r une eryation hgperbolique

,*:-" 

l(' .fo"' 
,(rr,t2)t6rs"(r'*rz-tr-tz) 

? nrr;rp1r:,ff) arrar,

: 
lr"' ff n r,, t 2) s"(r:r +rz -t, - t2) 

t rt z l, 
t g r; * 

ftl *l'l 
r, : " 

dt,

*" I' lo"' 
n(rr,t2)sc(rr+:rz-1,-tz)t1tzl,+ Al,;f ft;;f d,trd,tz

- I"' I"' ,(rr,t2)s.(rr+rz-r,-t,)tzlrt 6 r, * U)*l' arrat,

* 
fo"' to' 

rttr1uc(rr*rz-tr-t,)trtrlf* 
ft) r, i (t)*l' atrar,

- fo"' fr" rrrr,t2)s"(rr+7:z-tr-tz)7r7, (ryP*,r) dtldtz (J.e)
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CseprrRn 3 Application sur une equati,on hyperbotipe

De m6me mani6re pour (/(a) pax rapport, a t2 :

, 

!: ["' I"", 
(r r, t2) s'(rt +m -tt -tz) t ttz ? n r;r p) w, ff) ar rar,

: 
lr"' y' {r r, t2) s"(rt+r2 -1, -tz) t 1tz l, 

+ frl r; + 6 rl'f 
,r:"rdt,

* " to" lo"' 
n (r r,, t2) ec(rt+rz -1, -tz) 

7 1tz l, 
+ Al r; * p1*l' dt dtz

- Io"' I"' n rrr, t r) sc(r't+m -t, -t,) t t l, 
t 6 r; + 

1t1 *l' dt fitz

* f"' f"" x(tt)ec(rt+rz-tt-t,)trtrlri e) r" * e)wl' atrat,

_fo",fo",n(,,,t2)e.€,+rz_trtz)1,s,(ry*,,)dtdt2(3.10)
I

i-.

-.,
,l

:

i-

1-

i
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CuepirRp 3 Application sur une equation hyperboliqutz

on re'mplace tes formures (3.2), (B.g), (s.g), (3.10) dans l,dquation (3.6) on obtient :

lo"' fo* 
ec(r'\ *rz -.t'l -'il, (t,, t2)t ft 2( 

l 

t - 

a) #l + lr; 
+ 

ft) * ft\') d,t 1 d* 2

* 
fo"' to"' 

uo''*" -t'l - tz) 
zt (t t, t2)t 1t2(l t - 

a)Hl * lr; 
+1r1, 

1ry l, ) 
di rd,tz

f*rf | - ^ 12 )

+ 
Jr"' L,rt,,t2)s'(r'l+rza'l-*)7,7,1r;+ 

alffl'+ lr* G)r;+(r)rl I dtz
J t1:5t

* [^" I 
n(rr, t2)s"(rr+rz-1, -tz) 71tzlr; + 6*l' + lr+ (t) r;+ fqrlrT' dtrro L ^-l - ,,Ahl | , r

=: I"' l,* e"(r,*rz-t,-,,),(t,,dr, (lr;r rrr#l * lr; 
+ (t)w (t)li)'ol,*, .

I"' /,* 4=(rv'}r2-t1-'il,(t,, t,v, (lr; t n #l * lr; + 
Q)w (t)li) *,or,

-" lo"' lo"' 
e'{r'+r'-t'l-tz) u(tt,t2)t1t2 (brt &)#l *lr;+ (r)Yl'\ orro,

-r"/r"i"J,",,"'"o',*',-t,-tr)zt(tr,rrrurrr'llrrrr',rrrllti"or,orl,,''at'l)

-2Re /r:' Ir"' ec(r,rrz-t,-,il r(tr,t2)tfi2 (W#*, n*) dttdtz

-2Re lr"',1* ec(rr*rz-tr -ril r(tr, t2)tp2 (WH.
Y#P#,nr) dtdt2 + Re 

fo.' lo"' "oon'',-td'-tz),7r,,t2)tp2 x

(w' #,, #) . (w #, H)) or,o,,

+ Re l"' J r",,"" "4,,*rr-trtz) u(tt, t2)trt2 x

es%Te*, *) . (esffw,,,) 
) 

d,hdtz (3.11)

En ubilisant f in6galib6 de cauchv-schwarbz et prenant en consirl6ration que 
ilWil
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Cg.qprrna 3 Appli,eation sur une eeuation hgperbolique

lla,T^-L(illlet ll---:--:-r.ll tenrlen[ vers
. ll ott. ll

dans lle cot6 droit du (3.10)

op6rarbeurs de r6guiarisation

suivantes :

Potu ti ---+ 0 on a :

0 quand e tend vers 0 alors le 5i€r'e, 6i0r'e, et le 2d,.,. term.
peuvent 6tre estimer par 0. En appriquant les propri6t6s d.es
et la condition (c) sur ra dernidre int.grale, on a les carcures

I"' I* t?'(r'+rz-t,-'il,(t,,tz)tttz(lt- u)#l* l* + @" ft\:) dtdtz

- lo"' -[0"'"o'*'"-1'-tz)zt(tt,t2)t1t2(l#f 
\

\lotr1 
+w@l?)difi't2

Le m6me calcul p.ur re 2i€*o , 3i6me u1 4i6*' termes dans re cot6 gauche de l,6quation
(3.11).

Ilya:

* egi;!@*,') : -*" (rn r;' pl*ffir(t)r;, (t)*,,)

: -R" (ar{:"@ r;1p)w,r@r;rg)w)

= 7,',i,','l),i"'?7;,7;:i: :':,',?,, ( tt) * @ t?

Donc on obtient :

*" 
.[0"' Io"' 

o.u"'z-t'-t")zt(t1,t2)t1t2f (ru%U *,r) + (atrt r-'nr r,*)]dhdt2
< (u, * or) fo "{r" ""t"'*"'-t,-t") u(tr,tr)lr;r Q)w(t)l!rdt2at"

Et pour € -----> 0 on au :

(a, + ar,) 
Io"' lo' "c(s1rs2-t1-r) 

n(tr,t2)lr;t Q)w(t)llat2at2 --*

(a, + ar) 
fo"' -{o* 

e"("t*"2-tr-'il r(tr,t2)lw(t)lldt2dt2
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Cu.q.ptrRp 3 Application sur une equation hyperbolique

D'ap6s les forrnukx pr6c6dentes il rdsulte que :

-* ' -z ' *" Jo Jo v' - "%\tt,t2)tfi2lwlidtfit2. (3.12)

pour c ) max {+, +, ry} le membre droit du (s.r2) est n6satif, arors l3l :lowl o 
\-r tz 4 ) l&t|-

Ial'= lwli :0 ce qui donne 'u :0, en effet pour u e c(o,f/), l,op6rateur A est
inversible et si Au == g alors

lr"' I* e'(rr*rz-tt-'il,(t,,tz)trt2 (l".rf * r, (r)f) d,td,tz *

f,"' I* ec(r'l*rz-t'l-'il,(t,,t2)tft2 (l#rf * t* fty?) d,td,tz

( t,'-r" 9 (sr, sr - h * t2) d,s1, tr ) tz
U: {

I I::-r, g (sz + tt * tz, s2) d,s2, tt I tz.

1^,
(L

Vt
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