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Imtroduction

0.1 Introduction

Le premier probléme aux limites de Gaursat qui a été étudié est le probleme
engendré par 'équation des ondes
0%u
Ot 0ty

0

u(t,0) = @1(t1), u(0,2) = @a(ts), ©1(0) = ¢,(0)

Grace a la méthode des approximations succesives, la théorie du probléme de Goursat
a connu un grand développement, ce qui a permis de montrer I'existence et I'unicité de
la solution du probléme de Gaursat pour une équation hyperbolyque avec les coefficients
bornés.
Une série des problémes aux limites est élaborée dans les trvaux de Brich et Yurchuk. Ces
auteurs ont étudié un probléme mixte avec les conditions de Gaursat, engendré par une
équation hyperbolique, ainsi le probléme de Gaursat engendré par une équation abstraite
de seconde ordre. La méthode utlisée dans ce travaux est celle des inégalités énergétiques.
On décrit briévement les résultats obtenus.
Soient D =]0,71[x]0, T3[, H un espace de Hilbert. On considére dans H le probléeme de

Goursat suivant

0%u

Ot10ts

L'opérateur A(t) est linéaire, borné et de domaine de définition indépendant de la

Lu=d + At = f(¥)

variable t. Les auteurs ont démontré que cette équation avec les conditions de Goursat
admet une solution unique sous certaines conditions.

Dans les années 90, plusieur résultats sont apparus, traitant les problemes de Cauchy
unidimentionnel, avec des coefficients & domaines variables ; Parmis ces travaux, on peut

citer ceux de Lomovtsev[17-23]. Plus précisément Lomovtsev a étudié le probléme suivant :

d*u
Lu=—+ A(t)u = f(t),t € [0, T]
dt?
du
l = =0 — 3 l == ==
ou Ult 0=®¥, 4Lu dtlt:() (%



Imtroduction

ou l'opérateur A(t) est non borné & domaine variable, dans un espace de Hilbert et vérifie
certaines conditions. Dans ces travaux, en utilisant la méthode des inégalités énergétiques,
Lomovtsev a étudié des problémes engendrés par des conditions de Cauchy homogeénes ou
non homogenes, et des équations d’ordre un ou d’ordres supérieur.
Dans ce mémoire on démontre 'existence et I'unicité de la solution forte généralisée d’un
probléme aux limites 4 domaines variables engendré par 1'équation hyperpolique :
0%u
8t1 (9152

et les conditions de Goursat :

+A)u=f(t), t=(t,to)

hu=1uly—p=0, lyu= U= = 0.

On suppose que 'opérateur A(t) est linéaire, auto-djoint dans un espace de Hilbert 3
domaine D(A(t))dense dans H et dépendant de la variable t.

La méthode utilisée est celle des inégalitées énergétiques qu’on détaillera dans le deuxiéme
chapitre. Le mémoire se compose de trois parties essentielles.

Chapitre 1 :Dans ce chapitre, nous rappellons quelques théorémes d’analyse fonction-
nelle, nous donnons aussi certaines notions importantes sur les opérateurs & domaines
variables comme la continuité et la différentiabilité et nous définissons les opérateurs de
régularisation AZ!(t) et leurs propriétés.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on définit les opérateurs de régularisations AZ'(t) et
leurs propriétés. On expose la méthode des inégalités énergétiques et quelques inégalités
fonctionnelles.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, On considére dans un espace de Hilbert un Probléme
de Goursat engendré par une classe d’équations opérationnelles hyperboliques, on a sup-
posé que les coefficients opérationnels sont 3 domaines dépendant du temps et possédent
une singularité. L'existence et 1'unicité de la solution forte ont été établies, la méthode
fonctionnelle utilisée est celle des estimations & priori. Ce travail a été accepté pour la
publication.

La mémoire est cloturé par une bibliographie.



CUAPITRE 1 RS RS R e R

RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Résumé

Dans ce chapitre, nous rappellons quelques théorémes d’analyse fonctionnelle, nous
donnons aussi cerfaines notions importantes sur les opérateurs & domaines variables
comme la continuité et la différentiabilité et nous définissons les opérateurs de régula-

risation AZ1(t) et leurs propriétés.



CHAPITRE 1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Les opérateurs

Dans la suite on désigne par X et Y deux espaces normeés, I un espace de Hilbert et

A un opérateur linéaire.

Définition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire, tells que D(A) = X.

A est borné si et seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que
|Az|| < Cllz]|, Vz € X.
Dans le cas contraire on dit que | ‘opérateur A est non borné.

Théoréme 1.1.1 Soit A un opérateur linéuire, défini partout dans X. Pour que A soit

continu il faut et il suffit qu’il soit borné.
Preuve

Soit A est continu.
Supposons que A non borné c’est a dire :
Pour tout M >0, 3z tel que ||Az| > M|z

En particulier pour tout entier n il existe z, tel que

1Az ]| > n|z4],

posous &, = ET%T on a &, — 0 quand n — oo dans X.
. fen

Et comme A est continue on en déduit que :

limpoo|| A&l = 0,

) 1 [z
nj|zn|
M6 = g 4> S =

Ce qui est contraduction avec ce qui précéde. .



CHAPITRE 1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.1.2 L’opérateur A~" existe et est borné sur son image R(A) si et seulement

s’il existe une constante m > 0 telle que
|Az]| > m|lz|, Vz € D(A).
Preuve

A1 existe et borné = IM >0, Vy € R(A), ||A y|| < Myl

On pose z = A1y c’est a dire

y= Az = [lz| < M| Az|.

A-1 existe il suffit de montrer que A : D(A) — R(A) est injectif.

Si Az =0 alors on a :

|lz|| <0=2z=0

donc A est injectif et cela implique que A béjectif donc A lexiste.
A~ est bornée :
Soit y € R(A) = 3z = A~'y € D(A).
Alors :
1AA™ )| > ClIA™ Yl = llyll = CIA Il

= A7y < <l

Théoréme 1.1.3 Soient H un espace de Hilbert et F un sous espace vectoriel de H. Pour
que F soit dense dans H il faut et 4l suffit qu’il n’eziste pas de vecteur non nul orthogonal
a F, ie.

F+=[0}.
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Preuve

Si F est fermé alors F' = (F1)*.

Nous avons toujour F' C (F' 1)L, Supposons donc = € (F 1)L, en utilisant l'existence de la
projection orthogonal zF dezsur F,z=xzr+ (z— rp) avec zF € F et (x—zF) € -

Alors

|z —zr| = (z—2zrz—2F)
= (:Jc,a:—a:p)—(xp,a:—:vp)

= 0

Nous en conclusons que £ — TF = 0. Nous avouns donc z € F ce qui montre I'inclusion
apposée : (FH)t C F.

Maintenant si F' n'est pas fermé
FcF=FYHcFH

D’aprés qui posséde, nous avons alors

F=F)"
Donc
Fc (FYtcF.
Ce implique que
(FY)L=F.

(FLy-=F=H e F-=H" ={0}.

Définition 1.1.2 L ’opérateur A est fermé si son graphe est fermé dans H x H.
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Définition 1.1.3 On dit qu'un opérateur A est extension d ‘un opérateur B s; G(B) c
G(A) on écrit alors B c A.

Deéfinition 1.1.4 U, opCrateur A est fermable sl posscde une catension fermée. Si Cest
e cas il posséde une plus extension fermée ( au sens de Uinclusion des graphe ) appelée

ferméture de A et notée A.

—_—

Proposition 1.1.1 A4 st Jermable si et sculement si (A) est le graphe d’un opérateur
linéaire et alors

G(4) = G(4)

Théoréme 1.1.4 (Théoréme de graphe férmeé) Soit X ¢t Y deuz espaces de Hilbert.

Soit A un opérateur linéuire de X dans Y. On suppose que G(A) est fermé dans X x YV
alors Uopérateur A est continy,

Preuve

On considére sur X les deux nores :

Izl = llzllx + | Azly

et
lzllz = ||z| x.
llz|l; : Cette norme appellé norme de graphe.

Comme G(A) est fermé, X muni de la norme |l.l1 est un espace de Banach. D’autre part

on a:

lzll2 < Jlz]l;.
Par conséquent ces deux normes sont équivalentes, il existe une constante C' > 0 telle que
2]l < O],
Donc [|Az|ly < C|lz|x .




CHAPITRE 1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.1.5 Soit A: D(A) C X — X un operateur linéaire.

Supposons qu’il existe une constante M > 0 telle qu’on ait :

2]l < M || Az . )
Alors
1. ker A = {0}
2. R(A) = R(A)

Preuve

1) Soit 2 € ker(A) alors pour tout z € D(A), Az = 0.
D’aprés I'inégalité (I), on a :
lz| 0=z =0.

Donc ker(A) = 0.
2) Soit y € R—(Zj alors il existe z, € D(A) telle que Az, — Yy, on remarque d’aprés
'inégalité (I) que

125 = 2ol < M || Az, — Az,

d’olt z, est une suite de Cauchy dans D(A) c D(A) donc elle est convergente dans

(A) = D(A), soit o € D(A) sa limite, on a -
Tn — o
Az, — vy
done, y = Az € R(A), d'on (A) C R(A).
Autre seus :

On a A C A, donc R(A) c R(A).
Cela implique que —jm C R(A).
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~HAPITRE Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.5 Soit A - DA CX —Y un opérateur linéaire, on appelle adjoint de
A, Uopérateur

A" :D(A") cY* — X+

défini par

{ DA)={veY*) Jwe x*. (v, Au) = (w,u), VYue D(A)}.
A'v=w

Théoréme 1.1.6 Poyr que la représentation (v, Au) = (w, u) s0it unique pour tout u S

D(A) avec w € X*, il faut et il suffit que D(A) = X et dans ce cqs A* est un opérateur
fermeé.

Définition 1.1.6 L ‘opérateur A est dit auto-adjoint si
DA)=D(4), (Az,y)=(z,4y), VYz,yeD(A).

Dans ce cas le nombre (Az, z) est réel et | Al = sup |(Az, )] .
=]l <1

Définition 1.1.7 J, ‘opérateur A est dit positif
(Az,z) >0, Vze D(A).

Théoréme 1.1.7 Soit A - D(A) — Hun opérateur linéaire, auto-adjoint positif, alors
i existe un opérateur B D(B) — H telle que

D(4) € D(B), Az = B(Bz),vx € D(A).

L’opérateur B est appelé racine carrée de lopérateur A et on le note par Az

Théoréme 1.1.8 Soit B un espace de Hilbert et soit F un sous espace vectoriel fermé
dans H alors

H=FgFt

10



CHAPITR}E 1 Rappels d’analyse Sfonctionnelle

Preuve

Soit z € H et écrivons ¢ = Pp(z) + (z — Pr(z)).

On a bien que Pp(z) € Fet (z — Pr(z)) € FL. D’aprés les propriétées de la projection
orthogonale sur un sous espace vectoriel, ce qui montre que H est la somme de F et F+.
On vérifié en suite que la somme est directe : Si z € F N FL alors (z,z) =0, donc z = 0.

Ce qui termine la démonstation. .

Théoréme 1.1.9 Soit A : DA CX —X un opérateur linduire auto-adjoint.

Alors :

(KerA)*: = R(A).
Corollaire 1 Soit F c E un espace vectoriel tel que F +# E. Alors il existe feFE, F#£0
tel que
(f,z)=0 VzeF

Remarque 1 On applique souvent le corollaire pour montrer qu’un sous espace vectoriel
F C E est dense. On considére une forme linéaire et continue [ sur E telle que f =0

sur F' et on prowve que f est identiqguement nulle sur E.

1.2 Opérateur dépendant d’un paramétre

Soient X et Y deux espaces de Banach et {A (t)} une famille d’opérateur 0<t<T)
ou A(t) : D(A(t)) — Y, D(A(t)) € X qui dépend du temps.

1.2.1 Continuité par rapport au paramétre.

Définition 1.2.1 La famille d’opérateurs {A(t)} est dite Jortement continue au point
to € [0, T'[ en u(to) € D(A(ty)) s'il ewiste u(t) € D(A()) telle que u(t) —s u(ty) dans X
et A(t) u(t) — A(to)u(to) dans Y lorsque t tend vers to.

11



CHAPITRE 1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.2.2 Dérivation par rapport au parameétre

Définition 1.2.2 La famille d ‘opérateurs A (t) est dite fortement dérivable qu point
to € [0, T en u(ty) € D(A(to)) %l cziste u(t) € D(A(2)),v(to) € D(Alty)) telle que

u(t) - U(to) — 'U(tg)
t—1g
A(t)u(t) — Alto)u(to)
t—1p
dans Y lorsque t tend vers ty et la limite w(to) ne dépend pas du choizr de u(t). On définit

— w(to)

A'(t) la dérivée de A(t) par la relation suivante -

A (to) u(to) = w(ty) — A(to)v(to)

12



I____ CHAPITRE 2 —

OPERATEURS ABSTRAITS DE
REGULARISATION

Résumé

Dans ce chapitre, on définit les o érateurs de régularisations A~1(¢) et leurs pro riétés.
p— b 5

On expose la méthode des inégalités €uergétiques et quelques inégalités fonctionnelles.

13



CHAPITRE 2

Opérateurs abstraits de régularisation

2.1 Deéfinition et propriétés

Définition 2.1.1 Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint, défini de D(A) dans H tel
que

(Av,v) > ¢ |vf*, Yu e D(A).

Pour € positif on définit la famille d’opératcurs suivante -
ATl = (I+eA)™t
AZ' s’appelle opérateur abstrait de réqularisation.
Théoreme 2.1.1 L’opérateur At est borné et vérifie

o 1
A7 < (P.)

Preuve

Pour montrer la propriété (P1) on va utiliser le Théoréme du graphe fermé. Vu que 'opé-

rateur A, est fermé, montrons qu'il est surjectif.

Nous avons A, : D(4) C H — H, les Théorémes L.1.8 et 1.1.9 et entrainent :
H = Ker(A:) ® R(A.).

Montrons que Ker(4.) = {0}.
Soit x € Ker(A,) alors A.z =0 d’oit :

EAT = —r= (eAz,z) = (~2,8) == lil?lz 2 €cy ’3312

= (ea+1D)|zf<0=z=0.

Montrons que R(A,) = R(A.), on a :

(Aew,u) = [ul® + e(Au, v)
> (ecr+1) Jul®. (a1)

14



CHAPITRE 2 Opérateurs abstraits de régularisation

D’aprés le théoréme 1.1.5 on conclut que

R(4e) = R(A.),

et d’apres le théoreme 1.1.2, A-! existe et est borné sur R(A.).De (a;) on peut tirer la
relation

(I+ea)lul < |Au|, Yue D(A). (az)

Soit u = AZ'v, ot v est un élément quelconque de H, d’aprés la relation (az) on a
(I+ec) A7 < v, Yw e H

d’oul
ATy 1
(1+eq)’

en passant au sup, l'inégalité (P;) est démontrée. .

IA

Yv € H,
|v]

Théoreme 2.1.2 Les opérateurs de régularisation AZ' vérifient les Propriétés suivantes

eAA; =T A7 (P2)
leAA x| = |1z - A'z| lorsque & —s 0 (Ps)
L'operateur AZ' est positif, auto — adjoint et commute avecA. (Py)
Preuve
Pour montrons (B), on a
eAAT' = ¢ (AE—E_f) AZl=T- A1

Pour montrer (P3) on doit établir que |A 1z — 2| — 0 lorsque € tend vers 0.
D’apres la propriété (Py) on peut voir que l'opé rateur AAZ? est uniformément borné
et

|AT 2| = |eAA'z| < e |AAT'z| < e |AAZY| ||
= HA;1 - I“ <eg ”AAE‘1|I — 0 lorsque ¢ — 0,

15



CHAPITRE 2 Opérateurs abstraits de régularisation

d’ou le résultat.

Pour montrer (£4) on remarque que
AT = A7V + eA)=AT"4 AT A=A 4o,
D’autre part
AA =T+ eA) A = A L e A T4 = 41 4 el,
d’out A commute avec A7, |

- Théoreme 2.1.3 Si Uopérateur A7Y() est différentiable alors AZNt) est différentiable ot

on a: S L
HAZ(t) —1dAZ\(¢ _
(] t T e dt (Ps)
dAZ(t) N 0) »
N i~ ADAT O ADAT ). (D)
Preuve

Montrons (F;) . En effet : d’apreés (P;) on a

— eAA™ =T — A1
6d(AAgl) _ _dA7!

dt dt
- N d(AAZY) —1dA7(t)
dt ¢ dt

—~ Montrons (F%) . En effet : d’aprés (B,) on a

dA - dAZ! —1dA;1
L EAE th_? dt

1
ﬁA - ldﬁt (I+cA)
- —ldAEI dA .
= e=—AC
e =
dAZt _;dA
~ T

A 1

16



CHAPITRE 2 Opérateurs abstraits de régularisation

comme AA™ =T et A, A7! commute

-1 -1
LA At A

~  dA™1
dt dt dt

= EAA; FAAgl

2.2 Quelques inégalités utiles

Soit 2 C R™. Inégalité de Cauchy

Vu,v € Ly (), l/uvdxl < (/ fuIde)%(/ v|?dz)z.

Q
Inégalité de Cauchy avec e

Qu’on appelle aussi I’ -inégalité

lab| < —;—]a[2 + %Ib[{‘v’a > 0, Va, b.

Inégalité de Poincaré-Friedrichs

/u(t)dt < clfutzdt.
I I

Inégalité triangulaire

Nl

(/Q(u-l-v)Qd:c)% < (/Qu2d:c) - (/Qv2d:z:)%.

17
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CHAPITRE 2 Opérateurs abstraits de régularisation

2.3 Etude des équations différentielles par une méthode
fonctionnelle

La méthode des inégalités de I'énergie, appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle,
trouve son origine dans les travaux de L.G. Petrovsky, ot elle a été utilisée dans la re-
solution du probleme de Cauchy lié aux équations du type hyperbolique. Par la suite
les développements importants de la méthode sont dus a J. Leray et L. Garding. Cette
méthode a é6é également utilisée et développée dans les travaux de O. A. Ladyzenskaya.,
K. Friedrichs et N. I.Yurchuk. Le schéma de la méthode a été donné pour la prewmiére fois
par A. A. Dezin, et qui peut étre résumé comme suit : Pour Popérateur L engendré par

le probléme considéré, on démontre 'inégalité énergétique du type
lulle < CllLullr,Yu € D (L) (1)

La démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant
I'équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées et une
certaine fonction poids. Le choix de lopérateur Mu est fondamental, il est dicté par
I'équation et les conditions aux limites. Ensuite dans les topologies fortes des espaces E et
F, on construit la fermeture T de Popérateur L et la solution de I'équation Lu = F, F €F
est appelée solution forte du probléme considéré, A l'aide d'un passage a la limite, on
prolonge I'inégalité (1) auw € D (Z) :

Comme Popérateur L=! est continu on conclut pour l'image de opérateur T, Iégalité
R(L) = T(E) Pour la démonstration de I’existence de la solution forte pour tout F € F,
il suffit d’établir la densité de R (L) dans F qui est obtenue a laide des opérateurs de
régularisation. Le choix des opérateurs de régularisation est lié au caractére du probléme
étudié.

La méthode des estimations 3 priori est une méthode efficace pour I'étude de beaucoup
de problémes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide
et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans I’application de cette méthode

on trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons

18



CHAPITRE 2

Opérateurs abstraits de régularisation

. Le choix des espaces fonctionnels.

- Le choix du multiplicateur My

. Le choix de l'opérateur de régularisation. Les questions sont tellement variées et
récentes, que 1'élaboration d*une théorie générale est encore prématurée. Chaque probléme

nécessite une étude spéciale, d’ou I'actualité du théme.
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Y8 0 1 S e CIIAPITRE 3 e e B e S A R B

APPLICATION SUR UNE EQUATION
HYPERBOLIQUE

2 Résumé

- On considére dans un espace de Hilbert un Probléme de Goursat engendré par une
classe d’équations opérationnelles hyperboliques, on a supposé que les coefficients opéra-
tionnels sont a domaines dépendant du temps et possédent une singularité. I’existence et
I'unicité de la solution forte ont été établies, la méthode fonctionnelle utilisée est celle des

estimations a priori. Ce travail a été accepté pour la publication.
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CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperbolique

3.1 Position du probléme.

Soit H un espace de Hilbert ow la norme et le produit scalaire sont notés respective-
ments par ||, (,).
Soit  un rectangle borné de R? tel que 0 =]0, T1[x]0, T3].

On consideére donc le probleme de Goursat suivant -

8igt2 + T(t)u = F(t) (3.1)
Wt 0) =u(0,t) =0  (3.2)

On suppose que {T'(t),t € Q} est une famille des opérateurs linéaires, non bornés, auto-
adjoints dans H et 2 domaines D,(T") dépendants de la variable t — (t1,t2) € Q et denses
dans H, on suppose aussi que les conditions suivantes sont vérifiées :

a) Il existe une constante ¢; > 0 telle que :
[v@®)IF = (TE(®), v@®) = alv(t)?, Yo(t) € DUT) Ve
h) Les opérateurs inverses de T'(t) existent et sont fortement différentiables par rapport

&t dans H, de plus

oT~'(t) OT1(t) *T~1(t)
oty ' Oty 0t10t,

ou : L(H) est I'espace des opérateurs linéaires bornés de I a valeurs dans H muni de

€ B(Q, L(H))

la norme

B(I,L(H)) est I'espace de Banach des opérateurs bornés.

¢) Il existe deux constantes ay >0, az > 0 telle que :
aT~ (¢t
—Re(——at—(zu(t),u(t)) < (T (t)u(t), u(t), Yue H, i=1,2
i
On définit sur D; le produit scalaire eénergétique qu’on le note (,); par

(u,v)e = (T(t)u,v), Yu, ve Dy(T)

21



CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperbolique

3.3 Existence de la solution forte généralisée

Théoreme 3.3.1 On suppose que les conditions (a), (b), (c) sont satisfaites. Alors pour
f € F, il ciste une unigue solution, forte généralisée u D(L) du probléme (3.1) - (3.2)
telle que w = (L)~1(f), verifiant linégalité (3.4)

Preuve
d’aprés un corollaire du théoreme de Hahn-Banach, il suffit de prouver que si
s1 So
/ / s(t1, 82) (Lu, Av) dt,dt, = 0, Yue D(L) (3.5)
0 Jo

pour v € Ey, alors v = (.

Soit C(2, H) I'ensemble des fonctions v € C™ telles qQue U= 0; V], —o = 0, comme
C' (2, i) est dense dans Ep, on va démontrer que si (3.5) est vérifié pour v € C'(Q, H),
alors v = 0.

En substuant la foncton u dans la relation (3.5) par -1 (t)h, ot h € Ey, on obtient

2R6/ / tl,‘tg (t) h?at s )dtldtQ

2 T=1
= —2Re/ / t],tg) 62‘,‘ 8t( )h A’U)dtldtg

T '(t) Oh AT L(t) O
—2_R6‘/O /0 %(tl, tg)('th—'aTl + T@ A'U)dtldtz
—2Re / / se(tr,ta) (T (8) T (t)h, Ao) dtydty (3.6)
0 Jo

D’aprés la condition (b) et les propriétés des opérateurs de régulatisations, alors les
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CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperbolique
—‘~—~—x—\~———

operateurs
o*T ! (2)
010t

o1 (1)
! o

o (t)

8t2 '
et

rOT'@)

sout bornés dans H. En utilisant | umchhte de Cauchy-Schwartz et linégalité de Poincaré-

Friedrichs, on aura que le membre droit de (3.6) en valeur absolue est estimé par

on||? H oh|? : )
i By e %(tl,tg)Te— (t)hA’U
( illiaom 98Il 0m | Joam

ol 7 est une constante positive. Soit w une solution du probléme suivant :

ec(lerT?‘“‘t?)tltgAw = Av
w(0,8) = w (t1,0) =0

On pose h = w, on a les calcules suivantes : soit

Pw ow  Ow
T+ To—t; 1)) t dt,dt
/0 / 1, %) frta (TE O o, 7%, 8t) o

. Pw  dw
/0 / 31(t1, tp) et Te—t1— )t <Te ()dt 5 o )dtldtz (K,)
Pw  dw
c(Tl-f-TQ—tl—tQ) =1 K.
+/(; /0 %(tl, t2)e tltz ( (t) 6t18t2 67:1) dtldtg ( 2)
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CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperbolique

On intégre par partie la formmule K 1 par rapport a t; on obtient :

2
/ / tl t2 c(T1+T2 == tQ)tt (T (t)gzu af at )dtldtz

ow o
- [ e w)

- 9
+e / / s(ty, ta) e Tt Bemti=ta)y 4 ( l(t)gzu w) dtrdts
2

[ [ o 0 )

j{ / (ty)ec M+ Te—ti~ta)y 4 ( 1(t)gz g;”) dt,dts

/ / sty t)ecT+Tmti—ta)y (aTatll(t) gz g:;) dt.d,
- / / w(ty, tg) et T—ti—ta)y 4 <T€ (t) 8?1;}”152 SZ) dt,dts

Ce qui donne :

81 ps2 ow O%*w
2R / ty,tg)efTitTa—ti—~t2)y 4 ( =Ley )dt dt
euo /o x(t1,ta)e 1t2 ( )8t2 o0t ) Mot

52 ( 1 a 2
— / st(t1, tp) eI Tt~y 4, | 2(15)8%;) J dt
t1=s1
-1 0w 2
/ / s(ty, ta)e?TiHToti=ta)y 4 | ()Et— dt, dt,
2
2
/ / %tl tz)ec(Tl-{—Tg—tl—m)t ’ T = dtidty
o Jo
N / / se(ty) e TiH T ~ti=ta)y g |- 2(t) dtldtz
o Jo
t) Ow Ow
bt c(T1+T2*t1—t2)ti ( ( )dt dt 337)
/0/0%12 8t oty oty ) 1 (
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CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperbolique

De méme maniére pour K, par rapport ¢y on obtient

51 ps2 . ow Ow
2 t1, to)ed Nt le—ti—ta)y y (p—10 —, ——— | dt,dt
Re/O /O (ty 2)e e [ T77( )(,%1 o601, 1dts

81 1 b 2
= / IV%(?H,tQ)GC(Tl'FTZ"tl_tz)tltz Te z(t)at_w J dtl
. 1 t2“52
S1
[ / (1, bo)e Tt Ta—ti~ta)y 4 | I Z(t) dtldtg
(T +To—t1—t2) Ow
%(tl tz)e Lt t T ()8t dtldtz
Q(t) dtldtg

/ / tl C(T]_ +T5— tl—tg)t t

: s oT; ( )(9w ow
A(T1+To—t1—t3) 3.8
A %(tl,tg)e t]‘tg ( 8t2 5 . 5 1) dtldtg ( )

Soit :

i 0 0
[ / (b1, to)t  toecTitTa—ti—ta) (T(t) T (tw, <2 + w) dtdt,

ot Btg
Ss1 59 (9
= f / (1, to)trtoecTi+Ta~t1—t2) (T ) T (t)w, ) dt, dt, (K3)
jo 0 ' Oty
+/ /h %("[71,tz)tltgec(Tl+T2_tl—t2) ( (t) T l(t)w )dtldtg (K4)
0 0
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CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperbolique

On intégre par partie la formmule K3 par rapport a t; on obtient :
S o ow
/ / s(t, ta)t tyeTitTe—ti—ty) (T ) T (t)w, —) dtydty
o Jo
= /< [ (tl,tQ)tltgeC(rl+T2 t1~t2) (T (t)T l(t)w 'LU)] sgy dtg
+c / / s(t, to)trtpe T+ Te=ti=t) (7 (1) - Htyw, w) dtdt,
51
- / / 3(t1, tp) et Ta—ti—t2)y, (T (&) T (t)w, w) dt,dty
o Jo

+ / / s(ty)eTitTa—ti—ta)y 4 (T () T (t)w, w) dtydts
/ / tl t2 C(T1+T2 tl—tz)t t ( ( (t)T l(t))w, w> dt]dtQ

/ / tl tz ¢(T1+T2 tl—t>)t to (T (t) Te ()gzu )dtldt2

implique que :
°Re/ / (b1, to)t tpec it Ta—ti—t) (T(t)T (t)w, = )dtldtg
s2 [ 2
= / [%(tl ty)e T+ Te=ti=ta)y 4 J dty
t1=s1

-+C/ / tl t2 c(T1+T2 tl—tz)t tle2 2(t w’ dtldtg

/ / %(tl tz)ec( T+To—t; —tz)t

/ / w(ty)eNitTa—ti~ta)y 4 |3 () T_i(t)w’ dtydt,
/ / %(tl tg)ec(T1+T2_t1_t2)ft ( ( (t)T ()) ’w) dt,dt, (3'9)

T () T2 (t)u

T2 (t)T Z(t)w’ dtldtg

oty
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CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperboligue

De méme maniére pour (K4) par rapport a to :

S1 52
2R€/ / %(tl, tg)ec(TH—TQ_tl_tz)tth & (t) Te'l(t)w, 8—71)) dtldtg
0 0 3t2
1

= /S ,:%(tl, tg)ec(TH_TQ_tl—tz)tltg
0

T3 (1) Te—%(t)w( 2} dt,

ta=s2

S1 52 _1 2
+c / / n(ty, tg) et T Te—ti=t2)y 4 |} ) T: 2(t)w| dtidty
0 0

"S1 82
) [ [ st gernnaa,
0 0

81 S2
+/ / %(tl)ec(T1+T2_t1—t2)t1t2
p— 0 0

ol L O(T)T (¢
—/ / %(tl,tz)ec(T1+T2_t1_t2)t1t2 (Mw, ’I,U) dtldtg
0 0 6t2

2
T3 (t) T;i’l‘ (t)w’ dtdty

2
T} (1) T2 (t)w' dtdt,
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CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperboligue

On remplace les formules (3.7), (3-8),(3.9), (3.10) dans I'équation (3.6) on obtient :

S
0 0

-1 9 1 2
T: 2(;:)% + 772 (t)w (t)’t) dtydt

ow|?
2 () o o

L Qwl?
TE 2( )8t2

T

e(T1+Ta~t1 - t2) (t17t2)t1t2( *

1 2
TE % (t)w (1) ) dtydty
0 t

/ [ tl t2 C(Tl +T5—1, —tz)t t

[%(tl C(T1+T2 tl—tz)t t

_ / / c(T1+T2 tl‘“tQ)%(tl,tQ) <
P81 52
/ / o7t +Tz—t1‘t2)%(t1 yta)t
0 0
/ / “TitTa—ti—t) (tl,tz)t1t2(

—2¢ / e M e—ti=ta) 1 it | T2 2(t)wf dtydt,
0

22—
—QRe/ / ec(Ti+Ta~t1 —t3) (t tz)tﬂf“ (Mw Aw) dt,dt,
o Jo

+ /T% () Tﬁ(t)wr dt,

t1=s5;

g IT% ) I (Hw '2 dt,

1

ow
TE 2 (t -
\ )at

tQ—Sz

"z (t)w ) dt,dts +

1 Hwl?
o2l

~1 Awl?
T 2“)371[

2(t)w t) ) dtdt,

) dtidty

+ (t)

Hryae

1

ot 0t

—2R6/ / C(T1+T2—t1—fz) (tl tg)tlt (aT ()aw+
0

(9t1 8t2
]"
0 t) Oow A dtldt2+R6/ / ()C(T1+T2 t1d— tz) (tl,t2)t1t2 X
3t2 atl

o1 (t}é‘w ow T (t) dw Ow
(( ot oty 8t1> +( ot o, bty ) ) it

1 "S52
+Re / eC(T1+T2“““t2)z(t1, to)tits X
o Jo

o(T (¢ o(T @)1t
TOLO), ) 4 (2O, VY i}
612 8t1
. o o T (1)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et prenant en considération que || ——

Ot,0ty
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CHAPITRE 3 Application sur une equation hyperboligue

T 1 (t)
Ot;
dans le coté droit du (3.10) peuvent étre estimer par 0. En appliquant les propriétés des

et

tendent vers 0 quand e tend vers 0 alors le bieme Gitme op Jo gitme po

opérateurs de régularisation et la condition (c) sur la derniére intégrale, on a les calcules
suivantes :

Poure — Qon a :

S1 S2
/ / e Bt —ttal ) o)ty (
0 Jo

“ ph dw
___.>/ / 6C(T1+T2_t1_t2)%(t1,tg)t1t2 ( 5
0 Jo 1

—1 Owl?
Te z(t)at_l’ +

Te_%(t)u (t)’j) dt,dt,

2 + |w (t)lf) dtdts

Le méme calcul pour le 2iéme = gitme o jieme termes dans le coté gauche de l'équation

(3.11).
Ilya:
re(MGZD, )~ g (rer 02 Dy g, w)

Il

—Re (Q%yT;l(t)w, T(t)Ts“l(t)w)
ai(T~ ()T T w, T)T " (t)w)

(I (Ow, TOT (H)w) = @il T (w())?

IN

IA

Donc on obtient :

S1 S2 ] -1 —1
Re / / 66(51+S2—t1_t2)%(t1, tz)tth [(MM’U), QU) + (ww, ’U))J dtldtg
JO 0 8t1 3152

S1 S9 ]
< (a1 +as) / / et tta) (4 T (B () Pty
0 J0

Et pour e — 0 on & :

&1 52
(a1 + ag) / / ec(sl+‘s2‘t1‘t2)z(t:1,tg)lTe‘l(t)w(t) 2dtydty —s
0 0

S1 52
(a1 + az) / / ec(sl+s"’”t1"t2)x(t1,tz){w(t)]fdtgdtg
0 0
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CHAPITRE 3 Application sur une eguation hyperboligue

D’apés les formules précédentes il résulte que :

w
1,

81 89 6
/ / eC(T1+T2~t1 _t2)%(t1, t2)t1t2
o Jo ot
ol ow
e THT—h—ta) p) v )t
/0 /0 %( 1 2) 102 ot

: + |w (t)[f) dtidty +

2

+ |lw (t)[f) dtdt,

51 D) o 2 \ /
£ / / el THTt=ta) (41 o)t (—cty +1) ’—w dt,dt, ¢ 1
o Jo oty i &
51 S92 Ow 2
/ / ec(T1+T2~t1 —tQ)}{(tl, tz)tl (-sz +1) ’a— dtldtz
o Jo = to
81 s1
(— 2¢ +az + al) / / ec(Tl-f.Tzv_tl_tQ)%(tl, tz)tltg ,U)ltz dtldtz (312)
o Jo
1 1 as + a; s y = 0
bour ¢ > maxq =, —, ——— 1 le membre droit du (3.12) est négatif, alors |——| —
i T, 2 3]

0

% = |wf? = 0 ce qui donne v = 0, en effet pour v € C(Q, H), lopérateur A est
2

mversible et si Av = g alors

ftil_t? g(s1,81 =t +ta)dsy, ¢ >ty

j;?_tl g(sg+1t; — o, 52)dsy, t; < ta.
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