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Chapitre 1

Introduction

Soucieux de futur de notre planéte, le monde s'intéresse aux problemes du climat et désire en
connaitre le mécanisme et les conséquences. Pour répondre & des nombreuses questions qui se
posent, la modilisation mathématique des phénomenes atmosphériques et météorologiques est
aujourd’hui plus nécessaire que jamais. Toute fois & cause de la complexité des phénomenes
Jusqu’a maintenant la majorité des scientifiques se contentait des modeles complets et on

s’est contenté de modeles partiels ou simplifiés.

Nous nous intéressons 3 la structure des nuages et de la pluie. En effet, Patmosphére contient
H30 en trois états - gazeux, liquide et solide 3 la température normale de notre environne-
ment. L’eau en état liquide dans I'atmosphére se trouve sous la forme de gouttelettes - quand
celles-ci sont petites, elles sont suspendues dans Dair, ce qui forme des nuages; quand elles
sont relativement grandes, elles descendent avec de différentes vitesses, ce que nous appelons

commeénément la pluie.

Comme on le connait bien, la transition de phase de I'eau dans Patmosphére, en faisant
naitre des nuages et en provoquant de la pluie, joue le réle tres important dans 1’études
des phénomenes météorologiques. L’étude mathématique d’un systéme d’équations qui décrit
d’une maniére suffissamment compléte les phénoméenes atmosphériques impliquant 1a ;ransi-
tion de phase de I’eau est donc fort souhaitable. Il y a eu plusieurs tentative de modélisation
mathématique de ces phénomeénes. Mais jusqu’a présent la complexité des phénomenes nous

a empéché d’établir un systéme d’équations assez complet et de I'analyser pour obtenir des
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caractérisations fondamentales.

Dans [2], [5] on a proposé un modéle mathématique pour le mouvement de I’air avec la tran-
sition de phase de I’eau et démontré un théoreme d’existance et d’unicité pour un systéme

d’équations approchées de ce modsle.

Le but de I’étude que nous présentons dans la présent mémoire est d’analyser 1’équation de
progussus de coagulation de gouttelettes dans le champs de gravitation, en démontrant Pexis-
tence et 'unicité de la solution ainsi que sa régularité. Notre travail se base sur [4], complété
par l'analyse de la régularité dans le cadre des espaces de Sobolev (voir [1]). Du poit de
vue technique les insfruments principaux sont les propriétés des opérateurs intégraux et le
théoreme de Cauchy-Lipshitz dans un espace de Banach, outre des techniques habit zelles de

I'estimation dans des espaces de Sobolev.

Dans le chapitre 2 nous étudions le systeme d’équations du modéle général.
Dans le chapitre 3 nous étudions la solution stationnaire dans le cas simple.

Et & la fin dans le chapitre 4 nous étudions la régularité de la solution.



Chapitre 2

Systéme d’équations du modéle
général

2.1 - Description de la formation et ’évaporation des
gouttelettes.

Pour décrire la formation et 'évaporation des gouttelettes, rappelons d’abord que la condensa-
tion aura lieu quand la densité de la vapeur d’ean notée m(z,t) dans I’air dépasse la densité de
la vapeur saturée notée s = 7(T), qui est fonction de la température T, et que I’évapcration
de P’eau des gouttelettes aura liey quand (z,t) < #,(T).

Introduisons une fonction Si(m) qui représente la surface des gouttelettes de masse m, ou
nous considérons m comme la somme de la, masse de H>0 et de celle des noyaux (dits aérosols)

a l'exception des gouttelettes d’eau de diamétre trop petit. Nous supposons que
Si(m) € C([o, oo|), (2.1)

Si(m) =0 pour 0<m < Mq/2, Si(m) = 3%3(47) /3y, 2/3 pour m >17ny  (2.2)

avec 0 < m, < 1y < 0o (Mg et My représentent les bornes inférieure et supérieure de la
masse des aérosols susceptibles de la formation de gouttelettes).
Avec 8)(m) ainsi définie et avec (2, ) et 74(T'), nous introduisons la quantité de condensation

sur les gouttelettes de masse m (par unité de masse)
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également la quantité totale de condensation sur toutes les gouttelettes
_ Si(m
H(T,n, o) =Ki(m - 7o(T)) /J—(m—)o(m)dm, (2.4)

ol g(m) désigne la densité de H,0 & I'état liquide contenue dans des gouttelettes de masse

m. On a évidemment

Him) = T Sim)
'S (m Yo (m ) dmy

Hg, (T, T, cr).

En outre, on introduit la probabilité avec laquelle une gouttelette de masse m epparait
avec le début de condensation et celle avec laquelle une gouttelette de masse m disparait
suite a 'achévement de P'évaporation. On définit 1a probabilité de la formation de nouvelles

gouttelettes de masse m donnée par
Jo(M)[N* — N(o)[*[r — #,(T)]", (2.5)

ol N* est le nombre total de gouttelettes qui peuvent étre formées dans 'unité de volume,
tandis que N(a) représente le nombre dans I'unité de volume des aérosols qui se trouvent

déja dans des gouttelettes et est donné par
(o] o0
N(o) =/ g@dm—!—Cl/ o(m)dm.
o m 0
De maniére analogue on définit la probabilité de disparition des gouttelettes
gi(m)[m — 75(T)]". (2.6)

Comme au moment du début de Ia, condensation ou de I’achévement de I'évaporation la ‘masse

de la gouttelette m est celle du noyau (aérosol) qui ne s’annule pas, on suppose que
.90(')7 gl() = Cl([oa OOD: Supng(') €. [ma:mA} ) Suppgl(') < [Ov mA]- (27)
2.2 - Systéme d’équations.

Les quantités physiques que nous devons considérer sont la densité de Pair sec g, la densité de

la vapeur 7, la densité de I’eau liquide o(m), la vitesse de I'air v, la vitesse des gouttelettes
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u(m), la température T et la pression p. On suppose que la pression est déterminée par
I’équation
™
p= R(M% e (2.8)
ou R, p, et uy, sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse molaire moyenne
de l'air et la masse molaire de leau. D’autre part, supposons que la vitesse u(m) des goutte-
lettes de masse m est donnée par
u(m, z,t) = v(z, t) — ~1hf, (2.9)
ay(m)
ou v(z,t) est la vitesse de Pair, ay(m) le coefficient de frottement entre les gouttelettes et
Pair et f = % la force extérieure donnée par le grandient d’un potentiel ®(z). On suppose

que ;(-) € C*([0, 00[), ay(m) > 0 ¥m [0, oo

Nous allons considérer le systeme d’équations dans le domaine en une dimension J = 10,11,
aux extrémités duquel nous posons les conditions aux limites homogeénes pour v et les condi-
tions non-homogenes 7'(0, t) = ar, T(1,t) = by pour T'. Il nous est commode de considérer,

au lieu de T, la fonction inconnue 9 définie par
= To + 9, T()(IL’) = (1 = :c)aT + 2bp. (210)

Dans la suite toutefois nous continuons a utiliser 7' dans I’expression de 7s(T) et les expres-
sions qui le contiennent, mais dans les calculs nous devons traiter ¥, en rappelant (2.10).
Nous allons envisager dans le domaine I =0, 1] et pour nous # 2 0 le systeme d’équation que

nous proposons est le suivant :

co

(g +7)(0w + v8,v) = ndPv — RA, [(;L% + 5’:) (P + To)] - (g + 7+ -0/ a(m)dm)f (2.11)
(0+ m)co(B9 + v0,9) + R(f— + Mlh) (9 + Tp)Opv = (2.12)

= K:ai'ﬁ % 77(8:1:'0)2 + Erad +- Lnggl = (Q + W)Cv'vaa:Tb
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00+ Bu(ov) = 0 (2.13)
O + B (mv) = — (T, 7, o) (2.14)

d,0(m) + 8, (a(m)u(m)) + 0, (mhgl(m)a(m)) = ho(T, 7, m)o(m)+ (2.15)
+’—§-’ / Blm —m',mYo(m')o(m — m!)dm! — m, / B(m, m") o (m)o (m!)dm'+

+90(m) [N* - N(0)] *[r — Tt — g1(m) [x — 7o(T)] " o(m)

ol 7 est le coefficient de viscosité, ¢, la chaleur spécifique de lair, & le coefficient de ther-
moconductibilité, Ly la chaleur latente, E,,; la source de la chaleur (comme celle due 4 1a
radiation) et B(m, m’ ) la probabilité de rencontre entre une gouttelettes de masse m et une
de masse m/ 1 75 Co; K et Ly sont considérés ctomme constantes strictement positives. Les
équations (2.11)~(2.13) sont formulées sur la base de la mécanique des fluides classique, tan-
dis que les équations (2.14)—(2.15) résultent des considérations du paragraphe précédent. Le

systme d’équations (2.11)-(2.15) doit etre considéré avec les conditions aux limites
v=0,9=0 pour =0 et z=1. (2.16)

Pour la formulation des équations présentées ci-dessus, voir [2], [5]. Pour le processus de

coagulation, voir [3], [6].



Chapitre 3

Solution stationnaire dans le cas
simple

3.1 Réduction au systeme d’équations du cas station-
naire

Nous allons considérer le cas stationnaire du systéme d’équations (2.11)—(2.15), c’est-a-dire
O = 049 = 8,0 = By = By = 0. (3.1)
On les substitue dans (2.11) - (2.15). En outre dans cette étude nous supposons que
2=, (3.2)
Si nous substituons les conditions (3.1)-(3.2) dans (2.11), Péquation se réduit 3

T o0

~ R(?z[(—g + =)0+ D)~ (o+n +/ o(m)dm)f = 0. (3.3)
Ha Hh 0

Maintenant nous substituons v = 0 et 90 = 0 dans I’équation (2.13). Alors les deux membres

de I’équation s’annule ; donc ’équation se réduit & une équation évidente 0 =107,

Si nous substituons G = 0 et v = 0 dans I’équation (2.14), alors I’équation se réduit 3,
— Hy(T,n,0) = 0. (3.4)

L’équation (3.4) signifie qu'’il n’existe ni condensation ni évaporation. Or, pour que la conden-
sation ainsi que ’évaporation soit absente, il faut que 7 soit égale & la densité de la vapeur
satirée 7,(T),

T = 7,(T). (3.5)
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Considérons en fin Péquation (2.12). Nous substituons dans cette équation les relation 9,9 =
0, v =0, Hy = 0 et nous Supposons que la source de Iénergie E,,; est égale 3 zéro. Alors
Péquation se réduit 3

KOS = (. (3.6)

On voit aisément que I’équation (3.6), jointe & la condition (2.16), ¥ = pourz =0etz =1,

implique que

P =0 (3.7)
En effet, de la relation
K29 =0
il résulte que
Bmﬁ = €1
Donc on a
Y=ciz+ Co.

Mais, comme on

¥=0 pour =0,

on a ¢; = 0. En outre, la condition
=1 pour z =1
implique que ¢; = 0. Donc on en déduit que
Ve,

En rappelant la définition (2.3) de hy(m) et en Yy substituant la relation 7 — 7s(T) (voir
(3.5)), on a

hgl(m) = ().
En substituant cette relation dans (2.15), on a

Op(o(m)u(m)) = —7;2 /Om B(m —m/, m')o(m')o(m — m/)dm’ (3.8)

| -m /Ooo B(m, m')o(m)o(m/)dm'.
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Maintenant nous retournons & I’équation (3.3) et nous y substituons 9 — 0 et m(z) = 7g(T).

Alors on voit que cette équation se réduit 4 -

- Raa:[(£ r ﬁS(T)
Ha Hh

)To] — (0 + 7s(T) + [}oo o(m)dm)f = 0. (3.9)

En conclusion, on peut remarquer que dans le cas stationnaire avec v = ( Je systeme
d’équations (2.11)~(2.15) se réduit 3 systeme de deux équations (3.8)~(3.9). Dans la suite

nous allons étudier ce nouveau systéme d’équations avec les conditions
o(m,1) = G(m), (3.10)

1
[ oois =1, -
0
Avant d’envisager la question de P’existence et I'unicité de la solution, on va établir la propriété

suivante.

Remarque 3.1.1 On suppose que [(mq, my) = ( pour my +ms > M — 1. On suppose en,
outre que

d(m)=0  pour m<m+e  (e>0).
St o(m, x) vérifie I'équation (3.8) et la condition (3.10), alors on a

supp(o (-, x)) Clin, M| pour tout z € [0, 1].

3.2 Existence et unicité de la solution.

Dans ce paragraphe nous allons établir le théoréme d’existence et unicité pour le systéme

d’équations (3.8)-(3.9). Nous rappellons d’abort le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1 Soient f ¢ LY(RY) et g € LP(RY) apec 1 <p< .
Alors, pour presque tout x € RN, la fonction Yy flz— ¥)9(y) est intégrable sur RN,

On pose
(9@ = [ @~y

Alors f x g € LP(RN) ¢t
If *gllze < 1£1l21]lg]l 0.
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Pour la démonstration, voir [1], pp. 66-67.

Maintenant nous démontrons le théoréme principal.

Théoréme 3.2.2 Le systéme des équations (3.8)~(3.9) avec les conditions (3.10) et (3.11)

admet une solution (p,0) et une seule dans la classe
(0,0) € C°(I) x C°(I; L' (R,.)).

Preuve.

Nous allons chercher la solution du systéme des équations (3.8)-(3.9). On note
T(z) = To(z)

ol Ty(z) est défini dans I’équations (2.10).

On rappelle que, comme nous considérons le cas d’équilibre, on a
rie) = 7T
(voir (3.5)).

Comme nous I'avons vu ci-dessus, le systéme d’équation (2.11)—(2.15) se réduit &

R Po R _ _
~20.(eT) - of - /0 o(m)fdm = 20,(7,(T)T) + 7,(T)S, (3.12)
ulotmaputm) = 5 [ 6 it wl)otm, 2)o(m — i, ' (3.13

-m /Ooo B(m,m)o(m,z)o(m/, z)dm'.

Donc il suffit de résoudre le systéme d’équation (3.12)—(3.13). On sait que 0 < o. L’autre

propriété importante est le lemme suivant.

Lemme 3.2.1 Si o(m,z) satisfait a (3.13), alors

/Ooo(a(m, z)u(m)) = const.

(c’est -a- dire cette intégrale ne dépand pas de x)
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Preuve. Pour démontrer ce lemme il faut montrer que

I= /oo /m In—B(m —m!,m)e(m)o(m — m')dm’'dm (3.14)
Jo Jo 2

_ /Ooo /Ooo mpB(m, m)o(m')o(m)dm'dm = 0.

Pour le premier membre on utilise le changment de variable ¢

/

_ .
fp{q“m m (3.15)
F =1

telle que
detJ, =1

donc on a
I A A St [ N (! ¥
I —-‘/0 /0 5 B(g,)o(r)o(g)drdg /0 /0 mB(m, m")a(m’)o(m)dm dm

Et comme g, r sont des variables arbitraires, on peut écrire

T Aoo 000 m ‘; mlﬁ(m, m')a(m/)a(m)dm,dm _ Loo ‘/000 mﬂ(']’nb, m')U(ml)U(m)dm'dm,
© ! m

_ / T[T T g, Yo (m Yo (m)dm/ dm.
o Jo 2

Grace & la symétrie de la fonction 3(m, m') = f(m’,m), on a

= — /oo /oo i ; ml,@(m’, m)o(m’)o(m)dm'dm
o Jo

Et d’aprés le théoréme de Fubini on a

I= _/ ftg.ﬁlﬁ(m”m)a(m)a(m’)dmdm',
o Jo

d’ou on obtient
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ce qui implique que

Etant démontré que la deuxieme membre de (3.13) est égal & 0,

on a
9y (o(m, z)u(m)) =0,

d’ou on obtient

vz € [0,1] /Ooo(a(m, x)u(m)) = const.

Corollaire 3.2.1 Si o(m, ) satisfait d (3.13), alors
) oG z)lmmy) S €< X

Preuve. On rappelle que o(m) = 0 pour m < Mg et m > ma

donc on a
- inf ]u(m)/ a(m,x)dmﬁ/ o(m,z)u(m)dm < sup u(m)/ o(m,z)dm.
0 0 ] 0

ME[Ma,mA mE[Ma,mA

et comme on a

0< inf wu(m)< sup u(m)<oo,

mE[a,mal mE[Ma,ma)
on a

i

(a,mal WM)

1

/Ooo o(m, z)u(m)dm.

< o(m,z)dm = ||o(-, z)|| < -
SUPmeliamal u(m) /0 ( ) | ( e W inf,e

L’inégalité résulte du lemme 3.9.1 et de cette derniére inégalité.
O

Donc pour résoudre le systeme (3.12)—(3.13) on choisit un espace de Banach convenable. En

effet, comme on le verra, 'espace L!'(R;) est adéquat 4 notre probleéme. Toutefois, comme
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nous Iavons vu dans la remarque 3.1.1, on peut supposer que supp(o (-, z)) Clm, M], ce qui
implique que
||U('7~”C)HL1(R+) = HU('ax)“Ll(ﬁz,M)-
Done dans la suite on va utiliser L*(m, M) au lieu de LM(Ry).
Maintenant nous rappelons le théoreme d’existence et unicité de la solution locale pour les

équations différentielles ordinaires.

Définition 3.2.1 (probléme de Cauchy) Soit d un entier strictement positif, ug € RY et f
une fonction définie sur R¢ & valeurs dans R, On appelle probléme de Cauchy le probleme
suivant : trouver u: [0,t,[— R* (t1 > 0; on admet le cas t; = 00), de classe C*([0,ta[; R%),

telle que
%— = f(u(?)), pour t > 0, u(0) = ug (3.16)

Définition 3.2.2 (Application lipschitzienne. ) Soit V un espace vectoriel normé, et f appli-
cation de V dans V. On dit que f est lipschitzienne sur V s’il existe une constarite L > 0
telle que :

| f(wa) — flua)llv < L|jus — uallv Yuq,uz € V. (3.17)
On dit que f est localement lipschitzienne sur V' si, pour tout M > 0 il existe une constante

Ly > 0 telle que :
I1f(u1) — flu2)llv < Lullur —wallv VU, u2 € V, lullv < M, Jlually <M. (3.18)

Théoréme 3.2.3 (Cauchy-Lipschitz) On suppose que la fonction f(-) est localement lip-
schitzienne. Alors il existe un t; > 0 tel que le probléme de Cauchy (3.16) admet une unique
solution u € C'([0,t1[,RY).

En outre, si la fonction f(-) est lipschitzienne, alors le probléme de Cauchy (3.16) admet une

unique solution u € C([0,00], R%).

On peut généraliser ce théoreme pour les fonctions inconnues 3 valeurs dans un espace de

Banach.
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Théoreme 3.2.4 ( Cauchy-Lipschitz-Picard. ) Soit E un espace de Banach et soit F: E — E

une application telle que

|Fu — Fol| < Llju - of  VuveE([L2 0.) (3.19)

Alors pour tout up € E i eziste u € C1([0, 0o[; E) unique telle que

{%=FU sur  [0,00] (3.20)

u(0) = uo donnée initiale.

Pour la démonstration, voir (1], pp. 104-105.
Commencons par 1'équation (3.13). Comme u(m) ne dépend pas de z, on a d;(a(m, z)u(m)) =

u(m)8zo(m, ), ce qui nous permet de D'écrire dans la forme

%% = F{a), (3.21)
ou
F(o)= 2u7(nm) /Om B(m —m' — m)o(m',z)o(m — m!, z)dm’
- ZL—Z—:—qj /Ooo B(m, m')a(m,m)a(m’,m)dm’ (3.22)

avec la condition initiale (3.10). Ici nous considérons I'équation (3.21) comme une équation

différentielle ordinaire & valeurs dans 'espace de Banach L'(R;) et F(-) comme un opérateur

défini sur L*(R,) & valeurs dans LY (R4).

Pour appliquer le théoreme de de Cauchy-Lipschitz généralisé (le théoreme 3.2.4) aux équations
dans un espace de Banach et démontrer ’éxistence et 'unicité de la solution locale du

probleme de Cauchy (3.21), (3.10), il suffit de démontrer que 'opérateur F(-) défini dans

(3.22) vérifie localement la condition de Lipschitz, cest-a-dire la condition (3.18).

Pour cela on pose

Cp = sup _B(m,m).

man' W)

On a alors

M
1E(o1) — F(o2)llp = / \F(01) — Flow)ldm’ =

m

= / . ‘ZLT_(TLT—;LS /om B(m — m',m)(o1(m)r (m — m') — oa(m)oa(m = m'))dm’
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~&-27"n-5 /0 ™ B, m') (o (m)os () — ora(m)aa(m))dm|dm

< Cﬁ[/: /Ow |oy(m) (01 (m — m') = op(m — ™))

+(o1(m') = o2(m'))o2(m — m')|dm'dm

M poo
+ /m /0 |1 (m) (o1 (m) — oa(m’)) + (o1(m) — ao(m))aa(m’)|dm’dm]

D’apres l'inégalité de Holder, et d’apres le théoréme 3.2.1 on a

| F(o1) — F(oa)llr <

< Cy(llor * (jlor — o2l)llzx + [l (o1 — o3l) * o2l

M
+ / (lor(m)llos - ozllzs + lo1(m) — oa(m) 212 )dm)

m

< Cy(l|onllzallor — o2l + lloy — oallzlloallzs + (loulizr + lo2llz)llor — o2llzr)

S Cﬂ“dl = UzHLL

Donc d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz on a I’éxistence et P'unicité de la solution locale
& dans un intervalle [1 — €, 1]. Pour prolonger la solution ¢ dans z € [0,1] il faut et il suffit
d’établir une inégalité
o (-, o)l Lrgmopy < €

avec une constante C < o0.
Mais c’est ’affirmation de corollaire au lemme 3.2.1.
On pose R .

G(z) = SO A(T)T) + 7T + /0 o fdm
Alors I’équation (3.12) se réduit a

R
Eorg0+ <-f—azT + fo=G(a), (3.23)

a

Nons cherchons la solution g de (3.23) satisfaisant a

/1 o(z)dz = 1. (3.24)
0



Chapitre 4

Régularité de la solution

Théoreme 4.0.5 Soit o0 = o(m, ) la solution de ’équation (3.8)

9.2.2. Soit F(.) l'opérateur défini dans (3.22). Alors on a

”J('7 17)”’}} S ”J(‘v 1)”111,10 eXpCp(a;-l)’

obtenue dans le théoréme

(4.1)

oo < Ino DI e +C [ ol D)l e a4

avec une constante C.
Remarque 4.0.1 On q, quelques soient a, 8>0
o -fe<eca+(1—6p
<a+p.

Preuve.
On va démontrer que la fonction f () = a® B2 est conveze.

En effet, si f(x) est convege, alors

Fle) =B < (1— ) f(0) +ef(1)
= (1—¢€)B+ea.
On considére que
%f (z) = ?.% [expliog )= expllesA)(1-2)]
= (10g a) exp(log a)z exp(log B)(1-=)

— (10g ﬁ) exp(bg )z exp(k)gﬂ)(l"m) .
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On a en outre
[(]Og @ = 10g IB) exp(“’g a)x exp(log ﬁ)(l—m)]

i

4
dx
= (loga —log B)2a® 1),

On remarque que pour 0 <z <1

& f(z)

(log o — log 8)%a"B1~ > 0

Alors la fonction

f(z) = 02"

est conveze.

a

Lemme 4.0.2 Soit ¢ = o(m,x) la solution de Uéquation (3.8) obtenue dans la théoréme

9.2.2. Soit F(.) Vopérateur défini dans (3.22). Alors on a

1d
1—)3_5“0("93)‘&’(“”) $ CHUHZL),IJ(RH

1d
*'—'Hamff(', x)”’[),p R+ < C'Namff\l’ip g T C“UHZ) R+
pdz (RF) (RT) R*)

Preuve.
On écrit ’équation
B0 = Fla)
1) On multiplié cette équation (4.5) par o*~! (p > 1), et on I’intégre sur RT.
On définit
Cj = sup B(m,m).
m,m’
Alors

1d .
ol = /R " (o)dm =

B /oo o? ! (m, m)[——T—— /m B(m —m/ —m)a(m',z)o(m = m', z)dm’
0 ) Jo

2u(m

(4.3)

(4.4)

(4.5)
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i /Ooo B(m,m")a(m,z)o(m/, x)dm'ldm

~u(m)

£ Cﬁ[/o /0 o~ (m, z)o(m’, x)o(m —m/, x)dm/dm

+[000 Loo o?(m, x)o(m/, z)dm’dm|

gCﬁ/ / a”'l(m,x)o(m’,a:)a(m~m’,z)dm’dm
o Jo

o0
< Cﬁ/ 0P (m, x)(o * o)(m)dm
0
D’apres linégalité d’Holder, et le théoreme 3.2.1 on a
Lol o@mn < Collo? | zo@nllo * oll @)
< Cgllo Y@ llolizlloliz@+,
ou q= ;‘{—]E.
Comme sup ||o]jz1 < oo il existe une constante C telle que
0<z<1
-1
%?&“C’”I[’Jp(w) < C||0“11),p(R+)”0“LP(R+)
= C”a“ip(ny)
Donc
L4 o, 0) Baqaey < Cllologes
pdz Lr(RT) = LP(R*)
2) On multiplié I'équation (4.5) par (O 0)|Om0 P2 0m,

et on integre sur R, de sorte qu'on a

/ (3ma)|3molp“23m3wadm= / (8ma)13m¢7|””26mF (o)dm
0 0

donc

/ (00)| O PO Bu0dm =
0

=/0 (Om0)|OmalP™ am(m/; B(m —m',m)o(m’,z)o(m — m', x)dm’
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/ B(m, m")o(m, z)o(m/, z)dm’)dm

~u(m)

= l2ugm) /Ooo _/(;m(ama)|am0lp‘2ﬂ(m —m!,m)o(m/, z)o(m — m',z)dm’'dm|

Hts [ @ne)lBnot *mB0,m)o(ma(0dm

— - /m (00)|Om P> m( B B(m — m',m/))o(m',z)o(m —m/, x)dm'dm)|
211,(7'”) 0

- / (0,:0)| B P=mB(m — ;) (', ) Omo (0 — m', ) dm

2u< m)

u(m) /00o ./Ooo(ama)lama‘pﬂﬁ(m —m/,m))o(m’,z)o(m, z)dm/dm)|

+ IE_(—T_n_,/ / (00)|Oma|P™ 2O B(m — m' .m))o(m', z)o(m, z)dm'dm|

+|- / (8m0)|OmolP>mB(m — m',m)o(m/, ) (Opmo(m, z))dm'dm)|

comme on a supposé que (., .) est une fonction réguliere et bornée et que o(m') = 0 pour

u (m)
m < mg, on a
/ (8n0)|0mo P >mB(0, m)o(m)o(0)dm =0,
0
m(amﬁ(m - m,a ml)) -<- Cﬂza

et
mB(m —m/,m’) < Cp,

En outre d’apres le corollaire du lemme 3.2.1,on a

o0
/ o(m',z)dm’ < Cu.
0
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On pose  C = sup{Cps,,Cp,, Cps Cs}
donc

[ @uoanolanduadn <

0

<o / ™ BoP~(o * 0)(m)dm + / ™ BP0 % o) (m)dm
+ jgoo |Omo P o (m)dm + /Ooo |00 [P~} (Bma (m))dm).

D’apres I'inégalité de Holder on a

o0
: [ @neonot 2enduzim <
0
< C(|110mo P e llo * oll o) + 118ma P | La@+) o * Omoll o)

H[|0mo P | ey lloll @) + 118me1” | za@e) 1Ome || Lo @) -

D’apres le théoréme 3.2.1
/ (6m0)|5ma|p'25m810dm <
0

< C(1omolE5tasy sy + 1m0 e
- ‘*f“lamdni;(lm-r) ||U||LP(R+) + ”8m0'“11’;(1R+)|lam0||LP(R+))
K < C(”amouip(w) + uamang,;(lw)HUHL!’(W))-

Et de la remarque 4.0.1, on conclut que

Hamoni;(IRﬂHUHLP(R“L) = (Hé‘mg“Ifl,p(mrr))P—gl (H"Hip(mﬂ)%

IA

\lamdllip(w) * ||0|l’£p(R+)
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Donc
L (00|23 Bardm < Cll8mo g, + Cllolipiaey

ce qui équivaut a

1d
E%H&no(-, DBy < ClOmologe) + Clloliome:

Maintenant nous allons démontrer le théoréme 4.0.5.

Preuve. 1) De linégalité (4.3) on obtient
lo( 2[5 < llo(-, 1), exp.

En effet

on accepte facilement que

L}

de(w‘) =pc¥(z), Y()=Yo

admet la solution

Y(z)=Y exp®Pt.

Donc d’aprés le théoréme de comparaison pour les équations différenttielles ordinaires on a

“0’(-, m)”%p S IIO'(-, 1)”1211, expCp(w_l) .

2) De fagon analogue, on estimer le seconde inégalité du lemme (4.4).

On le connait bien que la solution de I’équation

d
El_gEY(gg) —CY({t)+2Z(), Y0)=Yo

est
¢
Y(z) = Yoexp“” + / CZ(t) expCt) dt'.
0
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Alors on déduit que (par la comparaison)

1m0 () < [18m0(, DI x40 / "oz B exp

Crla=2) !,
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