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Chapitre 1

fntroduction

soucieux de furbur de notre planbte, le monde s'int6resse aux problbmes du climat et c6sire en
connaitre le mircanisrne et les cons6quences. Pour r6pondre i des nombreuses questions qui seposent' la modilisation mathdmatique des ph6nomdnes atmosphdriques et m6t6orologiques est
aujourd'hui plus n6cessaire que jamais. Toute fois a, cause de la complexit6 des ph6:rombnes
jusqu'i ma:intenant la majorit6 des scientifiques se contentait des modbles complebs et on
s'est content6 de modiles partiels ou simplifi6s.

Nous nous i:nt6r'essons a' la structure des nuages et de la pluie. En effet, l,atmosph6re r:ontient
H2a en trois 6tats : gazeux, liquide et solide d la tempdrature normale de notre enrironne-
ment' L'eau en dtat liquide dans l'atmosph6re se trouve sous ra forme de gouttelettes ; quand
celles-ci sonl; petites, elles sont suspendues dails l'air, ce qui forme des nuages; qua,rrd elles
sont relativement grandes, elles descendent avec de dif6rentes vitesses, ce que nous a'pelons
comm6n6msnt la pluie.

comme on le c.nnait bien, la transition de phase de l'eau dans l,atmosph6re, en faisant
naitre des nuages et en provoquant de la pluie, joue le r6le trds important da,ns l,6tudes
des ph6nombnes rn6t6orologiques. L'6tude mathdmatique d'un systbme d,6quations qui cl6crit
d'une manibre suffisamment complbte los phdnomlncs atmosph6riqucs impliquant la r;ransi-
tion cle phase de ll'eau est donc fort souhaitable. Il y a eu prusieurs tentative de mod6lisation
math6matiqu'e de ces ph6nombnes. Mais jusqu'a pr6sent la complexit6 des ph6nomtsneri nous
a emp6ch6 d'tltablir un systbme d'6quations assez compiet et de l,analyser pour otrtenir des



Introdur:tion

caract6risations fondamentales.

Dans [2]' l5] on a propos6 un mod6le math6matique pour le mouvement de l,air avec la tran-
sition de phase de l'eau et d6montr6 un th6ordme d'existance et d,unicit6 pour urr systdme
dtquation.s approch6es de ce moddle.

Le but de l'6t*de que nous prt4seatons dans la pr6sent m6moire est d,analyser l,dqrration de
progussus de eoagulation de gouttelettes dans le charnps de gravitation, en d6montrant l,exis-
tence et l'urnicit6 de la solution ainsi gue sa r6gularit6. Notre travail se base sur [4], r:ompl6t6
par I'arralyse de la r6gularit6 dans le cadre des espacea de sobolev (voir [1]). Du poit de
vue technique les insfruments principaux sont les propri6t6s des op6rateurs int6grrr,ux et le
thdorbme de cauchy-Lipshitz dans un espace de Banach, outre des techniques habit.relles de
I'estimatiorr dans des espaces de Sobolev.

Dans le chapitre 2 nous 6tudions le systbme d,6quations du moddle g6n6ral.
Dans le ehapitre B nous 6tudions la solution stationnaire dans re cas simple.
Et i la fin clans le chapitre 4 nous 6tudions la r6gularit6 de ra solution.
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Chapitre z

systilme d'6quations du modble
96n6ral

2'1 - Description de ra formation et l,.rraporationr desgouttelettes.

Pour d6crire la formation et l'6vaporation des goutterettes, rappelons d,abord que ra condensa-tion aura lieu quturd la densit6 de la vapeur d'eau not6e tr(ri) dans l,air d6passe la densit6 dela vapeur saturde not6e tr" : fr"(T), qui est fonction de la temp6rature ?, et que l,6vapc,rationde I'eau des gputtelettes aura lieu quand r(r,t) < f"(").
Introduisons une fonction s{m) qui repr6sente la surface des gouttelettes de masse rn, orinous consid6rrrns 'r'n comme la somme de la masse de Hzoet de ceile des noyaux (dits a&vsots)
d' l'exceptioa rres goutterettes d,eau de diarnltre trop petit. Nous supposons que

&(m) e C1([0, m[,
(2.1)

Sr(rn) : 0 pour 0 S m 1tuo/2, St(m) :32/e14n1r/Bm2/s pour rn 2 tue (Z.Z)
avec 0 t ho '( frt'a d 6 (ho et frt,e repr6sentent les bornes infdrieure et sup6rieure ce lamasse des a.rosols susceptibres de la formation de goutterettes).
Avec s1(m) ainsi dtifinie et avec r(x,t) et ir(T),nous introduisons ra quantit6 de condens*tion
sur les gouttele,ttes de masse m (par unit6 de masse)

n\t@) = hllT, r, m) = Orf#O _ rt"(r)), (2.3)

of /f1 est le co'efficient positif de la vitesse de condensation ou d,6'aporation. on intro ruit



6galement la quantit6 totale de condensation sur toutes res goutterettes

Hl,(r, tr, o) : Kr(n * i"(r)) i f$rr^ro*,'J m
0

of o(rn) delsigne la densit6 de H2o i l'6tat liquide contenue dans des gouttelettes <le masse
m. On a 6vidernment

hl,(m1: - m-L S1(m)
t{,(T,r,o),

{ 
*''tt,(*')o(m,)drnr

En outre' .n introduit la probabilit6 avec laquelle une gouttelette de masse rn epparait
avec le d6b't de condensation et celle avec laquelle une gouttelette de masse rn disparait
suite i' l'achbvernent de I'rdvaporation. on ddfinit la probabilit6 de la formation de n'uvelles
gouttelettes de rnasse rn donn6e par

go(m)lN. - w(o)l*[" - fr"(T)]+, (2.5)

oit iy'* est le nornbre total de gouttelettes qui peuvent 6tre form6es dans l,unit6 de voiume,
tandis que ai1"; repr6sente le nombre dans l'unit6 de voiume des a6rosols qui se trouvent
d6jn dans des gouttelettes et est donn6 par

rV(o) : [* o(m\ 16" ,- t - Jo -ffam * C, 
Jn o(m)drn.

De manibre analogue on cl6finit la probabilit6 de disparition des gouttelettes

g{m)b - m"(")J-.
(2.6)

comme au mome't du ddbut de la condensation ou de l'achavement de l,6vaporation la:irasse
de la gouttelette rn est cene du noyau (aerosor) qui ne s,a"nnule pa,s, on suppose que

so(')' g{') e c11[0, oo[;, suppgo(.) c [no,nr4] , suppgr(.) c r',r:nnl. (z.T)

2.2 - S)rstbme dt6quations.

Les quantit6s physiques que nous devons consid6rer sont ia densit6 de i,air sec p, la densibd de
la vapeur zr' la densit6 de I'eau liquide o(m),la vitesse de l'air u, la vitesse des gouttelettes

(2.4)



2.2 _- Sy'st6me d,6quations.

utm)' la tempdrature ? et la pression p. on suppose que la pression est d6terrnin6e par
I'dquation

p: R(! + L\r.'lro l.th''' (2'8)
oi R' p'o el! p75 sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse molaire moyenne
de l'air et '[a masse molaire de l'eau. D'autre part, supposons que ra vitesse u(m) desgoutte_
lettes de rrr,ass<l zl est d.onn6e par

u(m,r,t):u(r,A-ffit,

(p,+r)(,,a*u,,u):,tdu- R',K*.#)tr+?b)] _ (n* ,* .i "{*1a*)f (2.11)
0

7

(2.e)

or) u(r' f) est la vitesse de I'air, at(m) le coefficient de frotrement entre les gouttelettes etI'air et f : # h force ext6rieure donnde par le grand.ient d,un potentiei o(z). on suppose
que a7(') € Ct([O, ool), or(rn) > 0yme [0, oo[.

Nous allons considdrer le systbme d'6quations dans le domaine en une dimension .I ,= j0,1[,
a,x extr6rnit6s riuquel nous posons les contlitions aux lirnites homogbnes pour u et les condi-
tions non-homogbnes T(O,t) : aTt T(r,t): 67 pour z. Il nous est commode de consid6rer,
au lieu de ?, la fonction inconnue tg d6finie par

T : To * 8, ?o(") : (L - r)ay * rbr. (2.10)

Dans la suittl to'tefois nous continuons d utiliser ? dans l'expression de z"(r) et les r:xpres-
sions qui le contiennent, mais dans les calculs nous devons traiter d, en rappelant (2. t0).
Nous allons ernvisager dans le domaine /:J0, 1[et pour nous I ) 0 le systbme d,6quation que
nous proposons est le suivant :

k * r)c,(6,$ + aaad) * *(* _ 
#)(8 + ro)o,u :

: *4r9 * q(0,u)2 * E,oa + LstLst- (p + n)c,ul,Ts

12.12)



Ate * O,(sr) :0
(2.13)

iltzr * O*(ru) : -Hn1(7, r, o) (2.r4)

u,:*, + ,,(o(m)u(*)) + 0*(mhst(m)o(m)) : ha(T,tr,m)o(m)+ (2.1b)
nrf x

+ 
2- I 

p(m - m',m')o(n{)o(* - m')d,m' - * [ p@,m,]o(m)o(m,)d,m, +

*[o 
- x"]* - n,@lb - n-"(T)l- o(*)

oi 17 est le coefficient de viscosit|, cr la chaleur sp6cifique de l,air, rc le coefrcient de ther_moconductibilitd, Lnl la chaleur latente, Err6lasource de la chaleur (comme celle drre 6 laradiation) et B(m'm') laprobabilitd de rencontre entre une goutterettes de masse rn et unede masse rn' 
''i 

rJ i ca i ti et Lst sont consid6r6s comme constantes strictement positive,s. Les6quations (2'il1)-(2'13) sont formul6es sur la base de ra m6canique des fluides classiqut:, tan-dis que les 6qu611sns (2'L4)-(2'r5) r6sultent des consid6rations du paragraphe pr6c6deat. Lesystthe d'dquautions (2'LL)*(2'15) doit etre consid6r6 avec res conditions aux limites

'u:0,t9:0 pour r:0 et r:1. (2.16)

Pour la formulation des dquations pr6sent6es ci-dessus, voir [2J, [b]. pour Ie procesurs decoagulation, voir [BJ, [6j.



Chapitre g

solurbion stationnaire dans le cas
simple

3.1 R6duction au systbme dr6quations du cas station-
ncrire

Nous allons consid6rer le cas stationnaire du systbme d'dquations (2.11)-(2.1b), c,est-i-dire

06a : 018 * 0rg: \sn : \so :0.
on les substitue dans (2.11) - (2.1b). En outre dans cette 6tude nous supposons que

u :0.
si nous subsLituons Ies conditions (3.1)-(s.2) dans (2.11), r,6quation se r6duit i

- ou'{f,+ 
fflto+ 

rb)l - (p + , * I* o(m)dm)f = Q.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Maintenant nous substituons t'r : 0 et 01p: 0 dans l'6quation (2.1J). Alors les de'x me:mbres
de l'dquation s'annule; donc r'6quation se r6duit a une 6quation 6vidente ,,0: 0,.
si nous subst;ituons \sr :0 et o : 0 dans l'6quation (z.L$),alors l,dquation se r6duit il

- H*(T,n, o) = Q. (3.4)

L'6quation (3.4) signifie qu'il n'existe ai cqndensation ni dvaporation. Or, pour que la conden_
sation ainsi qrre l'6vaporation soit absente, iI faut que 7r soit 6gale a, la densit6 de la v*peur
satir6e tr"(T),

n: fr"(T). (3.5)



3.1 Rdduction au du cas stationnaire

c'onsiddrons en fin l'fouation (2'12)-l$ous substituons dans cette 6quation les reratjon atg :0' u * 0' Hst: 0 et nous supposons que la source de r,6nergie E7a4 est6gale d z6ro. Alorsl'6quation se r6duit d

nfr$ : s. 
(g.6)

,ffi|_-il:"dquel'fuuation(3.6),jointeilacondition(2.16),tt:0pourr=0*t t:r,
d:0.

(3.7)
En effet, de la relation

il r6sulte que

Donc on a

nfirt -g

0r8: c1.

t: ctg * cz.

Mais, comrne on a

rl=0
on a, cs :0. En outre, la condition

pour 0*0,

f:0
implique eu€ c1 :0. Donc on en deduit que

pOUr X:7

--\

f:

t

I

I

d:0.
En rappelant la d.finition (2.3) de ha@il et en y substituant la relation
(3.5)), on a

hg(m) : g.

En sub'stituant cette relation dans (2.1b), on a

0,(o(m)u(mD : 
T I* ^,* 

- m,, m,)o(m,)o(m _ nd)d,m,

a' : 7s(7) (voir

,i3.8)

-* f* O tm1 m, ) o (m) o (m,)dm, .



{'? Existglce *L unrgF de Ia solution.
11

%

Maintenant nous retorrnons i I'6quation (3.3) et nous y substituons rg :0 et r(r) : is(T).Alors on voit que cette 6quation se r6duit r{ :

*u'K**ffv'l * (p + ns(r) * f* o(m)dm)J : s. (B.e)
En conc'urion' on peut remarquer que dans le cas stationnaire avec u = 0 le systdmed'6quations (2'11)-(2'15) se r6duit A systbme de deux 6quations (J.g)-(3.g). Dans ra suitenous allons 6tudier ce nouve&u systdme d,dquations avec les conditions

o(m,7): o(m),

[' p@)a* : t. 
(3'10)

to (3.11)

ff::*"isager 
la question de l'existence et l'unicit6 de la solution, on va 6tablir la p*opri6t6

Remarque l"t't on suppose we fr(mt,*r) : 0 pour rnr * ma > Ib * r. ort. suprTose enoutre que

6(m) = g pour rn < ft, +e (e > 0).
si' o(m,x) acirifi'e I'6.quation (3.s) e/ ra condition(3.10), alors on a

supp(o(., r)) cln, [\ pour touto e fo, r].

3.2 Exiistence et unicit6 de Ia solution.
Dans ce paral3raphe nous allons 6tablir le th6orbme d,existence et unicit6 pour le sy,st6med'6quations (Jr.g)*(3.g). Nous rappetons d,abort le th6ordme suivant.

Th6orbme 3.2.1 Soient f ert(RN) et g €rr(R*) auec 1S p ( oo.
Alors, paur presque tout c € IRN, ra fonction a ,- f (r - y)g(il est i,nt,grable sur RN.
On pose

f(r - y)g(y)dv.(f*g)(4: I
"/RN

Alorsf xge,[rlRN) ef

Ilf * gllL, S llf Ilr,llgllL,.



3.2 Exisrtence et unicit6 de la solution.

Pour la drimonstration, voir [1], pp. 6ffiT.
Maintena,rnt nous d6montrons le th6orbme principal.

Th6orbrr:re 3.2.2 Le sgstirne des |quations (3.8)-(3.9) auec les cnnd,i,tiorzs (8.10) et (8.11)

ad,met ume solut'ion (p,o) et une seule dans Ia classe

(p, o) e e0 x Co(I;r1(R+)).

Preuve.

Nous allorrs chercher la solution du systbme des 6quations (3.g)-(a.g). on note

T(r) :7o1*1

of ?e(r) est d6fini dans l'6quations (2.10).

On rappelile que, coutme nous considdrons le cas d'dquilibre, on a

t(t) : tr"(T)

(voir (3.5),1.

Comme nous I'avons vu ci-dessus, le systbme d'6quation (2.11)-(2.15) se r6duit i,

R.fcoR
- iu-(n.r) - et - Jo 

o(m)f dm: 
fiu,(*"(r)r) + r"(T)f , (s.12)

Ln(o(m, r)u(m)) : T [* g@ * m, ,m,)o(m, , r)o(m - m, , r)d,n{ (8.13)aJo

-* lr* 
p (rn, m' )o (m, r) o (m', x)d,nt .

Donc il sulfit de r6soudre le systbme d.'r6quation (3.12)-(3.13). Ott sait que 0 ( a. L'autre
propri6t6 irnportante est le lemme suivant.

t2

Lemme 3.2.L Si o(m,a) satisfai,t d, (3.I3), alors

r6
I @(*,r)u(m)): const.

.lo

(c'est -d,- dire cette intigrale ne d,6pand, pas de r)



3.2 Existence et unicitd de ta so!

telle que

donc on a

(3.14)f* f* n"I ^, iI : I | ;u\\ - nd'm')o(m')o(m * n{\d'r{d'm
J0J0'l

I

j

foo fe l

- l: l- *9t*,m')o(nl)o(m)d'n{d'm : 0'
Jo Jo 

l

Pour le premier membre on utilise b cfrangnent de variable I

(t

*li=:,-*
't'

(3.15)

t: [* [* 
q+r''P(q,r)a(r)o( q)drd'q- [^* [^* *P(*'nt)o(m')o(m)d'm'atm- lo Jo 2 ''^' I Jo ro

Et comme q, r sont des variables arbilraires' on peut 6crire

l

,: 
lo* Ir* ryB(m,m1o(a1i61a*'d,m- lr* Ir* 

mg(m,m)o(nt)o(m)d'ntd'm'

: I o* Ir- ry B(m, m')o(nt)o(m)dnl d,m.

Grdce b la sym6trie de la fonction fl(ln,A1: fl(d 'rn)' 
on a

l

| - - [* [* Pt* ut*,m)o(n{)o(m)drild'mroro 
i

I

Et d'aprbs le theorbme de F\rbini on I

! - - I"* I* p{oW,m)o(m)o(m')d,md,nd,

detJr:1

l

I

Preurre. Pour d6montrer ce lemme illfaut montrer que

d'of on obtient

I = -1,



L4
3.2 Existence et unicitq igla sol$ion'

:' c€ qtli imPlique que

Etarrt ddmontrd que la de*xibrne membre de (3'13) est 6gal ir' 0'

ona
0*(o(m,r)u(m)) :0'

d'oi on obtieqt

f :0.

roo

Vr e [0,1] I @(*',n)u(m)): csrlSt'
Jo

n

Cmollaire 3'2'L Si o(m'r) satisfait d' (3'L3)' alors

llo(''r)111,'6*)<c<oo

Preuve' On rappelle'que o(nl) :0 pour rn !frLo et m2me

donc on a

foo f@

^e1#,*o1"@) Jo 
o(m'n)dm < 

Jo 
o(m'r)u(m)dm t 

*.|#"%ot

_ 
et comme on a

0 < .inf .u(m) < guP .u(rn) < oo'
melm,o,mel melrno,m,tl

t 
' tS / o(m'n)dm:llo(''r)ll1'1n*1 S

Sllprn€[mo,rnolu\m) Jo

foo

"(m) I o(m,,x)dm.
Jo

[* o(*,x)u(m)d'm'
inf-El6osnop\m) Jo

L'in6galit6 rdsulte du lemme 3.2.1 et de cette dernibre in6galit6'

Donc pour r6soudre Ie systbme (3'12)-(3.13) on choisit un espace de Banach comenable' En

effet. comme on le verra, l'espace It(lR+) est ad6quat i notre problbme' Toutefi:is' coulme

tr



15
3,2 Exist€r€€ €t unici{ ie lajolution'

nous 
'avor$ 

vu dans ra remarque 3.1.1, on peut supposer que supp(o(', r)) c]rtt, Jlzf, ce qui

implique qute

llo(-, r)llz,'6*) : llo(', r)ll;r1'2,,n71'

Donc dans ia suite on va utiliser Lt(n"NI) au lieu de It(R*)'

Maintenant; nous rappelons le th6orbme d,existence et rrnicit6 de la solution locale pour les

6quations ctiff6rentielies ordinaires'

D6finitio. 3.2.1 (probti,me ile cauchy) soi't d' un entier stri'ctement positi'f' u6 € R'd et /

une fonction d,1finiesurpd d, ualeurs dans R'd' On appelle problime de Cauchy le problime

su,i,uant : t,rouueru : [0,t1[-, lRd &t > o; on ad,met le cas h = e), d'e classe ct([0,tr[;]Rd)'

telle que

9 : f fu(t\), pour t > o, u(o) : t'o (3'16)

dt

8.2.2 (Appli,cati,on lipschi't'zi'enne') SoitV un espace uectoriel norm6' et f appli'-

i],ans V. on d'it que f est lipschi,tzi'enne s1.t,r V s,il eri,ste une constarl,te L > o
D6finition

cati,on de V

telle que :

11y1ur) - f (uz)llv t Lllq - uzllv Yut,uz € V'

on d,it qu,z f est localement lipschitzienne sur v si, pour tout M > 0 il eni'ste une constar*e

L1a > 0 tttlle que :

111(ur) 
* f (uz)llv < Lull't - uzllv Yu1'u2e y' llurllv S M' lluzllv 3 M' (3'18)

ThdorEnre 8.2.3 ('Cauchy-Li,pschitz) on suppose que Ia foncti,on f (') est localernent lip'

schi,tzienr,r,e. Alors iI eri,ste untl ) 0 tel que le problime d'e Cauchy (3'16) ad'met t"ne unique

salutionu e Cl ([0, tr [, Ro).

En outre, si la foncti,o?} /(') est li,pschitzienne, alors le problime d'e cauchy (3'16) admet une

unique sa,Iutionu € C1([0, oo[, Rd)'

On peut g6n6raliser ce th6orbme pour les fonctions inconnues

Banach.

(3.17)

h valeurs dans un esPace de
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Thdorbme 3.2.4 {,Cauchg.Lipschi'tz-Pi,card,.) 
Soi,t E un espace ile Banach et soit F : E '.., E

une aPPlicat'i,on telle que

(3.1e)

(3.20)

Pour la d6rnonstration, voir [1]' pp' 104-105'

Commengonsparl,6quation(3.13).Commeu(m)ned6pendpasdetr'ona0,(o(m,,n}u(m)):

u(m)0*o(nt,, r), ce qui nous permet de l'6crire dans la forme

llr,, - rrll < Illu - ull Vu'u € E(L>0')

Alors pour ttout us e E it e,i'ste z e C1([0' oo[;E) unique telle que

(4:Fu sur [o'*[
ldt

\"iO; : "o d'onnde i'ni'tiale'

I : rp1,
AT

(3.21)

ou

F(a) : ffi lo* 
U{* - n'L' - nt)o(m'''r)o(m - rr{ 'r)dm'

- +- [* P@,m')o(m,r)o(rrd 'n)d'nt @:2)
u\rn) Jo

avec la co;ndition initiale (3.10). Ici nous consid6rons 1'6quation (3'21) comme une 6quation

diff6rentielle ordinaire i, valeurs dans i'espace de Banach It(R*) et r(') comme un op6rateur

ddfini sur trl(Ra) h' valeurs dans 'Li(lR'a)'

pour appliquer Ie th6orbme de de cauchy-Lipschitz g6n6raris6 (le th6orbme 3.2.a) au:r 6quations

dans un espace de Banach et d6montrer l'6xistence et I'unicit. de 
'a 

solution locale du

problbme de Cauchy (3.21), (3.10), il suffit de d6montler que l'op6rateur F(.) d6fini dans

Q.22)v6rifielocalementlaconditiondeLipschitz,c'est-i,-direlacondition(3.18).

Pour cela on Pose

Cp = s,rp !=B1m,m')'n-;t u\rn)

On a alors

llr(o,) - F(oz)lk, : I: lF(or) - F(o2)ld'nr :

='l:tffi1,- 0 fu - nl, m' ) (o {m' ) o 1(m - nx' ) * o 2Qil ) o 2(m * m' ))'Cril
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- ffi | o* 
u l*' m' ) (o {m) o {d ) * o 2(m) o 2(m' )) d'ril ld'm

1lfr foo

S crll - Jo-- 
lort*l@r(* * nl) * oz(* - rn'))

+(o{rtt) - o2{nl )) o2(m - m')ld'm' dm

fil'I foo

+ [ /* 1o'(*X o{d) * oz(d))+ (ol(rn) - o2(m))o2$rl)ldmam]
Jn Jo

D'aprbs I'in6galit6 de Htilder, et d'aprBs le th60rbme 3-2.1 0n a

llr("') - F(o2)llp <

t Ceill"r* (lo' - orl)llr' + ll(lor - orl) x o2116

flir
+ l'' (lo1(rn) | lla t - ozlft" + lo1(rn) - o2(m)lllo2llu)dm)

t-Jln

3 Crp(llorl[,,llor - o2llv *llo, - o2ll7'llo2lll' + (llo1lll' + lo2ll;')llor - azllr')

S CBllor - ozlln''

Donc d,aprbs re th6orbme de cauchy-Lipschitz on a r'6xistence et l'unicit6 de la solut:ion locale

o dans un intervalle [1 - e,1]. Pour prolonger la solution o dans r e [0,1] il faut et il suffit

d'6tablir une in6galit6

llo(., r)lla,q n,tu1 3 C

avec une constante C < oo.

Mais c'est I'a,ffirmation de corollaire au lemme 3'2'1'

On pose

G(c): 
fta,6"1r)r; 

+ r,(r)f * 
fo* 

of d,m

Alors l'6quation (3.12) se r6duit d

&ra,r+ tLur + ile: G(r),
Fo 'Fa

Nons cherchons la solution p de (3'23) satistaisant d

r1

Jo 
a@)d'x: t'

(3.23)

(3.24)



Chapitre 4

R6gularit6 de la solution

Thfurbme 4,0.8 Soit o = o(m,r) ta solutian ile I'6quati,on (3.8) obtenue d'ans le th4'ordrne

3.2.2. Soit F(-) l'op$rateur dhfini dans {3'22)' Alors on a

llo(', ")llL 3 llo(', 1)ll?" e*pcn@-o' (4'1)

fn

ll0, d(., ,)llou 3ll0*o(', t)[l!n expce@-t) +c 
Jr- 

wt'')[lL "*pto(a-x',) 
6*r ' (4'2)

auec une oorwtante C'

Rernarque 4.O.1 On a, quelques soient a' 0 > A

oe'BL-e(ea*(L*")fl

Sa+ 0.

Ptvurr,e.

On ua ilbmontrer que Ia fonction /(t) = ox p\-a est unaere'

En effet, si f(t) est conuese, alors

/(') : .:;::;j:j' + e/(1)

on consiilire que 
*f @) : s[erp0"c')r u"n(roegXr-o)1

: (log a) exP(bso)o exP(1"eFXr-')

(log P) exP0oea)c exP(loe 9Xt-') '
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on a en outre 
#f@): *[(loso 

* logB)exp(toso)cexp(toeo(t-')1

: (loec *log B)za' B$-a\'

i, 
On remargue We Wur 0 S r 5 1

-,

Alars la fonction

(loga -LogP)za'B(r-,') I g

/(s) : ot Pt-r

l

Preuve'
' On 6crit l'6quation

0*6: F(")'

1)onmultipli6cette6quation(4.5)Paxap-l(p>1),etonl,intiglesur]R+.

CB: 
l).Hl(m,m').

|ftnar*r*.) 
: t oP-LF(o)d'm:

est oonuese' n

:]Lemme4.a,2Soito:o(Tn,r)lasoluti'ondel,€quatian(3.8)obtenuedanslat'h6'ordme
3.2.2' Soit F(} l'opdratear d*fini dans (3'22)' Alors on a

i*u"r',r) llLrn*r < cllollLtn*r

lftUr*"1',r)llLrn*r 
tcll0*ollpu@+) +cllall!"1s+1 $'4)

(4.3)

(4.5)

I

'I

: 
lo* 

op-r(m,dlffi !o* 
,{* - nt - nt)o(nt ,n)o(m - n{ 

'n)dn{
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- += [* P@,, nl)o(m, n)o(rf 
' 
n)d'rtld'm

u\rn) Jo

S c uL l, Io* 
n-' r*, r)o(n{' r)o(m - m" t)d'nd d'm

f@ r*+ 
Jr* Jo 

*@,r)o(rd'n)d"{dn'l

S Cu [* [* ontlm'r)o(n{'r)o(m - nt'r}d'nl d'm

.lo Jo

nOO

S 
"u Jo 

oo-t(*,r)(o x o)(m)d'm

D'aprbs f in6galit6 d'Hiilder, et Ie th6orbme 3'2'1 on a

}*ll"llls.lSclloo-t11tu1n+llla*ol[;o(R+)

of g: -3-t.

Comme sup llollp, < oo il existe une constante C telle que

0(oSl

*#ll"llbwr < cll"lll"i*.llloll"tu*r

: C[[allf,1s*y

Donc t d ,,

ohU't,r) llLtn*l < cll"llLe*l

2) On multipli6l'6quation ( '5) par (0^o)10*olp-20*'

et on intbgre sur lR'a de sorte qu'on a

fc

1 o' tL*d@*olp- 
2 0*0,o d'm : I o* 

@*o)lu*ole 
- 2 0^ F (o) dm

donc fF
I @*o)lo*oln-20^o,od'm =

Jo

: 
lo* 

@,,o)10*olp-20^(ffi) li uw - m"n{)oQd 'n)o(m - n{ 'r)d'nl



- + [* a@,nl)o(m, t)o(m', r)d'nt)d'm
u(m) Jo

, L f* [* @*o)10*ole-2 g@ - nt ,rrt)o(m',n)o(m - ril ,r\drr{d'ml<tmJ, 
Jo

*lh l r* @*o)l'*olp-2 m 0 (a' m) o (@ o $) d'ml

. , 1 /- [* 1L*dlL*nlo-'*(0*P(m - rrf ,rt))o(nt,r)o(m - m' ,r)dn{dml+tffiJo 
Jo

. , I f* f* 1L*44*olp-2mg(m - nd,n{)o(m"u)(a^o(* - o/'t))d,m"cml+tmLo 
Jo

. , ' [* [* @^dq*o1o-28(m - nt,nf)o(rr{,t)o(m'n)d'rr{dml+16 
1o./o

, 1 r* [* @*dp,*olo-2m{0^g@ - rrt,nt))o(n{,n)o(m,n)dr{d'm'l+tffiJ, 
Jo

' 1 f* [* @^o)10*oy2mg(m - n{,n{)o(rd,$(a*o(m,r))d'n{dn,'l+t;6 Jo Jo

courme on a suppos6 qu" f(.,.) est une fonction r6guliire et born6e et que o(m'): 0 pour

nd { mo'' on a 
[* @*o)la*olp-2mg(0'm)o(m)o(0)dm:0'

Jo

m(0*B(m - n{ 'n{)) 3 CP',

et 
m4{m-"|'nt) ?cn

En outre d'aprbs le corollaire du lemme 3'2'1' on a

[* o(*',n)d'm' lCa'
Jo
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F'l On Pose C : stry{CPt'CP,'CP"'Ct}

D'aprbs I'in6galit6 de Hiilder on a
rm

I P^oYa*ol,2o*a'odm 3
Jo

ot q: ;31.

D'aprbs le theorbme 3'2'1

I o* 
@*o)lu*olP-2 o*o* o d'm 1

t r* @*o)lu*ol.-z o*o,o tun 3

= "t !" 
lL*ole-r(o * o)(m)d,m * lr* ll*ole-L(o * O*o)(m)d;rn'

* 
fr* l0*olp-Lo(m)d,m* fr* l0*of-!(0, o(m))ttrn)'

3 C (lla*ollfr ,il*, | | " I b s+ I * 1 a*o 
I E" fn. I I I 

0*o 
I I r 1n* I

+ il a* o 
I lop ln* I I I 

o 
| | r." s* I a fi a*o llpr',f.e* ; I I 

E- o 
I lr' 6* I )

5 c( ll 0-o fi L1o* I + lll*ollouio- I | | " I l r" tu* I )'

I Et de la remarque 4'0'1, on conclut que

11 
a-o ll?"lu.y ll'll z,o1n*v : (ll a-'llLe*,) # (l[411"2"6*1) i

3 c fill*o[-1 ll;n6*l lla'r all ;o6+; + ll lO*olp-l lL.ntn*l lla * O*all 6o6+1

+ | | [ 
0*o le-1 | | r, 6n I | | 

o ll p 1n+ ; * | | | 
0-o le- 

1 
| I a, s+ I | | 

0*a | | r,' 1n*1 )'
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l

I

I

l

I o* 
{, *o)lu*o lo-2 0 *0,o d'm 3 c ll0*o llpro rn* ) * c ll o 

| | !" 1s* I'

|ftnu*t1', 
s)llLtn*t J cll0*olleus+) + cl[ollpl'6*1'

Donc

ce qur dquiraut h

Maintenant nou.s allons d6montrer l'e th6orbme 4'0'5'

Preurrc. 1) De I'indgalitd (4'3) on obtient

llo(., ")ll% 
t ll"(', 1)llt, exPcrt'-u

En effet

on accepte facilement que

il

= YoexPcF + 
fo' 

CZtl)"*o"t'-o'ot'

-r,

t
h"t.l : PcY(n), Y(0) = Yo

admet la solution

Y(n) * %"*Pcd'

Donc d,aprbs re theorbme de comparaisor pol'les 6quations difidrenttielles ordinaires on a

llo(., ")llf" 
< llo(', 1)ll|' expcr('-tl

2) De fa,gon anailogue, on estimer le seconde in6gatit6 du lemme (4.4).

On le connait bien que la solution de l'6quation

*"O, = cY(t) + z(t), Y(o) : Y6

est

Y(")
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Alors on ddiduit que (par ia comparaison)

ll0*o(. , n)llou 3 ll0*o(' ,1) ller" expce @-r) +c tr- not' ' 
r)lle"o exlce@-'\ d'nt '

r
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