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Introduction

L’idée de la méthode de Rothe est de mener les calculs dans un espace fonc-
tionnel non classique et d’introduire une généralisation naturelle de la notion
de solution faible pour le probleme ¢tudic.

Appliquant cette idée nous établissons les estimations a priorl nécessalres,
cur la base des quelles la convergence dun schéma d’approximation semi
discrétisé correspondant est démontré.

Le schéma de la méthode de Rothe est comme suite :

On divise Vintervalle du temps en n s0us intervalles [tj—1,t5] ,J = 1.7

out;=jheth= L

On note par u; = u;(z) = Uj (z,jh) les approximants de u.

ou 5%u

On rcmplace les dérivées de la fonction u, —- et
! o o o

par :

Gy — o

) Wi — U .
b i7L pour tout t = t;-

OU/]' == 7

et 62uj =

On obticnt un systeme formé de n ¢quations cn T ol Vinconnu cst u;(z)
donc on approxime le probleme posé 5 tout point t =15 , 1 = 1..n , par un
nouveau probleme discret.

On détermine les fonctions u™ solutions du systeme obtenu.

On construit les fonctions de Rothe définies par :

#™(t) =y + ouj(t —tj) t€ Bistsl 0= 1..n

uj
ﬂ(n)(t) = te [tj;l.,tj] ,j= 1.n
Uo
Aprés avoir démontré quelques estimations pour la solution approchée,
nous établissons la convergence de 1a solution approchée u" (t) vers la solution
du probleme pose.

e ———



Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1 Espace de sobolev
Qoit: keN, 1<p< +00.

On définit U'espace de sobolev WP*(Q) par :

wrkQ) = {f € LP(): D°f existe et D°f € LF(),V |o] = kY

On nunit les espaces de sobolev par une structure d’espaces LOITUES dout

les normes sont définies par :

=Bt

| fllwer ) = (Z /Q\Daf(ﬂﬂ)\p dﬂc) 1< p<o0.

le|<k

I fllweeeiy = 9, suPseal D*F ()] P o0

o<k



DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
I e

gxxlvg%své 08 MAI 1945-GUELMA

Sip=2: H" est un espace de Hilbert.

1.1.1 Espace de H'()

On appelle espace de sobolev d’ordre 1 sur QQ, espace :

BT == {f € LQ(sz)ﬁgi; c L2(Q), 1<i< n}
On munit H1(62) du produit scalaire :
y “\ 9f g
(frghn= _/Q (fg +; B, 8:@)

La norme correspendande sera

(fllne =/ (e

1.1.2 Espace de H*(Q)

On appelle espace de sobolev d’ordre 2 sur Q, espace :

2 2y OF O 2 :
H2(Q) = feL(Q),gg75-:C—2€L(Q), 1<i<n

On munit H*(2) du produit scalaire :
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1 af Bg b2 f d%g
(900 = | ( g+ z (5% g
La norme correspendande sera. :

Il = 1/ (f: Fl2e

1.2 Les inégalités utilisées

Soit 2 C R™

1.2.1 Inégalité de Cauchy

/uudm (/ \U\Qdcs> (/ \1)\2dm>
< (/Q}N:ugdxf (Lﬁ;wm)

=1

vu,v € L*(Q),

1

[\f
/ E UiV; dzx
S =1

1.2.2 L’c inégalité

€ 1
c 824 2
|7yl < 527+ 5¥
Ve >0 Y,y
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1.3 Convergence faible

Qoit E un espace de Banach

Définition 1.3.1 (zn) converge faiblement dans E versx silona:

lim < ,zn >=< o B
n—+0Q

(3 Vo' € F

lim <2 ,zn—2>=0

n——+00

Proposition 1.3.1 -

On note T, — © faiblement dans E par :

Tp — T

Remarque 1.3.1 -

1. Si z, — x fortement (lles — zllE — 0) = xn — T COT !

Vo' € B | <2, gn—2>[ S Iz \lllzn — 2l =0

9. SidimE=n<oo ona équivalence de deuz notions :

m o __ m .m m s T o
m>1, 2™ = (2] T z™), dim B =n

_en} base de E= {eg}?zl base dual tq:
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1 1=
0 i#7J
g™ = g = (T1,T2, .0 Tn) = Vi=1,n, o =¢€f:

n
m—+00
= E e —z| — 0
=1

Alors :

|z™ — |y =0 cequ donne  |[z™ — | —0

Car toute les normes de E sont cquivalente.

Théoreme 1.3.1 Soit B un espace de Banach reflexif et Tn une suite bornée
dans E, alors il est possible d’extraire une sous suite de Tn qui converge

faiblement dans E.

Théoreme 1.3.2 (de Riesz) [10]
E un espace de Hilbert, sott f e E,I il existe un élément unique U € E

7
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tq :
fl)=(vv)
£l = llul

Yve E

Remarque 1.3.2 :

1. v, —v&VYu€eE, lim(v,u) = (v,u)
Car :
v, v VfEE : flua) = f(V)

théoreme de Riesz < f(va) = (¢, vn)

2 On a le théoreme :

Toute suite bornée dans un cspacc de Hilbert posscde une sous suitc

faiblement convergente .



Chapitre 2

Position du probleme et
estimations a priori

2.1 Introduction
On va étudier le probleme :

Ou 04 _ fot)+ /Oau—sws.,u(x,s))ds (z,5) € (0,1) x (0.7)
(2.1.1)

Avec les conditions initiales :

u(z,0) = Uo()

z € (0,1) 9
B o) =Thiz) 2
i
Et les conditions intégrales :
1 1
/ u(z,t)dz = / zu(z,t)dz =0 (21.3)
0 0
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L'espace des fonctions continues de I dans B(0,1).noté C(I,B(0,1)) est un

Banach pour la norme :

lzllcu oy = max lz(t)|lB

On dénote par Vg, C% (I, X) et CLY(I, X) les espaces suivantes :

1
Va= {d)EB(O,l) tq:/ qﬁdm:()}
0

OO, X)= L = X tq u est lipchitzienne continue }
Guuxyy&ecmmqu%ecmux%

Ou X cst un cspace norme.

On peut voir la fonction :

£:(0,1) x [ — f(z,1) €R

Comme une fonction associant 5t — f(t) définie de I dans un espace

fonctionnel.

En posant :

fit):ze O, 1) — lz,t)

X



UNIVERSTE 08 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Pour résoudre le probleme (2.1.1) — (2.1.3),0n suppose que :

Hy) f doit satisfaire :
f(t) e L*(0,1)

1) = F(E)s < Ut — ]

| constante positive.
Hy) Uo(z),Ui(2) € B410,1)

Hg) U(), U}V vérifient :

1 1
/ Up(z) dx = / tUo(z)dz =0 (2.2.1)
J0O J0

/1 Ui(z)dz = /1 zUy(z)dz =0 (2.212)
0 0

H,) a est une fonction continue telle que :
la(t) - a(t)] < Calt ~ ¥
tinue pour les deux variables et vérifie :

k.1 x BY — L2(0,1) est con

[k, w)lls < lu®)ls

12
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Hs) Pour u(t),v(t) €V, ona:

k(t, w) — k()| < LB u(t) —v(®)lls

p.p. t € I ou L € L*(I) une fonction positive.

Définition 2.2.1 Une fonctionu:I — L%(0,1) est dite solution faible du

(2.1.1) — (2.1.3) si :

1
we COYI,V)
2, ; E
—ﬁ e L°(I,V)n C* (I, B3(0,1)) et Eg’ e I°(I, BL(0, 1))
3.

d
u(0) = Uy dans V' et d%L(O) — U, dans B5(0,1)

4. Pour tout ¢ € V et p.p. t € I,lidentité :

| /I (%(t), ¢> L /I (ult), 9 dt = /I (f(t) + /Ot alt - s)k(s,'(z;) ZB;)> x

est satisfaite.

Théoreme 2.2.1 Supposons que les hypotheses (H1 — Hy) sont vérifies,alors
il existe une solution faible u du probléme (2.1.1) — (2.1.3) au sens de la

13
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définition (2.2.1).

De plus, si (Hs) est satisfaite, alors u unique.

2.3 Schéma de discrétisation et estimations a

priori

On divise l'intervale en n sous intervals de longueur h = T et notons :
=5

u; = ult;), tat;= jh, j=1.n

Pour j =1.m,0n rosoud suceessivement le probleme stationnairc lincairc :

e 2’“"71 8 RETY g1 A
—2——_7_}?,—2— B _d_;zl -5 +]l;aj¢k,i (2.3.1)
-1
/ s (2.3.2)
Jo
1
/ zu;(z)dz =0 asp
0
Ou |
fj = f(tj)
aji = alt; — t)
By == k(ti,ui)
On a
ou, o _ 0oy () = 2D 4D
o (n,0) = g ®) = UhlE) =7,
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Donc :
’U/_.l(LL') = U()(II?) - hUl(Cl?)
z € (0,1)
ug(z) = Up(z)
Alors :
Uj — Uj-1
duj = _1_77_7_
et j=0.n
du; — Oui—
58 e — y=1
uj =

Ft définissons la suite de Rothe (uy) des fonctions lipchitziennes continues

définies de :

I — H2(0,1)NV

Par :

u”(t) = Uj—-1 + (Suj'(t =T tj), t e [fjﬂl,tj], j == |70 (234)
Et les fonctions auxiliaires suivantes :

6un(t) = -1 =+ (52’&3'('1} F= tj), te [tj,l,tj], 9 = L (2.3.5)

Uj te [tj__l,tj], ] = 1.n
a™(t) = (2.3.6)
Uy te [“—}170]

(5uj te [tj-l,tj], j = )

t € [~h,0]

su™ (t) = (2.3.7)

1

15
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Théoreme 2.3.1 le probléme (2.3.1) — (2.3.3) admat une unique solution
u; € H(0,1) pourn >1, j=1.n

Démonstration 2.3.1 Supposons que Uj-1 et uj_g S0NE tOUJOUTS CONNUES

et qu’elles soient dans H*(0,1), alors fi € L*(0,1).

La solution général de (2.3.1) — (2.3.3) est donnée par :
uj(z) = k() cosh =t ko(z) sinh R € (0,1) (2.3.8)

O ky, ko sont deuz fonctions de x telles que :

k , dk
%(r) cosh% + _Jf s'mh% =]

=
dk z  dk —Qujy + U 5
E—:—L}(m) sinh% + —2 cosh S =k \:M = i~ hZaﬁki

F dx h i =
(9.3.9)
En remarquant que le détermanant de (2.3.9) est :
A = cosh? ulgon sinh? =1
h h
Alors :
k
dky x) = hFj(z) sinh%
(2.3.10)
dk
Ef(r) = hF;(z) cosh%

16
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Ou :

Ty I~
Fy(z) = ——%L-]%Q—EJ_% ~Jr= hzajiki (2.3.11)
1=0

Ce qui donne :

kl(l') = h/ Fj(é) smh%df + M
0

(2.3.12)
ka(z) = h/ F;(&) cosh % dé + X2
0
D’aprés identité (2.3.8) on @ :
uj(z) = h / F;(¢) sinh = - gt + 0 cosh% 4 sinh% (2.3.13)
Jo

Choisissons (M1, Ao) telles que (2.3.2), (2.3.3) soient vérific ,alors :

1 1 1 prz .
/\1/ cosh £ dz + ,\2/ sinh 2 dr = —h/ / F;(¢)sinh z-8 dé dx
0 h 0 h 0 Jo h
1 1 , S _
A / zcosh = dz + )\2/ rsinh > dz = —h/ / zF;(€) sinh z-¢ dé dx
0 h 0 h 0 0 h
(2.3.14)
Et par suite :

d{ dz

)
A1 smh 7 + Ao <cosh - — 1> / / F;(€) smh

‘W 1 1 1 1 s & —
A1 (s"mh 7 h cosh 7 + h) + Ao <cosh 7~ hsinh E) = /0 /0 zF;(€) sinh - -

\
(2.3.15)

¢ dé dx
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Puisque le déterminant de (2.3.15) :

1 1
A(h) = 2h — 2h cosh 7 + sinh 7

Donc :

. 1] 1 . 1
A(h) = 2sinh o (cosh 5 2h sinh 5[1) (2.3.16)

ne s’annule pas Yh >0, alors le systeme (2.3.15) admet une unique
solution (A1, \a) € R?.

Ce qui implique que le probleme (2.3.1) — (2.3.3) a une unique solution :

i & H2(0,1)( puisque F; € L*0,1))

Remarque 2.3.1 Dans la suite, C' denote une constante positive indépendente

den,j et deh.

Lemme 2.3.1 il existe C >0 et N eN-tg:

[16u;l%; + lyl2<cC, j=lmnn>N

Démonstration 2.3.2 Soit ¢ € V. il est facile d’avoir :

/O (2 - 6(e) de =S Yz e (0,)
tq

. €
926 = %u(0u0) = | & [ otwyan

0

18
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Ce qui implique :

R = /0 (1 - £)0(€) de

Alors :
1 1
o= [ o~ [ sole)ae (2317)
0 0
Multiplions (2.3.1) par $%¢ pour tout j = 1..n €t intégrons sur (0,1),
on obtient :
(B 2 ) g2 g d“? Sodr= 'f(:c +hZa 32¢ de
0 2 = o : )
Ona:
P --hcsuj_l
U 2uj_1 + Uj—2
= »
Donc :

1 1 dz
/ §2u;(z)Sep dx — / et
0 o dz®

| ! i1
5 (2)Q%¢da = /0 (fj(w) +hy aﬁkz) $2¢ da
(2.3.18)

1=0
Intéqrons par partics chaque terme de (2.3.18) et utilisons (2.3.17)

on obtient :

19
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1 1
/ Pue)dods = [ 2 (9.(0%u;) S0 ds
0 o dzx

1

_ (9a(0%u;)) %0 |25 - / S (57117) S d
JO

= “—(62U]’, qb)B%

O :

S, (8%u;) 29 720 = Sy (6%uy) S30 — Fo(62u;) Sh¢ =0

' j du; L du.
/O d.fE?' (l)\sngdL dfl: (I) m@ \:1::0 ‘/O d[,[} (E)\S d)dl,
1
du.;
= —/0 —C%j—(as)%mqb(h

= —u(2)Da0 |35 + /0 uj(z)¢(x) dz

= (UJCD)

20
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On a ausst :
1 j—1 1 d j—1
/ fi+ hZaﬁki> ¢ ds = / = (fj - hZaﬁm) Sr¢de
0 =0 0 ’ 1=0

J=1 1 Jj-1
= S(f+ R ak) Sl - /0 So(f; + 1Y ajiki)Saddr
i=0 ¥ 1=0

4~1
= - <f] =+ hzagzkz (ﬁ)
1=0

B;
(2.3.19)
Alors (2.3.18) devient :
j-1
1=0 B}
(2.3.20)

Posons ¢ = du;( il est clair que ¢ = du; € V) dans (2.3.20) ,

on obtient :

j-1
(5271,]', 5uj)B% + (uy, duj) = (f] + hZaﬁki, 5uj> Vj=1l.n
B;

i=0
Donc :
S — 8 wi— 1 -
wi — OUi—1 - C— Ui N . )
(—L—h—i—l‘, OUj) + (’Uj, —“7——-—}—1—-]-—{-> = (fj, OUj)B%—}—h Z(aﬂki, OU]')B% ,V] = 1.1
Bj i=0

21
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Alors :
j—1
(5’U,j = 6Uj_1, 6’114]')5% 4= ('LLj,Uj - ”U,j,l) = h2 Z(aﬁki, 5’&]')3%
=0 .
Vi=1l.n
+h(fj,0u;) B

En utilisant les identitcs :
Z(Ujauj - Uj—l) - HUjHQ + ”uj - Uj—le - \1"‘1/]'--1\\2
{63 6 — Sugr)my = 15y + 105 = Bus-ally = 10us=ls

On obtient :

1l + 10w — dujllg — (1 6uj—1l + g2+ Ny — wjll® = lwj—1ll?

= 2h Ji:(ajlkl 6u‘j)B% + Qh(fj, 5’(1,3‘)321) Vj =1l.n
Donc :
Jouss  Noug-a iy + ol = gl < 2003 Uy 0
i=0

+2h|| £l B3 110u;ll 3

(2.3.21)

22
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On prend e = 1 dans le inégalité :

2 killm llusllmy < 2lluslllowslisy

< lugll + 16wl 5y

Et :
2k fillousllsy < 2h|| fllcr,my 19wl B

< Ch+ Chl|u;[3,

Substituons dans (2.3.21) on aura :
HdujH%g% — || duj1lI® + lluill® = lujoil* < ChHéujHQB%
j-1
+crty lwl® (23.22)
i=0

+Ch

Choisissons le naturel N tel que C% < 1,alors pour n > N,

I’inégalité (2.3.21) implique :
(1 = Ch)[llously + lwsll®] < (1 + Ch)[||6uj1l5y + llj-1]1?]
+01 Y lus* (2.3.23)
i=0

+Ch

23
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En appliquant cette inégalité réccuressivement ,on obtient :

(1 — ChY[lIouglly, + ] = (4 jeh?)i[[|6Uoll%, + 1Us]1’]

+jCh
Etona:
. 297
{1;—_3?2 ] — exp(n(In(1 + Ch) — In(1 - Ch))) quand ,n — 0
2710£

= i o

= )
Alors :

o jCh
16usl%y + llull* < C1 16Uol%; + 106l + 7,

Donc :

1§l + luill* < C
Lemme 2.3.2 il existe C >0 et N € N* t.q :
167515 + Iy;l2<C j=ln,n>N .

Démonstration 2.3.3 La difference (2.3.20); — (2.3.20) -1 donne :
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(6271,j, d))B% s (62'&]'—17 (p)B% + (Uj, Qb) - (uj—l-, (b) = (f] + hZaﬂk, (Z))
0

B;

j-2 \
- <fj—1 + hzajfliki; o )
0

VeV, Vj=1.n
Donc :
(62'11‘.77 (r‘l))B% + (U’J - Uj-1, (/I)) = ((52uj_1, (p)B%
+h(a3jj——1ki7 d))Bé
=2 (2.3.24)
+h>_,((ajz‘ — aj-1i)ki, )}
=0

+(fj = fi-1, )
Posons ¢ = 6%u; dans (2.3.24),0n obtient :

(62u;, 8%uj) gy + (uj — wj-1,0%u;) = (1, 8%u;) )
+h(a]~j,1ki, (SZU]‘)B%
j—2

+h Z((aji — aj-1:)ki, 6°u5) By

1=0

+2(f; — fi-1,0%u5) B

Donc :
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El les conditions intégrales :

/'1 0(z,t) dz = B(t)
" t e [0,T)

/1 20(z, £) do = M(t)

En utilisant la transformation :

9(x,t) = u(z,t) + r(z,t)

O :
r(z,t) = 6(2M(t) — E(z))z — 2(3M(t) - 2E(t))

82 r

oe,t) = F@ 0 + 5

) 0o(z) = Up(z) + r(z,0)

or
01(z) = Ui(z) + 5(0)
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