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Introduction

L'id6e de la m6thocle de Rothe est d.e nener les calculs dans un espace fonc-

tionnel non classique et d",introduire une g6n6ralisation natrrreile de la notiorr

J"-rni rtinn faihic potu ic probldmc 6tudi6'

Appliquant cette iJ6e nous 6tablissons les estimations a priori n6cessaires'

surlalrasedesque}leslaconvergenced,unsch6mad,approximationsemi
d,iscr6tis6 correspond'ant est d6montr6'

Le sch6ma cle la m6thode de Rothe est comme suite :

on d'ivise i,interval}e d.u temps en n. SouS interval]es |tj4,t'j) , j :!.'n.

of t; : jh, et h':

On note par u5 : ui(*) -- ui(n'jh) les approximants de u'

T
17

On rcmplacc lcs d6riv6cs dc la fonct ion u' fi

duo : 
ui'--ui-r et 62ui: 

dui -hdui-l pour
"-r h

d"uet -;; Pdx :
dtL

tout t : tj.

On obticnt un s)'stbmc fbrm6 dc n 6quations cu

donc on approxime Ie probldme pos6 ir' tout point

llouveau Probldme discret'

On cl6termine les fonctions u' solutions d'u s-vstbme obtenu'

On "o"rtt"it 
les fonctions de Rothe d6finies par :

r orf 1'inconnu cst ui(r)
t:tj, j:!"n ? Par- un

u"(t): ui;*'ui(t--t3) ,t elti-r,ti7 ,i:L"n

(u;
6t")1t; :{ t€Lti4,ti) ,i:\"n'

Iuo
Apr6savt.rird6urtlrrtr.6quclqrrcscstirrlaticlrtspour}aso]utiorrelpl-x.oclr6c,

no*s 6*ablissc)ns la ""*"r*""""i" 
lo..,it;l;;" approch6e u'(t) vers Ia solution

d,u probldme Pos6'
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Chapitre 1

r" RapPel d"'analYse fonctionnelle
r*t

1.1- EsPace de sobolev

Soit: ke N, I3P (*oo'

On d6finit I'espace de sobolev i4zr't1ft) par :

gzr,k(fl) : {/ € tp(fi) , D'f existe et D'.f e LPISI;'V l*l ! k}

o' rrrurdt les espaces de sobolev par urre structure tl'cspaces rt<-rr't6s dortt

les normes sont d6finies Par :

ll/llryr,-in1 : t sup"6elD'/(r)l P: *oo

lal<k

tl/liszn,,"1oy 
: (,f- l;r' r@,'r,) 

;
1Sp<m.

i

-1
IrI
I
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Si p : 2 : Hk est un espace de Hilbert'

1.1.1- EsPace de I{1(O)

On appelie espace de sobolev d'ordre 1 sur O' l'espace :

Hl(o) : {l € ,2({)), #tt2({))' 
L <i s*\

On munit Ht(O) tlu produit scalaire :

f(^ $a/ag\
(/, g),,n : /, 1fn 

* *6"6;,)

La norme corresPendande sera :

ll/ll',n:

L.L.z EsPace de ff2(0)

On appeile espace de sobolev d'ordre 2 sur f)' l'espace :

On munit It'(fl) du produit scalaire :

H,(0) : {l e ,r21rt;, X,He 'L21rt;, r < '; < "}

I
!

(/, /)',n
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(r,s),,n: I (t, . E W,Y". HH)
La norme corresPendande sera :

L.2

Soit

L.2.L

Les in6galit6s utilis6es

fl c R*.

In6galit6 de CauchY

vu,u € r2(0)' l[ u'a*\<

L.2.2 L'e in6galit6

lryl !'rr'+ *s'

j (.[,,,'*)' ([ r'1'a");

lIE ,*,0,\. (I L,:,4'(Ii':o)'

Ve > 0 Yr,a

il
i,

I,t;l

ll/llr,n : 1f U, f)z,a
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1-.3 Convergence faible

Soit E un espace de Banach

D6finition 1'3'1 (rn) conuerge fai'blement d'ans E uers r si l'on a :

lim 1fr',frn>:1 rt'fi 7
n-*@

{f Yr' € E'
\r

'gT* 
1fr"frn-:x>: o

ProPosition 1'3'l- ;

On note tn + n fazblement dan's E Par :

frn^fr

Remarque 1'3'1 ;

1. St rn -'+ r fortement (llr*- rllr --+ 0) + nn ) tr car :

yr,€8,: \1*',nn-n> l< llr'll.llr"-rll -*0

2. Si, diml : n 1a on a \quiualence de deur notions :

,. n/

- nL 2 L, fr^ : (rT,rl ' ""''rf) ' aim 't! : n

{er,er,.......,€n} base d'e E + {ei}",-, base d'ual tq:
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e|(e) -- 6iu

( t i:j
I

-( I o i+i
I

I

gm --s. n: (rtrfiz,,....rfin) =+ Yi:Tfi, rt : et :

1el,,n* - n >- rT - nt *:f* o

n
\-.a' 

- 
I fn++al^+\'bT-rA " ) u' ,L/'

;-l

I

Alors :

ll'*-"ll'-'0cequ't'd'onnell**-rll-*0
-

Car toute les normes de E sortt tq'ui"uulerfte'

Th.orbme 1.3.L Soi,t E un espa,ce cle Banach refl,erif et fin une sur'te born6'e

:-
,, 

dans E, alors il est possi,ble d,'ertraire une sous sui,te de frn qul' conuerge

f fatblement dans E '

\ rr n lI Th6orbme 1.3.2 (de Ri'esz) lrvl:,
E un esp|,ce d,e Ht,Ibert, soi't f € E: i'I eriste un dldment un,iEl,e u € E

7
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tq:

VueE

Hlemtrrque 1.3.2 :

7. rrn ^ L' eVu € E' jgL(un,u) : (u,u)

Car :

'un ^ ueVl € Et : f(u.) -' f(u)

th|nrime d"e R'iesz e f ('") : (u,'n)

2. On, a le t,lt(.orirne :

1-olt,tc sut.tc born,c d,ans un cspacc dc Hzlbcrt possidc u'nc sous sut,tc:

f ar,ble"ment conu erg ente'

{i:i l;;



ChaPitre 2

2.L Introduction
On va 6tudier le Probldme :

# 
u;\ : f (*,t) + 

fo' 

a(t- s)A'(s' u(r' s)) ds (r' s) e (0' 1) x (0' r)
(2'1.1)

Avec les conditions initiales :

rl

L

l

Position du Problbme et

estimations a Pnon

u(r,o) :uo(r) 
re (0,1)

*@,0) : t/1(r)
ofr

Et les conditions int6grales :

(2.1.2)

I

i

lot 
ur*,t) d,r : 

fo' "ul*'t) 
dr : a (2'1'3)
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','.
L,espace des fonctions continues de r dans B(0,1),not6 C(I,B(0,1)) est un

Banach Pour la norme :

llrllcti,eto,r)) 
: mP* llr(t)lls

On d6note ParVa,Co't(I,X) et Ct''(I'X) les espac€s suivantes:

(al)
vu: 4de B(0,1) tq : 

Jo 
fo" :oj

t 

tontinue )
Co,t(/, X) : {u: I --+ X tq u est lipchitzienne

cr,L (I ,X) : {u e co''(/' x) ,o#€ co'l(/'x)}
t

0r) X est tur cspacc norm6'

On Peut voir la fonction :

"f t (0,1) x /'"-- f(r,t) e R

Comme une fonction associant ir t '---' J(t) d6finie de '[ dans un espace

fonctionnel'

En Posant :

f (t): r € (0'1) ''---' f (r't)

L

I

I

I
I

I

I
I

11
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(2.2t2)
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pour r6soudre le problbrne (2.1.1) - (2'1'3)'on suppose quu :

H) f doit satisfaire :

( f (t) e l2(o' r)
,

I ttrt,l - /(t')lle sut -t'l
I constante Positive'

H2) Us(n),Ur@) € f{2(0,1)

Hs\ tJo,[! v6rifient :

H+) eest une fonction continue telle que :

lo(t)-e(t')l < clt-t'l

k:IxBi'12(0,1)estcontinuepourlesderxvariablesetv6rifie:

llk(t, u)lls 3 ll"(t)lls

fo' 
,or1 o* : l, rus(r) d'r :

lr' 
uuo o, : 

lo' 
ru{r) d'r:

I

i'rl

i

ii
,l

-',1

L2
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I/r,) Pour u(t),u(t) € V, on a:

flk(t,u) - k(t,u)ll < r(t)llu(t) - u(t)lls

p.p.t € f ou L e Lr(I) une fonction positive'

(Jne foncti'on u: I -' L2(0,1) est d'r't'e soluti'on fai'ble du

:

Ddfinition 2.2-L

(2.1.1) - (2.1.3) si

,

2.

u € Co'r(I,V)

(r, B;(0,1)) et # . L*(I,B;(0,1))du
TLL

L*(I,y) n co',l

s. d,u
u(0) : tJs d'ans V et #$ : ut dcns Bi(0' 1)

l. Pour tout $ €V et P'P't € I,l'i'dentit6' :

l,(#''4 uror* [,tutD'o)dt: ['(rt't* fo*"- s)k(s,u)r*',d) .dt/Bi
(2.?"3)

est satzsfai'te'

Th6orbm e 2.2.1, supposons que ies hypothises (Irr- Ha) sont u''rifies,alors

il eri,ste une solution fai'ble u d'u prttblinrc (2'L'1) - (2'1'3) au sens de la

13
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d,6,finiti,on (2'2.1)'

De plus, s? (I/b) est satr'sfai'te, alors u uni'que'

.r e e,.,1.6rr t a' - 'tiSatiOn et eStifnatiOnS a2.3 Sch6ma de drscre'
aaprlorl

o' divise l,intervale en ?? sous intervals de iongueut h: fi, et notons :

uj : u(tj), tqti : jh, i :7"n

Pourj:\"(L,onrcsoudsucccssivcmcntlcproblbmcstationnairclin6airc:

{r j-l
uj-2uj-r*ui-z _{y: f;*hl1ri&r (2.3.1)

' ') )*2 r J '1-'lL*& i:0

h
Lro(r)

u/r) d'r : A

rui@) dr : A

fi: f(ti)

Lji: a(ti - ti)

k,i: k(h,ut)

r) : U{r) :

rt

J,

rI

J,

(
I

{'
I

t

}Uo,
- 

-l

- Ec'

(2.3.?)

(2.3.3)

()il

On a:
u-t(*)

0u':-
iJn

rr

I

L

il
I

|--

14



I

Df p.lntelanNr on MltueltettQuns
UNrvpRsr:f 0B Mer 194!-G!g1t'I1

Donc :

Alors :

- Ui - uj-r
dtt'i:T

et i:O"n
iui - 6ui-r6'tui:T

Et d6finissons la suite de Rothe (u,) des fonctions lipchitziennes continues

d6finies de :

,-r(") : Uo(r)

,o(r): Uo@)

6r"(t) : |ui-r + 62ui(t - t),

6{-)(t):

du(") 1t; :

I ---.- H'(0,1) n y

Par :

u'(t) : ui-t * 6ui(t - t11'

Et les fonctions auxiliaires suivantes :

t elti-r,ti), i:I"n

telti;,ti7, j:L"n

(2.3.4)

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

t;
{T,

te lt5;,ti|, i:\"n
t e [-h'0]

telti-t,ti7, i-7"n

t e [-h' o]

15
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Th€orbmez.g.Lleprobl|m'e(2.3.1)_(2.3.3)admi'tuneun'i'quesoluti'on

uj € H2(A,1) Ytour n )-1, j : L"n

D6monstration 2.3.L Supposons que ui-r et u1-z sont toujours connues

et qu'elles soi'ent d,ans H2(0,7), alors fi e L2(0'L)'

La soluti,on gdndral d'e (2'3'1) - (2'3'3) est donn|e par :

ui(*) :k1(r) cosh f,+ 
r''@)sinrr fr ' 

r € (0' 1)

Oil,lq,k2 sont d,eur foncti'ons d'e n telles que :

(2.3.8)

(2.3.t0)

l#n 
co'l'fr .#sinhfr: o

d,kz ^^-n - t l-zui-l + ui-'

[ #,",sinrrfr 
*#coshf --nl--r-

En remarquant que le d'dterminant de (2'3'9) est ;

J_ T I

- 
- |

- f'-h> a;;.fu|rr 
Ii:O J

(2.3.e)

Alors :

A: cosh2 fi - sinh2 f,:t

#o, : hFi@)sinh fr

*o, : hFi@)cosh fr

l .-
I

i

16
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(2.3.11)
ai,:

Ce qut' d,onne :

-Zujt * ui-z
h2

- fi -hlai;kt
i=0

Fi@):

I 
k,(r) : o 

Io" 
,,rrrsi"n f d( + '\r 

(2.3.12)

| *,,,, : n 
lo. 

g({) cosh 10, 
* 

^'

D'aprds I'zd'entit6, (2-3.8) on G' :

ui(r) : n 
lo" 

r,rrrsinr' f d€ + trr cosn 
fr 

+'\z sinh fr (2'3'13)

Choi'si,ssons ()r, \2) t'ettes que (2'3'2)'(2'3'3) soient u|'rifie 'al'ors 
:

[ ^, {' 
*rt, !na, + 

^, fo' 
sinrr } d,r : -h lr' I" Q({) sinh ff atan

l'otL

I ^, I'rcosh ia*+ ^, lo'rsinh 1o*: -n fr' lo. 
*',"'""nTr.r1il'

Et par sui'te :

--i

.\1sinh !+ x,(.o.r,; - t : - fo' lo" ',,"'6r' f d{ a"

r, (,i,,r,f - i,"o.t ;. t) + '\z (cosh| - o""r';) = I,' 1," 
r4(0 "in6!3aqa'*

(2.3"15)

L

I":
l

I

i!

I

17
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Puisque le d,6termr,nant de (2'3'15) :

A(h) : ztr - zh"orrtf + sinh ;
Donc:

a(h) : 2sinh # (""'n *,-'n""n #) (2'3'16)

ne s'annule pas Yh > 0, uktrs lc s'ystirrrc (2'3'15) admet une uni'que

soluti'on (lr,lr) € R'2'

Ce qui impli'que que le problime (2'3'1) - (2'3'3) a une uni'que soluti'on :

uj € H2(0,7)( Pui'sque Fi € L2Q'1) )

Remarqu e 2,3.1 Dans la sui,f'e, c rleurtte'urte cornturde'pt'tst't'i'ue irtd6'perr'tlert'te

den, j et de h'

Lemme 2.3.t il eriste C > 0 et I{ €N* tq ;

lldrrll?* + lluill2 < C, i : 1"n' n > N

Dr6monstration i.'3'2 Soi't 6 eV ' xI est facr'le d'aaoi'r :

[" @ -€)o({) d,€:s|a vr e (o' 1)

Jo
tq r.c 1€

s?d: s"(s"d) : /o a 
Jo 

o@)au

18
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-

:

I

Ce qui'tmph,que :

s?d: 
|o' ,r'{)@({) d€

Alors :

71 1r
s?d : J, o6l,tt - J, {d(€),r€ (2'3'17)

Multi,pli,ons (2.3'1) par 32,$ pour tout i : !"n et i'nt6'grons sur (0' 1)'

on obtient

ft ( ui - 2ui.--t * ui-z\ 
s?o o*- [' *tO*r,o o* : [' ( ,,n, * nio,ou) s2-6ar

Jo \--hr- ) "" -* lo dn'z ' ' Jo \ Lo I

On a:

|'ui:*

:y#*
Donc :

r'\ - f ry(,)s?d o,: [' (,,or*nio,nru) s',otu
J, 

62ui@)3',Qdr - Jo ffi \&'/vcy Jo \ i=0 , 
12.r.$)

Intiqron,s par pa,rti'e's ch'aqtt'e term'e dr: (2'3'18) et uti'li'sans (2'3'17)

on obtr'ent :

,i
/l

19
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oi:

fr' 
*u1tds2-6dr : {o' $ t*"til',, 1))s!$d'r

: (3,(d2u7))s3d l:=l - .fo' 
s,lo'u,)$'@dr

: _(62u1,d)atr

$,(62ui) s'-O l:=b: Sr(62ur) s?O - Ss(d2u3) sfd : o

{'*ars2,4dr :ff@)*?o l1=[ - l,'#'r)S'gttrJo dr"

: - [' P-61s*6a*
Jo dr'

7L

: -ui(r)$ "4 ltr=b * Jo ",@)$(r) 
dr

: (ui,Q)

Et
'.,.:

rj

20
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On a aussi' :

l' (t * ni ",,k,)s2,Qd'r: l,' **'(t'- n}""r)s!6ar

: s,(/i * hias&'i)32,611::L - 
Ir' 

s'(/i * ni ai'ik'i)3*dtt'r

i:0

li-\\: -(t,*nEo,oou'6) 
"i I

(2.3.19)

Alors (2.3.18) deui'ent :

(6'ui,d)as+ @i,d): (r, .^Xo,u*"4 u, 'Y$ 
ev 'vi 

:L"n

(2.3"20)

Posons Q:hui( i'l est clair que 4 - 6ui eV) dans (2'3'20) 
'

on obtzent :

(l'ui,6u,)B;+ (ui,6ui) : (t, . nf oinkn'u'') 
,, 'Yi 

: r"n

Donc:

(ry'-,,)',*(,,,ry):(fi,6ui)",+hf@,o*u,6u)eL,Vj:\..n

I

Itl

I
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Alors :

j-r

(4ui - hui-t,5u)et+ (ui,ui - u5-t) : h'D@tftl!ui)str
Yj:!"n

+h(f i,6u)si

Ert, utzl'tsurtt lcs 'itl,crd'itts :

2(ui,u5 - ui-r): lluill' + llui - ui-'ll'- llui-rll2

2(5ui,6ui - 6ui-t)n$:llhu1ll2p;+ llduT - |ui-tll'q- 1ldq-rll?;

On obti'ent :

llar;ll?l + lldu3 - 6u5-rll'";- 114u3-rll?; + llu:ll'+ ll'i - ui-t112 - llu3-rll8

j-L Yi :1..n

= 2hzL'riuku'5'u)st + zh(f i'5'u)BL
;-n

Donc:
j-1

, r ,,2 i,", ,, ,,2 _ 
llur._r ll2 < 2Ch2 ! lltnll4lltt"illu;

lla"ill''"; - lldui-rll1tr+ lluill- - llui-lll \ 4v'u 
i=o

+zhllfillilll6"ill";

(2.3'21)

I
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On prend, e -- ! d,ans I'e i'n6'galzt6' :

zllk,ll1tlld"i ll "l < zll",i1lll6"i ll "l
3 llu,ll + lld-u3lls'

Et:

zhlll3ll ll au1 lls; < zhllfllcs,a;lll6uilln;

3 Ch+ Chll6u)l2t'

Substi,tuons d,ans (2'3'21) on aura :

ll6rill?a - lldul-rll'+ ll"ill' - 1lu7-rll2 a chll6uill2s'

+chz I ll"ill' es.z2)
i.:o

+ch

Choisi,ssons le naturel N tel que Cfi < I'alors pour n > N 
'

l'i,n6,s ati,t6, (2.3.21) i'mPli'que :

(1 - Ch)tll ;lu)l'nl+ lluill'?l < (1+ ch2)lllsui-'ll?; + llu3-'1121

j-r
*ctff ll"ill'

+ch

(2.3.23)

23
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En appli,quant cette indgatitd' r1'rcuressi'aernent 'on 
obt'ient :

(r - cn;i11l6ull2ei+ llujll2l < (1+ ichz)illlsUsll'a+ lluoll'l

+ich

Etona:

V ry] ----texp(n(ln(1 + Ch) - In(1 - Cl''))) quand" T? -' oo

l_ t-cn.1

znCT
:g TL

_C

Alors :

ll6rrll?; + llujll' <clllauoll?; + llt/oll'l * i:h

Donc :

llit"ill}; +lluillz 3c

Lemrne 2.3.2 r,l ert'ste C > 0 et N e N* t'q :

,l

.l
Irl
I

ll6'uill'ri+ lldusll2 ( C ,i:L"n,n) N

D6monstration2.3.3Lad,i'fference(2.3.20)i_(2.3.20)j_ldonne:

24
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V

(52u1,Q)el- (62u5-t,da;+ (ui,d) - (ui-rd) : (t,. n*",,r,,r) 
",

(t,-, * niai-u,kt,4,,

4t eV, Yi :1..n

Donc :

(6'ui,6)e;+(u5 - ui-t,$) : (62ui-r,Q)a;

+h(aii_tk,d)a;

*nlirc,i - ai-r)ko, d) s; 
(2'3'24)

i:0

+$i - fi-r,6)s+

Posons 4 : 62uj d'ans (2'3'24),on obti'ent :

(6'ui,52u)at+ @i - ui-t,62ui) : (62ui-t,62u)Bl

+h(aii-tkt,6'ui) si

j-2
+n f (("i a - ai-r)ko, *u) 

"ti:0

+z(fi - fj-r,62ui)nL

Donc :

25
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yt

.lo '@'t) 
d't: E(t)

p1

Jo 
*U(*,t) dr : M(t)

En utiltsant la transformatr,on :

Et les condi'tions intdgrales :

oil, :

r € [0,T]

0(r,t):u(n,t)+r(r,t)

r(r, t) :6(2M(t) - E(t))r - 2(3M(t)

^t. o-rg(r,t): f(r,t)+ At,

6o(r) : Uo(r) *r(r,0)

3r
o1@):Ut(r)+;(o)ot

- z0(t))

46
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