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Introductio

Si c'eyt d, I'arrtiquit6 que
et de mi:aimtan (Euctida, A
que c'est d ia fin du dix
Ies premiilree m6thodes
lyse math,6matique en parti
troductio:r de fonctionrrelles (
jouer un :r6le important dans
des principes physiques peu
ce context,e I'analyse des
I'explicatirrn de leurs liens a
cours des 30 dernidres ann€es
ddles 6conomiques (recherche
(sciences cle l'ing6nieur,
timisation truuve arn champ
les techniques d'optirnisatrisns
Ia conceptiion des systdmes et
d6cisions tec,hrriques ou
mdthodes .modernes de trai

Le sqiet du travail propos6
du probldrne d'optirnisation
comme suit :

ot; "f : lR" -+ fr
Cette restniction - pour les pro
la totalit6 eles m6thodes
tes", via une thdorie
probidme (.P) est l'utilisation d

les premiers probl€mes de maximum
Arcl$mEd,e, Pappas), On peut dire

et au dix-huitidme si€cle qu,apparaissent
de solutions. Le d6veloppement de i'ana_

Ie calcul diff6rentiel (Newton, Leibxiz), I' in_
i*, fagrange) a penms i,I'optimisa,tion de
secteur des sciences exactes, od la plupart
s'6nonca sous forme variationnelle. Dans

ions aux d6riv6es pa,rtielles de la physique et
: l'optimisation ont fait un graJrd progrds au
(m6thodes '"ariationnelles). L'etude des mo-
6rationnelle) et des applications techniques
ique...) sont devenues des domaines of I'op-

tion asrez targe. Ef de faqon g6n6rale
t un r6le de plus en plus irnportant pour

6quipements de toute nature, et toutes les
ques. Pa.r ailler:rs, il en est de m€me pour les

du signal.
est 1'6tude thfurique et mrm€rique

lin6aire sans contrainte qui se pr€sente

{f("): r e JRo}

sans contraintes - n'et pas fortuite car
sont applicable da.ns le cas "avec contrain-
La strat6gie adopt€e pour la rdsolution du

(P)

ithmes A direction de d€scente, d6finis A,



ix

est due 'au fait que_les d6nofstrations de cor?rrergerce exige des conditions
de convexitd forte. La m6thope de la plus profonde descente et qui remonte
ri, cauc\y est prdsentee.danslle but d;apprique,r ies conditions d,optimarit6,
ce q', d<mne'ne autre inter{r€tation a'x m€thode yue dans ce chapitre.Chapillre 2. rlnpoint d6li{a,t est soulev6 da,ns ls p..*1er chapitre ; L,arnbi-
gur't6 dans le choix du pas qui Ft cruciar pour la convergence des algorithmes :
"appmxirnation successive" e{ "la plus prcfonde pente;. La so}ution est dans
I'adoption d'une reche'che ui*a;re; mais c'est ici qu'apparaissent les plus
grandm clifficuit& pratiques, plors que la d.irection est gcneratemeat facile d.
calculer, une fois la th6orie bipn maitrisfu. Il faut d6jd, une solide exp€rience
pour &rire une bonne recherlche lin6a.ire. . on distinguera deux modes de
recherches lin€aires : Exacfe {t inexacte. {,,Tne dendana re dessire alars vers
I'adoptiorr des recherehes [n$,ires inexacte (plus 6conomique), notre int6r6t
est port6 pour l'6tude plus a$ rnoins d6tailt6 pour les plus inportantes de
ces mdthodes d savoir Gol@ein, Armijo et wolfe. A la fin de ce chapitre,
on exposr) u]l th6ordme essen{iel de mnvergence globale (th6orcme de zou_
tendijk), r:e th6ordme est une fternative A, dui de Zaagwiil (nre en chapitre
1).
Chapit:re 3. L'algorithmel de Newton est d6velopp6 dans ce .hapitre.
un th6orime d.e conugme [oca]e esr d6rncnt€. n urrorr" de guide pu'r
l'6tablissement de la converge$ce loca.le des m6thodes quasi-Newton. on ex-
posera aussi Ies ava,ntages et lles inconv6nients de I'algoritbme de Newton
toutes en proposant quelques lsolutions sous forrnes.d,a,Igorithmes modifids
(Newton avec d€composition {e choleski et Newton tronqu6), accompagn6
d'un thfurtme de mnrrergence $lobale (Th6orBme g.2) et destests num6riques
t6moigna.rrt de 1'efficacit6 de $ m6thodes. sans parvenir d, se d6barrasser de
la plus pa.r* des inconv6nients {e I'algorithme de Newton et surtout : L,effort
frrurni pour le calcrrl des deriv'{w de seconds ordres arnsi le ncnrbres impor-
tant d'op6rations 6l6mentaires jndcessaire pour inverser la matrice hdssienne.
Ce qui fail; que cette m6thode fxt restreinte aux probldmes de petite tailie.
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Cherpitre 1

Notions g6n

1.1 ltntroduction

Qutes,t ce un probl0me
Un probldme d'optimi

ou du maxinum d'une foncti
dbptimisation pour lesquels
contrainttx d'6voluer dans
s'intdresser aux m6thodes
nonent die la manidre sui

" Tlouver r* € X tel

ori X est un ensexrble et f est
(dans lR). II s'agrt docc de
f sur X- ()n notera 6ga,lement

On dit que X at l'emsemble
poi,nt adrn:issible. La fonction
ou critdrz du prvbllme.
Le probldrne (1.1) peut 6tre
restriction : L'ensemble d'arri
un. .Nror.rs n'aborderans pas les
sup6rieur (on parle d'optimi
de N" et / est d, valeurs da,ns

rales

toptimisation ?
ce d6finit @mme la recherche du minimum

donn6e. On peut aussi trouver des probldmes
variables de la fanctions d aptirniser sont

certaine parbie de I'espace de recberche. On
pour r€soudre les probld.nes qui s6

pour tout r € X, on ait /(c.) < f (") "

application ddfinie sur X d, tsaleurs rdelies
Ie point s* de l'ensemble X qui minimise

ce problfue concme strit :

y;pf (r). {1.1)

du probldne et un point de X est dit
est appel€e fonction objecti,ue, fonctian-co0,t,

g6n6ral. On peut toute fois d6jd, noter r:ne
de f est un espace vectoriel de dimension

bldrres oti I'espace d 'arriv€ es6 de dimensron
multi-critdres) et le cas ori X est une partie



r.2. NOTjTONS D'.

7"')

2e^") [Jne fonction

Remarque 1.1
voici quelqrres exemples de 1,,

r f,I:{"e X:Vf(r} :g}
o f): l,a e X: r est une
rf): {reX:f(r)<vt

foncfiarr objective.
Le choix &r la fonction test
(r. e f,l).
D6finition 1.2
Soit r4 une fonction multivoque

Thdor€lrre 1.1 (Zangwitl)
Si la fonction m*,ltiuoEte A est
d'auamalat;ion d,e {ca}o*- esl
Ddmonstration:
Soit K tel que ts"u : r Alors

est une suite d€eroissante oui

{"u}.." born€e et ,4 }oca}emect
Soit K' C /{'tel que limr**, :5

Puisque "4 est ferm6e, alors s' €
Si c f fl alo:rs c' € .4(rr), donc
la d6finition de la fonctiou tmt

r C,e th&rr€me & une rre"kr*r t
sp6cifique, une
g6ndral. Mais il montre

{"oIct
test a: X -

r f Q=

r €..4(ca) si c6 t' f,)

r:gk sinr€Q
lR continue telle que :

a(y) < a(*); vy e A(r)

des solutions f) :

{o("r}}r.N. te => lim a(r6) : a1";.

=+ {rn+r}r.* bornfu.

; alors a(r') :41t;.

rtion optimale du probl€me (1.1)]
), e ) 0 et u est la valeur miaima,l de la

) est souvent f(r),llVf(")ll ou llr-o.ll

X; A est dite ferm6e en s € X si :

, ff,:; =+ s e "4(c)

born€e et fennEe olors tout poi,nt
a.

("0) : o(c) (a continue);{o("u)}u.*.

- r* 4 a(rx+i : a{nk}

A(ru) =+ a(r3;1) < a(s&).

r'j < a(r|; qui est une contradiction avec

; on rrerraphs loin qne d.+n< des cas
dircte de convergence est plus facile en

que la fermeture de -4 est cruciale.

t 4e x,
t uue aq

sr € f,) +:Ek+

,ufQ*n*+t

K,



I

coIw,ERGm!.cE

Puisqre g1-+ g, alcrs

Donc

Th6'or€me 1.2
Si ry annnnrge tir*rritenwstt,
unN €hleJ M>0tetsqte

llto *r.l/
D€monstration :
Suppnl; qrre lirrrsllpg*: q
a:

ll"o*r-".ll S(q'+
Pour &: rV * (,t - If) on a :

ll"o'- c-ll : ll"r*ru-r,

Et le resull;at s'obtient avec M

L.3.2 \/itesse de
On s'intfuesse d,l,6tude du

t Si lim supr* : c ( l; on
le taux de coavergenre

Si lim supr6 : 1; on dit
Si lim r,r : 0; on dit que l,a

Remarque 1.3

1.3.

I
I

I

I

Ve>0, € FI;V,t ) .fil : Iqk - ql < €.

Qx-Q<lgo-ql<e,

la convergence est r-sous-lin€aire.
lergeaas est r-superelinGabe.

c* rclom parcr totrt g > lit* grrtr)gxr tl eri*e

S A{f pour tout ,& > ff. (1.3)

; 3e > O tdle qrle d *e : g de (1.2) oa

) ll"u -n*ll : qllxx -r.ll, & > i/

llox+r - r.llp;:;l;-e<8,
r&+r *c.lJ _< b*ilr*.

I qk-x ll"" - r.ll : o* 
llcr : r ll

,QN

flsrv - s"fl
qN

en racine

lf"u - ,.llttu (1.4)

! que la srlvergen€ est r-lin€aire et a est



1.4. NOTIAIIO}fS ET DEFTTW?f,{ONS 
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t' 
finr':<x 

spectrar d'une rnafrre A e Moest re r6er positif p(A) defrni

p(A) : pq1ol^l
or] o(,4) est l'ensemble des rr:areurs pmpres de .,{ (spectre de A)2- La. trace d,u:re:na.trice A e ,L4* (:rotfu Tr(A))est la. quantit6

Tr(A): L .\i
\i€c(A)

Th€or€me 1.8 (Schur)
- si A est' une matrice cotrte ,€eilq ir esiste ulre matTice orthogonareQ tell,e quu e*1Ae sait triangulaire.
- si 4 rxt sym6trique , r? ertri une matrice orthogonare e te*e queQ-aq sort diagonale.

R€sultat 1.1

l. Soit A € "M,,; si I esf seanj-deffnie positif ajors ?r(l) ) 02' une matrice symdtrique est d.ite ddfinie positive si et seulement si sesvaleurs propres sont toutes positives; ete est a*-**i_aen*a positivesi ses rraleuls propres sont toutes non n€gatives, avec au moins l,rmed'entre elles nulle.
3' Lbrsqrre -4 es.t d6finie positive{req} semi d6finre positiv4 a dira quejl?.f- 'ne forme qttudt"tiq,r" acn.ri* po"itive f.*o ,"-t d6finie io-

D6finition l..Z
On appelle n.orme matricielle subordonn6e d, une noilne d6finie sur Rr, lanorme matridelle (6galement not6eJJ.jJ ) d6finie o*-_-*' 

'

llltll ::.H-ffi : 
".offiu," ,llArll: *.uffiqq=.ll&ll

Par d6fiaition' on a pour toute norme matriciere zubordonn6e, la propri6t6tr€s utile llArll s llail il"il , l,6galit€ 6tant tou;iours possible pour au moinsurl vecteur r' c&r Ia sph6re unit6 est compacte en dimention finie.R6sultat L.2
Applicatio:r de la d€finition de norme matrbierle subordonn€e

lllll' : o,r*f lr,rl, llAllr: {eFA = \/@: ll,a'll,



I.5. cot[srDERA?To]fs NTtn4ERrg r"ws suRLA RES2LUTTaNDEs sys"Enes D.Ee'AwoNS
D€finitiron 1.1O

"f : lR' --* lR est ditedeux fois difi6rentiables en r s,il existe un matrice
ryx n syrn€trique .FI(e)appe6 la matrice hestienne de J en c et une fonctionB (E,r) --+ 0, quand r -+ E telle que :

.f (") : /(f)+vf (e)' (" _ r)+ )a _ il. H (n) {r_ r)+ ll, _ rll, B (n, r)

R6sujtat I.3
Formule de Taylor : Soit

f (" + d) : f (r) + s(r)r d +|a, n6)d + oQldll\.

Fbrmule de faylorarrecrste intdgr
de classe (71, alors 

r alrec reste itt€"*L s,:it / ; -Rs -r rR, trne application

1

f{r+d): f(r) + itntr+td)rd)dt: f(r) +*{oot4'a" (1.8)tr;

Formule de Ia moyenne : soit f : IRo --* JR, une application de classe c1
sur le segurent lrr, rzl, alors il existe ft e [r1,rr1 ta q""

f {rz) : f{"r} + s(fr)r (rz - ,r)i.
Les r6sultats prffients resteat r,ralables, si .f est une fonction v6ctorielle .

1.5 clonsid6rations numd:riques sur la r6so-
lurtion ds systdmm cl'6quations non li_
n,6aires

On verra p.h:s loin qu'un probl6me d,optimisalion puisse €tre transform6 en
une recherche de solutions d'un systdme d,6quations non lindaires, d.onc la
premidre idr3e nat*relle est d'appliquer une mdthode num6rique de r€solution
de ces systi)mes. ce qur nous rarnbnes i, 6tu.dier deux de telles rnethodes :

Ga'ss-$ei&l et approximation successives, qui sont des m6thodes de plemier
ordre

(1.7)

.f : R" * lR, un^e application de classe C2. Alors



1.6. DEFTW?TONS

&t *rppase gae F est
dE (1.9). Atsrs t'algo,tithnze
petit.
D€monstration :
Soit c1 la premidre itdration

:Tt.B :E('r,ll', -t.Jl) {

l. rursqu€r 02 : rt * tF(x)
ltrr-*.[[2 : (rz-"*]t

Prenons t < 0; alom d'apr*s {

il", - *.il2 <
tr sufit de prendre t > -2#

On itdre la formule (1.10) pour

llru -".llt <
Remarque 1.4

r On peut d6duire de (1.12

I

Avec0<K<l,donc{e;
r La solution o' e$ unique,

lle. - *-ll'

D6finitions1.6

On aborde Ie prob}fu d,
non-lin€aire. Le probldne est

or) f : IR{ --* lR-

D6ftaition 1.12

11

lipschitzden et wrcdf et wit c* tff e wlation
en 1.5.2, cornlerge sr t < A xtfftsament

8) * (t.e):

| * 2nzt + IuPt21 llr, - r.llt (1.12)

B<K I +2nat + M2* < t

s* € lR' une solution (i.e. ,F (r.) : 0), et pre
nule ferm€ de entre q et derayron ll", _ ,.llF(".) :0, on a :

*2t{rt -;

l[*u

avolr:

llrt -*.ll'< ll", -"-ll,

- E-fi < Kllro- s*il

corlverge li6irement rrers s*.
si f est une autre solution I on a

K llr- - t.lf (ooatra.dicrion )

ion sans mtrailrte qui es.t mrnalment
dans lR". donc

(1.i3)

(r.14)y!{: ft4
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'e 
vecteu:r d* et la direcbion dre discente €'16 , }e scalaire ts est a'per€ Ie pasde la m61;hode d I'it6ration & ,Oa peut caract€riser les dir€ctions de discenteen 01 d,l'aide du gradient :

Prop,ositionl.l
Si f .*t difi€rentiable en un point x6 € lR' et d e lR, telle que :

s(r)r d < 0
alors d est une diriction de dipcente en s .

D6mo,nstration :
Onapourtoutf)0

f (" + td) : I @) + ts(r)r a + te(t)
Donc si on €crit

f (o + tdi,- f (r)
t

On voit bi,ent que pour I zums4mnent

: g{r}r d, + e (r}

petit on aura J (c +rd) - f(r) < 0

(1.16)

L.7 Clonditions drpptimalit6
[,e conditiions d'optinn*,]i€ d,'$ra point e € R* sost des €q.*ai.io*s, des is-
6quations <ru des propri6t€s qup v€ri€ent les solutions de (1-.1a) (conditions
nicessaiy cN) ou qui assurenf ri, un point d'€tre solution de 1r.ia) (condi-
tions sulfisalrtes CS). Ces condrtions sont utiles pow :

e v6rifier lbptimalit6 6ventprelle d'un point r € lR*, voir si c'est un mi-
nimrrrn, un maximum ou un point stationnaire.r Calcuder les solutions de (11.14),

o Mett.e en oeuvre des mdthodes num6riques permettant de r6soudre
(r.t4).

r D6finir des tests d'arr6t dq itdration dans les algorithmes de r6solution
de (1.14).

L.T.L Clas difi6rentiable
On ria flrpprcser f de classe Ct ot C.



1.7, C{3AIDI?TONS D'OYNMALNE 
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Le prenua point et Ie r€srrltat d'th€orhe prffiat. Le deu:<ibme poiut sed€mont.re directement d, partir du d6veloppement a* r.]io. autour du pointf zuiva.rrt uae diretfl;"" 
".,tt. 

;i*,.-t i,l'ijrj: 
..t'

e Moyennant un l€ger o*sonum)nt, res co*ddtdons du th.or€me pr€ddent
;*y::::r":ffi*ntes 

pour sarantir un mininrum toa,t, torsque cetui_ci est

(csz) Conditions suffsantes d'optimatit. du second ordre
Th€or€rne 1.2
Sodt f : IIR" --+ R deu,r fois d,ffirentiable en 

_8. 
Si g(e) : A et H(E) est d€finiepositiae, alars E est un rntninyum taeoi ,tn"t.

1.7.2 Cas convexe
La notio* de mnvexitf nermet de passer d.,une caract6risation locare d,op-timalitd d une caract€risation gtobie. Dans .," ";.JJ ifferentiabirit6, latheorie de Ia convexit6 est a* !*teu noins g6n6rale. son int.ret r€side ce.

::lffi.lffij;,::, que[e *ppo** egatement une caraet€risation d*ns le cas

Ddfiniition 1.14

fo, rl':""T:*bie 
x esd dite conve'(e st:pour to't couple (o,g) <x2 et vi e

Iz+(1-))yeX
Ddffnition 1,18

(1.18)

(1.20)

[Jne fonction / d.finie sxu un ensemb]e convexe x, est dite mnvexe si vr1,:82 eX, et Va e [0,lJ on a

f (ax' + (1 - a)rz) < af (rt) + (t - a)f (rz) (1.le)
ElIe est ditre strictement @nvexe si Vq. n2 € X, st * sz.et Va eje 1i on a

f(art+(1 - alsz) <o.f(cl)+(1 - a)f@z)

r r;orsqru'une fonction est diff6rentiable, il y a d,autre mani6res de carac_t6risel la convexit6.



1.8. At GORJrfwhfES

1,8 Algorithrnes
c'onsid6:ons maintenant le probrdme non rin€aire sans contraintes (1.14), or)lbl supperse qu. .f ou **io*r.*rrT"Arur*otrabtre s'r Ro.

1.8.1_ Existence

"d"i"*.fff gffiil ilff*tr* 
borne inr€rieur de f ( mais pas -

Exemple 2.1 : f (r): u,'-'"""
/ est rninor6 par 0-mais on n,a jarnais_r € R te} que f(c) : A. 

1t:i*"ul""_T: 
hypothbe J";;, te lemme *.#i 1at n. po.nrei 

fbbl)
Lemare 1,1
soit f une fanctian de classe cz, son hessien E esttet que, * eriste uneconstant r,n > A uerifiant :

{ u1*1a> *lld,ll, i vr d e IR,
Alors, pour tout uecteur g € lRr; l,ensemble

L:{r€lR": f(x)<f@)} (1.23)
est unveset et eompact.

1.8.2 {.Inicit6
Th6or€,me1.10

17

,*Y:,{:::r:"*'ffiill*"**"* covexe sur x eonvexe .}e rninimum de /
Remar<1ue importante
Thforiqrrement, le-but d.'un algorithme de rninimisation est |identificationd'un minimrrm, da-ns Ia pratique;;; plus urodeste, on se contente souvent

t$.r1'. 
un point stationnaire (c'esr-d-dir,e * pr*l qJ v€rife r,6quarioc

1.8.3 M6thode du gradient
lla metbode la plus,clo-osique pour rninirniser une fonction de pirisieurs rra_riables est la m6thode de la plus gruod" p"ot" (o* metr,de ae gradient d pas
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tei que : g(",e) : (&{o,05,...,9n{s6}), donc :

d,7, : (ArA, ..,€i,0, ..,0) : €i€i
or) i et e,; est donn€ par :

I en1"u1 ::1n: {lgi@u)l;r < j < n}
1 tn : -'9'\''ol'( -' lg.("*Tr Graphiquement la soluticn d. et pard€le d, *a cer[aiu axe de oor_donn6es 1*t*rr{ant d, ra pl* gru.nd* **poruoie du gradient).Posant 0(t) : f @x + tdk) et cheriions4 ,ne solution du probl.me

T# ett,
I'id€e imrrr€diate est de chercher une solution de

0'(t) : fif Or + tdk) : e(rx + td,k)-r d,k: 0, r ) 0

Or da est ,!'ua des 
'ecteurs 

de base (S *n signe p"a"); ce qui donn€
g(r* + tdklr dk : gts* + e;te;)r (e;er)

: eigi(c* * e.feo) : g. ,i: 1,,?,...,n,
c'est donc' r6soudre une seure mmposante du gra.dient, re ed nous donneune interpretation de la m6thode Ga,nss_Seidel.
Maintenanrb on choisis parmi les solutions f6 possible cerle qui donne

/("r+t6d7,)<f(xe)

Choix de la norme L2

Dans ce caer f1o// : llrllr: ,,BO.f
Abordant un Lemme **tYj:;* Ia suite
temme 1.ll
supposant, que f est di.ff€.rentinbre en r ter ry,e g{r) # 0. Arors re prcbramed'optimisation

I rnin g(r]td
t llall s t

adm,et &ne s,ohrtion, d,6: - ,g("*L
lls\nh)ll

19

(1.26)
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Proposibion 1.?
On supp<tse te grad,ient g tipschitzien &rr la ttanche

f,: {r € Ro: f("} < f(rr)l
Alars Ia m€thade definiep$r (i), (tt,) et (iii), sa*ddart dt Sait f (sx) est non bom&. infirieurernent

t Soi.tl, g{np) ---+ 0.
Ddmonstration
Obserrant que d(t) est d€croissante sur ]0, ti] puisrye

r d(o)<o
I g(t) continue (g continue) 0,(t) <0, Vf el0,til
|. 4 ,*t le premier zero de e,p1 :0, t > 0

lonc f[ esrt le plus petit minimurn de 0(t), t > 0
Si on pose s* : rk*t[d6,et on a: fi*,fik € a (p* construction)
Argumerrt 1
O" rrnEootr.r que dans le voisinage de f : A, f (rx * Urr) d6croit avec untanx non iadgligable. Prenant z: frk*td,a,, >-Oassez petit de fagon d, ceque z €,C; la formule de la moyenne pour a, entre srr et ) donne

f(z) =: /(r*) *_s(z')r (z - "o) 
: 

"f(o&) + (g(2,,i_ g(sr,).(z _ 
"u) 

*
+g(rr,)r (z - rn) 

f 1.29)

Ona

s(rxlr tz - "rI: - llg(r,,)ll ll, - "ullEt puisque z' e L du fait que ./ : rra * rd6, r € [0,,]

=+f(/)<f(z)<f(u*)
g est lipschitzien sur c,et srae l'in€galitd de cauchy-schwarz on a

{s(/) - s(uk)r (z - *u}

-+ ftz) < ftru)- llg("u)ll ll, - roll + M llz - rull,
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De fargument 1 et (1.80)

r@ s r(til -llg(:-:)lf' 4rW

Done lfsr(r6)fft S 4M[f (sn) - f(z)] S  M[f(r1,] _ f(rr+i]1, oe qui implique
i:k

I llc("n)ll < lrM[f (rt) - f (rx*t)]
i:1

!i'l* born€e inftrieurercent on a [f(cr] - /(rr*r]J < C, V& € AI* ce qui
oonne

i=oo

ttat",ltt 1c + g(rr) -, o
l:_t

1.8i.5 Etude loeale de Ia convergence
Maintenant' on va analyser la convergence locale de cette m6thode, c,est-d-
dire,la vitesse de convergence des suites g6n6r6es pa.r l,algorithme au voisinage
du point optimum.
Thi!,or€me 1,11
Si iF ss6 gttadrwtigre de Ia forme f(r) : trrtg, -brr, auec e € Mn
symEtrique d'6.finie positiae, b € iR", Ia m€thadZ ,,steepe$t des*,',t, (i),{ii),(iii),
un'ue',ge :uers Ia solqrtion du prcblcme &uec une uitesse tin€aire a"' *eiort'

"-)*-At)"*)l

lfi : ),":, mas(a(Q)); ), : min(c(e)).
D€nnonst;ration :
La condition suffsante d'optimalit6 (cs2) permet d'identifier la solution de
(1.14), il sufte de rdsoudre l'€quation (1.26j, ce qui donne

23

t. _ s(sdr s@k)
"r - nlr;]r4;-

Avec un c.r,lcul simple, on trouve

(1.31)



Chapitre z

R:echerche linGaire

Da'rn ce chapitre, on consid€rent le probldme du calcul de la direction comme

ffiilJ:ff":tr#:*** "oiqo'*'ot au caicul du pa,soptimar r. qui est

T:tr aftl 
(2.1)

., 9(t) Ia fonction tet qur reprfute ,(:r + fd) d€fuie pum t 2 0.' z le point de d€part d. l" r."hu.che lin6airet d la direction de la recherche lin6ai."

\,tn suppose toujours que d,(o) < o

2.1 Sh6ma g6n6ral de rtilsolution
LIrr algoritlrrne de recJrercbe ra6aue r6solvant re probrlme {2.rr\ g6ndre uae
:T'.: 3Se're {t1, t',...:!u:...}keN* sr *n tesr d, trois sorties qui 6tant donn6un f' ) 0 (rune valeur initial) iep-"nd ,i

a) t& est satisfaisant donc c'est une solution
b) # est trop grand

c) rf est trop petit

o (le test s'opdre o& vue de ra vareur de e(*) est dventuerlensent de O,(tk).o Op appellera f,* 'n pas optimaJ, fa'n pas tmp petit et f6 un pas trop
€ixand.

Q<
LJ
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2.:t.L Pnopri€t6s
1.) Lesrersembles suivants constit'ent une partition de R+

{t e n+ : 0'(t): 0}, {r e n+ : 0,(t)> 0},{r e n+ : O,(r) < O}

pour que tout *+1 soit dass€ sans a,mbigur.t6.

2) lnr € N rdle que rf; t' A V(ty) > 0), pow dviter we q _-+ +m.
3) Tout intervalle [t!,4] ontient un f' tell que d(f"] : O pour 6viter lecas:lt|-41 -0

2.7.2 Remarques sur le calcul 6" f+l
l-. La rrecherehe lin6aire est caract6ris6 pa.r le choix de f +1,pour cela consi_

d6rcrns les deux cas suirrants :

r Cas t5*':0 (extrapolation)
On peut prendre *+7 : aQ+l avex c fixe pax exemple a : 10

o C.as 4*, # 0 {inteapojationrr
D:nc; t&+1 €]t't+l ,t2*'[, on peut proc6d6 A une sirnp]e interpolation
par dichotomie, c'est d dire

tk+L - 
tL' +'1*t

2

Cer qui nous donne un intervalle de ornfiance (bri d'incertitude) divis6
par deux pour chaque it€ration.

2' Dans le but d'acc6l6rer Ia relerche lindaire (c'est essentiel puisqu,elle
est ex&ut6e a, chaque itdration de minimisation) il est bon d.'orienter
le ch,oix de #+1. Pour cela l'id6e g6n6rril est de construire un polyn6me
dTntrarpolaticn d partir de points d6jri test6 puis minimiser e dernier.
L'usar,ge est de ce limit6 d, der:x points te et t1-1- soit

g(ru), $tru*t), 6,(re), s(f-r1
[,es qpatres informations qui permettent de calculer les quatres meffi-
cieats d'.n polladme 4{r} de troisitnre degr6le q.el (sauf excqpticn)
admet 'n minirntm local- Les carcurs donnent les coefrcient d.u poly-
nQme

P3(c) : on$ +brz + ca * d,



2.2. EE(WERCHE LINE/f.IRE EXACIE
29

Historiquement (Caucly
tel cue

?tt-) < 0{0) et g'(r.J : g

lo:" T conditions, on peut dresser l,algorithme suiriantAlgorithrne Z.Z

1 Etalry O :(Initialisation)

1 ;lltt ] 0' 
'l 

: o' t'n:0, € > 0 (sufisa,ment petit)o $tape 1 :
si l8'(*)f (e; stop t*:tk
si 0(*) : e(q) or} /(r&) > e ators;

. ".+:t 
: f ; tut: 4, on va b lerape 2

si O(tk) < 0(0) et e,(*\" < _e alors r

_ 4*t - sk- {c+t - 4, oo va d l,6tape 1}r Etape 2 :
si {+t =.0 d6terminer {c+1 €:l'/+l, +oo[
*i 4*t 7! O d6termmer g+r .1{+r,*+.ti
renpla,oer & par k + 1 et aller i l,6tape 1r on peut noter que ce test est plus rafin€ que |argorithme 2.1 (ce derniern'assurrait m€me pas la ddcroissance ae, 6).

Th6ordrne 2.2
Supposant que 0 est d.e 

-ctassg 
gt,O,tg\ < 0 ef lr* € IR+ tel rye; #(f) > g(f_),y € R* d.ors I'aJgorithm,e 2.p est finie.D€monstnrtion:

Rrisque 3f* € R+ tul Cu3 0(t) > e(t.), We R+ alors f&, e il,. ; df I 0 donc
{t}} * {{} sont des suites aJjascente" avec

Iim t!: I'im 4 : ,.
d est contintre et d(t!) < d(0) donc;

e(tt) --- d(r.) < g(0)

la m€me chose pow / donne

0'(t.) < -u S -i .: o

2.2 ltecherche lindaire exacte
18 f); on s'est d'abord efiorcer de chercher un f,

(2.3)
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dite mndritions de Goldestein.
Algorithme Z.g

1 Etape O :(Initialisation)
& : 1, ft > 0, ttr: A,4: A,0 1rn1 1rn2 < Lo Etape 1 :
si rwzp'to)tk +0(a) < ${to} s ,ng,{a)t!, _rl{a};stop. t* : t*
si 9(*) > mrA,(o) * + 0(O)alors;

tl*t : tr; 4*t: 4, on va A l€tape 2
si O(rk) < moe,(Q* + 6rc\ alors :

_4.', - tk. fa+r : fi', in va d, I,€tape 2r Etagre 2 :
si {+l ,= 0 d6terminer *+1 e]tf+1, +oo[
si {+t ;# 0 d6terminer P+r .14+r p+ri
reurpla*er & pa" k + 1 et ailer i l,6tape 1

Th6or€mr:2.8
.Suppossnnt: qrc 0 *! !" classe C7,g{A) < A et i,t* € ]R+ ,rJ Ete; g(t) > e{f ),Vt e R+ alors Ia m€thade de Gotdestein est finie.Ddmonstration :
Puisque ft* e tR+ 

Tr., 
o"" g(rJ > A(r), Vr € lR+ ators 3-tf € t\; rX I 0 er dela remarqu,= 2.7, {ft} et {{} *ry des suite" adjacentes aver', Iim 4: tim

6: t', d s;t conti'niie .t dt*l < d(Of donc;
de b) on a;

S(4) > rnr{#1o; +0t0) =+ s(t-) 2 rn1t.d(o) +e(s)

0(tb < m,fi50t(0)+ 0(0) =+ 9(f.) < m,2t.t(o) + B(o)

ce qui don'e mz { rn1 et puisque 0'(0) < 0, =+ une contradiction avec les
hypothdses

r Dans r:e test on demande d,l* soit de fagon d ce que

ori

9r{t.) S ?tt.) < 0e(*.): r > 0

o1(t): rn2ff(o)t +g(o)

|ztt):nz$'(0)t +r(0)
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Algoritlme 2.5
o Etape O :(Initialisation)
k: 1,f'> 0,0 ( mr ( r32 ( I
o Etape 1 :
si B({) t m1{,(0)t& + e1o; et 0t(*) > rra0'(0);stop d* : rft
si 0({] > mra,{o)* +d{0) urorl

^.q.": tu,4*t : tk on va a i'etape z
si 0(f) s *'g (y)f + r(0) et f (*) 2 mrttsj alors ;

_ t|-tt -- f*,*o*t:4 oo va A, l'€ta.pe 2r Etalpe 2 :

"i 4*t : 0 d6terminer *+1 e]{*t, +*[
si {+i / 0 deterrniner 6a+r aid+r ,4*t{
remplacer k par & + 1 et 

"fb. i l'6tape I
Re.urarque 2-4
ceci a une bonne interpretation : on assure d,une part la d€croissance de 0(donc .1641 tre sera pa.s trop loin de r7r), puir;que

0(t-) _ 0(o)

- 

< m10'(0) < 0 + p(r.) < p(0)

Et d'autre;2art du fait que g'(t.) > rnzf (o');ra d6riv6e a sufisa,ment augment6
{donc s,gall]n€ sera pas trop proche de r7r).
Th€or€mer 2.6
supposant tyue : a est de cra,sse cl, bom€e inf1rieurement et p,(0) < a. Alorsla reeherehet tin1,aire de WoEfe est finie.
D€rrronstratioa :
lN e N tel que 4 + 0sinon * ---+ *oo, avec

o(*)<r(o)+mr*e'10}
Donc 0(t&) rbendrait ver€ -oo d'ori une contradiction avec les hypoy&eses
l,es suites {t}} -t {{} sont dee $uit€s ad3acentee a,vec

ti,m tf;: I'im 4 == r*

0(t ) > m$*g(0) + g(0) + 0(r.) ,> mrt*d(a) + 0(0)
e(4) S rnr{e,qo; + A(0) =+ g(r.} .< mrt*&,(o) + s(0}

Ce qui dome
0(t*):mg-0'(0)+g(0)

33
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Pour f,: () rrn a

P{0):cet9l(0):6
Ce qui per:met d.,€crire

35

0(t) : 
|ot, + 0,(0)t+ p(0)

Auquel cerr

r == -f:(0) ,0(t-) - -f $) + 
'rc\et 

[d(r.) - d(o)J r ^,,^.a a \-./ "" --1. : 
,0'(0)

C'est-d-dire si d est tyafatl*ire,-le pas optimale f,* : I sera reftis6 par le testde descente, si r&r t *. O" aoit aonc prendre

a1mr.i. m,2<1

Remarque 2.6
r Nous iavons d6finie plusier:rs rn6thodes de recherche rin6airc ce qui per-

AT"*r 
calculer rr+r d partir de rp urivant re sch€ma iteratif d6ja aefini,

fik+r: xx * t*d,x

od d* est u*e directro'. &l peuf se dtx'a'der si ra sur6e ainsi 96'&rer @nverge vers une sorution du probJeme (1.12). Bien entendu quecette propridt. ne peut pas avoir ind*pendammJt au .uoi* de d6, larecherche lin€aire sera imp'issante 
:i d.* est,"trop o*iogoouru,, & g(ru).Ainsi on d6fini l,angle gu entre _g(rk) et d3 pa,r

c1, : cos(g)) : -' {"iJ:3!\' n' 
llg("u)ll llaoll

(2.e)

(2.10)

Et d'aprds le th6or€me r.6 dk serait une direction de descente si etseulemr:nt si c6 > 0.
r Dans ler chapitre 1., on a vu un th6ordme <ssentiel de convergenae (th6o-rdme 1.1.), o. thdordrne couwe 

'n domaine trds rarge d,algorithmes.
sachanl; que notre but est I'6tude des m.dthodes utilisants essentierle
ment &:s directions de descents, a,vec des recherches rin€a,ires qui sont
dans la plus part du temps inexactes, on utilise souvent le th6ordme
suivant
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Donc

{1- rnz)'x llg("0)ll 3 Llldxll
Synthds,e:

On d6duiit des deux arguments que (avec , : mt(I - mz),
L

rc2u lls(x6)ll' . f (ro) - f (sx+r)

Donc

,f nlig,llt s l(cr) - f(rr+r)
i:1

", "f 
r* borufu iaf6:rjeurrement alors {e$ pr::sgue {/(rn)} \)

f "3llg,ll' 
< *

Et si de p,lus on slrppose que ffg(r;)ll ) " 
> 0, Vft € N impiique

f"3.*
Contrairernent aux hypoth€ses.
Remarqtre 2.?

c On cl€montre que le th€o€me 2.7 reste valable si on utilise une recherche
lin6a'ire v6rifiant ce qu'on appelle condition de Zoutendijk : Il existe lne
mnsbante L > A tele que pour tout k ) 1 on ait

f @*+') < f(c*) - r lls(c6)ll2 e6 (2.11)

r On rrote que les rechrechas lin6aires exactes ainsi que la recherche li-
n6aire du type Armijo et Goldestein v6rifie ia oondition 12.11).

Exemple 2.1
Nous allons tester l'algorithme "steepest dmcent" avec difi6rentes recherches
lin6aires, oorune fonction test oa prend : la vallfu - banane - de Rosenbrock.
tr sagit d'r:me foncfion a, deux variables du gnatri€me d%l6 qui se pr€sente
cornme.uft: vali€e en U dont le fond assez plat est incurv6 suivarrt une para-
bole.

37
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Thbleau 2.2

39

r Sf,eepest dgcerrf, gvcr r.eclraml"o ,i^A^2 Jmrk tk I* f (xil llg("u)ll
1

10

100

200
500

1000

1500

2000

2.499 x 10-03
4.999 x 10-03
2.499 x 10-og
2.499 x 10-oB
1.250 x 10-03
:2.499 x 10-0'3
,4.999 x 10-B

(-r.zt t , r.uuu)
(-1,016,1.035)
(0.360,0.123)
(0.683,0.466)
(0.930,0.865)
(0.976,0.953)
(0.988,0.s??)
(0.994,0.989)

24-2W
4.067
0.413
0.100

4.841 x 10-03
ti.501 x 10-oa
1.225 x 10-04 I

?.838 x 10-05

232-86?
3.239
1.399
o_409
0.124 

l

2.304 x 10*, 
I

1.39O x 10-02 |

1.037 x 10-02 l

Thbl,eau 2.s : steepest descent avec recherche Iin€aire de

k ty 67; f (rn\ llg(nr)I
10

100
200

500
1000
1500

2000

gl.OZ+ x fO-03
€t.573 x l0-04
8r.573 x 10-e
8.573 x 10-oa
g'.U24 x 1O-s
8.573 x 10-e
8.573 x 10-e

| (-r.zoo,1.000)-
{-0.939,0.S7S)
{-0-483,0-248)
(0.386,0.149)
(0.737,0.M3)

t0.g0'6,0.821) I

(0.989,0.978)
(0.998,0.996) 

i

24.2A0
3.765

2221
0.376

6.894 x 10-02
8.749 x 1O-o3
1.117 x 10*e
2"716 x 10-6

232.867
5.702
2.956
r.221
0.428
o.142

1.356 x 10-02
1.478 x 10-03

teepest avec terchp lin,

2,,+gS x tO-03
4.999 x 1O-03
2.499 x 10-og
2-0O0 x 10-02
9.999 x 10-s
9.999 x 10*oa
1.250 x 10-B

(-1.200,1.000
(-1.016,1.03)
i0.593, O.A7)
(0.716,0.511)
(a.927,0.859)
(0.975,0.951)
(0.988,0.977)
(0.ee4 0.e8e)

24.200
4.067
o.166

8.059 x 10-02
5.38t) x 10-03
5.919 x 10-u
1.279 x 10-M
2.1387 x 10-05

3.239
0.762
0.455
0.332

8.178 x 10-u
1.259 x 10-02
6.108 x 10-og



Chapitre g

Metlhrodes Newtoniennes

3.1 Ddfinition de I'algoriflhme
L'algorithmLe de Newten est une m€thode trds g6n€rale pour rfuoudre unsystdme dtquations non lin6aires de la forme

e{s} : o

s(so)+c'(oui("-se):0 (3.2)
si g est le gradient d',ne fonction / e minimiser alors, gt at son hessien.
L'6quation (3.2) est r€ecrite :

s@t)+H(rz,)@-sr):0
Lorsque fr(r6) est inversible la solution de l'€quation est r : o611, Ia nouvelle
it€r6 de l'algorithme de Newboa est donc

{3.r)
ori g : R' -* lR" est suppos6e rfuuridre. pour re probldne (1.12) d€,je pas6,on utilise certte mdthode-avec a{c) -- vf{"), c*o 1s.r; ;€",-"" ra, eonditionn€ffisairc dbptimalitE du probldme.
L'algorithm,e de New-ton g6n€re une suite de vecteurb {"o} a. la mani6resuilante. supposant 

"orlnu 
I'it6r6 courant r3; I€quatlor (i.l) Iin6arisfu en16est:

ori

lf*+1 : r**d*

d*: -H-1("ulg("u)

47
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t kr stite fu *py" {F,6} est sgmdtrdgae et d|fmie.psititreo Il eciste p u.o 
!?,t ny ilErll llo;'!l . p, v,b € {1, 2, .....}Alors; /,ry"f llg(or)ll 

j 
0. " a" Ir-

Ddmonsiiation :

Il sufit de d€moutrer que .o : -n!-?})do_ \ ; -
thdordme 2.8. ttfriltm > 11 > 0 et on applique le

En effet; si 'tr1 : rwin(o(?1,)) et puisque Br, est s*e€trique d6finie positive
=+ B;t sym6trique et dEfinie positive alors ll6l;jll : i
Grdce d, tJauchy-Schwara et l,€quivalen"" d; ;.;*, ^t

cp: 
d*fi?r:E#trffi.' )t lig("r)ll' l

: lr("-I7ltBilt
: It,

ThdordsrLe 3.1
Soit s* une salutim, d:-!?I!- Supposant qtte g est & el,,sse Cr dans unuoi'sinage v,' ae r* et E@-) est iiuerstbte,. sit eriste, , o et 6 > 0 tersque

llrt-t.l/ Seet lfay,-E(q,)ll S6
alors I'dge>rithme s.l auee d6-donnE par (s.s) g€ncre ane suite {16} conuer-geant rin€atuement uer3 r.. 

^gr de etrs ipr"{ iirt*i"r"* }r{"*}, a,Isrs ra@naergen(E est super-rin€a'fue. Enfin, *t it 
"it 

li.eunit"l"n et si .,1,_ H(",) :
{f"n - r.ll), olors La onuergeni 

"rt 
quoa*t q*Ddnroastration ..

g e c,(v,') =+ fr est continue s'' y,, et puisque E(r-) est inversibre =>I{(ru) est invercible pour !ri6 e v,. - si de p_Ius d est assez petit arors g1 seraaussi inversible donc la direction(B.a) est bien d.finie d.onc

fik+t - fi* : r* * dx _;5* : 0k _ fr* _ B;lg(rj) :
: A;1(Au@u - rr*) __ g("u))

En utilisant ia formrle (1.6) pour la fonction vectorielle g

g(sd : .g{o* + (*u - r*)) : s(r,) * J rr"- + t(rn _ r-))(*x _ r*)d,t
n



3.2. MODWC.{TTON DE L'ALGOETTTIME DE NEWTON W GLOBALISKTIAN4.

ce th6ordme n'entraine nullement la convergence globale de l,argorithme deIrtrewton, mais itr dit
alorso6al.**il*S;Ji":1,Tl:X1x,f ", j"#::H"xl"Tij*_{#}
de Nernton sont bien corurue :

1. L'algrrithme n,est pas globalement convergeaat I2' L'algruithrne n'est pas d€finie en un point r of fr(r) est singuridre;
3' si f1(r6) n'est pas d6finie positif; ra direction (3.4) n,est pa.s une di-rectio:n de desente \
4' Le point stationnaire obtenue peut 6tre 'n minimum local, un maxi_mum local ori ua point de selle;
5. un sSestdme }in6aire d'ordre n, doit 6tre r€sohrt d chaqlre it6ration.

3.2 Modification de largorithme de Newton
et globalisation

on note que, contrairernent aux m6thodes dlr premier ordre (chapitre 2)J'algorithme (3.3), (3.4) fournit non seutrernenl, unedirection, maisaussi *netrongeur de p'ag le long de oette direction, en d'autres terme, le pas t : 1est pr6viligi6 (pour avoir une convergence zuper-lineaire vue le theordme 8.1).ceci est valable seulement po'r re1 pioche a" r" *i"[.;,]]io a" la, on n,a pas
<fe crrnvergenoe gl,:bale, pire enoole ir drr**tion (B.a) n'assure pas ra drente ;c'est-d-dire

f(cr+r) : f(r*+ de) s; f(ck)
Ilour cela on peut interpr€t€ (8.4) comme'ne direction , le rong de laquele
on effectue unerecherche lindaire pour forcer la descente entrainant la conver-
gence globaler.

Une telle recirerche est possibre que si H(ro) est d6finie positif (po'r avoir
s(r*)dr < 0). sinon, on peut modjfi6 le hessien;car ce cas est facilement
r'uperable {re',ienaut :sx rwaxques 3.1) padant ra d€courposition de H\ru)
(,par la m€th'de de Chole-ski), on 

"'u,p"rgoit 
tr& vite qu,oi doit extraire une

lacine carrfu n€gativg on peut alors ajouter 'n terme positive ld, ori iI lefaut, de faqon A, obtenir la d€finie positivitee d.er la matrice hessienne. Il fautrnentionner qr*e cette technique est trds gourmande en nombre d,operation
elfectuer; don.c elle est peut effca,e.



3.2. AICIDWCAWON DE L'ALGORW*ME DE NEW''N W GLOBALISATTON4T

Exennple B.l
on appliq'e I'algorithme 3 ?:* Ie probrdrne test de l'exemple 2.1, res r€su'_tats sont illustrEs dans le tableau g.i

3.2.L A-lgorithme de Newton tronqu6
A I 6tape 2 de I'argorithne 3.2, et vue les remarques pr€c€dentes, on voit bienqu'il est pra,tiquement trds couteux (ou impossiu.i J";;uler exactementla direcJion rds, oD peut arors r6soudre r,6quation de Newton (B.b) de manidreapprochee. I)ans la pratique cette r€solution sa fait par ,,unprocesus it€ratifinterne" (le plus *"r** ii s'agit de l'algorithme du $adient conJug€ rinGaire,ce procesflrs sera stopper arrant e'n\ergence d'ori Ie nom d'argorithne d.Newton tron,qu6. Voici un exemple de te{ m6thodes.
.Algorithme B.B

1

2
a

4
5

D

t

8

I
10

11

72
13

74

15

16

L7

i8
19

?0
21

r.ooo
0.117
1.000
1.000
1.000

4.490
1.000

0.490
1.000
0.700
r.000
0.490
1.000

1.000

1.000

0.700
1.000
1.000
1.000

1.000

1.000

(-1.1?0,1.3S0)
(-0.947,0.844)
(-0.??s,0.5?6)
(-0.513,0.i93)

_(-0.412,0.160)
(-s.I85, -A.Vn)
(-0.089, -0.001)
(0-099, -0.030)
(0.198,0.029)
(0.387,0.i11)
(0.457,0.2a4)

t0.591,0.329)
(0.671,0.444)
(0.814,0.642)
(0.850,0.722)

-1.200,1.000

(0.933,0.863)

i0.960, s.922)
(0.994,0.988)
(0.ggg,o.gg8)
(0.999,0.999)
(1.000,1.000

24.2A1

4.731
4.067
3.243
2.779
2.005

r.ng
r.193
0.973
0.651
0.523
{).296
0r.208

0.111
7.565 x 10-02
2.239 x 10-02
9.590 x 10-og
1.606 x t0-03
1.634 x 10-oa
9.9?9 x t$-o?
1.030 x 10-10
4.459 x 10-1e

232.867
4.639

26.020
13316
22.312
4.9507
r3.t65
3.101

8.064
2.137
9.039
1.007
5.692

1.703

7.439

0.314
2.912
0.260
0.511

6.1?3 x 1O-03

4.210 x l}-oa
4.157 x 10-oe



3,2. MODWCATION DE L'ALGORTTHII,fiU DE NEWTON W GLOBALISATION4'

.Exe'nple,&2

,!n appiiqrre l'algorithme de Newtone trnnqu€ sur le problBme vue dansI'exemple 3.1, les rfuultats sont preseni.s darrs le tableau B.Z

Remarque €1.2

L'algorithme de Newton (ainsi ces modifications) est trds effieacq seulement
pour le mettre en oeuwer il n6cessite d, chaque it6ration de I'algorithme, le
calcul de la matrice hessienne ainsi que son inverse, ce qui demande'n temps
de calcul consid6rable et un investissement humain trop important. Dans ce
cm t'algrrif&rne de Qua-si-New.ton, otrfre une alternafile.

g(rx
1

2

3

4
o

6

T
8

9

10

11

12
13

14

15

16

t7

1.000
4.fi7
1.000
1.000
1.000
e.4w
1.000

0.490
1.000
0.700

1.000
r).490

1.000

r.000
1.000

0.700
1".000

I.000
1.offi
1.000

1.000

(-1.200, nm0)
(-1.175,1.380)
(-a.947,il.844)
(-0.??8,0.5?6)
(-0.513,0.193)
(-0.4!2,0.160)

(-0.185, -A.gn)
(-0"08e, -0.001)
(0.099, -0.030)
(0.198,0.029)
(0.387,0.111)

t0.457,0.204)
(0.591,0.329)
(0.671, t.M4)
(0.814,0.642)
(0.850, A.722)
(0.933,0.363)
(0.960,0.922)
(0.994,0.983)
(o.ggg,o.ge8)
(0.999,0,999)
(1.000,1.000

24-200
4;73\
4.A67
3.243
2;779
2.1)05

L'rzg
1.195

0.$73

0.651
0.523

0.296
0.208
0.i1tr

7.56b r: 10-m
2.239 x 10-02
9.59 x 10-03

1.606 x 10-03
1.634 x 10-oa
9.931 x 10-o?
1.031 x 10-10
4.462 x 10-1e

232.867
4.639

26.020
13.?16
22.312
4.950
I3.r65
3.101

8-064
2.r37
9.039

LA07
5.692
1.706
7.438
0.314
2.912
0.260
0.511

6.174 x 10-03
4.211x 10-oa
4.159 x 10-oe
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