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Introduction

Si c’est & 'antiquité que remonte les premiers problémes de maximum
et de minimum (Buclide, Appolonius, Archiméde, Pappus), On peut dire
que c’est & la fin du dix-septiéme et au dix-huitiéme siécle qu’apparaissent
les premieres méthodes générales de solutions. Le développement de 'ana-
lyse mathématique en particulier le calcul différentiel (Newton, Leibniz), I'in-
troduction de fonctionnelles {Buler, Lagrange) a permis & Yoptimisation de
Jouer un réle important dans le secteur des sciences exactes, ou la plupart
des principes physiques peuvent s’énoncer sous forme variationnelle. Dans
ce contexte 'analyse des équations aux dérivées partielles de la physique et
I'explication de leurs liens avec Poptimisation ont fait un grand progrés au
cours des 30 derniéres années (méthodes variationnelles). L’étude des mo-
deles économiques (recherche opérationnelle) et des applications techniques
(sciences de I'ingénieur, automatique...) sont devenues des domaines ou I'op-
timisation trouve un champ d’application assez large. Et de facon générale,
les techniques d’optimisations Jjouent un réle de plus en plus important pour
la conception des systémes et des équipements de toute nature, et toutes les
décisions techniques ou économiques. Par ailleurs, il en est de méme pour les
méthodes modernes de traitement du signal.

Le sujet du travail proposé ci-dessous est ’étude théorigue et numérigue
du probléme d’optimisation non linéaire sans contraintes qui se présente
comme suit :

mingmiser {f(z):z € R"} (P)

ol; f:R*"—=R
Cette restriction - pour les problémes sans contraintes - n’est pas fortuite car
la totalité des méthodes exposées sont applicable dans le cas ”avec contrain-
tes”, via une théorie appropriée. La stratégie adoptée pour la résolution du
probléme (P) est I'utilisation d’algorithmes & direction de déscente, définis 3

vii
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est due au fait que les démonstrations de convergence exige des conditions
de convexité forte. La méthode de la plus profonde descente et qui remonte
a Cauchy est présentée dans le but d’appliquer les conditions d’optimalité,
ce qui donne une autre interprétation aux méthodes vue dans ce chapitre.
Chapitre 2. Un point délicat est soulevé dans Ie premier chapitre : L’ambi-
guité dans le choix du pas qui est crucial pour la convergence des algorithmes :
”approximation successive” et "la plus profonde pente”. La solution est dans
l’adoption d’une recherche linéaire; mais c’est ici qu’apparaissent les plus
grandes difficultés pratiques, alors que la direction est généralement facile &
calculer, une fois la théorie bien maitrisée. I faut déja une solide expérience
pour écrire une bonne recherche linéaire. . On distinguera deux modes de
recherches linéaires : Exacte et inexacte. Une tendance se dessine alors vers
I'adoption des recherches linéaires inexacte (plus économique), notre intérét
est porté pour I’étude plus au moins détaillé pour les plus importantes de
ces méthodes & savoir Goldestein, Armijo et Wolfe. A la fin de ce chapitre,
on expose un théoréme essentiel de convergence globale (théoréme de Zou-
tendijk), ce théoréme est une alternative & celui de Zangwill (vue en chapitre
1).

Chapitre 3. L’algorithme de Newton est développé dans ce chapitre.
Un théoréme de convergence locale est démontré. i servira de guide pour
I’établissement de la convergence locale des méthodes quasi-Newton. On ex-
posera aussi les avantages et les inconvénients de ’algorithme de Newton
toutes en proposant quelques solutions sous formes -d’algorithmes modifiés
(Newton avec décomposition de Choleski et Newton tronqué), accompagné
d’un théoréme de convergence globale (Théoréme 3.2) et des tests numériques
témoignant de I'efficacité de ces méthodes. Sans parvenir 4 se débarrasser de
la plus part des inconvénients de ’algorithme de Newton et surtout : L’effort
fourni pour le calcul des dérivées de secondes ordres ainsi le nombres impor-
tant d’opérations élémentaires nécessaire pour inverser la matrice héssienne.
Ce qui fait que cette méthode est restreinte aux problémes de petite taille.
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Chapitre 1

Notions générales

1.1 Introduction

Qu’est ce un probléme d’optimisation ?

Un probléme d’optimisation ce définit comme la recherche du minimum
ou du maximum d’une fonction donnée. On peut aussi trouver des problémes
d’optimisation pour lesquels les variables de la fonctions a optimiser sont
contraintes d’évoluer dans une certaine partie de Pespace de recherche. On
s'intéresse aux méthodes numériques pour résoudre les problémes qui sé-
noncent de la maniére suivante :

7 Trouver z* € X tel que, pour tout z € X, on ait flz*) < f(z)”

ot X est un ensemble et f est une application définie sur X & valeurs réelles
(dans R). II s’agit donc de trouver le point z* de 'ensemble X qui minimise
f sur X. On notera également ce probléme comme suit

min f(z). (1.1)
On dit que X est ’ensemble admissible du probléme et un point de X est dit
point admissible. La fonction f est appelée fonction objective, fonction-cott,
ou critére du probléme.
Le probléme (1.1) peut &tre trés général. On peut toute fois déja noter une
restriction : L’ensemble d’arrivée de f est un espace vectoriel de dimension
unt. Nous n’aborderons pas les problémes ott Vespace d’arrivé est de dimension
supérieur (on parle d’optimisation multi-critéres) et le cas oit X est une partie
de N" et f est & valeurs dans N .
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ler)
{ Tpi1 € .A(SE[C) si xy, ¢ Q

Tri1 — Tk si T € Q
2°¢) Une fonction test o : X — R continue telle que :
z ¢ Q= aly) <aolz); Vye Alr)

Remarque 1.1
voici quelques exemples de 'ensemble des solutions () :
e Q={z€ X :Vf(z)=10}
o (= {7 € X : z est une solution optimale du probléme (L.1)}
e Q={zeX:f(z)<v+e}, e > 0et v est la valeur minimal de la
fonction objective.
Le choix de la fonction test a(z) est souvent f(z), IVf(z)|| ou ||z —=z|
(z* € Q).
Définition 1.2
Soit A une fonction multivoque dans X ; A est dite fermée en z € X si

{ Tp €X, T — &
Yr € A(zr), Y — ¥
Théoréme 1.1 (Zangwill)

Si la fonction multivoque A est localement bornée et fermée alors tout point
d’accumulation de {xy}, . est dans ).

Démounstration :

Soit K tel que hll{nxk =z Alors HII{na(zk) = a(z) (a continue); {a(zx)},

est une suite décroissante puisque :

=y c Alz)

T € Q= Tl = T = a(:L']H.]) = a(a:k)
Tp & Q= Ty € Alze) = aTiya) < afzy).
{a(zk) }pene décroissante = lim a(z;) = a(z).
{Tr} i bornée et A localement bornée = {Zk+1} e bornée.
Soit K' C K tel que limzy; = '; alors a(z') = a(z).
K/
Puisque A est fermée, alors 7 € A(z).
Siz ¢ Q alors 2’ € A(z), donc az’) < a(z): qui est une contradiction avec
la définition de la fonction test a.
e Ce théoréme a une valeur théorique ; on verra plus loin que dans des cas

spécifiques, une démonstration directe de convergence est plus facile en
général. Mais il montre bien que la fermeture de A est cruciale.
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Puisque g, — g, alors
Ve > 0,3N e N;Vk > N - lgx — q| < e.
Donc
*—q<|@—q| <e,
Hr 2 —f
lox — 2|

= o — 27| < (e + @y

g2 5

Théoréme 1.2
St x5 converge lindairement vers x7 ,alors pour tout g > lim sup qy,, tl existe
un N € N et M > 0 tels que :
llzx — 2™} < Mq* pour tout k > N, (1.3)

Démonstration :
Supposant que Yimsup g, = q alors; Je > O telleque ¢ 4 & — g de {1.2) on
B

loeis =2 < (@' + &)l — 27| = qllex — 27|, k> N

Pourk:rl’\/'Jr(k*N)ona:

* * — *' TN — 'I’)‘
ot =21 = s =] ¢ oy - ] = 222
Et le resultat s’obtient avec M — ﬂ'x;\;\;xﬂ
1.3.2 Vitesse de convergence en racine
On s’intéresse & I’étude du taux :
T = |z — 2]/ (1.4)

® Silim supr; = a < 1: on dit que la convergence est r-linéaire et o est
le taux de convergence associé.
Si lim supr, = 1; on dit que la convergence est r-sous-linéaire.
Si lim ry = 0; on dit que la convergence est r-superelinéaire.
Remarque 1.3
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L. Le rayon spectral d’une matrice 4 € M, est le réel positif p(A) défini
par

p(A) = ez 1

O 0(A) est Pensemble des valeurs propres de 4 (spectre de A)
2. La trace d’une matrice A4 ¢ M. (notée Tr(A)) est la quantité

- TT(A) = z_{ »\,‘
MiSolA)
Théoréme 1.3 (Schur)
- 51 A est une matrice carrée réelle, il existe une matrice orthogonale
Q telle que Q~1AQ soit triangulaire.
—~ Si A est symétrique , i eziste une matrice orthogonale Q) telle que
Q7 AQ soit diagonale.
Résultat 1.1
- 1. Soit A e M, ; si A est semi-definie positif alors T r(4) >0
2. Une matrice symétrique est dite définie positive si et seulement si ses
valeurs propres sont toutes positives; elle est dite semi-définie positive
si ses valeurs propres sont toutes non négatives, avec au moins 'une
d’entre elles nulle.
3. L'orsque A est définie positive(resp semi définie positive) on dira gue
f (z) est une forme quadratique définie positive (tesp semi définie po-
sitive).
L Définition 1.7
On appelle norme matricielle subordonnée & une norme définje sur R", la
norme matricielle (également notée|.|| ) définie par

= sup [Azl|=  sup | Ag|
zERD '.{1' “ z€R™ llzll<1 T€R" Jzll=1
Par définition, on a pour toute norme matricielle subordonnée, la propriété
trés utile [ Az || < ||A)) lz]| , I'égalité étant toujours possible pour au moins
un vecteur x, car la sphére unité est compacte en dimention finie.
Résultat 1.2
Application de la définition de norme matricielle subordonnée

14l = ma ) lagl, 1Al = Vo(ATA) = \/p{AAT) = | A7),



1.5. CONSIDERATIONS NUMERIQUES SUR LA RESOL UTION DES SYSTEMES D "EQUATIONS

Définition 1.19

J : R* = R est ditedeux fois différentiables en Z sl existe un matrice
n X n symétrique H (Z)appeé la matrice hestienne de f en Z et une fonction
B (Z,z) — 0, quand z — 7 telle que :

- " . | i T e
[@)=F@+Vi@) (z-2)+5(c~2) H@E)(@—2)+|o - 2)B (3,0)
(1.7)
Résultat 1.3
Formule de Taylor : Soit f:R™ — R, une application de classe C2. Alors

1
[ +d) = f(z) + 9@)"d+ 2" H(z)d + ofdIf).
Formule de Taylor avec reste intégral : Soit f: R” — R, une application

de classe C?, alors

=44

flz+dy=flz) + /(g(?: + td) " d)dt = f(z) + / g(z)Tdz (1.8)

T

Formule de Ia moyenne : Soit f :R™ = R, une application de classe (!
sur le segment [z}, z5], alors il existe € [z1, 2] tel que

f(@2) = f(z1) + 9(2) (72 — ).

Les résultats précédents restent valables, si f est une fonction véctorielle .

1.5 Considérations numériques sur la réso-
lution des systémes d’équations non li-
néaires

On verra plus loin qu’un probléme d’optimisation puisse étre transformé en
une recherche de solutions d’un systéme d’équations non linéaires, donc la
premiére idée naturelle est d’appliquer une méthode numérique de résolution
de ces systemes. Ce qui nous ramenes 3 étudier deux de telles méthodes :
Gauss-Seidel et approximation successives, qui sont des méthodes de premier

ordre
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On suppose que F est localerment lpschitzien ot cvercef et sott T une solution
de (1.9). Alors 1 ‘algorithme définie en 1.5.2, converge si t < 0 suffisament
petit.

Démonstration :

Soit 7, la premiére itération et z* € R" une solution (i.e. F(z*) = 0), et pre-
nant B = B(z,, ||z; — z* Il) (1a boule fermé de centre z; et de rayon ||z; — z*||
). Puisque z, = 7, + tF(z1) et F(z*) =0, 0n a :

le2=2"* = (22— (@2 —2") = o1 - "P +
+221 — ") (F(21) — F(2")) + || F(zy) — F(a")|?

Prenons ¢ < 0; alors d’apres (1.8) et (1.9) :

w2 — 2| < (1 + 2mit + M%) |y — & & (1.12)
Il suffit de prendre ¢ > —237 pour avoir :

OSK=142mt+ M4 <1

On itere la formule (1.10) pour avoir :

ek —2*[* < K* 2y — 7| < Jfay — 272 (1.13)

Remarque 1.4
*® On peut déduire de (1.12) que :
[€hi1 — 27 < K [z, — 2]
Avec 0 < K < 1, donc {z} converge lindairement vers x*.
® La solution z* est unique, car si I* est une autre solution ; on a

Iz* — ™| < K ||z" — 2" || (contradiction )

1.6 Définitions

On aborde le probléme d’optimisation sans contrainte qui est normalement
non-linéaire. Le probléme est posé dans R", donc

min, [ 1.14)
min f(z) (1.14)

ou f:R* - R.
Définition 1.12
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le vecteur dj, est la direction de discente en x; , le scalaire t; est appelé le pas
de la méthode a I'itération k£ .On peut caractériser les diréctions de discente
en Iy & 'aide du gradient :

Proposition1.1

Si f est différentiable en un point z € R™ et d e R telle que :

9(z)Td<0 (1.16)

alors d est une diriction de discente en z .
Démonstration :
On a pour tout £ > 0

fz+td) = f(z)+ tg(z)"d + te (t)

Donc si on écrit
f(z +td) — f(x) _

, g(x)"d+ ¢ (t)

On voit bient que pour ¢ suffisamment petit on aura f {z +td) — f () <0

1.7 Conditions d’optimalité

Les conditions d’optimalité d’un point © € R™ sont des équations, des in-
équations ou des propriétés que vérifient les solutions de (1.14) (conditions
nécessaires CN) ou qui assurent & un point d’étre solution de (1.14) (condi-
tions suffisantes CS). Ces conditions sont utiles pour :
o Vérifier Voptimalité éventuelle d’un point € R™, voir si c’est un mi-
nimum, un maximum ou un point stationnaire.
e Calculer les solutions de (1.14),
o Mettre en oeuvre des méthodes numériques permettant de résoudre
(1.14).
o Définir des tests d’arrét des itération dans les algorithmes de résolution
de (1.14).

1.7.1 Cas différentiable

On va supposer f de classe C! ou C2.
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démontre directement a partir du développement de Taylor autour du point

Z suivant une direction non nulle d (voir [3], p.133).

o Moyennant yn léger renforcement, les conditions du théoréme précédent
savérent suffisantes bour garantir un minimum, local, lorsque celui-ci est

niérieur.

(CS2) Conditions suffisantes d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.7
Soit f:R® - R deus Jois différentiable en z. S 9(Z) = 0 et H(z) est définie
positive, alors T est un manimum local strict.

1.7.2 Cas convexe

La notion de convexité permet de passer d’une caractérisation locale d’op-
timalité & une caractérisation globale. Dans un cadre de différentiabilité, 1a
théorie de la convexité est de portée moins générale. Son intéret réside ce-
pendant dans le fait quelle apporte également une caractérisation dans le cas
non différentiable,

Définition 1.14

Un ensemble X est dite convexe s pour tout couple (T, y) € X2 et VA &
[0,1] on a : '

M4 (1-NyeX (1.18)

Définition 1.15
Une fonction f définie sur un ensemble convexe X, est dite convexe si V1,29 €
X,etVae[0,1] ona

flam + (1 - a)zs) < af (@) + (1 - a) f(ay) (1.19)
Elle est dite strictement convexe s Vz1,70 € X, 7, # 75 et Va €]0,1]/ on a
flazi + (1 - a)zy) < af(z1) + (1 - a) f(z,) (1.20)

» Lorsqu’une fonction est différentiable, il y a d’autre maniéres de carac-
tériser la convexité,
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1.8 Algorithmes

Considérons maintenant le probléme non linéaire sans contraintes (1.14), ou
ton suppose que [ est continument différentiable sur R

1.8.1 Existence

Si f est minoré alors il existe une borne inférieur de f ( mais pas -
nécessairement- une solution 4 (1.14))

Exemple 2.1 : flz)=gr

[ est minoré par 0 mais on n’a jamais z € R tel que f(z) =0

* 1 fant done une hypotheése de phus: le lermme suivant {df & Powel {550

va dans ce sens.

Lemme 1.1

Soit f une fonction de classe C?| son hessien H est tel que, il existe une
constant m > 0 verifiant :

d"H(z)d > m|ld|; Vz,decRe
Alors, pour tout vecteur y € R™ Uensemble
L={zeR": f(z) < f(y)} (1.23)

est conveze et compact.

1.8.2 Uniciteé

Théorémel.10

Soit f une fonction strictement covexe sur X convexe .le minimum de f
sur X s’il existe est unique

Remarque importante

Théoriquement, le but d’un algorithme de minimisation est I'identification
d’un minimum, dans la pratique on est plus modeste, on se contente souvent
de chercher un point stationnaire (c’est-a-dire un point qui vérifie Péquation

(1.11)).

1.8.3 Meéthode du gradient

La méthode la plus classique pour minimiser une fonction de plusieurs va-
riables est la méthode de 1a plus grande pente (ou méthode de gradient & pas
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tel que : g{zy) = {gr{z), ..., {2z )), donc :
dk = 1{0, O, vy Edy 0, oy O) =.&6;
ol ¢ et £; est donné par :

9i(ax) = maz {|g;(z4)];1 < 5 < n}
{ __ & Ti)
|9:(z%)]
¢ Graphiquement la. sohution d,, est paralléle & un certain axe de coor-
données (correspandant & la plus grande composante du gradient).

Posant 0(t) = f(z;, + tdy) et cherchons #; une solution du probléme
8 )
I'idée immédiate est de chercher une solution de
‘ d
o) = (%f(zk +tdy) = g(xp + tdy) " dy, = 0,t>0 (1.26)
Or d; est 'un des vecteurs de base (& un signe prés) ; ce qui donne
9(zr + td) Td, = 9(zr +eite;)  (eie;)
= €igi($k + Eitei) =0 i= 1,2, Ty

C’est donc résoudre une seule composante du gradient, ce qui nous donne
une interpretation de la méthode Gauss-Seidel.
Maintenant on choisis parmi les solutions #; possible celle qui donne

f(.'L‘k + tkdk) < f($k)
Choix de la norme Lo

Dans ce cas |lzfl = |lzfly = | 121 2
Abordant un Lemme essentiel pour la suite
Lemme 1.2
Supposant que f est différentiable en x tel que 9(z) # 0. Alors le probleme
d’optimisation
min g(z}"d
ldll <1

admet '[Z‘ne ,Siolution dk‘ = ___“‘Zézk;”
k
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Proposition 1.2
On suppose le gradient g lipschitzien sur la tranche

L={z €R": f(z) < f(x1)}

Alors la méthode définie par (i), (i) et (iii), satisfait a
o Soit f(zx) est non bornée inférieurement
® Soit g(zy) — 0.

Démonstration

Observant que #(t) est décroissante sur 10, t;] puisque

#0) <o
0(t) continue (g continue) = 0'(t) <0, vt €]0,t]]
U est le premier zero de 8'(t) = 0, ¢ > 0

Donc #; est le plus petit minimum de 6(t), t >0
Si on pose £* = x, + t3dy.et on a : 7,z € L (par construction)
Argumenﬂ

On va montrer que dans le voisinage de ¢ = 0, f(z + tdy) décroit avec un
taux non négligable. Prenant z = Tk + tdy, t > 0 assez petit de facon & ce
que z € £; la formule de la moyenne pour 2’ entre z; et z donne

1(2) = ) +9() (2 ~ ) = flax) + (9(2) — glme) (2 — 24) +
+9(zx) " (2 — z1) (1.29)

On a

9(@k) " (2 — k) = — |lg(ze)|| |2 — ]|

Et puisque 2’ € £ du fait que 2/ = z; + Tdy, T € [0,1]
= fl) < f(2) < f(zx)
g est lipschitzien sur £,et grace I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

(9(2) = g(@r) (z=2x) < lg(=') — glan)| |z — 2| < M || — k|l ||z — ok
< Mz —zff?

= f(2) < f(ax) = llg(@i)ll |z — zil| + M ||z — 2
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De Vargument 1 et (1.30)

2
F(z) < flan) - Jig_g;[i

Done llg(ex)|* < 4M[f(zx) — £(2)] < AMLf(2) — f(zes2)], oo qui implique

>_llg@)]| < AM{f(@1) — f(apin)

Si f est bornée inférieurement on a [f(x1) — f(z441)] < C, Yk € N* ce qui

donne
i=00

D Ng(@)ll < C = glzy) — 0

=1

1.8.5 Etude locale de la convergence

Maintenant, on va analyser la convergence locale de cette méthode, c’est-a-
dire la vitesse de convergence des suites générées par I'algorithme au voisinage
du point optimum.

Théoréme 1.11 I

St [ est quadratique de la forme Jla) = §xTQ:1: —b'z, avec Q € M,
symétrique définie positive, b € R™, la méthode "steepest descent” (i),(ii),(iii),
converge vers la solution du probléme avec une vitesse linéaire de Tapport

An“/\l
r= =
/\n+/\1

Ou : Ay = maz(o(Q)); A\, = min(o(Q)).

Démonstration :

La condition suffisante d’optimalité (CS2) permet d’identifier la solution de
(1.14), il suffie de résoudre I’6quation (1.26), ce qui donne

_ 9(@e) T g(zx)
¥ 9@ Qalzy) (13D

Avec un calcul simple, on trouve

'r — |1 _ (’9(’$k)rg('xk))2 T
o) = 1 A e Ty T @



Chapitre 2
Recherche linéaire

Dans ce chapitre, on considérent le probléme du calcul de 1a direction comme
résolu, nous nous intréssons uniquement au calcul du pas optimal ¢* qui est
solution du probléme

min (1) (2.1)

» (1) la fonction test qui représente f{x + td) définie pour ¢ > 0
® z le point de départ de la recherche linéaire
¢ d la direction de la recherche linéaire

On suppose toujours que ¢'(0) < 0

2.1 Shéma général de résolution

Un algorithme de recherche linéaire résolvant le probléme (2.1) génére une
suite de valeurs {tl, 2, ...tk ..}keN* est un test & trois sorties qui étant donné
un t' > 0 (une valeur initial) répond si

a) t* est satisfaisant donc c’est une solution

b) t* est trop grand

c) t* est trop petit

* Ce test s’opére on vue de la valeur de 0(t*) est éventuellement de o' (t%).
¢ On appellera ¢* un pas optimal, t; un pas trop petit et ¢; un pas trop
grand.

25
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2.1.1 Propriétés

1) Les ensembles suivants constituent une partition de R*

{teR :0@)=0},{teR :0'(t) > 0},{teR":0(t) <0}
pour que tout t*+! soit classé sans ambiguité.
2) 3N € N telle que ¢} # 0 (8'(t)) > 0), pour éviter que ¥ — +oo0.

3) Tout intervalle [tk, t5] contient un t* tell que ¢ (t*) = O pour éviter le
cas : 'lt‘; -t -0

2.1.2 Remarques sur le calcul de t++!

1.. La recherche linéaire est caractérisé par le choix de t*+1 pour cela consi-
dérons les deux cas suivants :
e Cas t§*! = 0 (extrapolation)
On peut prendre 5+ = atk™ avec a fixe par exemple a = 10
o Cas #*! 52 0 (interpolation)
Donc; t5+1 g, t5*1[, on peut procédé a une simple interpolation
par dichotomie, c’est & dire

k+1 | k+1
aa t_g__ 1

Ce qui nous donne un intervalle de confiance (ot d’incertitude) divisé
par deux pour chaque itération.

2. Dans le but d’accélérer la recherche linéaire (c’est essentiel puisqu’elle
est exécutée & chaque itération de minimisation) il est bon d’orienter
le choix de t*+1. Pour cela I'idée général est de construire un polynéme
d’interpolation & partir de points déja testé puis minimiser ce dernier.
L’usage est de ce limité & deux points t* et t*=1- soit

8(t%), B(t57TY, @(tFY, B(tF Ty

Les quatres informations qui permettent de calculer les quatres coeffi-
cients d’un polynbme P(z) de troisieme degré le quel (sauf exception)
admet un minimam local. Les calculs donnent les coefficient du poly-
nome

Pz)=az® + b’ +cx + d
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2.2 Recherche linéaire exacte

Historiquement ( Cauchy 1847); on s'est d’abord efforcer de chercher un ¢*
tel que

0(t") < 6(0) et 0'(t") = 0 (2.3)

Sous ces conditions, on peut dresser Palgorithme suivant
Algorithme 2.2
e Etape 0 :(Initialisation)
k=1,¢ >0, £=0,tl=0,6>0 (suffisament petit)
o Etape 1 :
si [9'(?“”)[ <eg; stop t* = ¢t*
si 0(t*) > 0(0) o1 #(t*) > ¢ alors;
Rl = gk, s t5, on va i Y'étape 2
si 0(t*) < 8(0) et 0'(t*) < —¢ alors;
t5t1 = t%; t5*1 = t% on va a ’étape 2
o Etape 2 :
si t5™ = 0 déterminer #+1 €]t +oof
si 571 £ 0 déterminer 5+ s, ey
remplacer k par k + 1 et aller & Iétape 1
¢ On peut noter que ce test est plus rafiné que I'algorithme 2.1 (ce dernier
n'assurrait méme pas la décroissance de g).
Théoréme 2.2
Supposant que 0 est de classe C',0'(0) < 0 et 3t € R* tel que ; 0(t) > 0(¢*),
Vt € R* alors lalgorithme 2.2 est finie.
Démonstration :
Puisque 3¢* € R* tel que 6(z) > #(t*}, ¥t € R* alors IN € N'*; ¢t # 0 donc
{tg’} et {tf}} sont des suites adjascentes avec

lim t§ = lim ¢ = ¢*
9 est continue et §(t%) < 6(0) donc;

0(t%) — 8(t") < 6(0)
la méme chose pour # donne

(") < —e < —g <0
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dite conditions de Goldestein.
Algorithme 2.3

¢ Etape 0 :(Initialisation)

k=1, >0, il ti=0,0<m; <my <1

o Etape 1 :

si maB'(0)% 4 8(0) < 8(#*) < 8(D)8* + 8(D); stop. +* = ¢*

si 0(t*) > m,0'(0) t* + 9(0)alors ;

t_{;"l =% 1571 = 1%, on va a I'étape 2
si 6(2%) < my0'(0)£* + 6(0) alors
thel = gk, g+ t%, on va & I'étape 2

» Etape 2 :

si t5*! = 0 déterminer ¢+ €JtEt, +oof

si 157 # 0 déterminer 5+ Etit, it

remplacer k par k + 1 et aller & Pétape 1
Théoréme 2.3
Suppossant gue 0 est de classe (7, 7'(0) < 0 et 3t* € R* tel que; B(t) > 6(t),
Vt € R" alors la méthode de Goldestein est finie.
Démonstration :
Puisque 32" € R* tel que 0(t) > 8(¢"), vt € R* alors IN N; il #£0et de
la remarque 2.1, {tk} et {t5} sont des suites adjacentes avec lim t& = lim
t5 =%, 0 est continue et 0(t%) < 6(0) donc;
de b) on a;

8(t2) > mathB'(0) + 6(0) = 8(") > myt¢'(8) + 6(0)

B(tj) < math'(0) + 0(0) = 0(t") < mqat™6'(0) + 6(0)

Ce qui donne my < m; et puisque 6'(0) < 0 = une contradiction avec les

hypotheses
¢ Dans ce test on demande & #* soit de facon a ce que

b:(7) < O(t) < 0o(t%); ¢ >0

ou
01(t) = mo8'(0)t + 6(0)

0(t) = m, 0 (0)t -+ 6(0)
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Algorithme 2.5
 Etape 0 :(Initialisation)
=1Lt >0,0<m <my <1
o Etape 1:
si 0(t%) < m,0'(0)¢* + 0(0) et 0'(t*) > m8'(0); stop t* = ¢+
si 0(t*) > my0'(0)t* + 6(0) alors;
thtl = ¢k ty*1 = t* on va a D’étape 2
si 0(t*) < mq6'(0)¢* + 6(0) et 0'(tF) < myf(0) alors:
t};“ = 5,85 — % on va & Vétape 2
e Etape 2 :
si 51 = 0 déterminer t++1 E]t’;“, +o0|
si t571 £ 0 déterminer t++1 ST ]
remplacer k par k + 1 et aller & Iétape 1
Remarque 2.4
Ceci a une bonne interpretation : On assure d’une part la décroissance de #
(donc .1 ne sera pas trop loin de z;), puisque

o(t") — 6(0)
t

Et d’autre part du fait que 6'(%) > m,8'(0); 1a dérivée a suffisament augmenté
(donc Zx,1ne sera pas trop proche de B -

Théoréme 2.6

Supposant que : 8 est de classe C', bornée inférieurement et ¢'(0) < 0. Alors
la recherche linéaire de Wolfe est finie.

Démonstration :

3N € N tel que £ # 0 sinon t* — 400, avec

< mi0'(0) < 0= 0(¢") < 6(0)

0(t*} < 6(0) + myt*¢'(0)
Done 6(t*) tendrait vers —oo d’ott une contradiction avec les hypoyhéses
Les suites {t’;} et {t’;} sont des suites adjacentes avec
lim t& = lim t’; =
O(ts) > mith¢'(0) + 0(0) = 6(¢") > mt*¢'(0) + 6(0)
0(t;) < mith0'(0) + 0(0) = 6(t") < m1t*0'(0) + 6(0)

Ce qui donne
0(t") = m,t*6'(0) + 6(0)
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Pourt=0ona
0(0) =cet@'(0) = b
Ce qui permet d’écrire

1
0(t) = §at2 +6'(0)t + 6(0)
Auquel cas

—#(0) ~6"(0) o) —6(0)) _ 1
t*::-\.gtx = —— ‘;—\_:—/

a0 = = 1 6(0) e ) 59(0)
Cest-a-dire si § est quadratique, le pas optimale #* = 1 sera refusé par le test
de descente si m; > 5- On doit donc prendre

1
0<m1<§<m2<1 (2.9)

Remarque 2.6
» Nous avons définie plusieurs méthodes de recherche linéaire ce qui per-
met de calculer zy . ; & partir de Zy suivant le schéma itératif déja défini,
donc

Tpy1 = Ty + tydy,

O g, est une direction. On peut se demander si la suite ainsi géné-
I€r converge vers une solution du probléme (1.12). Bien entendu que
cette propriété ne peut pas avoir indépendamment du choix de dg, la
recherche linéaire sera impuissante s dy, est "trop orthogonale” & 9(xy).
Ainsi on défini I’angle ¥y, entre —g(zy) et dy, par

_9(zx)'d,
lg()ll lldxll

Et d’aprés le théoréme 1.6 dy, serait une direction de descente si et
seulement si ¢, > 0.

® Dans le chapitre 1, on a vu un théoréme essentiel de convergence (théo-
réme 1.1.), ce théoréme couvre un domaine trés large d’algorithmes.
Sachant que notre but est ’étude des méthodes utilisants essentielle-
ment des directions de descentes, avec des recherches linéaires qui sont
dans la plus part du temps inexactes, on utilise souvent le théoréme
suivant

Cx = cos(p,) = — (2.10)
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Donc

(1 —mo)ex [lg(zx)|| < L|dy]|
Synthé_sg g

On déduit des deux arguments que (avec r = M)
L

reg llg@n)l® < F(ax) — f(zria)
Donc

3 Al < Fa) — Flae)
=1

si f est bornée inférieurement alors (et puisque { f(z;)} \,)

> 2llg* < oo

Et si de plus on suppose que [|g(z;)|| > ¢ > 0, Vk € N implique

Zc? <o

Contrairement aux hypothéses.
Remarque 2.7
¢ On démontre que le théoréme 2.7 reste valable si on utilise une recherche
linéaire vérifiant ce qu’on appelle condition de Zoutendijk : Il existe une
constante L > 0 telle que pour tout k£ > 1 on ait

f(@ri1) < flaw) — Ll g(z)]|? (2.11)

® On note que les rechreches linéaires exactes ainsi que la recherche li-
néaire du type Armijo et Goldestein vérifie la condition (2.11).

Exemple 2.1
Nous allons tester I’algorithme ”steepest descent” avec différentes recherches
linéaires, comme fonction test on prend : la vallée - banane - de Rosenbrock.
1} sagit d'une fonction & deux variables du quatrieme degré qui se présente
comme. une vallée en U dont le fond assez plat est incurvé suivant une para-
bole.
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Tableau 2.2 : Steepest descent avec recherche linéaire d’Armijo

| k] 123 T, f(ze) lg(x)|
1 - (—1.200, 1.000) 24.200 232.867
10 [2.499 x 107" | (—1.016, 1.035) 4.067 3.239
100 | 4.999 x 1079 | (0.360,0.123) 0.413 1.399
200 12.499 x 10-% | (0.683, 0.466) 0.100 0.409
500 2.499 x 107°3 | (0.930,0.865) | 4.841 x 10-% 0.124

1000 | 1.250 x 107% | (0.976,0.953) | 5.501 x 10-% | 2.304 x 10-02
1500 1 2,499 x 1079 | (0.988,0.977) |1.225 x 10 | 1300 x 1p-02
2000 | 4.999 x 10-% | (0.994,0.989) | 2.838 x 10-% | 1.037 x 1002

Tableau 2.3 : Steepest descent avec recherche linéaire de

Goldestein
Lk ] 2 T Se) | Tedl ]
1 — (—1.200, 1.000) 24.200 232.867
10 |9.024 x 10793 (—0.939,0.878) 3.765 5.702
100 ) 8.573 x 10~ (—0.483, 0.248) 2.221 2.956
200 | 8.573 x 1094 (0.386, 0.149) 0.376 1.221
500 | 8.573 x 107% (0.737, 0.543) | 6.894 x 10702 0.428
1000 ) 9.024 x 10~ {0.9086, 0.821) | 3.749 x 10~ 0.142
1500 | 8.573 x 10—%4 (0.989, 0.978) | 1.117 x 10~% | 1.356 x 1092
2000 | 8.573 x 1094 (0.998, 0.996) | 2.716 x 107% | 1.478 x 10-93

Tableau 2.4 : Steepest descent avec rechercheAlinéaire de Wolfe

k] t l T | f@) T TGl |
1 — (—1.200,1.000) | 24.200 932.867

10 | 2.499 x 10-% | (—1.016,1.03) 4.067 3.939

100 | 4.999 x 1p—03 (0.593, 0.347) 0.166 0.762

200 | 2.499 x 1093 (0.716, 0.511) 8.059 x 10702 0.455

500 | 2.000 x 10702 (0.927, 0.859) 5.380 x 10793 0.332

1000 | 9.999 x 10~ | (0.975,0.951) | 5.919 x 10~ | 8.178 x 10~
1500 | 9.999 x 10793 | (0.988,0.977) | 1.279 x 10~% | 1.259 x 10-°2
1 2000 | 1.250 x 10" | (0.994,0.980) | 2.887 x 10-% | 6.108 x 103 |




Chapitre 3

Méthodes Newtoniennes

3.1 Définition de Palgorithme

L’algorithme de Newton est une méthode trés générale pour résoudre un
systéme d’équations non linéaires de la forme

9(z) =0 (31)

ou g : R® — R™ est supposée réguliére. Pour le probléme (1.12) déja posé,
on utilise cette méthode avee 9{x) = Vf(z), done (3.1) résume la condition
nécessaire d’optimalité du probléme.
L’algorithme de Newton génére une suite de vecteurs {zx} de la maniére
suivante. Supposant connu I'itéré courant ry; Péquation (3.1) linéarisée en
Ty est :

a() + ¢ @e)(e — z) = 0 (3.2
si g est le gradient d’une fonction f & minimiser alors, ¢’ est son hessien.
L’équation (3.2) est réecrite :

9(zx) + H(zp)(z —21) = 0

Lorsque H(z;) est inversible la solution de I'équation est £ = z, 1, la nouvelle
itéré de I'algorithme de Newton est donc

Tky1 = T + dy (3.3)

ou
dy = -—H“l(xk)g(:ck) (3.4)

41
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¢ La suite de matrices {Br} est Symeétrique et définie positive
* Il eziste p > 0 tel que IBxll || BSY| < p2, VB € {1,2,.....}
Alors; {f’im inf |lg(zx)| = 0.

Démonstration :
g § (.’L‘ k ) dk

II suffit de démontrer gie oy, == — > >0eton applique le
; .Uﬁ ('T&)llll lluldi‘ylll
théoreme 2.8,

En effet; si A\, = min(o(By)) et puisque By est symétrique définie positive

= B 4 symétrique et définie positive alors ”Bk‘ 1” o = /\i
Grace a Cauchy-Schwarz et I’équivalence des normes ; !
o — 9(zx) "dy _ _ 9(=x)*Brg(zy)
gl el ~ Tla(e)]] 1 Brg ()|
s _liglany® _ 1
llg(@i) I | By B2, 1Bl
z B

Théoréme 3.1
Soit z* une solution de (3.1). Supposant que g est de classe C* dans un
voisinage V,. de r* et H (z*) est inversible. Sl existe ¢ >0etd >0 tels
que

tor — 2l <e et 18— B(ze)) < 6
alors lalgorithme 3.1 avec dy donné par (3.8) génére une suite {2} conver-
geant linéairement vers x*. Si de plus {By} converge vers H (z*), alors la
convergence est super-linéaire. Enfin, si H est lipschitzien et s; By—H(z*) =
o(llzx — z*|)), alors la convergence est quadratique.
Démonstration :
g € CYV;+) = H est continme sur Ve- et puisque H(z*) est inversible =
H(zy) est inversible pour z; € V;-. Si de plus ¢ est assez petit alors By, sera
aussi inversible donc la direction (3.4) est bien définie donc

Tpp1 — & = T tdy—a" = Ty — 2" — Bk‘lg(:z:k) ==
= B}:I(Blc(xk =z} —glzx))

En utilisant la formule (1.6) pour la fonction vectorielle g

9(@x) = 9(z" + (25 — %)) = g(z") + / H(z" + t(ay — 7)) (wn — o7)dt
g
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Ce théoréme n’entraine nullement la convergence globale de I'algorithme de
Newton, mais il dit que si 7 est proche de la solution du probléme (3.1),
alors .1 est infiniment plus proche. en fait les inconvénients de la méthodes
de Newton sont bien connue :

1. L’algorithme n’est pas globalement convergeant ;

2. L’algorithme n’est pas définie en un point z o H (z) est singuliére ;

3. Si H(zy) n'est pas définie positif; la direction (3.4) n’est pas une di-
rection de descente

4. Le point stationnaire obtenue peut étre un minimum local, un maxi-
mum local ot un point de selle;

5. Un systéme linéaire d’ordre n doit étre résolut 3 chaque itération.

3.2 Modification de Palgorithme de Newton
et globalisation

On note que, contrairement aux méthodes du premier ordre (Chapitre 2)
Palgorithme (3.3), (3.4) fournit non seulement une direction, mais aussi une
longeur de pas le long de cette direction, en d’autres termes, le pas ¢t = 1
est préviligié (pour avoir une convergence super-linéaire vue le théoréme 3. 1%
Ceci est valable seulement pour z; proche de la solution, loin de 14 on n’a, pas
de convergence globale, pire encore la direction (3.4) n’assure pas la descente z
c’est-a-dire
F(@r11) = flze + dp) < f(zx)

Pour cela on peut interprété (3.4) comme une direction , le long de laquelle
on effectue une recherche linéaire pour forcer la descente entrainant la conver-
gence globale.

Une telle recherche est possible que si H(x;) est définie positif (pour avoir
9(zx)dr < 0). Sinon, on peut modifié le hessien; car ce cas est facilement
repérable (revenamt zux remarques 3.1) pendant Ya décornposition de H )
(par la méthode de Choleski), on s’apercoit trés vite qu’on doit extraire une
racine carrée négative, on peut alors ajouter un terme positive 13 on il le
faut, de fagon a obtenir la définie positivitée de la matrice hessienne. 11 faut
mentionner que cette technique est trés gourmande en nombre d’operation

effectuer; donc elle est peut efficace.
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Exemple 3.1

On applique Palgorithme 3.2 sur le probléme test de Pexemple 2.1, les résul-
tats sont illustrés dans le tableau 3.1

— Tableau 3.1
LA T f@) | @]
1 — (—1.200, 1.000) 24.201 [ 232.867
2 | 1.000 (-—1.17’0, 1.380) 4.731 4.639
3 |0.117 ( —0.947, 0.844) 4.067 26.020
4 11.000 (—0.778 ,0.578) 3.243 13.716
5 | 1.000 (-—0.513, 0.193) 2.779 22.312
6 | 1.000 (-0.412, 0.160) 2.005 4.9507
7 [ 0.490 (—0.185, —0.022) 1.729 13.165
8 | 1.000 (—0.089, —0.001) 1.193 3.101
9 |0.490 (0.099, —0.030) 0.973 8.064
10 | 1.000 (0.198, 0.029) 0.651 2.137
11 | 0.700 (0.387, 0.111) 0.523 9.039
12/1.000 | (0.457,0.204) 0.296 1.007
13 | 0.490 (0.591, 0.329) 0.208 5.692
14 | 1.000 (0.671, 0.444) 0.111 1.703

5 1.000 | (0.814,0.642) | 7.565 x 10~ 7.439
16 11.000 | (0.850,0.722) |2239x10-2| 0,314
1710.700 |  (0.933,0.863) | 9.500 x 10-03 2.912
18 11.000 | (0.960,0.922) / 1.606 x 10793 [ p.260

19 11.000 | (0.994, 0.988) | 1.634 x 10-%4 0.511

20110001 (0.999, 0.998) |1 9.929 x 10797 | 6.173 x 10-03
21| 1.000 |  (0.999, 0.999) | 1.030 x 10710 | 4,210 x 10~
22 1 1.000 |  (1.000, 1.000) | 4.459 x 101° | 4.157 x 10~

3.2.1 Algorithme de Newton tronqué

ATétape 2 de Palgorithme 3.2, et vue les remarques précédentes, on voit bien
qu’il est pratiquement trés couteux (ou impossible) de calculer exactement
la direction dy, on peut alors résoudre ’équation de Newton (3.5) de maniere
approchée. Dans la pratigue cette résolution se fait par "un processus itératif
interne” (le plus souvent il s’agit de I’algorithme du gradient conjugé linéaire),
C€ processus sera stopper avant convergence d’on le nom d’algorithme de
Newton. tronqué. Voici un exemple de tel méthodes,

Algorithme 3.3



3.2. MODIFICATION DE I’AL GORITHME DE NEWTON ET GI OBALISATION49

Exemple 3.2

On applique Palgorithme de Newtone tronqué sur le probléme vue dans
Pexemple 3.1, les résultats sont présentés dans le tableau 3.2

Tableau 3.2
[79 ) T f(z) lg(ze)ll ]
1] — ] (~1.200,1.000) 24.200 232.867
2 11.000 | (—1.175,1.380) 4.731 4.639
3 10.117 | (—0.947,0.844) 4.067 26.020
411000 | (—0.778,0.576) 3.243 13.716
5 11.000 | (—0.513,0.193) 2.779 22.312
6 11.000 | (—0.412,0.160) 2.005 4.950
7 [ 0.490 | (-0.185, —0.022) 1.729 13.165
8 | 1.000 | (—0.089, —0.001) 1.195 3.101
9 10.490 | (0.099,—0.030) 0.973 8.064
10 [ 1.000 |  (0.198,0.029) 0.651 38T
11 10.700 |  (0.387,0.111) 0.523 9.039
12 11.000 | (0.457,0.204) 0.296 1.007
1310490 |  (0.591,0.329) 0.208 5.692
14 1 1.000 |  (0.671,0.444) 0.111 1.706
15 1.000 | (0.814,0.642) | 7.565 x 10-® 7.438
16 | 1.000 | (0.850,0.722) | 2.239 x 10~02 0.314
17.10.700 | (0.933,0.863) | 9.59 x 10~ 2.912
18 1 1.000 | (0.960,0.922) | 1.606 x 1093 0.260
191 1.000 | (0.994,0.988) | 1.634 x 10-% 0.511
20110001 (0.999,0.998) | 00931 x 10-97 | §.174 x 10-93
21 11.000 | (0.999,0.999) |1.031 x 1071° | 4.211 x 10~
22 | 1.000 | (1.000,1.000) | 4.462 x 101° | 4.159 x 10~

Remarque 3.2

L’algorithme de Newton (ainsi ces modifications) est trés efficace, seulement
pour le mettre en oeuvre, il nécessite a chaque itération de I’algorithme, le
calcul de la matrice hessienne ainsi que son inverse, ce qui demande un temps
de calcul considérable et un investissement humain trop important. Dans ce
cas algorithime de Quasi-Newton, offre une alternative.
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