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llrrtrod'uction

La rrr6thode des sous-solutions et sur-solul'ions est une technique fructueuse

pour d6montrer des resultats de I'existence pour les probldmes non lin6aire'

i,'idi6" de base est de modifier |e probldme donn6 d un probldme plus simple et

utiiiser ensuite Ia th6orie de schauder et la th6orie des in6galit6s diff6rentielles

pour 6tablir les r6sultats d'existence du probldme original.

De manidre g6n6rale, cette m6thode consiste en ce qui suit :

(i) rOonstruire tme suite d'une certaine classe approximant les solutions.

(ii) Montrer Ia convergence de la suite construite'
(;iii) D6montrer que la fonction limite est r6ellement solution du probldme

pos6.

lLa m6thode d'irb6ration monotone peut 6tre utilis6e pour le calcul num6riques

des soiutions.

.La methode d'irb6ration monotone s'utilise pour d6montrer l'existence et I'uni-

r:it€r des soiutions pour les 6quations simples et les systdmes d'6quations el-

lliptiques et aussi paraboliques.

Da:ns ce m6moi:re on 6tudie cette m6thoder pour les 6quations parabiliques'

lLl
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{Chapit;re 1

JRappel sur les fonctions
lnolderiiennes et estimations de
IJr:haucler

lL.lL Espzrces des fonctions continues sur un
ouvelrt

Sloit a * A c IRN un ouvert.

D6linition L. (Fonctions Holderiennes) Pour rn € N* on d6signe par
(i*(9) I'espace des fonctions continues dont toutes les d6riv6es jusqu'd I'ordre

rn rsont continu.es sur f).

D6rlinition 2. On note C;"(CI) le sous espace de C*(CI) constitu6 des

fonctions de cet espace dont les d6riv6es d'ordre S m sont born6es et

rlnilbrm6ment continues sur f,). En dotant ce sous espace de la norme :

ll"ll-,, : I suplDpu(r)l
lll<m----

on obtient un espace de Banach.

D6dinition 3. si 0 < a ! 1. on d6signe par c!'"(o) l'espace des fonctions
Lrol<leriennes d'ordre a. d, savoir :

{'"(ft) : {u:, €Ca(f)) :1C > 0,Vr,y €{1, l"{*) -u(il\SCI* -sl'}
1
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Plus grln6ralement on d6finit :

C;",.(A) -- | u e Cf;@) :3C > 0' V lBl 1 m, Yr,?^. f,t, J1 lDsu(r) - Dlu(il1< c l, - al* J
Muni cle la norme :

ll.rll",," : llull*,u+ I -:;:" Wl9l:'mat

I'espace (:'"@) est un espace de Banach.

L.2 Estimations de Schauder

Soit oil; 0 c lR' un domaine born6 de frontidre dfl r6guliere de classe C2+o
(0 < cr < 1) et T > 0 un nombre r6el. On note par

Q :10,7[ x f,t, | : [0,?] x d0, }oQ :({Oi 
" CI) Uf

Soit l'op6rateur ,4 d6fini par Au z ut - Lu, oi

,, : i oo11t,4 !!-+ i b6(t,fl! + c(t,r)uI,,F 'ox'iori 7:, 'oh

est un,op6rateur strictement uniform6ment elliptique, c-A,-d

r o < 0, < F,' p,f,€o' < i ari@)t$i s O"f,t?
i,j:t i,j:t i,j:t

pourtout f :(€r,...,€rr) €R".
on suppose que 

&ij,bi,c e. co/z,o@)[o,r] x o)

Si u € rlr+a/2'2+a1$ (Q: [0, ?] x 0) est une solutions du probldme

Au : f(t,r)
U: 9, SUff
u : 96, suIT

ori / € ga/z'a (0) ,g € CQ+a)/2'r*"(Q), 9o € C2+o @;n) , alors il existe une
constarLte F : F(n,a, Ft, 0r) > 0 t

llullr**1r2*o s B (llf ll*,r,,+ llsll'.*t2,2+a* lloollr**)



Chapit;re 2

lPrincipe du maximum Pour les
r3quations paraboliques

:2.'.L Rappel et ddfinitions

lfdlftnition 1. lJn domaine CI de IR" est un sou ensemble non vide connexe

de lR'.

ID6:frnition 2. Soit 0 C IR" un domaine et u : f,) ----+ lR une fonction

r:€gu1i6re. Le laplacien Au de la fonction al est d6fini par

Au: TY (1.1)

oi, o'7

'Ih6or€me 1. Soit fl c IR' un domaine born6, et u € C'(A) n C (0)' nn

run point de maximum r* € Q on a:

0u,*,
ffit"\: 0, Pour tout k : L, " ',n (1'2)

rst 
{!1*.1 ( 0, pour tout k : L,. . . ,n (1.3)
o*i'



4CHAT'ITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMTJM POURLES EQUATIONSPARABOLIQUINS

2,2 Principe du marcimum pour une 6quation
sirnple

Th6or,bme 2 (Principe du maximum). Soit Q c lR' un domaine lborn6

de frontdre EO et T > 0 un nompbre r6el. On note par

Q:)0,?[ x0,f :[0,?] x8O,\oQ:({O}"O)uf Q.L)

(2.2)

(2.3)mA;{?J: mAX.U
A BoQ

Soit u r: C2 (Cl) n C @) et .\ ) 0 une constante v6rifiant

sur Q

alors

3-^ar.o.
dt

D6mornstartion.
r Supposos tout d'abord que fi - S'nu < 0 dans Q.
Pour s € ]0, f[, soit

Q,:10,? - e[ x fl (2.4)

Comme u e C @"), it existe un point (t' ,r') e Q, t"I que u(t' ,{) : o*u'
Si (/, il) € Q",la condition n6cessaire ut(tt,fri):0 et Au(t',rt) 10 <lonne

u1(t' , rt) - .\Au ) 0 ce qui contredit I'hypothese.

Si(t',at1 e{f}xO alorsw(T',/) >0 et Au(0 ceciquidonnela:mdme
contra<liction. Ainsi (t',r') e ErQ. _
Comm,: tout point (t,r) e [0,?] x 0 (a.rec T' aT), il existe s > 0 tel que

(t,r) e @", alors n5x" : nttlxu.

. Supc,ssons ff-)Aa S 0 dans Q. Introduisons lafonction u:zt-kt
avec & ) 0 une constante, alors

u1-)Au-'tr1-,\Au-ft<0 (2.5)

Tfl " 
: 

aa,>r 
@ + kt) S W" * kT : ryff" + kT 3 TXU + xz.

et



'1,3. 
PHTNCIP]' DTJ MAXIMT.JM POUR UN CIS PLUS GENARAL

Passons d,la limite lorsque k '----+ 0 dans (2.8) on obtient la relation (2.3).

Ilernarque. Le th6ordme reste vrai pour ff - AL,u * cu 3 0, sur Q ori
c, -- c(t, r) 3 co est une fonction continue et major6 sur Q. Dans ce cas il
suffit de faire le changement de variable u': eet'tJ avec o S - co.

Cor:Lsid6rons ma'intenant un cas plus g6n6ral.

(3.1)

(3.3)

i,i:L

pour tout (€t,...,€rr) € R'.
Jl'op6rateur ,L se nomme elliptique dans un domaine f,) s'il est elliptique

en tbout point :r € O.

Jl'op6rateur .L se nomme uniform6ment elliptique dans un domaine CI si

(l2.ii) est v6rifi6e pour tout point r e 0 et il existe une constante pr,o ) 0

telle que p(r) )z po, pour tout c e f,).

lD6finition 4. Soit C e M*{R) une matrice r6elle carr6e. La matrice C

se lromme orthogonale si ccii : I ou bien (c")-t : c'Lc\ ctr est la

:mabrice transpos6e de C.

',Z.il Prin,cipe du rnaximum pour un cas plus
g6nerral

I)arrs ce qui suit on s'interesse avec les op6rateurs diff6rentiels de la forme

Au: u1- Lu

f ou,(dt,i€r 2 t@)U,*:

ori I'op6rateur tr est d6fini par

,,:t",i@ffi (3.2)
i,i:1

Ddifinition 3. 1i'op6reteur .L est dit elliptique en un point r € O s'il existe

une constante p(r) ) 0 telle que
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I}estfaciledemontrerqu,unematriceC:(c)€M'(R)estorthogonale
si et seulement si r, /e K\

X'ai"ur: 6iu \u'v,/

ou bien si et seulement si ,,

i,o",n: 5n' (3'6)

Ic=1

Une transformation de coordon6es de la forme A : Cr of C erst une

matri,ce orthogonale J;;tll. transformation orthogonale'

ThearrAmes.SoitLunop6rateurelliptiqued6finipar(3'2),alorssous
une t:rasfcrrmation orthogonale d" l" fo;;;--i: c*,1'op6rateur I prend ia

forme n ,., 02u _ (3.?)
L1u: I uu-(r)ffi

k,m=L 
n

ot ',u(n) : u{C-'il: o(U) et bn*@): 
,E. 

ai1(C-ry)ckiqtui'I)e plus'

x'J= t

I'op€rateur -L1 est elliPtique'

D6monstration. Comme #: ci3, onapplique la d6riv6e de la fonction'

comPos6e

n 
^..,*, o'u - f ai5(C-rY)u,r^rm (3'8)

L"'i@)ffi: u,,i""='i.,i=1

D6finissons la matrice B : (bn*) par la relation

bk*:iou,(C-tU\cra'e*i (3'9)

i,i:1

nou.s trouvons L de la forme L1'

Pour 6tablir l'ellipticit€ de tr1' prenons (€r' ' ' ' 
' 
{") € R' :

i ur**ur*: i .on'"ooc"'t€x€* 
(3'10)

k.m=l ii,k,m=l
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J!
]losons At: 2-cp;{p, nous trouvons

/c="1

$^ rt -+^ \\) . on*<x<^: .L ait AiAi
Ic,rn:1 i'i:L

r\in.si, par I'ellipticit6 de L et La relation (3.6)

11,nn
\arSa\\:-./^^\Fr2
L bu,"<r<* : /a,iiA.i,ti 2 P\r) L\.

k,m;l i,i:L i':L
rL

: p(r) I eatxc*t€,n
i,k'm:f

rL: p@)D€l
k:L

(3.11)

(3.12)

l3n remarque que :

,r La quantih| 1t(r) est aussi preserv6e par les transformations orthogonales.

,r Si I'op6rateur L est uniform6ment elliptique, alors I'op6rateur Lr est

iaussi uniform6rnent elliptique.

,Th6or6me 4. Un op6rateur L de la forme (3.4) est elliptique en un

;point r* si et rseulement s'il existe une transformation lin6aire z : Dr oi
D ,= (dt) € I4l"(lR.) telle que L devient le laplacien en ce point r* dans

.[es coordonnles {zp}i:t.

D6monstrati6n. De l'algdbre lin6aire, pour toute matrice sym6trique A :
(or,i) e ,44,(R), il existe une matrice orthogonale C : (qi) € t|'(R) telle

qui:-la matrice B : C AC-l est diagonale. Si on fait une telle diagonalisation

en un point z" on trouve

)) uo*(r.)Io)",: i by1,(r.)\?o

k,nt:L k:l

Il sr'ensuit de (i3.13) que

> pr(r*) I f?, pour tout ()r, . . . , ),,)
k:l 

(4.13)

bnn(r*)>p(r.)>0 (3.14)
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Alors de (3.7), au point tr*, on auta

,u:,i.un^(r\h
k'm=L

Introdrrisons une autre transformation

,*: -!ak, k: L,. .. ,fr
t/ onx\r* )

En fonction de r :

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Ck;o\r &7"x: ffi. 
rL

Au poilnt t* on a: Lu: t g#: Au ot w(z): u(D-Ln)'
h:t

Remarque. Si l'op6rateur L est uniformdment elliptique, alors bnn(r) >

p(x) 2: Fo ) 0, pour tout r e fr, et l'op6rateur -L se transforme au lap'Iacien

13+,zk: ---: ) c*iri: Ldriri'" 
t/bou(r") fr j:t

sur f,).

D6finjition 5. L'op6rateur diff6rentielle ,L d6fini par

. o2u J a^'

tu: L ar1Q,r){}- + )l ba(t,r)ff * c(t,r)u
i,i=t 'oridri 7 

'ott (3.18)

est dit uniform6ment elliptique si sa partie principale L onr(t,Qffii est
i,i:r

unifor:m6ment elliptique.

Th€oreme 5. (Principe du maximum). soit I'op6rateur .4 d6fin'i par

(3.1e)

une fonction

(3.20)

Au=q- Lu

orf L est un op6rateur uniform6ment elliptique' S'il existe

u e Cr'z(Q) v6rifiant
Au 10, dans Q
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2.s. pHrNCrpE DU MAxTMUM pour uN cAs pLUs cfiNtam

alors
maxt,: max u

a^o

D€rronstration. Commengons par le cas ori Au < O, dans Q.
Supposons par la loabsurde qu'il existe (t*,r") e Q tel que

u(t".,r") > o. A.lors

P (r",r*) : o
ofr;

et d.'aprds le th6ordme 4,

f,rt', (t* 
'r*) #,(t* 'r*) 

: Lw(t* 
' 
z*)

ij=

corrrne w{t*, z") est le marrimum de w dans Q' I'image de

trarnformation z: Dc. alors

Aw(t*, z*) 10

Par cons6quent, de (3.22), (3.23) et (3.2a) on aura

Au(t*,2.) ) 0

ceci contredit I'hpotdse Au ( 0, dans Q.
Si Au30,dans A onpass€dlafonctionu:u-kt avec

contante.

(3.21)

maxu :
a

(3.22)

(3.23)

A par la

(3.24)

(3.25)

k>0une

I
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Chapit;re 3

N[6thode dtiteration rnonotone

3.:[ Introduction
Soil; O C lR' l-rn domaine born6 de frontidre dQ r6guliere de classe Cz+d

(0 .< ., < 1) et 7 > 0 un nombre r6el. On note par

Q : 10,?[ x fl, f : [0,?] x Oft, \oQ :({0i * CI) uf (1'1)

Soitl I'op6rateur'
Au = ut - Lu (1.2)

ori

,* : *:,onie,dffi. E 
utg,fiffi* c(t,r)u (1.3)

i,i:L

Soib le probldme nonJin6aire parabolique sui',rant

Au : f(t,r,u), (t,r)eQ
u: g, (t,r)ef (P)

u: 9o, ggCI

D€inition L. Ilne fonction u e CL'Z(Q) s'appelle sous-solution du probldme

(P) si elle v6rifie

Au S f(t,r,u), (t,n)eQ
u

u

11
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Une fc,nction u e Ct,z(Q) s'appelle sur-solution du probldme (P) si elle

v6rifie

Aw

u

u

( r.ol

0n a a,lors le r6sultat suivant.

Th6or:6rne 1. On suppose que

(H1) les fonctions dii, br, c € Calz'o @;m) et c ( 0 sur Q'

(H2) l'opdrateur .L est uniform6ment elliptique

iffgi h lonction f e C"/2," (0 x n;m) et v6rifie la condition de Nagumo :

ii existe une fonction strictement croissante { tR+ t lR+ v6rifiant :

lf(t,r,u\lSrl,(l"l), pourtout (t,t,u) e QxR'

(H ) la fonction g e Qo+a112'r+r' (l x R.;R) et 9o € C2+" (0; m)'

(H5) le problame (P) verifie la condition de compatibilite

(H6)
Alors,
que

De plus

lim g(t, r) : gs(r), Pour tout r e 0{l
,+O+

II existe une sous-solution 'u et une sur-solution r'r-r de e
le probldme (P) possdde une solution u € Ct+o/''z+' (Q;lR) telle

u(t,r) S u(t,r) Sw(t,r), pour tout (t,r) e Q (1.6)

(1.7)llD,u(t,r)ll <N sur Q

ori Ai: ly'(o, w,g,go) est une constante qui q'appelle la constante de Na-

gumo.

D6monstration. Voir Ladde-Lakshmakintham-Vatsala [ ]

on remarque que ce theordme ne donne pas I'unicit6 de la solution' Dans le

parag;raphe suivant on donne une condition de plus pour que Ie probldme (P)

po""Jd.-rrrr" solution minimale et une solution maximale'



3,i1. SOIUTIOATS MINIMALES ET SOTT/?IONS MAXIMALES 13

3.2 solrrtions minimales et solutions rnaximales
D€rfinition 2. Soit u une sous-solution de (p) et tu une sur-solution de
(P) telle que u 1w sur @. on appelle solution minimale p: p(t,r) et
solrntion ma:cimale r : r(t,c) de (p) si : u est une solution ae (r) iette
Quo ?) 1 u {u, sur Q, alors :

'rh6ordme 2. Supposons que les conditions (H1)-(H6) sont v6rifi6es et aussi
lla c:ondition suiivante
(HZ) Il existe rune constarrte M telle que

f {t, r,ur) - f (t, r,rr) > -M(u2 _ u)
pour tout u I u1 1u2 { t2 sur @. Alors, il existe deux suites monotones
('o&,f et (arl,) cluiconvergentdans c1'2(@;lR) vers p et, r respectivement.
De plus p et r sont les solutions minimale et maximale de (p).

lD6:monstration. La dEmonstartion se fait en plusieures 6tapes.
lDtzrpe 1. Tout d'abord, on considare le probldme modifi6 suirrant

Au : h(t,r,u) - Mu, (t,n) eQ
u: 9, (r,t)€f
u: 9o, rgfr,

cttt M est la constante d6finie dans I'hypothdse (HZ) et la fonction h est
cl6finie par

u1p1u1r1w

(P1)

(2.1)h{t,r,u) : f (t,:r, d) + M6(t,r)
crt d e CQ+d)/2t,I+" @;R) tele que u 1 6 < ,u sur @.
Le probldme (P1) est 6quivalente au probldme suivant

or)

Bu : h(t,r,u), (t,n) e Q
u: g, (l,r)e I
u: 9o, reO

Bu-u1-Lu*Mu

(P2)

(2.2)
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On remarque que la fonction h est ind6pendante de u.

L'existr:nce d'une solution de (P2) s'ensuit de la v6rification des hypothdses
du th6ordme 1.

V6riftrrns (HB) : pour tout t,t' e lA,?1, alors

lh1i,.t, r, u) * h(t', r, u)l

+M l|(t,r) - 5(t',t)l
/

+M l6(t,r) - 6(t',r)l

+Mkf (illt - Y1G+")/z

ori Cri,k(f),ktJ),M,7) : I'tll (t +kf.J)r"''') * Mkf@)rL/2 est une

constante positive. Donc h est lipshitzienne en t d'ordre a.
Pour tr:ut r,a € @ on a

lhr(t, r,u) - h{t,y,u)l
+M l6(t,r) - 6(t,Y)l

S n$) (lr - al* + l6(t,u) - d(t' Y)l')
+M l6(t,r) - d(t,s)l

' -. / rn ' lr^/ r\ | ,a(1 ta)\

+Mk*(6)1, - al'o"
S C(k(f),k'(6), M,T)l* * al" Q'4)

ori C(lb(/) ,k,(6), M,T,A) : k(/) (r + *]*"1a) (diam (CI))"') +Mk"(6)diam(CI),

od diaum(Q) est le diamdtre de Cl.

Donc h est lipshitzienne en f d'ordre cu. par cons6quent h €

ga/2'a (@ x R;R.). De plus :

lh(t,r,u)l

4t (6a + di) + M(do + dr) (2'5)
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ori ri6: .miq_d(f,r) et d1 - max 6(t,r).
(t,t)eQ Q,o)eQ

Dl6nrontrons ler condition (HC) : La fonction u est une sous-dolution de
(P2). En effet, comme d > u, d'aprds la condition (H7) :

f (t,n,d-) - /(t, r,a) > -M(6 - u)

cer qui implique que

f (t,r,u) + Mu < f (t,r,6) + M6 (2.6)

et' ccrmme u est une sous-solution de (P) c-e-d Aa < f (t,r,tr) on obtient
de ceci et de (2.6)

Aa*l\,Iu < l(t,r,u)+ Ma 1f (t,r,6)+M6:h(t,r,u) (2.7)

c-A,-<il Bu { h(t,r,u).
De Ll m€me fagc'n on d6montre que tu est une sur-solution de (,P2).
Ainsi, d'apr$ le th6ordme 1, le probldme (P2) possdde une solution u €
gL*at/2'2+a @;n) avec u { u 3 rl sur Q.

Etalre 2. Montrons que la solution u de (P2) est unique.

Srrptrnsons par I'iabsurde qu'il existe une autre solution z e C1+d/2t'''*" {A'n;
a\/ec u 1 z l ur sut Q. Comme u # z, alors il existe au moins un point
(t,r) elo,?l x Q tel que u (t,*) * z(t,r).
(i) Supposons qme u (t,r) > z{t,r). Alors la fonction u * z attiendra
scrn positive ma,ximum en un certain point (f*, r*) eQ avec t* > 0, i.e :u
(t*,a:*) - z(t*,r.) > 0. La fonction u - z est une solution du probldme

'B(u - z) : h(t,r,u) - h(t,r,z) dans Q
u-z : 0, sur | (2.8)

u-z : 0, sur 0

Alors, d'aprds le principe du maxirnum u - z atteint son maximum sur

07,Q,i.e mais (r.r, - ") l\rQ:0, ceci contredit u (t*,r*) - z{t*,o*) > 0. Par
consrlquent ulz sur Q.
(i:i) De la m6me fagon, si on suppose que u {t,*) < z(t,r) pour un un point
(t,r)t_e ]0, ?] x f,), on tombre dans une contradiction et on trouve gue u ) z

".rr @. On concl.ut alors que u,: z trr. @.(t*,o*).
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Etape 3. Soit le segment

(u,u):{ueC1,2 @,n) :u1u1w) (2.9)

et I'ensermble

E: {6 € (u,u) et d e C$+o,)/2,7+a @;n)} (2.10)

On d6finit l'application

par

,9(d) ,= u od u est la solution unique de (P2) relativement d, d (2.11)

Lemmer 1. L'application ,9 possdde les propri6t6s suiva,ntes

S(r) > u et S(w) < w. (2.12)

et ,9 est un op6rateur croissant sur le segment (o,tu), ii.e

?11,'tt2 e (u,w) : u1 I uz 1,S("t) < S('or) (?.13)

D6monstration du lemme 1. On prend 6 : u , alors S(d) : S(o) e
Ct''(Q,R) et ^9(u) e (o,r) c-d-d .9(u) >,r.,.

Aussi, sir on prend 6: w, alors S(d) : S(ru) e Ct,'(O,R) et S(tu) e
lu,*) c.d-d S(u) S r.
Montrons que ,S est croissant : Soit 61,62 € (u,r) ia,vec 51,62 et soit
S(dl) : u1 et S(d2) : u2. On suppose par l'absurde que, u2) t\ on tombe
dans une contradiction en utlisant le principe du murimum.

Etaqg i!, Construction des suites (us) et (r*).
D'aprds le lemme 1, on peut d6finir la suite

ux: S(un-t), tto: u (21J4)

et Ia suite
wn: S(wn-t), ua:'In (2.15)

La suite (tr;) est croissante et la suite (urs) est d6croissante. En effet

S : E ---- C1+e/2'2+* (0;n)
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oi ='S('uo) ) tr6 (d'aprds le.lemme 1) ' Comme Q ) tl6 + $(12t) ) S(oo)'

;;*lr:'f 3 $,ilffti1lJtT y (1,"1'u' 
'e 

lemme 1)' commt> wt s uo

=5?tri 5 s('.), "-d-d '' s. tr1 et a'insi de suite'

l\.ussi u I w:* s1'; -< 
S(')' "-a-a""i' 

Z;;* S(") < l3(tr1)' c-d'-d

u2 ll w2 et ainsi' de suite'

On trouve finalement'

,n: uB 7 ut 3.,.1Ut < ak+r 3w*+t 3Wt'3 " "t1)13tlJo="t) 
(2'16)

,El,*?",,bi,g1 
d:T 

"""ffi;:IiTt;Tij1ffment 

born6e dans cl+o r2'2*a @;R) '

c-d-d, ii existe une

llotllr**/r,r* osc Q'17)

En efiet, d'aprds I'estimation de Schauder' il existe une constarrte B > 0 :

llrrllr*o/r,r*., s O (llHtt, r,u)ll.,lz,n* llgllr+*lz'2+c' * llooll'**')

et\

ll,,rll,*o/r,r*.., s O (lln'tt, r,at)llo/z,o+ llgllr+"lz '2+-a* llooll'*'J

et ainsi de suite

llukll.I+at2,2+d

€lt comme a1" € \u"r'r)' alors 
-lLi(t' 

*''o-t)ll*P'.-* Mllon-'ll.,n'' S ct et

par cobs6quernt on obtient \2'r( )'

(lomme Ct+a12,2+e (@;m) s'injecte compactem"y 9* ct'2 (Q;R)' la suite

t.'u*) est relia'tive*t"' **p*t aa"' Ci'i (@tn)' Ceci implique qu'l existe

,onJ *,tit. partieile ('*tol) telle que

.Iim up(k) : u dans C1'2 (Q;n) (2'18)

&+OO
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D'autre part, de Ia monotonicit6 de (up) :

figou1t, r): p(t,r), pour tout (t,r) eQ (2.1e)

Et comrne la convergence dans Cr'2 (Q;lR) est plus forte que la convergence
ponctuelle, alors de (2.18) et (2.i9)

tJ*:p dans e
Par conr#quent de (2.20) dans (2.18)

(2.20)

(2.21)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

fig r*fol : p dans Cl''? @;R)

c-A,-d, la, fonction p est une 
'aleur 

d'adh6rence de (t'7,) dans C1,2 (0;R). O"
la monorbonicit6 de (u3), on conclut qlre p est I'unique va,leur d,adh6rence de
(t7") . Co,mme Ia fermeture de (o5) est 

'ne 
partie compacl;e d.ans C1'2 (Q; n),

alors (rvr) admet unr seule valeur d'adh6rence, et par,r cons6quent ("u)
convergevers p€lu,u:)

/gior - p dans Ct'' (0;R) (2.22)

De la m€me manidre on d6montre que la suite (tue) conve:rge dans c1'2 (0;m)
vers une limite qui se note r € (u,w)

J*'o : r dans ct'' (O; R)

Ainsi

J*r* - p et Jg"r* - Bp uniform6ment srrr p

et

,,1$ro:r et #garo : Bp uniform6ment sur @

et

Jg(f{t, r,up-1)*MBux-): f (t,r,,p\+Mp uniform€ment sur q (2.26)

et

,lim (,f(t, r,llx-1) * M Bwp-1) : f (t,r,r) + Mr anifc,rm6ment sur Q'+6 e.z.)
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Bp{t,r) : f(t,r,p)+Mp, dans e
p : g, sur | (2.29)

p(O,r) : go, sur 0
et

Br(t,x) : f (t,r,r)+ Mr, dans e
f : g, sur I e.2g)

r(0, r) : go, sur fr

ce qui implique qr.re

Ap(t,r) : f(t,x,p), dans e
p : 9, sur | (2.90)

p(A,r) : go, sur O

et

l

Ar(t,x) : f(t,r,r), dans e
r : g, sur | (2.91)

r(0,r) : go, sur 0
c'est-d-dire p et r sont des solutions du probldme (p).

Mont:rons que p est ra solution minimare de (p) dans (u, tr).
I s.ort ar e (u, tr) une solution de (p). comme ao 1 u ( uro et ,g(u) : 21, 1

s'ensuit du lemme 1 que :

rl1 :,9(us)<S("):u sur O QB2)

Aussi :

u: S(u) ( ,S(tr6) : r21 sur @ (2.A9)

-r De (2.:|2)-(2.38) on conclut que

ur <u S ta1 sur @ eS4)
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On suppose que up 1y ( u;r sur Q, alors d,aprds le lemme 1

uh+r : S(tr) S S(u\: y
et

S(") : u(S(ae):u)h+L

c'est-d,-dire

uk+t 4u 1wpa1 sur @

Par le principe du raisonnement pa r6currence

up I u ( tty sur @, pour tout k (2.35)

Passons il la limite lorsque ft -* oo dans (2.8b)

plu1r (2.96)

ce qui mr:ntre que p est la solution minimale et r est la solution maximale
de (P) diurs le segment (r,*).

3.3 Unicilt6 de la solution
Pour assurer I'unicit6 de la solution de (p), on ajoute une autre condition
(H8a) P,our tout ,ttrr,1r2 e lu,w), il existe une constante .\ ( - min c(t,r)
telle que $'a)eQ

(u" - ur) (f (t,r,uz) - f (t,n,ui) < \(u, - ur),

Th6or€nre 3. Sous les conditions (H1)-(H8a), le probldme (p) possdde une
solution unique u € \u,tu). Cette solution peut 6tre obtenue comme la.timite
des suiteer monotones (u6) et (*u).

D6monstration. Il suffit de d6montrer que la solution minimale coincide
avec la so,lution maximale sur Q. Pour ce faire, consid€rons la fonction

0(t,r) : (p - r)2 (J.1)
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ron a les relations suivantes

ae ,/op._a"\
At : z\p_ 

"J [* 
_ 

0t),
A0 ^t ,/dp O"\",?*n : z\p- t) 

\*, - ao)'

#h:2G-n(# #)(#-#)
+2(p-n(3!--J:) (32)

\)xa1ri 0r60ri )
Der (3i.2) on conclut de (H8) que

'4(t := 2(p - 
') 

(Ap * cp - (Ar + cr)) - 2f, ooi{t,o (#,- #) (# - #)o,r::

:= 2(p - ,) (Ap - Ar) * 2c(p - ,), - 2Y, ooi(t,r)€$t
x,J: t

:= 2(f(t,*, p) - f(t,r,r)) + 2c(p - r)2

:! 2^(p - rl2 + 2c(p - r)2

:! 2(p - r)2 (.1 + c) (3.9)

cri €" : (Pu- *L\ 'a
\o,r o,,) et -2 La1(t,r){n{t ( 0 car ,4 est uniform6ment

i,i:1
elli.ptique.
I)a,ns la relation (2.39) si on prend l < - tffi"(t, 

r) on obtient

A0 < 0, sur Q (3.4)

Oomr:ne 0 €. CL,z @), "r conclut du principe du marcimum que d ( 0 sur
G), "A par cons6q.uent 0:0 sur Q, ce qui implique que p: r sur @.
Itirrsi, P: r est la seule solution dans lr,*).
LIne a,utre condition suffisnate donne I'unicit6 de la solution :

(H:8b) II existe une constante Mt telle que

f (t, r, uz) - f (t, r, ur) ) - M' (u2 - u1)
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pour tout u 1u11u21tl sur @.

Th6ordme 4. Sous les mnditions (H1)-(H8b), le probldme (p) posscde une
solution unique u € (u,u). Cette solution peut €tre obtenue comme la limite
des suites monotones (up) et (wd.

D6monstration. Il suffit de d6montrer que r S p. En effet, consid6rons Ia
fonction p: p - r. Alors

Ap:f(t,r,p)-f(t,r,r)>-M,p, sur e (3.S)

9omme p € C1'2 @), or conclut du principe du ma>rimum qt e p ) 0 sur
Q, et par cons6quent p: r.

Remarque, Les conditions (H8a) et (H8b) sont satisfaites si la fonction /
est lipschitzienne en u sur le segment (u,u.'), c-d-d

3k > 0(mnst.) : l/(t, *,ut) - f (t,n,uz)l S klul - u2l, (9.6)

pour tout (t,x) eQ et, u1,uz € (u,w).
Pour celil, il suffit de prendre M : k el Mt - -h.

l

f..
I

-]



Chapit:re 4

ll,pplications de la m6thode
,dltiit6rat,ion monotone

I)onnons quelques exemples ori la m6thode d'it6ration monotone s'applique.

'L.,L Exerrrple 1.

lioit le probldrne parabolique suivant

u1- \A,u : ,(t - u'), (t,r) e Q
u : g(t, r), (f , o) e f (p1)

u(O,r): uo(n),re 0

ori A ) 0 est une constante. f (") = u(L - u2), g et %s sont des fontions
trrositives suffisamment r6gulidres.

La fornction nulle o : 0 est une sous-solution de (P1). En effet :

tt ut -")Ao : 0, sur Q.
.'I Lt :0 < g(t,r), sur Ir .

r, r.r(0, t) : 0 S uo(39), sut O.

Ch.aqr,re fonction constante w{t,r): co ) or.o* {r, -mgx-g(t,a),mqgrro(")}[ '{t,';er"" " ae: . ' ')
est urre sur-solutir:n de (P1). En effet

t ,u)t -- )Atu : 0 ,: /(co).
ttil =: q) g(t,r), sur f.

23
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. ?r(0, s): co > rro("), sru O.

Alors, b probldme (P1) possdde une solution clasique positive u dans le
segment (0, q).

Nous m,ontrons aussi que la solution est unique dans ce segment. pour cela,
il suffit 'de d6montrer que / est lipschitzienne sur (0, c6) :

lf("r)*f(ur)l

pour tout 1tr1,'r.tr2 e (0, q), of ft : I + \eo.

4.2 Exemple 2.

Soit le p,robldme parabolique unidimensionnel suivant

,th-,uac: f(r,,u), f )0, .rJ},il
u: O,(t,r)e | (P2)

u(a,x): o,r€[t,;]

ori /(r, u,) : s + f# sin2/3 r.
La fonction / est lipshitzienne . En effet

lf @t,rr) - f @z,ur)l : 
1", 

* 1fu sin2/3 rr- (* . &.i"'/'"r)l

.l#A sin2/3 rt - &"io'/'*,1 (1)

D'aprds ,le th6ordme des accroissements finis

lJ . ,ta 1 
; *ir,r/, ",1 = W, - u"l (2)

ll +Arsrll-/" 
rt - 1a v', ^l - ' '
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4.2. EXEMPLE 2.

et
I t r ," | -2,
lf . "rsin2/3 

", - ftsin2l3 "rls il"' - "rl (3)

; Du (:)) et (3) dans (1) :

ll@t,ut) - f (rz,uz)l

S 3(lct - r2l+lu1-url) (4)

On peut v6rifier facilement que

u: -2et

-'l est une sous-solution de (P2), et

u) : e4t

est une sur-solution de (P2). De plus u S w.Comme f est une fonction
lipschitzienne, alors d'aprds la th6orie de la m6thode d'it6ration monotone,
le probldme (P2) possede une solution unique u telle que

-2et .-u(t,r)1"n', f )0,r. fo,ll .
L ZJ

25
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Conclusion

L'op6rateur Lu: Lo4(t,")# avec aii : aji est elliptique, alors il

existe une transfo#;;i- lineaire z : Dr pour laquelle .L devient l'opera-
teur de Laplace dans les coordonn6es (zu)x. Ce r6sultat nous aide d d6montrer
le principe de maximum pour un op6rateur parabolique sous forme g6n6rale
(3.18) - (3.19) en appliquant celui pour un op6rateur parabolique sous forme
simple.

) La m6thode des sous-solutiorn et sur-solutions est applicable pour la
d6monstration de I'existence de solutions.

) Le principe du maximum est un outil puissant pour montrer l'unicit6
de la solution des 6quations et systdmes paraboliques et elliptiques.

probldme (P) admet une solution dans le segment <u,u ) oi ,ts, r.t) sont
une sous- solution et sur-solution respectivement avec u S tl. Si de plus /
satisfait d (H7) alors on peut construire deux suites monotones telles que
la suite croissante converge vers la solution minimale et la suite d6croissante
converge vers la solution maximale. Notons que toutes ces conditions nous
ne donne:nt pas l'unicit6 de la solution. Pour assurer I'unicit6 de la solution,
il faut ajouter d'autres conditions. Nous avons vu que la condition (HBa) ou
la condition (H8b) sont suffisantes.

Notrxs aussi que ces r6sultats concernent seulement l'existence et I'uni-
cit6 de la, solution dans le segment 1 u, u ) et ne sont pas des rOsultats
gdn6raux., c.d.d d, I'exterieur du segment on ne peut rien dire.
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