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Introduction

La méthode des sous-solutions et sur-solutions est une technique fructueuse
pour démontrer des résultats de I’existence pour les problémes non linéaire.
L’idée de base est de modifier le probléme donné & un probléme plus simple et
utiliser ensuite la théorie de Schauder et la théorie des inégalités différentielles
pour établir les résultats d’existence du probléme original.

De maniére générale, cette méthode consiste en ce qui suit :

(i) Construire une suite d’une certaine classe approximant les solutions.

(ii) Montrer la convergence de la suite construite.

(iii) Démontrer que la fonction limite est réellement solution du probléme
posé.

I.a méthode d’itération monotone peut étre utilisée pour le calcul numériques
des solutions.

La méthode d’itération monotone s’utilise pour démontrer l'existence et I’'uni-
citée des solutions pour les équations simples et les systémes d’équations el-
liptiques et aussi paraboliques.

Dans ce mémoire on étudie cette méthode pour les équations parabiliques.

il
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Chapitre 1

Rappel sur les fonctions
holderiennes et estimations de
Schauder

1.1 Espaces des fonctions continues sur un
ouvert

Soit @ # Q c RN un ouvert.

Définition 1. (Fonctions Holderiennes) Pour m € N* on désigne par
C™(€)) Vespace des fonctions continues dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre
m sont continues sur 2.

Dédinition 2. On note CJ*(€2) le sous espace de C™(2) constitué des
fonctions de cet espace dont les dérivées d’ordre < m sont bornées et
uniformément continues sur ). En dotant ce sous espace de la norme :

[ull = Y, sup|DPu(z)|

18l<m e

on obtient un espace de Banach.

Dédinition 3. Si 0 < @ < 1. On désigne par Cp*(f)) l'espace des fonctions
holderiennes d’ordre «, & savoir :

Cro () = {u € Go(Q) : 3C > 0,Vz,y € Q, |u(z) —u(y)| < Clz —y["}

1



2CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LES FONCTIONS HOLDERIENNES ET ESTIMATIONS D

Plus généralement on définit :

Crm () = ue M) :3C >0,V |8 <m, VYz,y € Q,
. T |DAu(z) — DPu(y)| < Clz — y|*

Muni de la norme :

S— D3u(z) — DPu(y
ol = ey + 3 sup 12248 = DPute)]
I’@i:,mCE?éyEQ I‘T - y'

Iespace C,"%(§2) est un espace de Banach.

1.2 Estimations de Schauder

Soit oit 2 C R™ un domaine borné de frontiére Of) réguliere de classe C?*@
(0<a<1) et T>0 unnombre réel. On note par

Q=10,T[x QT =[0,T] x 89, 8,Q = ({0} x Q)UT
Soit opérateur A défini par Au = u; — Lu, ou
= &%u = du
= i (L, B bi(t, ) — + c(t,
Lu ”Z:l i ,x)axi(%j + ; ( x)axi +c(t,x)u
est un opérateur strictement uniformément elliptique, c-a-d

30< B $By: B D <Y ay(@)et; < B ) &

4,j=1 3,3=1 3,j=1
pour tout &=1{£;,...,£,) ER"%

On suppose que

aij, bi,c € C*** (@) [0,T] x ©)
Siu e C1re/22+(Q) (Q = [0,T] x §) est une solutions du probléme

Au = f(t,z)
u = g, sur
u = go, sur Q

ou f e 0¥ (Q),g e CUT2+x(@Q) gy € O (;R), alors il existe une
constante S = g(n,a,3;,85) > 0:

“uHI-Q—Ct/2,2+a < B8 (Hf”a:/?,,(x + Hg“1+a/2,2+a + ”90“2+a)



Chapitre 2

Principe du maximum pour les
équations paraboliques

2.1 Rappel et définitions

Définition 1. Un domaine © de R™ est un sou ensemble non vide connexe
de R".

Définition 2. Soit O ¢ R® un domaine et u :  — R une fonction
réguliere. Le laplacien Au de la fonction u est défini par

non2
Au = Z 9—1; (1.1)

Théorsme 1. Soit 2 ¢ R* un domaine borné, et u € C?(2) N C (Q). En
un point de maximum z* € {) ona:

%(m*) =0, pourtout k=1,...,n (1.2)
k
et
62
5—1;-(37*) <0, pour tout k=1,...,n (1.3)
Tk



ACHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES
2.2 Principe du maximum pour une équation
simple

Théoréme 2 (Principe du maximum). Soit {2 C R™ un domaine borné
de frontére 92 et 7 > 0 un nompbre réel. On note par

Q=10,T[xQ, T=1[0T]x89, 8,Q= ({0} xQ)ul  (2.1)

Soit u € C2()NC () et A >0 une constante vérifiant

0
2 \Au <0, sur @ (2.2)
ot
alors
max U = max u (2.3)
Q %Q
Démonstartion.

o Supposos tout d’abord que % —Mu < 0 dans Q.

Pour ¢ €]0,T7, soit

Q:=10,T —¢[ x £ (2.4)
Comme u € C (@E), il existe un point (t,z') € @, tel que u(t',z’) = maxu.
Si (¢,4') € Q., la condition nécessaire uy(t',z') =0 et Au(t',z’) <0 donne
ug(t', ') — AMAu > 0 ce qui contredit 1’hypothése.
Si(t,a') € {T}xQ alors uy(T",2') >0 et Au <0 ceci qui donne la méme
contradiction. Ainsi (t',2) € 0,Q).
Comme tout point (t,z) € [0,T] x O (avec T" < T), il existe € > 0 tel que
(t,z) € Q., alors maxu = maxu.

Q 'p

® Supossons %— — A\u < 0 dans Q. Introduisons la fonction v = u — kt
avec k > 0 une constante, alors

vy — AU = u; — Mu—k <0 (2.5)

max u = max (v + kt) < maxv + kT = maxv + kT < maxu + kT
Q Q Q 5HQ 5Q
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Passons a la limite lorsque k& — 0 dans (2.8) on obtient la relation (2.3).
Remarque. Le théoréme reste vrai pour %% —Mu+cu <0, sur @ ou
c = c(t,z) < ¢y est une fonction continue et majoré sur Q. Dans ce cas il
suffit de faire le changement de variable v = e*®v avec a < — co.

Considérons maintenant un cas plus général.

¢ Ly

2.3 Principe du maximum pour un cas plus
génaral

Dans ce qui suit on s’interesse avec les opérateurs différentiels de la forme
Au = u — Lu (3.1
ol l'opérateur L est défini par

Lt = ia(m) P (3.2)
- L=l 7 00z ‘
Définition 3. I’opéreteur L est dit elliptique en un point z € {2 s’il existe
une constante p(x) > 0 telle que

3 ai(@)ed; 2 nle) Y € (3.3)

2,j=1 t,j=1

potir toit (€1, .+ sEp) ER™

I’opérateur L se nomme elliptique dans un domaine Q 'l est elliptique
en tout point « € €.

L’opérateur L se nomme uniformément elliptique dans un domaine 1 si
(2.3) est vérifiée pour tout point z € ) et il existe une constante pq > 0
telle que u(zx) > g, pour tout = € Q.

Définition 4. Soit C € M,(R) une matrice réelle carrée. La matrice C
se nomme orthogonale si CC"” = I ou bien (CmYy™ = C.Ici C" estla
matrice transposée de C.
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Tl est facile de montrer qu'une matrice C = (cij) € Ma(R) est orthogonale
si et seulement si

zcijcik = 5jk (3-5)
i=1

ou bien si et seulement st

— ZCHchk = 51']' (36)
Rl

Une transformation de coordonées de la forme ¥y = Cr ou C est une
matrice orthogonale s'appelle transformation orthogonale.

Théoréme 3. Soit L un opérateur elliptique défini par (3.2), alors sous
N une trasformation orthogonale de la forme y = Cz, opérateur [ prend la
forme

| B 3 el (37)
" YOYm

k,m=

. on u(r) = w(Cly) = o(y) et bim(y) = Zaij(()‘ly)ckicmjm De plus,
ij=1
I'opérateur Ly est elliptique.

Démonstration. Comme B — ¢;, on applique la dérivée de la fonction

xi
composée
il n n
0*u " 0*v(y) .
i (2)=——— = (O y)CkiCmi 5 3.
Zaj(x)axiax,' Z a:(Cy) c””axiamj (35)
4,j=1 i,9,k,m=1

Définissons la matrice B = (bkm) par la relation

n

bem = 2: az’j(c——ly)ckicmj (3.9)

i,j=1

nous trouvons L de la forme L.
Pour établir lellipticité de L, prenons (&g, - JE,) ER™:

i3

i > bemrbin = z 0ijCriCmj&rém (3.10)

km=1 1,5,k,m=1
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T
“
Posons A\; = 2_{ cki€), nous trouvons
k=1

Z Dkm&xlm = 2 aij Ak (3.11)

k,m=1 1,j=1

Ainsi, par Pellipticité de L et la relation (3.6)

Z bkm&kgm = Z GJU/\ )‘ > K Cl'}) Z)‘2

kymn=1 i,j=1
n

= ulx) }: CrilkCmilm

tkm=1
= wz)) & (3.12)
k=1

On remarque que :

» La quantité ju(z) est aussi préservée par les transformations orthogonales.
» Si I'opérateur L est uniformément elliptique, alors l'opérateur Ly est
aussi uniformément elliptique.

Théoréme 4. Un opérateur L de la forme (3.4) est elliptique en un
pomt * si et seulement g’il existe une transformation linéaire z = Dx ot

= (dij) € Mn(R) telle que L devient le laplacien en ce point z* dans
fles coordonnées {zj }_;-

Démonstration. De algébre linéaire, pour toute matrice symétrique A =
(ai;) € Mn(R), il existe une matrice orthogonale C = (c;;) € Mn (R) telle
que la matrice B = CAC™! est diagonale. Si on fait une telle diagonalisation
en un point z* on trouve

(s

> bem(z) AeAm Zbkk M2 > u(z }_) pour tout (A, ..., An)

k,m=1
(3.13)
Il ’ensuit de (3.13) que

bre(z™) 2 p(a®) >0 (3.14)
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Alors de (3.7), au point z*, on aura

Lu = - 1
‘T Z‘ Ll 5yk5ym (8.15)

k,m=1

Introduisons une autre transformation
1

ey, K
v/ bk (z*)

R s S (3.16)

En fonction de = :

S (3.17)

2k = \/m— L 3T = dejxj

Ckj

e

Au point z* ona: Lu= %%% = Aw on w(z)=u(D'z).

k=1

n

Remarque. Si I'opérateur L est uniformément elliptique, alors ber(z) >
w(zx) > po > 0, pour tout z € €, et I'opérateur L se transforme au laplacien
sur .

Définition 5. L'opérateur différentielle L défini par

n
0%u ou
Lai = ai;i(t, ) =——— + bta:———+ct:c 3.18
Z i )axzam Z )55 et (3.18)
est dit uniformément elliptique si sa partie principale Z a;;(t, ) af 5; est
4j=1

uniformément elliptique.

Théoréme 5. (Principe du maximum). Soit l'opérateur A défini par
Au=u — Lu (3.19)

ot L est un opérateur uniformément elliptique. S’il existe une fonction

u € CH3(Q) vérifiant
Au <0, dans @ (3.20)
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alors

max ¥ = max u (3.21)
Q @

Démonstration. Commencons par le cas ou Au < 0, dans ).
Supposons par la Iabsurde qu'il existe (t*,z*) € @ tel que maxu =
Q

u(t*,z*) > 0. Alors
ou

8.’131'

(t*, z*) = (3.22)
et d’aprés le théoréme 4,
2

2 d*u .
> 04 (,3°) g (,07) = Bult', ) (3.23)

4,5=1

comme w(t*,z*) est le maximum de w dans Q' limage de @ par la
transformation z = Dz, alors

Aw(t*, 2*) <0 (3.24)
Par conséquent, de (3.22), (3.23) et (3.24) on aura
Au(t*,2*) > 0 (3.25)

ceci contredit ’hpotese Au < 0, dans Q.
Si Au < 0, dans @ on passe & la fonction v = u — kt avec k > 0 une
contante.



10CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM POUR LES EQUATIONS PARABOLIQ UES



Chapitre 3

Méthode d’itération monotone

3.1 Introduction

Soit Q ¢ R™ un domaine borné de frontiére ) réguliere de classe C*™®
(0 <a<1)et T >0 unnombre réel. On note par

Q=10,T[xQ,T=[0,T] x 00, Q= ({0} xQ)uUT (1.1)
Soit 'opérateur
Au = u — Lu (12}

ou
n

4 8%u
Lu = Z aij(t, CL)M -+

4,j=1

:bi(t, x)% +clt, z)u (1.3)

Soit le probléme non-linéaire parabolique suivant

Au = f(t,z,u), (t,z) €Q
g, (t,z) el (P)
= go, TEN

I

U

Déinition 1. Une fonction v € C*2(Q) s’appelle sous-solution du probleme
(P) si elle vérifie

Av < f(te0), (t2) €Q
U _<_ Jdo, z e_ﬁ

L1



12 CHAPITRE 3. METHODE D’ITERATION MONOTONE

Une fonction w € CY2(Q) s’appelle sur-solution du probléme (P) si elle
vérifie

Aw > f(tz,w), (1,7)€Q
v > g, (t,z) el (1.5)
Z go, S ﬁ

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 1. On suppose que

(H1) les fonctions ajj, b, ¢ € (reie @_; R) et ¢ <0 sur Q.

(H2) opérateur L est uniformément elliptique

(H3) la fonction [ € Co/%e (@ x R; R) et vérifie la condition de Nagumo :
il existe une fonction strictement croissante ¢ : Ry — R, vérifiant :

If (¢, z,u)| < ¥ (Ju|), pour tout (t,z,u) €Q xR

(H4) la fonction g € COT/21 (D x R;R) et go € (ol (11158
(H5) le probléeme (P) vérifie la condition de compatibilité

lir(ﬁ g(t, z) = go(z), pour tout z €
t—

(H86) 11 existe une sous-solution v et une sur-solution w de (P).
Alors, le probléme (P) posséde une solution u € Cclre/2¥e (O;R)  telle
que

o(t, z) < u(t, ) < w(t,z), pour tout (¢,7) € Q (1.6)

De plus
|Dsu(t,z) < N sur Q (1.7)

ot N = N(v,w,g,g0) est une constante qui q’appelle la constante de Na-
gumo.

Démonstration. Voir Ladde-Lakshmakintham-Vatsala [ ]

On remarque que ce théoréme ne donne pas Punicité de la solution. Dans le
paragraphe suivant on donne une condition de plus pour que le probléme (P)
posséde une solution minimale et une solution maximale.
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3.2 Solutions minimales et solutions maximales

Définition 2. Soit v une sous-solution de (P) et w une sur-solution de
(P) telle que v <w sur Q. On appelle solution minimale p=p(t,z) et
solution maximale r = r(¢,z) de (P) si: u est une solution de (P) telle
que v<u<w sur @, alors :

v<p<u<r<w

Théoréme 2. Supposons que les conditions (H1)-(H6) sont vérifiées et aussi
la condition suivante
(HT) Il existe une constante M telle que

f(t,.'E,Ug) - f(t,.’l:, U]_) = "'M(U’? - ul)

pour tout v < uy <wus <w sur Q. Alors, il existe deux suites monotones
(vk) et (wy) qui convergent dans C2( Q;R) vers p et r respectivement.
De plus p et r sont les solutions minimale et maximale de (P).

Démonstration. La démonstartion se fait en plusieures étapes.

Au = h(t,z,u) — Mu, (t,7)€Q
u = g, (t,z) el (P1)
u = go, T€EQN
ou M est la constante définie dans ’hypothése (H7) et la fonction h est

définie par
Mt z,u) = f(t,%,8) + Mb(t,z) (2.1)

ou 4 ¢ C+w)/21+a @; R) telle que v <6 <w sur Q.
Le probléme (P1) est équivalente au probléme suivant
Bu = h(t,z,u), (,z2)€Q
g, (t,z) el (P2)
u = go, z€fl

u

Il

ou
Bu=u;— Lu+ Mu (2.2)
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On remarque que la fonction h est indépendante de u.
I’existence d’une solution de (P2) s’ensuit de la vérification des hypotheses
du théoreme 1.

Vérifions (H3) : pour tout t,¢’ € [0,7], alors
|h(t,z,u) — h(t,z,u)| < |f(t,z,8(tz))— f(t', 2, o, x))
+M |6(t, ) — 6(t, x)|
K (It = ¢177 + 16(t,2) — (¢, )"
+M |6(t, ) — 6(t', x)|
K (1= £ + k2 (6) lt — ¢1°07%)
+MES(S) |t — ¢ AT
< O(k(F), kel 6), M,T) 6 = ¢17 (2:3)

IA

IN

on C(k(f), k(8), M,T) = k(f) (1+k§‘(6)T°‘2/2) 4 ME(S)YTY?  est une
constante positive. Donc 1 est lipshitzienne en t d’ordre a.
Pour tout z,y €  ona

btz w) — Aty )| < 1F(,2,6(2)) - £(69,009)
+M |8(t,x) — 6(t, y)|

K1) (12 — 31" +18(t,2) = (6, )|%)

+M |6(t, z) — (¢, y)|

K(F) (Jo =l + B0 o — o)
FMEL(6) lo— g

< O((1). ke(6), M, ) |z = " (2.4

IA

IA

ot C(k(f), ka(8), M, T, Q) = k(f) (1 + kte(8) (diam (Q))“Q)+Mkz(6)diam(ﬂ),
ou diam(2) est le diametre de {1

Donc h est lipshitzienne en ¢ d’ordre «. par conséquent h €
C/%« (@ x R;R). De plus :

h(t,z,u)| < |z, 6t 2)| + M |8(t, 7))
¥ (|6(t, z)|) + M |6(¢, )]

W (8o + 61) + M(Bg + 6,) (2.5)

IA A
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ol dg= min 6(t,z) et &; = max (¢, z).
(t,x)eQ (t,2)eqQ

Démontrons la condition (H6) : La fonction v est une sous-dolution de
(P2). En effet, comme § > v, d’aprés la condition (H7) :

f(t,z,9) — f(t,z,v) > —M(6 —v)

ce qui implique que
flt,z,v) + Mv < f(t,z,d) + Mé (2.6)

et comme v est une sous-solution de (P) c-a-d Av < f(¢,z,v) on obtient

de ceci et de (2.6)
Av+ Mv < f(t,z,v) + Mv < f(t,z,0) + Md = h(t,z,v) (2.7)

c-a-d Bv < h(t, z,v).
De la méme fagon on démontre que w est une sur-solution de (P2).
Ainsi, d’aprés le théoréme 1, le probléme (P2) posséde une solution u €

CH—a/Z 2+a (Q R) avec v<u<w sur Q.

Etape 2. Montrons que la solution u de (P2) est unique.

Supposons par 'absurde qu'il existe une autre solution z € C***/%** (Q; R)
avec v < z <w sur Q. Comme u # z, alors il existe au moins un point
(t,z) €]0,T] x Q tel que u (t,z) # 2(t, z).

(i) Supposons que wu (t,xz) > z(t,z). Alors la fonction u — z attiendra
son positive maximum en un certain point (t*,z*) € Q avec t* > 0, i.e :u
(t*,2*) — 2(t*,2*) > 0. La fonction v — 2z est une solution du probléme

B(u—2) = h(t,z,u) — h(t,z,z) dans Q
u—z = 0, sur I (2.8)

u—z = 0, sur €

Alors, d’aprés le principe du maximum u — z atteint son maximum sur
0,Q, i.e mais (u — 2) /8,Q = 0, ceci contredit u (t*,z*) — 2(t*, z*) > 0. Par
conséquent u < z sur Q.

(i) De la méme fagon, si on suppose que u (¢, ) < z(t,z) pour un un point
(t,z) €]0,T] x £2, on tombre dans une contradiction et on trouve que u > 2
sur (). On conclut alors que u =z sur Q.(t*,z*).
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Etape 3. Soit le segment
{20, DY = {u g g (@, R) o<y < w} (2.9)
et ’ensemble
E={6€ (uv) et §eClte)/2l+e (G R)] (2.10)
On définit I’application
S: B —, Olte/22+a (_Q, R)
par
S(d) =wu ou u est la solution unique de (P2) relativement & &  (2.11)
Lemme 1. L’application S posséde les propriétés suivantes
S(v) >v et S(w) < w. (2.12)
et S est un opérateur croissant sur le segment (v,w), i.e

uy, ug € (v,w) : uy < ug = S(uy) < S(uz) (2.13)

Démonstration du lemme 1. On prend § = v, alors S(§) = S(v) €
CY(Q,R) et S(v) € (v,w) c-a-d S(v) > w.

Aussi, si on prend § = w , alors S(6) = S(w) € C**(Q,R) et S(w) €
(v,w) c-a-d S(w) < w.

Montrons que S est croissant : Soit d;,d, € (v,w) avec dy,d; et soit
S(91) = uy et S(d3) = uy. On suppose par I’absurde que u; > u; on tombe
dans une contradiction en utlisant le principe du maximum.

Etape 4. Construction des suites (vx) et (wg).
D’apres le lemme 1, on peut définir la suite

Vg = S(Uk-1), Vo= (2.14)

et la suite
wi = S(wg-1), Wo =W (2.15)

La suite (vi) est croissante et la suite (wy) est décroissante. En effet
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v, = S(vo) = Vo (d’apres le lemme 1) . Comme v > g => 8 (v1) 2 S(v),
c-a-d vy > vy et ainsi de suite.

Aussi, w1 = S(we) £ wo = W (d’aprés le lemme 1). Comme w1 < wo
== S(wy) < S(wo), c-a-d w2 < w, et ainsi de suite.

AEst v € w = 5(v) = S(w), c-a-d v < W1 — S(vn) < S(wy), c-a-d
vy << Wy €t ainsi de suite.

On trouve finalement

v=2;g_<_vl<...gvkévk+1§wk+1§wk<...wliwgszw (216)

Etape 5. On démontre aussi (Vx) est uniformément bornée dans i L ekl (—Q_ R),

c-a-d, il existe une constante C > 0 telle que

Hvkn1+a/2’2+a <C (2.17)

En effet, d’aprés Jestimation de Schauder, il existe une constante 3>0:

IA

8 (1062, 7, 0)agaa + N lhroppasat lgollz)

= ﬁ (\‘f(t, ‘T’U)na/la + M anaﬂ,a i l‘g\\1+o¢/2,52+a o HgOH2+<x)

villisaz2re

et

IA

8 (11t 7,00 lajaa * loliroppara * lgollz+)

H V2 n 14+a/2,2+o

< B (Hf(t7 z, ) |laj20 T M ||villa/ae t I9ll1+a/2240 T HQOH:Ha>

et ainsi de suite

IA

loellearpzra < B (120D oo+ 19lhsasara ™ lgollz+a)

< B (Hf (¢, 7, k-l aja T M [V5=1llayac ¥ 190l say2.2+0 + 190ll21a

ot comme v € (v, w), alors £tz vh-1)llajze T M |vk-1llajze < Cy et
par cobséquent on obtient (2.17).

Comme (A28t (@_;R) s'injecte compactement dans C*? (@; R), la suite

(vg) est relativement compact dans C'? (Q;R). Ceci implique qu’l existe
une suite partielle (Vo)) telle que

klim Vo) = U7 dans s (_Q;R) (2.18)
—00

)
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D’autre part, de la monotonicité de (vg) :

lim vg(t,z) = p(t,x), pour tout (t,z) € Q (2.19)

k—o00

Et comme la convergence dans (2 (@, R) est plus forte que la convergence
ponctuelle, alors de (2.18) et (2.19)

v*=p dans Q (2.20)
Par conséquent de (2.20) dans (2.18)

Jim vow) = p dans C** (Q;R) (2.21)

c-a-d, la fonction p est une valeur d’adhérence de (vj) dans Ch2 (ZQ_, R). De
la monotonicité de (vy), on conclut que p est Punique valeur d’adhérence de
(vk) . Comme la fermeture de (vy) est une partie compacte dans C12 (_@; ]R),
alors (v;) admet unr seule valeur d’adhérence, et par conséquent (vx)
converge vers p € (v, w)

Jim v = p dans o (@;R) (2.22)

De la méme maniére on démontre que la suite (wy) converge dans C1? (Q;R)
vers une limite qui se note r € (v, w)

kl_lilo wy =7 dans CH? (@, R) (2.23)
Ainsi
klin;o ve=p et klin(}o Bug = Bp uniformément sur Q (2.24)
et N
}151010 wg =1 et klill(;lo Bv, = Bp uniformément sur @) (2.25)
et

klim (f(t,z,vp-1)+MBuvg_1) = f(t,z,p)+Mp uniformément sur Q (2.26)
et

kh'm (f(t,z,wg—1) + MBwy_1) = f(t,z,7) + Mr uniformément sur Q
—00
(2.27)
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De (2.24)-(2.27) dans (P2) on obtient

Bp(t,z) = f(t,2,p)+ Mp, dans Q
p = g, sur T (2.28)
p(0,2) = gy, sur Q
et

Br(t,z) = f(t,z,r)+ Mr, dans Q
g, sur I’ (2.29)
r(0,z) = gy, sur Q

Il

T

ce qui implique que

Ap(t,3) = f(t.z,p), dans Q
p g, sur T (2.30)
p(0,z) = go, sur O

I

et

Ar(t,z) = f(t,z,r), dans Q
r o= g, gir T (2.31)
r{0,2) = gy, sur O

c’est-a-dire p et r sont des solutions du probléme (P).

Montrons que p est la solution minimale de (P) dans (v, w).
Soit u € (v,w) une solution de (P). Comme vy < u < wg et S{n) =u, il
s’ensuit du lemme 1 que :

v = S(v) < S(u) =u sur Q (2.32)

Aussi :

u=8(u) < S(wy) =w; sur Q (2.33)
De (2.32)-(2.33) on conclut que

\

v Lu<w sur Q (2.34)
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On suppose que v, < u < wy, sur Q, alors d’apres le lemme 1

Vg1 = S(Uk) < S(u) =1U
et
S(u) = u < S(wg) = Wriy

c’est-a-dire

Vg1 S U L Wyg sur Q

Par le principe du raisonnement pa récurrence

v <u<wg sur @, pour tout k (2.35)

Passons & la limite lorsque k — oo dans (2.35)
p<usr (2.36)

ce qui montre que p est la solution minimale et r est la solution maximale
de (P) dans le segment (v, w).

3.3 Unicilté de la solution

Pour assurer 'unicité de la solution de (P), on ajoute une autre condition
(H8a) Pour tout u;,us € (v,w), il existe une constante A\ < — min_c(t, x)
(tz)eQ
telle que
(uz = w1) (f(t, 2, u2) — f(t,2,u1)) < A(ug — wy)?

Théoréme 3. Sous les conditions (H1)-(H8a), le probléme (P) posséde une
solution unique u € (v, w). Cette solution peut étre obtenue comme la limite
des suites monotones (vg) et (wy).

Démonstration. Il suffit de démontrer que la solution minimale coincide
avec la solution maximale sur . Pour ce faire, considérons la fonction

6(t,2) = (p— r)? (3.1)
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On a les relations suivantes

gg e 2(p—r)(g§~%>,
5 = o= (55‘57>
\ .
g = 0 (55 35) (36 72)

De (3.2) on conclut de (HS8) que

i

Af

or; Oy o0z

i,5=1

= 2p—7)(Ap— Ar) +2(p—r)* -2 Z a(t, )&,
2(f(t,z,p) — f(t,2,7)) + 2c(p — 7)? ’

2X(p — 1) + 2¢(p — 7)?

2(p‘*7")2()\+c)

H
i

oy
VAN VAN

n
ou § = (gj—i — gz—) et —2 Z aij(t, x)€;€; <0 car A est uniformément

4,5=1
elliptique.

Dans la relation (2.39) si on prend A < — min_c(¢,z) on obtient
(tz)eQ

A0 <0, sur @ (3.4)

Comre § € C* (@), on conclut du principe du maximum que # < 0 sur

Q, et par conséquent # = 0 sur Q, ce qui implique que p =1 sur Q.
Ainsi, p =r est la seule solution dans (v, w).

Une autre condition suffisnate donne ’unicité de la solution :
(H8b) 1l existe une constante M’ telle que

f(t7 Z, Ug) - f(t,ZL‘,Ul) £ “'M/(,UQ - ul)

2(P‘T) (Ap+cp— (AT+CT))~2iaij(t?x) (éﬁ - _C?L) (—QE— B %)
J

(3.3)
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pour tout v < u; < wuy < w sur @—

Théoréme 4. Sous les conditions (H1)-(H8b), le probléme (P) posséde une
solution unique u € (v, w). Cette solution peut étre obtenue comme la limite
des suites monotones (vg) et (wy).

Démonstration. Il suffit de démontrer que r < p. En effet, considérons la
fonction p = p — r. Alors

Ap = f(t,z,p) — f(t,z,7) > —M'p, sur Q (3.5)

Comme p € C'? (@), on conclut du principe du maximum que p > 0 sur
Q, et par conséquent p =r.

Remarque. Les conditions (H8a) et (H8b) sont satisfaites si la fonction f
est lipschitzienne en u sur le segment (v, w), c-a-d

3k > O(const.) : [f(t, z,u1) — f(t, @, u)| < & |ug — uy], (3.6)

pour tout (¢,z) € @ et ui,uy € (v, w).
Pour cela, il suffit de prendre M =k et M’ = —k.



Chapitre 4

Applications de la méthode
d’itération monotone

Donnons quelques exemples on la méthode d’itération monotone s’applique.

4.1 Exemple 1.
Soit le probléme parabolique suivant

u— Mu = u(l-v?), (t,2) €Q
u = g(t,z), (tz)el (P1)
u(0,z) = up(z),z€Q

ol A > 0 est une constante. f(u) = u(l —u?), g et ug sont des fontions
positives suffisammment réguliéres.

La fonction nulle v =0 est une sous-solution de (P1). En effet :
¢ v — AAv =0, sur Q.

o v=0<g(tz),sur I

¢ v(0,z) = 0 < ug(x), sur Q.

Chaque fonction constante w(t,z) = ¢y > max {1, max ¢(t,z), max uo(ac)}
(t,IB)EF zeQ

est une sur-solution de (P1). En effet

o w; — Aw =02 f(c).
o w=co 2 g(tz),sur I



24CHAPITRE 4. APPLICATIONS DE LA METHODE D’ITERATION MONOTONE

L ’LU(O,.’E) =co > U,O(ZL‘), sur €.
Alors, le probléme (P1) posséde une solution clasique positive « dans le
segment (0, ¢p).

Nous montrons aussi que la solution est unique dans ce segment. Pour cela,
il suffit de démontrer que f est lipschitzienne sur (0, co) :

[f(u1) = f(uz)] IU§—US‘|+lu1—u2I
(1 + U% + uus + ’Ltgz) !Ul = 'LLQ]

k [u1 = UZI

IA AN IA

pour tout uy,uy € (0,c), o0 k =1+ 3ck.

4.2 Exemple 2.

Soit le probléme parabolique unidimensionnel suivant

Ut — Upy = f(x>u),t>0,:ce]0,-g[

v = 0,(tz)el (P2)
uw(0,2) = 0,z € {0, g—]
2/3

oi f(z,u) = u+ 2z sin®’ .

La fonction f est lipshitzienne . En effet

f(z1,u1) — fzg,wp)] = |ug+ Tg—_uf sin?? ¢, — (u;, + T+ & sin?/? 3:2)
< Jug —ug| + 3 msin”"’ 71— 7 -:ug sin?/? z,
+ T ug sin?3 z; — m sin?/® z, (1)
D’aprés le théoréme des accroissements finis
' 3 ju% sin?3 ¢, — T2 sin?? 2| < |uy — ug (2)
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et
1 . . 2
T y din? gy - o sin®? z,| < 5 |x1 — zo (3)
De (2) et (3) dans (1) :
|f(z1,u1) = f(@2,u2)] < |21 — 22| + 3|us —
< 3(|lz1r — mo| + lug — upl) (4)

On peut vérifier facilement que

v=—2€

est une sous-solution de (P2), et

w = e*

est une sur-solution de (P2). De plus v < w. Comme [ est une fonction
lipschitzienne, alors d’apres la théorie de la méthode d’itération monotone,
le probléme (P2) posséde une solution unique u telle que

B )
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Conclusion

k03
L’opérateur Lu = Z aij(t,m)%%; avec a;; = aj; est elliptique, alors il
4,=1
existe une transformation lineaire z = Dz pour laquelle L devient 'opera-
teur de Laplace dans les coordonnées (2. Ce résultat nous aide & démontrer
le principe de maximum pour un opérateur parabolique sous forme générale
(3.18) —(3.19) en appliquant celui pour un opérateur parabolique sous forme
simple.

» La méthode des sous-solutions et sur-solutions est applicable pour la
démonstration de l'existence de solutions.

» Le principe du maximum est un outil puissant pour montrer 'unicité
de la solution des équations et systémes paraboliques et elliptiques.

» Le théoreme 1 nous donne des conditions suffisantes pour que le
probléme (P) admet une solution dans le segment < v,w > ou v, w sont
une sous- solution et sur-solution respectivement avec v < w. Si de plus f
satisfait a (H7) alors on peut construire deux suites monotones telles que
la suite croissante converge vers la solution minimale et la suite décroissante
converge vers la solution maximale. Notons que toutes ces conditions nous
ne donnent pas 'unicité de la solution. Pour assurer 'unicité de la solution,
il faut ajouter d’autres conditions. Nous avons vu que la condition (H8a) ou
la condition (H8b) sont suffisantes.

Notons aussi que ces résultats concernent seulement ’existence et ’uni-
cité de la solution dans le segment < v, w > et ne sont pas des résultats
généraux, c.a.d & exterieur du segment on ne peut rien dire.
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