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S Inllroduction

I-a m6thode dles formes sectorielles ferm6es nous fournit un outil prarique et ef6cace pour r6sou;dreles questions de g6n6ration d'un semi-groupe, et l'6tude qualitative des dquarions d,6volution dansle cadre hilbe:rtien. on trouve les trace"s d'originalit6 t;; 
"pproche 

dans les tra-o'uxde T. KatoetJ.L.l,ions.
on contmence notre investigation Par un ypgel sur les semi-groupes et les th6ordmes de g6nr!ra-t:ion via I'appr:oche op6rateui'r6sohLte d. r,iiil.-yoria", ., iu-mer-philips. Ensuire, on introdluitla th6oriie des :formes sectorielles ferm6es et la correspond"rr..-.rrtre cette djerniare et une classe sp6-ciale d'op6rat5':1s gui sont des g6n6rateurs d. r.*i-gio,rpo 

"rray*q,r.r. 
orgi"Ji.lussi l,extensj:onferm6e de Fri'"&ichs d'une foime fermable ., ," i.l"ri,o;;r;" les op6rateurs ra-secroriels, ori ondonne des r6s'ltars de g6n6ration pour une crasse de formes auptiqri* t.IJl"rg..'
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Cfr.apitre 1 q_,
Is\rlllll Forrmes sesquilin6oires

1.1 .D6fi,nitions et propri6t6s 6l6mentaires
C)n se pJace d:rns un cadre hilbertien H sur K = C ou IR, ori la norme et le produit scalaire sontnot6s respectivemenr p"r ll.llet (.;.).
D'ans cette premiAre section, on donne quelques rappels sur les formes sesquilin6aires qui serontutiles pour la rsuite. une large partie de ces r6rulat, .rt donnde dans le 

"*aL 
gJ"ad d;; .;;";*;

vectoriel,s"

D6finition1.1.1.onditqueBestuneformesesquilin6airesurHsiB:HxH--aK,telleque
V1i,x,y,z) e H3,Y(o, [J) € K2,

B(ax * y,z)= aB(x,z)+ B(y,z), B(*, Fy * z)_BAe,il* B(x,z).

icip est le conliugu| de p
si K = lR'., on diit alors que B est une forme bilin6aire sur E.

Dr!finition 1.1,,2. une forme sesquilin6aire g sur.Fr est dite hermitienne si

V*,y eE,B(x,y) - Bb/Jr).

si iK := IR, on dit alors que B e$ une forme bilin6aire sym6trique.

Dd:finitio:n 1.1.3. soit I une forme sesquilin6aire sur rr'. on dit que :

1. B esrt positive si, pour rout x € H,B(x,r) > O.

2. B esr ddfinie posirive si, pour rour tr € d \ {0}, B(x, r) > 0.

A.K.,tlimeur Ddpartement de Math6matiques @2orrgGuelm'a



1.1 Dd,finiric 
6

3' IJne fc'113g sesquilindaire hermitienne d66n]e positive sur.F1 est appel6e un produit scalairesur E sri K = lR et un produit hermitien si K j C.

PropositionL 1.1.1. Soit B unefarme sesquilindaire sur H.
1. Si B est hermitienne alors, poar toat x e H,B(x,t) e R.
2. s,t K = c, alors B est hermitienne si et sealernent si, poar to,.tt )c e E,B(x,r) e R

Proposition 1'1'2' (In6galit6 de cauchy-schwarz). soit B une farme sesquilin2aire hermitienne
ltositive sur hl, Alors on a l,in6galit6 de Caichy.sch*or*

Yr,y eH,lB(x,y)lS iMrM

":^;Y;:'',t^n 

1'1'3' soit B une forme sesquilindaire sur H. Alors les propositions suh)antes sont 6qui.

1. B est continae;

2. B est corztinue en (A,0);

3. Il existe b > Q tel le que, pour tout x,! € H, on a l\(x,y)lS ,6llrllllyll.
Ilotation' on note par Sr(F/) le K-espace vectoriel des formes sesquilin6aires continues sur r/, SiB eSr(I{), on pose

lFll = sup{[B(x,y)1, llrll < 1,ll/ll S t],

ce qui ddfinir une norme sur Sr(.F/). En particulier, on a

Y x,y € H, lB(x,y)l S lpllllrllllyll.
P'roposition 1..1.4. Si T e g(H), alors on a

llTll= sup{l(Tr;y)1, llrll < r,llyll S r}.

Proposirtion 1.1,5. Powr T e g(H), on note Br€ s2(.rr) r'apprication d6f,ni,e par

Vx,y € H, Br(x,y):- (Tx;y).

Alors I'a.policati'on o : g (H) I sr(H), T *+ e(T) l_B.r 9rt ?n, 
isomorphisme isom|triqne, i.e., wzeapiolicatian lindaire bijective telle que, pinr taut T i b 6i; ioffltt = llfil.

Ddifinition 1'1'4' Soit T e I (H)- on dit 
.que 

r e$ posirif (re1r. d6fini positif) si l'application 8,7.ddlinie par (7.;') est une forme sesquilindaire positive'tr.rp. iinrie positive). a..rir.n,.rr, air.

{ T estpositif si, pour rour x e H, (Ir; x) > 0;
i I est ddfini positif si, pourrout rLal 1ot, ilr;x) > O.

AJ(, )Flimanr D6partement de Math6matiques @zolrgGuelm'n



1,2 Formes sesquilindaires ferm6es
7

,/-..2 
Formes sesquilin6aires fermdes

lioit o uLne forme sesquilin6aire sur H, i.e.,o est une application ddfinie sur .FI x r/ dans K telle quepourtoute a€K et fl,2),h eH

o{a a * v, h) - aa(u, h) * a(w, h) e t *(w, aa + h) _ dt(u, v) + {u, b) (1.1)

Il estli'en connu l.que toute forme lin6aire conrinue est uniquement repr6sen t6e parun op6rateurborn6. J?lus pr6cis6ment, on a Ia caract|rrcatron survante :

'Proposition 7'2'l' on.swose q?! a(-,.): H x H -rK est uneforme sesquilindaire cantinue. A;orsi,l'existe ,an opt*atewr uni4ie born6 T i, n d que:

a(u,v)- (Tu;z.'), V w,o e H.

Ddfinition 1'2'1' une forme sesquilin6aire o est dite coercivs s'il existe une consrante positiveJ' > O tr:lle que :

*o(a,u)> tllull2, Vu eH.
Th6or&nne. !':l'!' [Lax-Milgram) sait o une forme sesquilindaire continue et coercioe sar H. soit Iuineform,eliniairecontinuesurH.Alorsil'existeoo*oiq,,,iutelque

l(u)-a(u,a), VueH.

'1,.3 op6rateurs associ6s aux formes sesquilin6aires non born6s
1.3.1, Fornnes ferm6es et formes fermables
D;ans cetle sectlion, on considire des formes sesquilindaires qui ne sont pas d6finies sur.F/ tout entier.
Cr:s formes sont non-born6es jouent un r6le trer.i*porrant dans l'6tude des 6quations elliptiques
et paraboliques. Pour la simplicit6, on va les appeler ior.., sesquilin6aires au li.oi. ,,formes 

no:n-
bc'rn6es".

Drifinitio'n 1-3.1. Soit o : D(o).x D(o) -* 5.T: {orm_e 
sesquilin6aire, ori D(o) est vn s.e.v. de H, elI'ensemble D(o) x D(o) est le domaine de d€finition de o. o' dit q,r., 

\"/ --- -
1. o est dens;6menr d6finie (ou ) domaine dense) si

(1.2)

( 1.:r;

2. o esc accrtltive si

l. I thdorAme de repr6senrarion de Riesz.

D(a)est dense dans.Fl.

$,o(u,u)>0, YueH.

A.K, t?Iimeur D6partement de Math6matiques @2orlgGuelm'n



D si o satisfait les conditions (1.2)-(1.5), alors on monrre ais6ment que ll.ll" esr une norme sur D(o),et on l'arppelft: norme associ6e a la forme o.

D6finition 1'3'2' Soit o une forme sesquilin6aire sur H. Laforme adjointe de a est Ia forme sesqui-lin6aire o- d6{inie par :

an(u,o) =@ "u"c 
D(o-) - D(o).

Lapartie sym6trique de o est d6finie par :

f ,= ]1o* o*), D(b) - D(s).
2

On dit que o est sym6trique si o* = o, i.e.,

a(u,o)=@, Va,r€D(s).

Soit o une.formesesquilindaire v6rifiant les propri6r6s (1.2)-(.5), alors D(o) e$ un espace de Hilbert,oii le produit scaiaire esr not6 par :

1
(u,'u) o := 

lLa(u, 
a) + o* (w, v)l + (a, a), y u, zt € D (o).

Remarquel.3,,l.

1. ll.ll, est 6quivalent ) 
f l.l16, of b est la partie sym6trique de o.

2' Si ]T est un Hilbert complexe, alors toute forme sesquilin6aire peut s'6crire sous la forme

o = b * ic, D(a)= D(b) = D(c),

od rr et b sont deux formes sesquilin6aires sym6triques. En effet, il suffit de prendre

l1
b:= 7b* a*) et c:= 

V(a_ o*).

Dans ce cas, b est la partie r6elle de o (resp. c) est la parrie imaginaire de o.

llgt res non bornis I

3. o est continue s'il'existe une constan te M >0 teile que

la(u, v)l < Mllull,llall", y a, o e D(a), (r.4)

4. o est fe:rm6e si

(D(o),ll.ll") est un espace complet. (1.s)

(1.6)

ori llzll" := 1f Eafu,a)+llall2.

D6partement de Math6matiques @2an17Guetm'a



1.3 Oldrater 
non born6s g

Dans la suite' on va se limiter aux formes accr6tives, i.e., Ies 
{orqes qui v6rifient la propri6t6 (.,.3).'on pertt conrsidirer aussi les formes inf6rieurem;t;;;;, i.e., les formes qui v6rifient

fina(a,u)>__fe;u),V u e D(n),

of y est une constante positive.
)Remarque l'3'2' rl6tude des formes inf6rieurement born6es est similaire i celle des formes ac-cr6[ive, ii suf:fit de.remar.quer que, par une. simple p.rt,rrb"tion, on se ramine au cas des forrresaccr6rives : on choisit y di frgi" q* o,,o;, 

"""r"ri'o., 
J-

o, = (o * y)(u, v) :-- o(w, a) + y(u; a), u, ae D(o).
trlemarqrue l.i\.3.

i) Si B est I'op6rateur associ6 i la forme accr6tive or, alors A = B _ yI estl,op{rateur associ{ ir lafor:me c,

tt) tt 
l.::'un'e 

forme symdtrique, alors la propridti de l'accr6tivi t6 (1.3)signifie que o esr posit:ive

a(w,u))0,VweD(o)
Ai:nsi' pour les formes symdtriques, on utilise le terme positif (positive) ori accr6tif (accr6tire)pour se r€f6rer ) la propri6t6 (1.3).

iii:) La c.ndition (1-a) signifie que la forme sesquilin6aire o est.contilue.sy l,espace (D(s),ll.llr).orL verra pat la suite que La petite borne M v&ifiant (1.4) est d,int6r0t i*jo.r"rrt.
P'roposition 1i''3'1' soit a: H x H -+ K une forme sesquilindaire fermQe et accr6th)e. Alors ll.ll e:tll.ll, sont dquivalentes sur H.

Preuve. ])our t,out w € H. an a

ll"ll S llrll,= llloll, * *a(u, u)li .

D'autre part, l':injectlon j : (H,ll.ll") *.F1 est conrinue. Puisque .I est bijective, alors 1-r exisre r:rcontinue (grAce au th6orlm. d" gi"fh. ferm6), donc il.*rr. urr. consranre positive C > o telle out:

ll"ll,<cil"ll VueH.

Dd'finitiorn 1.3.3. soir o : D(o) x D(o)-+ c, D(o) c F/ ori .Il est complexe. on dit que o e$r:sectorielle s'il eriste C > O telle que

l\a'(u,u)l< C*a(a,u), yu eD{a). $.7,)
IJirnage num6rirlue de o est l,ensemble

fi(a):={a(u,a), ueD(a),llull_tl. (1.s)

Il er;t clair que o satisfait (1.7) si et seulem ent si,r(a)c {z e c : largzl < arctan(c)}.

A.K.Ilimeur D6partement de Math6matiques @2orlgGuelmar



1.3 Opdrater non bornds 10

Propcrsition 1'3'2' Tbwte forme sectorielle sarutn espace de Hitbert complexe H est continue. I>lus
,ordcis&,nent, si

l3a(u'u)lSgXa(u,u),Ya eD(o), (S)

oil V ).,A, alc,rs

lt(u,a)l < (1+ A)(B'o(a,u\t(Eo(u,a11i, y u,zt eD(o).

llreuve' D'ap'r|5 (1'6), on a 6 = b* lc, oi b et c sont des formes sym6triques et b est positive. par
Cauchy-Schwartz, on peut 6crire

lb(u,a)l < b(n, u1l1gt,pli.

Il reste ii estimer le terme lc(u,v)1. Pour celq on remplac, o p?,, eiLo pourcerrain f,. sans perdrela g6n6r'rlit6 de la question' on peut supposer que c(a,'a)est rdelle. Dans ce cas, d,aprds l,identit€,de
polarisarion

I
c(u,'u) = 1lc(u 

* a, a + r) - c(u - o, u _ v)f,

ert la conditiorl (S), il vient

<€

lc(u, v)l S 7lb(u * v, w + a) + b(" - o, n - v)l
6

= 7lb(u,u)+b(v,o)1.
En remplacrnt u par Gu dansl'in6galit6 pr6c6dente, on obtienr

vl - I I
lc(u,2.,)l S V I,Cu(u, 

u) * 
Ab(", 

r) 
).

Sib(u,u',tfO,rcnch'' b(a'o)
orsrt t = 6, 

et on obtient

lc(u, v)l 1 V b(u, r)l b @, o)t - 6 (* a(u, u))i (n a(u, v))i .

sib(u,u)=o,alotsc(u,|sf,ap,a).Enremplagant vpar)apour,l)0etfaisanttendre,l--+0,
on obtient c(u,a)= 0. Ce qui achlve la d6monstration.
La r6cipr<>que cle la proposition 1.8 est donn6e par le lemme :

I*:mme 1'3'1' si a wt wneforme sesqailindaire accrdtive et continwe sur un espa,ce dc Hilbert cornplaceH, alors I + s es:t sectorielle. Plus priiisdntent, si a satisfait (1.4)powr certaine constante M > o, alors

l3l("; u) + a(u, u)ll S M*,l(u; u) + t(u, u)f ,y u e D(a).

D6parrement de Mathdmatiques @ 2ott 17 
Guelma



1'3 opiratgrrs associ6s aux formes sesquilineaires non born6s _ n

Preuve. La p'rsuyg d6coule imm6diatement de :

l9l(w ; u) + a(u, ")\ = l}a(u, w)l < lo(w, w)1,

'et l'hypothase de continuit6 (1'a). on note ici que la continuit6 de la forme o peur s,6crire sous lai[orme:

lo(u, zt)l < tuI' 18, a(u, w) + a:ll u 
11 

z1 i 
1 
m o(a, r) + llollrl*,

pour certaines constantes cd et M, > O.

Il est clair que les tolltt l.$a(u , w) + 
'-llull2] 

I 
"t [s o(, , u) + llull2]] ,or,, 6quivalentes. pour c,eneraison, on choisit d'6crire (1.a) et 

f l.ll" sans i" .orrrr"rrr. suppl6men taire o.. Il est pr6f6rable dans certaint p.obiA-.s de consid6r.r.*. forme o satisfaisan t (l.z)-(1.4)mais pas(1'5)' Dans ce cas' on essaie de trouver une extension de o qui est une forme ferm6e d6finie sur unsous-esp'ace de: H.

Ddfiniti'on 1'3'4' une fo-tT.t sesquilin6aire accr6tive o est dite fermable s'il existe une forme ac<:.r6-tiivecferm6e,rl6finiesurD(c)C.F/,tellequeD(o)lD(c) eta,(u,a)=c(u,a)pour tolrtr,t.,seD(,a).
Fi'emar9ue' En g6n6ral, I'extension c n'est pas unique, mais on peut coujours d6finir une plus petitee:rtension ferm6e (aux sens de I'inclusion) :

D(a):={w e H tel que .ln,e D(o) . ,!.n + u dansH et
o(uo- Hrnrun- u*) --+ 0, quand flrrn + x!,

a(u,v):= lim a(un,a,), (1,e)

et

pour il',zt e Dli,il, oi (u,), et (o,), sont deux suites d'616menm de D(a) qui convergenr respecrirre-mentvers ueta (parrapport)lanormedeF/) eta(uo-ilmsuo-u*)-*'0,quand n,tm+6.Notation. soient a(.,.) et &(., .) deux formes sesquilin6ai ,r.'i, ior^ri'ina c 6 signifie que

D(a) cD(b)etV a,v €,D(a),a(u,zt)= b(u,o).

?roposition 1'.3.3. Soit o.uneforme sesqailiniaire densiment dif,nie, accr1tive et conttnue.
fermable, alars i est 

.b.ien.ddf.nie^et sattsfait..(!. 
.z)-(t.s/ i, ptrr, toate extension ferm1e d.e a

exitension d,ed,, i.e., s'il existe crforme saquiliniai,reivmde"telte qae o c cr, alois s c a c c"

Preuve' Sioient (w), et (ztr), deuxsuites fix6es de D(o) qui convergent dans r{ et o(u, - ,4m, trn --H*,) * 0, o(vo -'t)m,7)n - v*) -+ O, quand n,rn + *.'pou, *orrrig Or. ;* i6r:;rl.*iri*,'on,
utilise la continuit6 de o et l,hypothAse (1.4), on obtient

Si a est

est ane

lo(wr,vo) - o(u*,tr*)l=ls(n,- u*,oo)* a(u*,vo- a*)l
< Mllr, - ,*ll^llr,ll*+ lt11v, - zr*llJlr,ll,.

A.K,Himeur D6partement de Math6matiques @2olJ1lGuelma



1.3 opdrateurs associis aux formes sesquilindaires nofl bornds n

comme llur'u*llo et ll',- v-llo' 0, quand n,nt + oo, Ies suites (flar,l I), rtqfz,llo), rrontborn6es' II vient donc d'apiit t';"egdite pre"earr,r.'qu, o4i),rn) estune suite de cauchg ainsi elleest conyergefite.

l',?""ut': )!y1o1n,,o,) est ind6pendante du choix des suites (a,)o et (o,),.En effet, si (u,*), et
(rt'r), satis{onLt les mame propri6t6s que ceiles vdrifides par (uo), et (zto)o, 

'rors
lo(w r, a r) _ a(u,, z,,r)l _ la(n, _ o,o, o o) * o(w,r, v, _ o,r)l

< M II, * - n',ll rllo,ll o * tuI llv, _ r,,.ll,ll u,,ll,.

Maintenant, sri o, esr une extension ferm6e de o arors llr, - o'rll, - ll*, - u,,llo, *0 quand ,.tr a (Dt
puisque (a,), et (u',), conoergent vers la m6me limite d"r,, ii"rp"". i. uirl.jrr (D(o,),lf.ll",). ]lnappliquantlemdmeraisonnementillzt,-.vollll""obtient 

lo(rn,r,1-oqn;,r:,11-roquand n-+c"-.
Par conr;tructiion, D(o) est dense dans (D(oi,li.llu), 

", 
donc 1r.zj-qr.+; ,"ri.lt.l."i., pour a.

Remarque l''3'4, La densitd de D(o) nous assure que toute extension ferm6e de o est aussi uneextension de ii.

Enfin, on montre que d est ferm6e. Soit (u,),c D{a) une suite de cauchy par rapporr i la nor;me
f f 'lfu' Dcnc, elle est convergente dans u, 

"i'dr 
la difinition de d, il r6sulte que u e D(o), ov tr =)!9n,. De pl,us,

d(rr- ct,Hn- w)=limo(un- ilm,Hr- H*),

Donc

lima(a,- t!,iln- w)=0,

Ce que sjgnifie que la suite (ur),esr convergenre dans (DG),ll.llJ.

ffffi:L:j.t;.tt 
la forme s est fermabre, arors o d6finie par (r.e)de domaine D(o) est appel6e

RemarErc7.3.5.

1' La;preuv-' de la proposition 1.3.3 montre que, si o est une forme sesquilin6aire virifiant (1.2|)-(1'4) et (u,)o, (vo)o sont deux suites convergents dans l/, telles qur 4n,r- t!./n,t4n- u*),eto{o, -.t,n,Qn- ,*) :0 quand fl, //7 + oo,*alo., Ia limite du cdt6 aro;t a, (1.9) existe. f)r:p.lus, si c est ferm6e, alors iette limite est o('u,v), oit u et z) sonr les limires dans.F/ de (ao,,ln
et ('u r) r, r:espectivement.

2' Il rd:sulte raussi de la m.€me preuve que si o esr une forme sesquilin6aire satisfaisan t (l.z)-(r.4),
alors la forme d est fermie it elle.ri bi.n d6finie (i.e., la limite." il6o.;;e du choix desslites (uo'.1, et (a)o.

Proposition l,'3.4. Soit o ane forme sesqailiniaire dcnsiment d,6f.nie, accr|tive et contrnne. Alors sestfermab,tesietsewlementsiona:v(w))eDl*),r,+od,onru eto(uo-%msur-n*)-+aquand
(n,m -t oc) alo',rs a(wo,u*)-o qaani'n" a &.
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Preuve' on suppose que o est fermable et soit 01 une extension fermde de a. si uo + odans rFl ers(fl,- &m,il,- u*)-+ 
!, 

alols (wo)o.converg, o.ir 0 dans (D(ar),ll.ll"r).D,aprls la remarque 1..1.5,on conclut qve s(an, ao) = or(qo,'i)y ..* a.
Montr.ns maintenant la r6ciptoqu.. Po.r, cela, on construit une extension ferm6e en prena.t lacompli,tion rle D(o) par rapport i ra norm..ll.ll_. nr", f*rir6ment, "" ;;;;; que ra forme ddonn6e par (l'9) de domaine D(o) est bi..l d6fi& rp"rirl..arque 1.3.5), o sera une exrensj.onferm6e de o' D'apras la remarqu. i.l.s, ia limite a" ,]oiJir.;, a. 1r.11 .*#i r.rr. n prouver cluela limite esr ind6pendante du .hoir d.t sur.tes a," ,,. s"i.ri;i;;;;;;;;;;., suites v6rifiantu'o*n,'t" -''r, dansl/ etllu'-n;ll*llo'r- *ll"Jorunan,rn-+@.onpeut6crire:

lo(u o, a,) - o(u'r, t: )l = la(r, _ n,r, o r) * o(u,, o, _,u,,)l

= 
M ll", - r,ll,,ll" )1, * M lla, - ",ll,llr,,ll,.

La suite ren:== uo- u:vdrifie que wn-.+ 0 dans l/ et

ll*,- w*lloSll,,,- t4*llo+lln,- a,*ll,*a, quandn,rn + 6.
ce qui rnontre que *(wo'*r):0 quand n -+ &.Pour le reste de la preuve, on applique le m6:meraisonne:ment i la tut::.o, - o,. Aiisi,^lo(uo,q _ ,6,,:;;i"'-0 quand n + @.
Exemple 1. On considdre dani n = I2(R), la forme " r'"

o(w,a)= u\)v(O), D(o) = q(R), (1.n0)

1t::l?15lflllrp*" des fonctions conrinues i support compacs dans rR).Alors o r:st dens6ment,d6finie, sy-m6trique et positive mais n'esr pas fermable. En effet, on choisitla suite ar, e c.(lR') telle que .w,(q: t pou, io,rt n et telre que an* 0 dans rr(R). D,oi a(u, -ilm, un - u*) =: 0 et ,o .1 O dans l2(m.) mais o(ur, uo) = t pou. tout n.Donc o n,est pas fermabJed'aprAs la proposition I.3.4.
Exemple Z. On considlre dans F/ = Z2(lR) la forme

I
o(u, v) - | u' (x)v(x)d x,D(o) = Ht(R).

I
lR

(1.11)

On montre que la forme o n'est pas fermable.

Ddfinition 1'3"5' soit.o une forme sesquilin6aire accr6rive ec dens6menr d6finie sur 11. Iln sous-espace D de D(o) est dit un domaine essentiel (on dit 
"urri.o.rr) pour o si D esr dense dans D(o)muni de la norme ll.f f". Soit D un sous-espace ie D(o). La restrictiln de s i D est la forme (notd:ea1p) d6fin:ie par

op(u,v) = s(w, v), Dfup) - D.

On 6tablir: maintenant une relation entre la fermeture d'une forme sesquilin6aire et son domaineessentiel.

A.K.Himexr D6partement de Math6matiques @2orrgGuelmu



Propositiorr 1'3'5' solt t ane forme sesqwilindaire d,ensdmmt defnte et accr|tioe. an sappose q,ae eestferntde et contin'4'e' on note-par D wn ious-espacu d* D(a). Abis D *, ,i i"i),ine esrenriet po,4r asi et sealement si lafermeture de op est a, i.e,,fi,= f,. 
- \-'/--'

Preuve' La fbrme o est une extension ferm6e d. olq,.d.onc est une extension d. a1;. on supposeque D e$ uni domaine essentiel pour o et soit , e'b61.Il existe alors une suite wo€ D telle quell'"-ullo*0quand n+&-Ainsi,(n,)converge versudansr/ eta{u,-t4*sltn-w_)--+0quand
t2,./n -+ oo. Ce qui montre que w € D(ol").D,oi"oJp = o.
R6ciprcqueniLent, suPposons. gr.. ol, = o er soit a'L t(o) - D{slr).Il vient de la d6finition de lafermetuLre qu"il existe une suite (uriaD qui converge u"r* dans Her telle que op(ur- t!.,n,,.rn-u*) 'ic quand ft,//, + oo. ceci montre que (ur)irrrr.rg. vers tt par rapport ) ia norme ll.ll* etque D €:st un domaine essentiel pour o

1.3.2 PerrLurbation des formes sesquilin6aires

kn::- 
section, on 6tudie la fermeture et la continuit6 de la somme de deux formes sesqurili-

Pour deux formes sesquilin6aires o er b, on d6finir reur somme par :

(o+b)(u,v)= d(u,o)+b(u,zt), D(o+b) = D(s) nD(b).
Thdordnne 1"3''7' soient a et b deuxformes sesquilindaires accrdti,ues snr H. Alors k sornnle s*b estaccrdtive,, dc plias :

L Si t et b .sont continues, alors o * b est continue.
2. Si o et b sontfermdes, alors o*b estferm*e.
3. Si u et b :;ont fermables, alors o * b est ferrnable.

Preuve' 'uaccr'6tivit6 de Ia somme est 6vidente. orr suppose que a et b sont ferm6es. Soit (u,) <=D(o) n D(b) une suire de cauchy pour la norme ll.ll"*u.'i;i"j***i;lf t]}!|ril;, er ll.llo S ll.ll**uimpliquent que la suite (u).st d. bru.hy pa, ,^p,porir t, norme ll.ll" .t ll.llu. Ir s,en suit donc que lasuite (uo) converge pour les deux normes. La fimiie dans les deux espaces (D(1),ll.ll,) .t (D(b),ll.llu)est la m6rne, dc';nc Ia limite appartient ) D(o) 
trD(bj. tilgl1ir6 il.Ir"*u s il.il" { tt.tt, imprique q'e(w,) cornerge pour la norme ll.ll"*u. En cons6qu;;.iilb) est ferm6e. Si les jeux formes sonlfermables, alors la somme de leurs fermetures o-+ S est i..*6. d'aprds la propri6t6 2). Ainsi, d+ 6g:ge oiteension fermte de o * b. Ce qui monrre que o + b est ferm"bt. ., ," f.._.rur., not(:eo+ b, est la restriction de A+ n.

Ddfinition 1"1'z' soit s une forme sesquilin6aire dens6ment d6finie, accr6tive, conrinue et ferm6e.une forme sesquilin6ai re q' avec D(s')est dite --b;;6;;ibfrl a D(a,) ets,il existe des consranrspositives cu et p telle que

la' (u, u)l 1 ala(u, u)l+ pllull2, y a e D(t) (1.r2)
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La plus petite constante a pour laquelle (1.12) est vdrifi€e, est appel€e la s-bornirude de sr. ljous

};;Uffi t:t;|t**' i*' fo'*.,, on montre que o' .rt o-uo*e. ai e* ;(o) c D(o,). plus

Proposition 1'3'6' soit s et a' deux fory'u.ysauitiniaires accrdtioes et continues. on suppose q;we oestferm'de, t' estfermable, etD(a) c p(o,).Atoi s, *io-U"rrA.
Preuve' Puisrque 

'a 

forme o'esr fermable, sa resrri*ion i D(o), oioalrD(a) xD(o) * K est aussi *-er-

:1i|. i':il ",1*r 
est fermable agissant sur l'espace de Hilbert (D(o),ll.ll"). s, fermerure (corrrmeune torme sur (D(o),fl.fl")) coihcide avec elle:n6me. D'aprAs t" p*po*rion 1.3.1, il existe nrneconstante por;itive M telle que pour tout u e D(c) r

lo' (u, u)l S u llolli _ t{ fllall, * *a(a, a)).
Par conr;6querrt, &,est c-born6e.

on suppose que o est une forme sesquilin6ai re accritiveer continue. Notons r ,= I [o+ o.] la partie
sym6trique de s' on rappelle queb(u,a)=ffiq(a,w) pour tout ue D(a). E' utilil"rrt Ia conrinuLit6de o, on obtient pou, tout u e-D!r,j

b(w, u) < lo(u, u)l < tur ll all! _ u lll u ll2 + b(u, u)1.
I1 r6sulte de cecte in6galit6 qu'une forme o' est s-born€e si et seulement si elle esr b-born6e.
Th6or&nne 1"3,2, soit o une forme sesquilinLaire ac*6tive et c<
suwose que o' ,*, onr'fr*i'liil;i'"#n, t il* qnu i'1;;;";(ii'::ue 

sur un espdce cornptexe H' on

lo'(u,u)1< afioo(u,w)+ pllullr, v ue D(o), (1.13)
oi a' p sont de'ux constantes positioes a,aec 1< !. Arars k forme saftinzet := o + o, + pI d.e domai,*eD(t) = D,(a), e:;t accrdtizte etiontinue. De plus,

1. t es,tferm,6e si et seulement si o estferm6e.
2. tes,tferma,ble si et seulement si o estfumable.

Preuve' Puisque le domaine de t est D(s),et D(o) c D(o'),alors d'apras (1.13) et la condition a < 1,on apour tout )w e D(o),

ffi"t(u, a) = s's(w, u) + g t, (u, u) + Fllall, > ( 1 _ a)g, o(u, u).
D'oi, f est accrrltive.
En utilisa't la continuit6 de o, on obtient d'apras le lemme 1.3.1 et (1.13)

l}{,n, r)l S l}a(u, u)l + IS o, (w, u)1

1 a*t(w, w) + pllull, * M [fi,a(u, *) + llrlf]
M+a

S ;;st( a,u)+(M + fillull2
< V$.[t\u,u)+llull2l,
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5|fi:il]ff :ffi1f.8 positive' Ainsi, Ia forme t+,I est sectorieue. De Ia proposition 1.r$ on
Les indgalir6r;

ffit(u, u) > (r _ a)*o(u, w) et &t(u,,4) < (t * a)*a(u, u) + Z Fllwll, .

Montrentquelesnormes 
llull"etllzflrsont6quivalentessurD(o),erdonclapremidrepropri.tr!du

th6ordnne s'olrtient. ngyr -9trt..i I p'.op.;erd t, ;;;;;;r. qu. o .rt f.r-"tre et soit (u,) e L>(a)telle que il,-,o&nr^q ett(w.o-u*,L,-,1*)-a qu^ni'n,-ry: *.A]ory *o(uo_w*,,,_,*)+0 quancl nt/t? + oo' Puisque l.t ""r*.r ll](,'ottll'*". iqlivalenres, d.l; J;;iluit6 de o, il vi.entque t(uo- *,,ru,7 ,v) -+ O quand ",; :*, ;i b projositio' r.i.+ g"r;;;;;". a(a,,uo) _+ oquand 7? + 6..' D'apr[s ce quipr6c]de et la continuiie d1, l" ptopori?io " li..onous permer deconclur,: que t est fermabre. i" .6.ip.oque s,obrienr de ra m6me fagon.

Proposition 1'3'7' soient s et o' dcax form.es sesqailindaires accrdtirsw et continues. on suppose ,aeD(s) - D(o') et les normes ll.ll^ u ll.ll,^ int dquivalmtes. e,iirc
1. o estfermde si et seulernent si o, estferm*e.
2, o e:stfen,nable si et seulement si o, estferrtable.

1.3.i opdrateurs associ6s aux formes sesquilin6aires A.c.F
soit o une forme sesquilin€aire dens6ment ddfinie, accr6tive, continue et ferm€e sur r/. pour ceuteforme, on peul: d6finir un opdrateur non born61;ai;;ii*. r.,it ,

t
@.A) ID(A)- {u eH tel que 1o eH:a(u,{)_(o:6}, VgeD(a)}

lAw - a.

Remarque 1'3'6' Le domaine de :4 est l'ensemble des 6l6men 6 ,,t eD(,,{) pour lesquels la formelin6aire 4i - a(u,Q) estconrinue sur D(a)p"r r*pporr;l;';o._. de.I/.

i.Hlnii,hl;t.ff|f,:eur ]in6aire A d€fini par taformule (AA),on dit arors que,4 est

Proposition 1"3'8' soit o,":ftryt sesqwilindaire denstr,ent def.nie, accritiae, conttnae etferm6e,,etnotons Pa''r A I'a'piratear associ{ ) k forme saquitineaire a. Alo,ri ! u1 d,ens&nrni iutrri, et pour tont,l > 0, l'opdrateur A* )I est inztersiLle, l.r, (A+,liy-i 
-Ua;h, 

au linr,- 
--"--''- *"J

I\w +A)ufll< lllll,v,t>0, Y f e u.
Preuve. S,oit ,l. > 0. posons

La norme lf.lf l e,st dquivalente ) la
r6sulte de (1.a) que la forme ,l + o*

i9i*.. ll.ll,,. d'ori V := (D(a),ll.lh) esr un espace de Hilbert. Il
d6finie par ()+ a*)(u,") _ )(i,'ii* **(w,z) est born6e sur V.

Ba(w, u) + )llwll2, u e D(a).
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De plus, elle est coercive sur V.
Paurf€-Ef,soit

g(o):=(o;f), v eV.
Il est cl'air que d est une forme linlairecontinue sur v. Donc, par le th6orlme de Lax-Milgrann, ilexiste un 6l6nnent unique u €, V tel que

#(r) - o*(rs, a) * )(v; u) _@ * )et; u), v a e V.
De cette derniare repr6sentation et la ddfinition de l'opdrate"Il 

il r6zulte que t, € D(A)et (,U +
:13;!',::::h:1" +A) - H.r-ihypotha,. i. r,;*;i,;;illi.ry ;*priq", i;; )i+aest injectif,

soit maintenant f tHr::a €D(A)llcue ()r +A)- f .Enmultipliant dans.I/les deux c6tes del'6galit6 Qt +eiu - f p^, , ,t rnutilisanc

il vient que

8@r;u)=Es(u,u)> O,

fiU;n)> lllnllr.
Ce qui irnplique )llrllsf l/ll, d'or)

IVW +A)-'flls lllll'
En fin, orn monrre rye D(A) esr dense dans .F/. Soit z €.F/ tel que

(v;a)-A, Va eD(A).
Puisque I +A est inversible, il existe alors (, e D(A)tel que o - (I +A){t, er pour u = {,on obtiernt

a = Qt; Q) = ((t + A),/,;,/) = ll{ll, + @{; tt ).

La positi'it| de *(Atlt;,lr) - ny4, {) > oimprique que {= o et donc a = 0.
Notons qLre pour la forme o v6rifiant (1. 2)415.:L 1"i*J"a;Jnr. o* v6rifie aussi les m€me proprii-t6s. Donc., or pr-.ot associer ) a* un opirateur A; qui est t,"d,oirr, d. a.
Proposition t'3'9' L'ophatewr associi ) s* est A*. En particulier, si a est symdtrique alors A est dtrto-adjoint.

Preuve. i\trotonr; par B
t. I

ecflre

D'ori

l'op6rateur associ6 i la forme o*, er soit u e D(B).par d6finition, on pour

a-(u,d)- (Bn;#), V{ eD(a")-D{o).

(8";d)= o*(u,#) _ 0(6A=@), vg e D{A}.
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Ce qui monrre q're ! € D(A.) et A" a = B u.Ir nous resre i u,ji!* que D(1.) g D(B).pour cera,
';::: (',t lfilYVi'pq?::;;::il:#ff ''i;; i ;o(a) ,ene q,,! 1l +a.)o'= e i tiii,

(" - {;(I + A)w) - ((r + A")(" - {); w) = Q, V u e D(A).
De I'in i'ersibilit6 de I + A.e,stinversible, il r6suhe que 

" = <! e n@).r on a vu dans la proposition.l.3.8 que 1'op6rar.'il ;i6 t s .rr d.nr6*ent difini dans .F1, et il1'est aussi darns D(o) muni de f, 
""r,il" Ji.11".

Lemme 7'3"2' soit o un1{orrye sesquilindaire d'ensdment defnte, accr|tioe, continue etferrn6e, et soitA I'opdnztewr txssocii ) o. Aiors D(A)'ut r" d";r;;';;;;;r;;;;:rr r.
En vertru de ce lemme et la proposition 1.35, on conclut que la forme a coincide avec la fermeturede la restriction de a sur D(I),i.., o = %rol.
Ddfinition 1.3.9.

1. Urn op6rareur B : D(B) C H + H estdit sectoriel s,il e; 
.

qu.e 
/ = tz ' rr Q)L url reclorler s 1l exrste une constante positive E, t<:Lle

l3(8";u)l< V&(Bu;w), ya eD(B).
2. IJimage num6rique de I'op6rateur B esr l,ensemble

(1.14)

,/f (B) := {(B u; u), u € D(B),llzll = r}.

> Il est c,lair que B v|rifie (1.1a) si er seulemenr si

,X(B) c {z eC,largzlK arctan6}.

;ff* 
ctP6rateur associ6 ) une forme sectorielle e$ un op6rareur sectoriel. La r6ciproque est aur;si

Proposition 1'3'10' soit a uneforme sesquilin,laire densiment d,ifinte, accrutive, continue etferm6*.on note par 'A tt''opdrateur associ6') a. les piopridtds saivantes sotnt 2quiralentes :
1. s est sectorielle.

2. A est secnriel.

La preuve de k proposition 13.fi est u.ne consiqaence immid,iate du lemme suivant.

Lemme l'3'i;' soit a un.e.forrye sesqutlinda,ire d.ensdme.nt-d,6fnr,e, accr6ti,ue, continue et ferrn6, et soitl

)rl';rernwr 
associd i t. Alars, I'image nwmdrique trw a, i'urt d'on d-", t;;*rs, )umhiqu, ,fi(at)

Preuve. La pretrve d6coule du lemme 1.3.2.

Lemme 1'''3'4' soit A wn opdratewr ) domaine dcnse tel que $(Aa; u) > 0 poar tou.t a e D(A). onsuppose dc plus que :
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1.3 operateurs associds aux formes sesquiliniaires non born6s_ D

1. 
'U exist:e une cansta,nte c 2 A, dle qwe l,ophatear qI +A est secnriel (ici H eX complexe).

2. ,4 est symdtrQue (ici H est r6el). Alors hforme defnie par

o(u,o):- (Au;o)d,e d,omaineD(a) _ D(A)

estfernnable.

Preuve" On suppose que (1) est v6rifi6e. On a

o(w, a) - ((aI * A)a; o) - a(u; zt).

D'ap.rAs lapropositionl.3.2,laforme sectorielle (n,o) -+ ((aI 1A)u;a) est conrinue, d,oi o esr
continue.
Si (2) est vdrifide, alors o est continue (il suffit d'appliquer I'inigalit6 de Cauchy-Schwarz), er p{)ur
montr€lr que o est fermable, il suffit d'appliquer ia pioposition t]1.+. En effet, ,iit 1ur7c O1e) ,relle
que u n -+ 0 dans H et a(u n - tt m, lt n - il *).* O quand i, * -*oo. La continuitd de la forme o donne

ls(r,, il,)l < la(u, - u*, uo)l*la(u,, u*)l
< Mllr, - u*ll,llr,llo+ l(Au*; u,)1.

Par,hyp'61lEs.e;lluo- u*llo-r 0 quand fltfrt,+ oo.et donc ll*rll*est born6e. D,aurre pa6, pour rout
m,l(Aa*;ur',,t1* 0 quand n + &.Donc o(ur,wr)-* O qu"nj"n -+ @.

IT T'r"" 1.3.7, Le r6le de l'hypothdse (1) et (2) dans le lemme 1.3.4 est pour assurer la continuit6
oe ra lor:me

a(u,v) := (Au;rs), D(o) - D(A). (1.1 5)

o La preuve montre que cette forme est {ermable d}s que elle est continue. L hypoth}se de cornti-
nrrit6 ne Peut Pas. 6tre enlevee, de plus sur un 

:space de Hilberc r6el,larondirior, (Au, u):2, 0
pour tout a e D(A) ne suffir pas pour assurer la fermeture de o.

o Lorsque la forme ddfinie par (1.15) est fermable, l'op6rateur associ6 i la fermeture de o est une
extension de 24.

Propos:itiofl 1.3.11. SoitB:D(B)cH +H anopdrateurfermdhdomainednnse.Alorsyop&a1zur
B* B dif:nie par

{np.a1- I, eD(B}, Ba eD(s")l

{r-, = 
'8.(Bu)

est un op,1rateur auto adjoint ). domaine dense.

Preuve. On introduit la forme sym6trique

o{u,o)- (Bu;Ba), D(s) - D(B).
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Op6rateurs associ6s aux formes1.3

Puisque 3 e'st ferm6, alors o est une forme ferm6e, donc il existe un opdrateur auto-adjoint (i, do-
maine dense) associd i o, par d6finition,

I nA> - Iu e D(o),la e H : (B u;B 6) = (r; d), V g e D(a)l
\Aw = v.

D(A) - {u e D(B),fui e H : (B w;Bg) = (a; d), V g e D(B)}
- Io eD(B),Bu €D(A-)},

et Au := B. (17 n). Ce qui monrre que A = B* B.

Lemroe 1,i',5. Soit o une forrne sesquilinLaire dcns&nent dcf.nie, accrhiae, continue et ferm6e. ,goit
\Q.91n;o),ll.ll") wne suite bornde qui conoerge t)ers ,, dani H. Alors u e D(o) et on a'1a(w,i,,t) 3liminf So(z,,,Ho).

Preuve" Puisque la suite (u) est born6e dans (D(a),ll.ll"), alors on peur extraire une sous-suite
(u,u) c:. (a)'taiblement convergente. Soit $ e D(o) la limiie faible de (L*r).pou, tout 

" 
e D(o]), on

a

(w,u; v) + b(w,r, v) * (S; tt) + b($,a), quand n k + &, (1.16)

ou b er;t_-la partie sym6trique de o. Notons par B l'op&ateur auto-adjoint associ6 ) b. la fornnule
(1.16) a.lieu irussi pour tout v € D(B) et donc

(u,r;{I + B)v) - (g:(r + B}v}.

La con''rergenLce faible de (uo,) vers u. e .FI implique que

(u;(I + B)v)=(4;(I * B)v), yo eD(B).

En vertu de lra proposition 1.3.8, et le fait que (I + B) est inversible, on conclut eue u = $ e D(a).
En prerrant r't = t!' dans (1.16), on obtient b(u,u) = lT" b(u,r,u). A,partfu deli et .o.rtilir"rrt ,[,ir,-

6gilit6 rle Cauchy-Schwarz, on obtient b(u,w) < liminf(un*,tu,t).Il en r6sulte donc que b(u,u) <
limin{(urr,u,rr) car on peut remplacer (uo) dansle calcul pi6"6i.rrt pour roure sous-suire.
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.nf .. ^Lna?Ltre z c* :
Vl Semi-groupes d'op6rqteurs non-born6$

2.7 Ddlinitions et notions prdliminaires
Un op6rateur lin6aire.est une application A: D(A) c Hr * Hrlin|ake,ori D(r{) est le domai.ne
de d!finition de l'application lin6aire /, qui est un sous-.rp"re vJctoriel de H1,q.r.'l,o' suppose en
g6n6ral dense dans .F1,.

o Tout op6rateur 1 est complitement d6fini par son graphe G(1) qui esr un sous-espace vecroriel
!" Hrx H, dtifinipal G(,4) = {(t,,Av), v eD(A)1.- 

-

Pour to,ut opiirareur linluaire A: D(A) g Hr 
- 

Hrionnore par :

N(,4) = lh eD(A), Ah =O| (noyau deA),

R(1)= {hz=Ah' hreD(A)I (image de.A).

D6finiti'on 2.1.1. On dit qulry opl.rxeur Aest fermde si son graphe G(,4) est ferm6 dans Hrx,(Ir,
i.e., pour toute suire (r,) c D(A) telle que t4n -+ tt. dans H, 

"i 
An,;; dans H2, alors u eD(;i

et v =Aa.

> L'opdrateur ferm6.4 peut €tre considdr6 comme un opdrateur born6 de son domaine de d6finitj.on
D(z{) muni de la norme du graphe (l l, I lc := llullp,+ llAallr,)dans .FI,.

fhio$rne.2.1i.l- pb*orbme du graphe fermdJ Si I'opdrateurfermi A est d{f.ni sur toat I'espace )4r,
alors A est bornd

(A fermdet D(A)-Hr1n bornd).
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2.1 Diifinitir 
Zz

Ddfinition :1"1'2' Soit,'4 : DIA.) c F, 7 |t "lop6rateur 
non-born6 i domaine dense. on peutd6finir l'op6rareur non-born6 A adjiintde r'lp6rateur/, comme suit :

A. : D(A.) c H, ---+ H,

D(A.)={ze Hr:3c>0telque l{2, ArllSrllrilr,, yue O(a)}.

> Si'4 : D(A) cHr- Hrest'un op6rateur non-born6 ) domaine dense, alorsr4* est ferm€.

Ddfinit;ion 2.1-3- ondit qu'un op6rateur A: D(A) cH +,Fr est sym6trique lorsque

Y u,a € D(A), (Aa,zt) - (w,Ao)

Ddfinition 2.7.4. rloplrarcur A : g(A) c H ---+.Fr est dit auto-adjoinr si r4 = r4*, i.e.,

D(A)= D(A.)et(v,An)=(Ar,s, u), Y u,v e D(A).

2.1.'1, Spectre et rdsolvante d,un op6rateur non born€
Soit'4 

'D(A) c H -- H unop6rateur non born6 que I'on suppose ferm6 r2t eti domaine dense.

D6fi nition 2.1.5. On appelle ensemble rdsoloantde r{, l,ensemble

p(A)= {,teA:A1= ),1 -Aest bijectif}.

Son conrpl6mentaire dans le plan complexe s'appeil e le spectre de A etsera nor6 o(A) -a\p(a).
' on note que si ) e p(A),1'inverse R();A) - A;t est d6fini sur rour I'espace er est ferm6. parr le
th6ordrnLedugrapheferm6,ilestborn6,i.e.,A^r€zlu\.Cetop6rate,rr.rrappel6 largsolvantede
A.
r Lensemble :r6solvant p(A) est un ouvert du plan complexe et I'applicat ion p{A)D ,l -+ R{};A)
est anall'tique sur chaque composante connexe de p(A).Lar6solvante satisfait I i'6qu"tion fonction-
nelle suivante dite identitd dc k rdsohtante:

RQ.;A) - RQ,;A) = ()z- ),r)RQr;A)Rez;A).

o Le spe';tre de -4 est donc un ferm6 de C, et si de plus l'op6rateur.d est born6, alors o(.4) est un
compact non.ride.
Examinons i pr6sent de plus pr6s la strucrure du spectre.
r Le premier sous-ensemble important du spectreest le spectre ponctael :

,o@) - {,1e C:A1n'est pas injectif}.

1. lhypothdlie de fermerure est n€cessaire pour faire une th6orie spectrale raisonnable.
2. Si A n'est pas ferm6, alors p@) =0 .

3. Si,4 =,4*, alors o($lA et a(u{) c lR.
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Un6l6ment )deop@)estditvalewrpropredeA,illuicorresponduna*8eD(A)telquez{,1r9=0,
que I'on appelle oecteur propre (fonction propre quand,F/ est un espace de fonctions) correspondant
n).
o Si ,t e o(tl)\o o(A) donc r{1 est injectif mais non surjectif. Deux cas se pr6senrent :

. Si RAi) n'est pas dense, on dit alors que )e o,(A) ie spectre rdsidwel de A.

. Si Rl/4,1) erst dense, on dit alors que )e o,(e) le spectre continu deA.

D6finition i1,.1.6. Ondit qu'un op|rateur A est fermable dans.Fl s'il admet un prolongement ferm6.

On v6rifie aussitdt que,,{ est fermable dans ,FI si et seulement si I'adh6ren"r qa; de son graphe est
un graphe. l\utrement dit,4 est fermable si et seulement si pour toute suite {n,) c 9(A) telle que
t't,n --1, 0 et t4u, ----a iJt alors z = 0.

IJop6rirteur ihrm6 7 dont le graphe C@) -@ est appel6 fermeture de.4.

D6finition 21,.1.7. Onsuppose que/ est fermable. Alors Il existe une petite extension ferm6e unique
(au sens de I'inclusion), not6e,4, d66nie comme suit :

D(A) - lu e H tel queluo € D(B):lim w,= ,, et lim Au,existe],
n n+6

(1t"17)

(rr.18)

on Pose

D6finition i1.1.8. Soit,4 un
est apprel6 dr:maine essentiel

ll.llc = ll.ll+ lF.ll.
Soit.4:D(AJcH+Hun
l'op6rateur

Au:=limAu-.

op6rateur de domaine D(A) g H.Le sous espace vectoriel de (D(,4))
pour z4 s'il est dense dans D(A) par rapport ) la norme du graphe

op6rateur lin6aire, et y un s.e.v. de D(A). La restriction de r{ i l/ est

Alyw:=Au, u €,V =D@1il.

Propc,sition 2.1.1. Soient A un opdratenr fermi et D un sous espace ilectorifl dc D(A). Alors D est an

domaine essentiel pour A si et seulemmt si, k fermeture fu A,, est A, i.e.,T1o = A

2.2 Serni-groupes d'op6rateurs lindaires

2.2.0.1 G6:n6ralit6s

D6finition 2i,.2.1. Onappelle semi-groupe fortement continu i un paramltre une famille {S(t)},ro
d'op6rateurs born6s sur F/ v6rifiant les propri6t6s suivantes :

(i) s(0) = /,
(ii) S(1,* s),- S(r)S(s), Vr ) 0, s ) 0,

(iii) Va € iI, lim lls(t)u - wll= 0, Y w e E.
r\u
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On ass;ocie i. tout semigroupe son g6n6ra teur _Ad6fini par :

-Au =Y^{s?)u - 
u1

'\ot t J (r,)
Pour tout u t'el que la limite (sr ) existe dans la topologie de Ia. norm e de % ,ce qui d6finit Ie sous
3:::;7gll,:t:tfi'ff *j'op&alur'a' 

i" p"-ii*' p'"p,iei6s des semis,oup., ,o,,, rassemb,r6es

Proposition 2.2,r. soit {se)lrro un semigro.upe d, operateurs sur H, et _A son g6n6ratewn Alars :(a) t *-+ s(r ) esr unefonitiiniiiir**,,Jt;nL, ;;f;,-;{;ns s{H).(b) Il existe dns constantes MeZ | ,,, 2i-F- tett"s qu"

llS(r)ll S MneYat .

(:),,A_*, wn op,'rateurferrn, et son d.omaine g(A) est dense d,ans H.(d) Pou, tout tu e g(A), S(t)u esr iariiii, 
". sens de la norrne de H et

d

7;$Q)u)= -AS(r)u _ _s(t$u. 
(rr)

k) 
I l:',Y:;::!J;*;:'Xr-) est d'ans t'ensembte rdsotoant p(A), et ta rdsotpante Re;A) - (A+tr,y-r

RQ;A)= (,4 + ,l)*'= 
lo* 

u-^, Stilar. (i,)
L'intdgrale (so) esr ddfnie au sens fort sur toat intervalle born6[0, r], et converge en nonne d,op6,,a-teur lorsqwe'.T - a. De plus par l,in6galit6 (rr) on o- 

"-"'

It@+'r)-'ll< #h (,,)
En fonction des valeurs des constantes M^et rl, ondistingue plusieurs classes de semi-groupes :- 
2i r^ 5 !], 

.i dit que S(r) est un semi-gro.rp. born6. o- -

- st ra ( () er M,q= r' on dit que s(r) esi un semi-groupe conrracranr.

2.2.0.2 Caractdrisation des g6n6rateurs

Le r6sultac prin,cipal est le th6orlme de Hnm_yosnn.
Thdorlm* 2'2'11' Iln opdrateur -Afermd ) d'ontaine d.ense dans un espace dc Banach H est le g6n&atewd'un semi-,grouptz si et seulenzent si il existe do, ,o,nrioorrr-*;;r'ya telhs qae toat r6el ) > y1 soit dansI'ensemble rdsoloant pe4 et que

IIQ+A)-*lls,,Mn/ "- Q-y^)'
pour tout )l> Tn et tout entier rn ) l. On alors l,estimation

llS(r)ll = llr-,nil S Mnet rA.

(d
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2.2 Serni-gnrupes d,op6rateurs lin6aires 
25

corolllaire 2'2'l' un opdratekr -A fermd n d'omaine dpnse dans un espace de Banach % est le g6,ndra-
teur d'un semi-groupe cantrdctant si e't seulemenrsl ]0,1oo[ S pl _A u{poo, nut )} O on a l,in657alitd

ll(,tr+a)-,lls 1.
A

D6finicion 2,.2.2. soit / ero,|Jet consid6rons |ensemble

T,(!):-{ze C : zfaetlargzl<Q}.

Ia fami,lle des op6rateurs (T(z))"erp) esr dite semi-groupe analytique (d'angle /) si

1. ?'(0) := I et T(z * z,) = T(z)T(2,) pour z,z, €t(h ;

2. Ltapplicarion z -+ T(z) est analytique sur Z({};
l. lig T(z)x = tr pour tout r eE,O <,1r, < tfi et z et(,/,,).

Remanque Sii I'ensemble {llr(z)ll, z et(tlt')} est born6 pour rour a < ,lr' 1 {, ilors T(z),e..2(,/,,)
est dit semigroupe analytique born6.

D6finition 2'2.3. Un op6rate ur (B , D(B) ) lin6aire ferm6, i domaine dense dans un espace de Hilberr
H (D(rtj -t) est dit sectoriel (d'angle f) si

-. r. Ilexiste, Q,o<,1,.;telque Z{*i={,leC : larg(,I)l .I*/}u{0} c p(B).

2. R:ur 0 e(0,/), il existe tI > Orelle que llfi(,I,8)llS ff W.,, )e\4,+i_o et )fo
l^l

Th6orlrme 2.:l'.2. Soit B : D(B) C H -+ H wn opdratewr ), d,omai.ne d.ense, ah H est wn espace de Hillrert
cornplex'e. Al:o:rs B engend're un semi'groupe analytique d,ans t(tlt) si et seulement si Lgt + |) e p,{n1
et pour tout 0 e (0, {t), on a

, :y!, -. lli(,t/ - B)-'llen < @.

^<>,(0++)

o On slr:Wose 
:qu! B eng|tdy u-n semi-groupe analytique dans le sectewr E(,lr), tlt > o. {Ine application

dit'ecte d,,e kfornzule de caucby *onire qu,ii existe une constante M'>'o'telle qwe

llnrQ)ullS{po, touta eH et t >a. (l.r|e)
u

o L'analyticitidcsemi'groupe(T(t)),rodanslesecteur\(,/r)entrainequepourtout0 e(-rlr,{),(T(,ril,))rro
est wn senni-groupefortement continu sur H, oh son g6n6rateur est eie B.
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2.2.1 Opdrrateurs accr6tifs sur un esPace de Hilbert'

D6finition 2|'2.4.

1. On dit qu'un op6rateur z{ est accr6tif si

&(Aa;u))-Q, u €D(A)'

2. Ondit ,que 4 esr m-accr6tif (ou maximal accrdtif) s'il est accr6tif et 1 € p(-A)'

RemarqueLad6finitionQ.z.l2)est6quivalente}lad6finitionsuivant'e:
;;:;il;;;;it"?;test dii m-accr6tif si' pour tout s'l > 0'

1

lKe + if 'll : s;(.4+ i)-r eg(H) et

on montre que, si.A esr un op6rateur lin6aire m-accr6tif, alors A est ferm6' de domaine dense est

maximal-accr:6tif. En effet, z4 est ferm6 puisque, pour )' > 0, ('4 +'l)-t e g(H)'

i;;;ilpe; r,/)-'ll 1 )-',d'oi pour to.'.t t'' eD(A)

ll'lls ]ttt,4*'l'tt

et1^2 1

llrll' s |neaf 
+ jx.;,n, u) + llull2, o s ill/zllz 

+ 2f'(Aw' u1'

Si l'on fait te,ndre l, * oo, on doit avok tt(Au: u).>-9' d'9Y A 
1st 

accr6tif''

soit mainte tant Arorr.-r*r*rio' accr6tii. i" A, 
^lo116, 

+i;:t est une extension de ('4 + 'l)-1

pout fl1.,I> 0, mais Dl(A! i)-t] = fl'{'oi At= A'

hnfin, D@) =ni(/iifit n#.s't t o ; *o*t""s que ((z{ * }}-1 n'r;}= 0' Vo e H + e = 0"

Prenons ,t, =. v et Posons (A + ))a rt = w , otr a alors

0 = S((,4 + ))-trt,v)=trv(w,(A+ ))w)> S'llloll2'

d'oi zr =0,'u =A et D(,4) est dense' . . ^^^-t*:t
r Il esr; clair qu'un "pe.J*jt 

*socie ) une forme accr6tive est un op6rateur acct5ttl"

o si la form,E sesquili'n6aire est dens6ment d6finie, accr€rive, continire et {erm€e, alors son op6rateur

associ,S est nl-accr6tif.

Irmrne 2.?..1. sOit A un op|rateur accretif h d,omai.ne dense. Aro-rs A est fermabre, et sa ferrneture' A est

acnit;itte. De plus, poo, ,oui'l e C, R('l/ +/) est dpnse dans R()I +A)'

preurre. So:it (an), C D(A)une suite convergente vers A et Awrconverge vef,s ? dans 'F{' Pour tout

o; e 1)(A), on a

OS$;(Au(ao* a);wo* os)

- 8,(A u,; u r) + 8(A n o; <D) + S ("{ <'r ; u,) + * (A *: ; a:}'

D6partement de Math6matiques
@2011 gGiue,na



Par passege ) lalimite quand re tendvers *oo, on obtient S(u; <^r)+fr {Acail':,}2 0'I" appliquanr: le

mAme ra.isonneme* "l'."'i" 
p""t '.; o' ti u" t"i'""''""itt )'--'0' on obtient s(z; co) 2 0' On

reprend le m$rme raisonnement avec -6.1, o,, oU'ient S'(a'; u)) sA'Ce qui nous Permet de conclure

que s(z; u)=,o,et donc (,tr;w)= o. puisqi. atte 6g"1ir6 .rr uol. porrtor-tt a eD(A) qui est de'se

irrrt i, tf"rt I = 0. Donc'4 est fermable' 
monrrenr ais6ment, il suffit d'utiliser

C""rr!;"a 6 cLeA.t l" J"r,rit6 de R('l+za) dans R('l*'A) se d6r

la d6finirion de A et un simple argument d'approximation'

Irmme 2.2.21,. Soit A un op&ateur a d'omaine dense sur H '

l.SiAest'ferm6eto,,*;Talors(A*I)estniectl!e1R(I+'4)estferrn6e.
2. Si A est. m-accrdtif, alors(g,*) C p(-A) et )()I +A)-t est at'e contractian sur H ?our t:oat

,l > 0.

3. sti A est accr6ti.f, alorsv est rn-accrttif si et selunent si' il existe )> 0 tel que R()l * A) est funse

dur'ns lL

Preuve.

1. S,oit u <= D(A)tel que w * Au= 0' De I'accr6tivit6 de'4' on a

(n; u) < fr(n * Aw; u) = A + u' = o t

d,oi,I*/estinjectif.DanslebutdemontrefqueR(/tz4)est,ferm6e,consid6ronsalors
t*)cD(r4)telle qne:ytn!Ano,tontt'pnt"'d""'FI'Puitque (n';uo)3*@'+Auo;wo)'

iltvient donc que li,f itborn6e' On peut 6crire :

(u r - w*; iln' il *) 3 fr@r' il *l ilr' H. * Ail n' A'*)
< llu, - u *lllln, * Au, - w * - Au *ll'

()n rermarqu e qte (ur) est une.suite de cauchy' si u est sa limite' alors Auo converge vers

12-u.LafermeturedeAimpliquequeueD(A)::1)='t+Au€R(/+'4)'
lvtais 1 e p?A)si et seulement si.I ia .r' inversible. Ainsi, A est m-accrdtif si et seulement

r;i R(/ +.4) est dense'

2.t)nsupposeque,Aestm.accr6tifetsoit/,>o.Ona,iep(-A)sietseulementsi,ll*,4est
irnversible. #;;nl*;"", ij I l'op6r"t".,t ac*6d{ tlA''onvoit qu'il su{fit de montrer que

.R(,1/'+,4) .st d"nse' Soit / e FI tel que

(f;Au*Au)=A, ueD(A)'

puisqrue4 esr m-accr6tif, alors on Peut trouver " ?D@)tel 
que f =o *Aa'

Pour z = r,'i';g;liref'ettat"" ditttt 't't =o'et donc / = 0' D'ot-rR('{/ */) est dense'

Maintenant, po"r.,' f Ln fix6, et u eD(A)tels que f = Au *Au'Ont

ll/ll' = $()u + Au; )u I Au)

Z )tllull'+iltt(Au;w)
>- xllull'-

De cette in6galit6, on voit clairement que '1('11 +A)-t est un op6rateur de contraction sur "F/'
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3. D'aprls 2), siVesr m-accr6tif alors )I +A est inversible pour ,1 > 0 et le lemme 2.2.1 nous

""r,r.. 
qrre ,R(,1/ *1) est dense dans AQt +41 - U.

Inrrersement, on suppose que R(,11*,4) est dense pour certain ,l > 0, donc.I + 
^-rA 

est un

op6ratetr I image dense. Donc, d'aprls t), )-rA est m-accr6tif'

Maintenant, en verru de 2) on conclut que a.I + )-rA est inversible pour tout d ) 0. Ceci

impliqur:, en particulier que I +A est inversible, et donc A ex m'*cct6ti{r-

Th6or&rne 2.2t,.3. Soit A: D(A) C H + H un opuateur h domaine dense. Les a,ssertions suivants sont

4qui.oalentes.

1. L'opdrateur A estfermable et 1-A) wt un gdn€rateur de semi,'groupe d,e contraction sur H .

2. A 
'est 

m'accrdtif'

3. A,est accrfitif et il existe une constante )> O telle R(,1/ +/4) est dcnse.

preuve. IJ6quivalance entre les points 2) et 3) a 6t6 6tudi6r €nr le lemme 2.2..1,. On suppose ma,in-

renanr que 2) a lieu . D'aprls le lemme 2.2J, (A.n) C p?A) er )QI +'{)-t est un opdrateur de

contraction sur.F/.
Oeprer le th6orAme de Hille-Yosida, 1'op6r^t u, -Aengendre un Co-semi-groupe (e-'^),>o sur Iy'.

De plus, pour tout u e D(A), on a

LW'A ull2 - -zx(Ae-'A u; e-'A u) 1 o'
dt"

Donc, llr-'v rll' Sll"llt pour rout e ) o.

A partir deli et la densit6 de D(e),il vient qrue e-'A est une contraction sur -FI pour tout r ) 0. Ce

qui prouve I'a.ssertion 1).

Inversernenr, on suppose que,4 est fermable et (-7) engendre un Co-semi-grouPe de contraction

(r-'v)rzo. Donc, pour tout t > o

ffi(r-r-'Ariu)>O YweH'

En appliquant cette in6galit6 a w eD@),on obtient

*6n; w) = lim!*@ - e-'A ,; a) > o
tlo t

Ce qui jmonu:e q.t.7 est accr6tif. \ - , -
Puisquer (-7') est un g6n6rateur de Co-semi-groupe de contraction, (0,oo) e pFA)' D'orir4 est

m-ass1{tif.
Soit,4 un op(irateur ) domaine dense, accr6tif.t 7 ," fermeture. Alors I'op6rateur / est accr6ti{' Le

thdorlnne qui suit donne des conditions suffisantes pour que z{ soit m-accr6tif.
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2.2 Semii-groupes d'op6rateurs lin6aires Ig

Thdor&nne 2.2.4. Soit A : D(A) c H -+ H un operateur acudtif, On suppase qu' il existe un opdrdtear
S m-accn*if et.tdtisfait les dcux conditions saiaantes :

1. D(s) t )D(A)

2, Il e:xiste ttne constd,nrc d eR dle que

*(Aw;Su)7 -a(w;Su), Yu eD(S).

Alors lalbrmrtrrrV de A est m-accrdti,oe et D(s) est un d,omaine essentiel dcV.

Preuve. Sans perdre la g6n6ralit6 du probllme, on peut supposer que a 2 a. Consid6rons mainrre-
nant I'op6ratetr A * aI au lieu de A. On voit (d'aprls 3) du lemm i Z.Z.t1qu'on peur supposer que
a=4.

1
Soit B, =. A(l'-f ;S)-t, n t !. Pour tout z e N[, l'op6rateur B, est born6 sur .F/ (ddcoule de 1) et le

n
th6orlme du g:raphe ferm6). De plus,

/ / 1\ \ 1I (Au; ( /+ -s ) , ) -fi(Au;a)+:sx1ew;Sw)>a yw eD(S).\ \ n/ / n

Ce.qui irnplique que Br_est accr|tif. D'autre part, l'ensemble r6solvent de I'op6rateur B, est non
vide, d'oii d'aprds 3) du lemme 2.2.1, on conclut que b, est m-accrdtif. De la formule

1'' / | \I+A+-S=(utB,)(t*;t/,

il r6sulte ,que Jlbp6rar eur I +A+ 1S a, domaine D(S) est inversible. D,oi pour tout fe Ff et rout
n e N,il existe w, e D(S) r"l qur'

I
ao*Auo*-Su,-f. (1.20)

On en d6,Cuit d,onc

ll,,ll<llfll ,t llls,,ll=zllfll. (1.2r)
n

La premilre ind:galit6 r6sulte de 1'accr6tiv it6 de A+ 1S, puis que
n

../ 1, \(u,;w)<ffi l r,*Awn* -Swo;u,I\z/
=ffiU;u,)
sllf llll,"ll.
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,A
2.2 Semi.groq 

::
T J r. , | | r ILa oeuxleme rnegajrte r6sulre de la premidre in6galit6 et l,estimation :

1 ,/ | | \
lltSu,ll, =* Vu,+ 

lSnn;;tr")

-n (f -',,!'n-\\ z '/

sct/l +l,,l)ll1r,"ll
un 'll

Montronr; maintenant qu.7 est m-accr6tif.
D'aprls k: lemrne 2.2.1, il suffit de monrrer la densit6 de l'image de I'op{rate \r I +A.
Tout d'abord, c)n va montrer que l'op6rat eur I *A de domaini D(S) est d'image dense.
Soit/ e ll tel que

(f;u*Aa)=O, VweD(S),

et soit (r,) cD(S)v6rifiant (1.20). De (t.22), ona

(f ;f) - (,,*Au,*!s,,,f) - (!s,,,f) . 1.23

D'autre part, prrisque S est m-accr6tif, il r6sulte alors que .!* esr densdmenr d6fini. En effet, on voiit,
ciairemenrr que ,I 4 .S* esr inversible avec (1+ S-)-1 - ((/ + S)-t)-. Sj a e.F/ tel que (r;a)= 0, Vz r=
,(s*), alors on peut 6crire y 7 Q +86 pour un cerrain S e D(s),er I'on obtient (d;(I is',)o) _ ct,
pour tout z e Dr(S-). I)6galitiR(/ + J-) = F1 donne 4 = O,et donc u = 0.
On consicllre maintenant une suite ffi) c D(S.) qui converge vers f dans.Fr. On a

l()'""") - (!,'",'o) =ll:',"llnr - rhtl

=zllf 
llllf - fhlt.

1l
Il s'en suit donc l(:S"r;f)'(lswr;f) | converge vers O,quant le -oo, uniform6ment par rapporr

an.
D'or), en utilisant l'in6galit6

l()t,,' o)l- :n,.' s. re)t s lv mv ruu

on obtient lrt \l
l\;t,,tf )l+o wand n-n

On conclut de (1.23) que f - 0. Ainsi, on a prouv6 que la fermeture B de la restriction de ,4 sur.
D(S) est rn-accr(:tive.

(r.22)
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Puisque j'+7 r:st une extension de I + B,alors (/ + A)D(A)- i/. Donc,,4 est m'accr6tif.

Enfin, il reste i. prouver que B - 7 pou. conclure que D(S) est un domaine essentiel pott.7.

Si a e n(il,ilexiste a eD(B) tel que

u +Vu ='u * Ba = a +Va.

Or I +Aest inLjectif, donc w =r.t eD(B)

Remarqiue2.2.l" Soit A et B deux op6rateur d6finis sur espace de Banach X. On suppose que S est

Ierm6,I 
"st 

{.,,-"ble et D(S) g D(A). Alors il existe deux constantes rz et } telles que

ileullsallswll+bllall poar taut u €D(S).

La preuve repc,se sur le th6orbme du graphe ferm6.

2.3 lFormes sesquilin6aires et th6orlmes de g6n6ration

2.3.I Semi-groupes sur les esPaces de Hilbert

Dans cetce sect;ion, on reprend les mAmes notations que celles utilis6es dans la section 1.3.3.

Soit o ule forme sesquilin6aire dens6ment d6finie, aicr€tive, continue et ferm6e sur un espace cle

Hilbert, et soit A1'op6.rateur lin6aire associ6 ) o

Il est cla1re qu,: / esi accr6ti{ puisque o est accrdtive. Comme cons6quence du th6orbme 2.2.3 et de

la proposition 1.3.8, on a

Proposi,tio n'.2.3.1. L'opdrateur -A est un g&tbateur d'un semi-groupe de contraction sur H -

Dani le r1sulwt qui suit, on mantre qu,e le semi-grawpe engendrd par -A est analyti.qwe. Plws prdcisdment :

Theorlrne 2.3,.1. Soit H un espd.ce de Hitbert complexe. Notons par (e-td)r:o le semi-groupe engend'rd

par l,op6,,atenr -A. Alors (e-tA)tzs est andlytique d,ans le secteurz(l-arctanM) oil' M est k constd'rrte

d,e k con,tinuiai ($ I'bypothbse 1.4). De plus, powr taut t €,fO,I], e-" e-"4 est une contrdction sar H pttur

n M ./vl.
tout z. X(; --arctan;)= X(arctan(-)).

Preuve.IJhyp,othlse de continuid (1.4) implique que, pour tout E €]0.1]

l3(Au ; w)l I M 18,(An ; u) I (u ; r))

.!1N6r;u) + e(u; u)] powr tont rt e D(A).
e

D'or), si on pose B = A* e1, l'in6galit6 pr6c6dente montre que B est sectoriel

M
l3(8";r)l S :s(Bu;u) Pour tout t't eD(B)'
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2.3 Forntes sesquilin6aires et th6orlmes de g6n6ration 'll

D'aprbs lfe th6,rrlme2.3.2 ou le th6orlme2.3.4,,on conclut que -B est un g6n6rateur de semi-

groupe a.naly,ri,que dans le secreur ,(; 
^r"r^n1!11. 

De plus, e-'B estune contraction pour tottt

n,M
z ex(: - arctan(L)) puisque e-tB = ,-tt,-tA,f ) 0, d'oil le r6sultat'

On ,.rria,rque,, si oripeut 6crire (1.4) sous la forme

la(u, o)l < M I 
lffi o(u, u) + a ll u llzlt 

| 2 lff ' o(o, a) + -112' 112 1' 
I 2

avec une canstante M' < M ,alors il vient que (r-tn)raoest un semi-groupe analyique dans le secteur

te - at:ctar(.M')). De plus, ,-a>z r-zA est une contraction sur.F/ pour tout z dans le mAme secteur'
'2

Orirappelle qlre rour op6rateur B ) domaine dense et accr6tif est fermable (cf lemme 2.2.1). \f6t6rns

F sa fernretur:e.

TheorenneZ,3.2.SoitB:D(B)CH+Hwnopdrateurhdornainedense.OnsupposequeBetB*sttnt
sectoriels,i.e.,ilexisteuneconstdntec>otellequrpourtoutueD(B)etaeD(B-),

l3(B u ; u)l < C $(B u ; w) e t l3(8. a ;z )l S CS'(8* u ; u)' (r.:24)

Alors -if enige,ndre wn Co-sem;groupe (e-tE),r-o sur H. De plus, ce sem;groupe est analytique dan:; lz

n
sectenrl),{7-arcran(C) ) et e-'B est wn op&ateur de contraction sur H potr tarfi z elJ(:-.arctan(Cl't)'

z 
w ) ) Yc t vtL 

"tt 
vl'ateuvtu' w

Preuve. En utilisant la ddfinition de F, on voit qu'on peut 6tendre I'in6galit6 (1'24) pour les 6l6ments

de D(r).
O,"*ir. pafi, de lad6fi.nition de l'adjoint B*, B* est une extension de (F).. D'ot), (1'24) est v6rili6e

Pour tout o eD(B ).

Soit mainte nant ,t € D(B) tel que llull - 1 et soit 'l e C' On a

ll(i/ - h*ll>.$w -Eu;ul
= l,l- (Ew;u)l

2 d, i,su(),, X(arcta" C)).

D'or), on a

ll(,lf -hrll> disr('l,X(arctanC))llzll paur tot't't t't €D(B)' (1,25)

Il r6sult:e qu, po,r, ,l f ffio , 1'op6rateu t 7I -F estinjectif' De pius, 
'R('M - B; tst ferrrr6e

pour rour ,l IE &;;O. Pour voir cela, soit tr6 = )p -Erp on suite convergente verc v € 'H '

De (1.25), on_d6duit que (a6) est une suit de Cauchy. Soiot w 1" ii-itt de (w)e'Puisque B est fenrrde

alorsu€D(lt) etu=()t -E)a€R('ll-8)' . 
-Monrr'ns nn'inrenanr que R(,u - tr; .rt dense pour ,l + rt*. . Si g e H tel que

(g;)u'Er)-o Paur tout ueD(B)'

AK,Himeur D6partement de Math6matiques @2orlgGuelma



d,i.st(),))(arc;tan(C))) ) 0 er on utilise la m6me d6marche que celle utilisee dans la Preuve du thixr

r6me pr6c6dent.

Soit ,), fir:6 tel clue dist(),X(arctan(C))) > 0.On peut 6crire :

)I-E=)oI-E+^I-^oI
- (,lo/ -hlt + (,1- .lox,lor - r)-'1.

Enutilisant(1.26)pour,ls,onvoit qur)I-Erstinversiblepourtoutltelquelt-iol <di'sr(,\,)i(arctanC))'

En r6p6tant ,cette proc6dure, on obtient ) a,p@) PoY.t.rot .,), 
tel que.disl('l,X(arctan(C))) > 0'

Ijestimacio n (1.26j d6coule imm6diatement de la condition de sectorialit€ de B'

Ainsi, on a ntontr6le th€orlme suivant.

Th6orlrne2:..il.3.SoitB D(B)CH+Hunopdrateuri.d'omainedense'OnsuP?oseqweBest
sectoriel, i.,e.,

l3(Bu;z)15 Cs(B u;w) pour tout u €t(B)' (1',27)

oit C > 0. On saryose en outre qa'il existe )o e p(B) aaec dist()$,X(arctan(C))) > 0' Alors --'B

engend,nt un C:o semi groape qwi est analytique swr le secteurz(;- arctan(C)) et telle que e-"8 est ltne

contraction swt, H powr tout z =r(:- arctan(C))'

Remarqueil..'.J.1. IJttude des r.-l*rounes analytiques associ6s l des formes sesq-uilin6aires exige

;; i sirit c,r,ople*e. Dans le cas oi-i/ est r6el, on utilise la proc6dure de compl6xification suivante :

Soit a. := lil * iH. Ond€finit la forrne

i(u + ir; g + ih):= o(w, g)* a(tt,h)+ i[o(o, g) - a(w'h)]' (1.28)

pourrour ,,,x),g,h eD(o).Le domainede i est donn6 pa. f(a) + iD{t}.
on v6rifie ais6ment q.,r. 1.. conditions (1.2)-(1.5) tottt o6tifi6es pour i. Le semi-grouPe associ6 ) 6

est dorur6 Par :

T(t)(w * ia)z= e-tAu + ie-tA'u'

i-e., le complexifi6 du semi-group"(e-'A)rzo. Le semi-grouPe (I(r))r>o est analytique sur 'F1.' A

partir dfel), on obtient d.r r6rrrlt"ts int6ressants concernant le semi-groupe (e-tA)r>o sur H'En

particulier, e'-tAH I D(A) c D(a) Pour tout r > 0'

2.3.2 Errrtrapolation i l'antidual D(o)l

On reprend.les m6mes notations comme pr6c6demment' On note Par o *1: forme sesquilin6aire

dens6ment ,Cr!finie, accr6tive, conrinue et ferm6e sur un espace de Hilbert H, et par ,{ l'op6ra*:ur

lin6aire assc'ci6 i o.
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2.3 Form,es sersqpilin6aires et thdorlmes de g6n6ration 3'5-

Soit (e-,/),ro le semi-groupe:ng9ldl6 Vy (A).Da.ns.cette section, on 6tend ce semi-groupe pour

un domaine plu, l"rg.].t ir, 6t"6Ut d., ,er.lUrl similaires i ceux 6tablis dans la section pr6c6dente'

Notre int6r6r r(lside i;;1";[Jil .rt ,rtil. dans des cerraines situations de travailler sur un espace

fi:illllrte, lafonctiont-+e-,Ar.tadmetuned6ri#eenr=0seulemenrsiaeD('4)'cetce
remarqu€) dolrLe un ,ui* point de *, ,u, it semi-groupe (e-td)rts' ce qui suggbre d'introduire urre

autre st*lcture plus vaste, pour contourner certainles pioblgmes de r6gularit6'

Notons D(o)" l'anti-dual de l'espace D(o), i.e',l''sp"" des formes lindaires continues / telles que

Q@ + zt) - $(u) + 4@)'Q@") -d(n)' Va € K' w'It €D(o)'

Lorsque H esit r6el, D(o)' est le dual de D(o). En identifiant H avec It" il vient

D(o)c HxH' cD(o)' (l''le)

avec une injection continue et dense'

i, ,.o.t,., dr: ,lualit6 entre D(o)' et D(o) est not6 Par {.,.), i'e',

{(r)= {6,11, Sw eD(*)', il €D(q)'

Dans le ;as ori Q e H et u eD(o)l "lott' Q'n.7=(S;w)'
S"ir r aitor) fix6 et consid6rons la fonctionnelle

Q@):-o(u,o), v e D(o)'

De l'hypothbse de continuit6 (1.4), il r6sulte que / est continue sur D(a)' d'or) / e D(o)'' Ainsi'

elle peut gtr. ,.pr6r.nt6e sous'la for^"- $1r1'=<' 'd n,o )' ori .4 u eD(o)' d6pend de u'Dela

lin6arit(i de .[a forme sesquilin6aire o, on i'oi, qt" d estun op6rateur lin6aire de D(o) dans D(o)''

b-. pf"t,l'h';'pothlse (1'4) nous Permet d'6crire :

lld nllray = 
,,jiil?, 

| < .d u,o > |

= sup lo(a,o)l
llall'11

3Mllrll".

Donc, ,.4 estun op6rateur continude (D(o)' ll'llJ d""t D,(a)' '

Remarque. r)n peut consid6rer d "";;;'##; "" 
op6'"i'u' non born6 sur D(o)" de domaine

D(.d) - D(o), d6fini Par :

*(w,a)=1 ,'4 n,'u 7, Y u'rt €D(o)' (1''30)

soit maintt >nrant AL,op6rateur associ6_i ra forme sesquilin6aire o (d66nie dans la section 1'2'3)'

b. j".fei"ition de A etladensit6 de D(o)' on voit que

D(A)-la eD('d)z 'd w €Hl et Aa- 'd u po''tr a eD{A)'

Le r6s'ltat qui suit montre que le semi-groupe (e-'A),:o s'6tend de FI i un domaine plus large D(o)''

@2011 gGuelwa
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j,jl
2J Formes sesquilindaires et th6orlmes de g6n6ration

UestimatiLon (1,35) montre que ,11 + / + ,4 estinversible sur D(o)' pour tout 'l f -E(0)"

Err effet, jil est c;lair * it al + ,4 estinjectif, de plus, R(,u + I + d) est dense D(o)' et

0I + I .d)D(dP-(,lr + I + "4)D("4) = H'

oir l,6galic6 du ,;6t6 droit d6coule du fait que ,l e p(-A) (cl th6orbme2'3'1 et2'2'2)'

Enfin, si (,1/ -+ I + d)w,est une ,.rit. "ot 
r.rg.irt" aanl O(Q" alors on obtient d'aprls (1'35) qle

6;['; d; c,*,"hy drr,t b1o;, .t 19": elle est converge dans D(o)'

De la corrtintrit6 de ; ]D(oi- D(s)',on obtient q* R(i/.+, L4) est{erm6e'

;;;;{;enc (,U ; i i;iest in"e'sible sur D(c)'pour ,'1 f-r,Q)'
Soit o e .D(o'), on a

l)ll < r, rt > | = | < 6,o > -(u;v) - o(u' a)l

5 lldllor"yllol l"+ (M + t)lla ll"llzll-'

En prenant le sup sur llull" 5 1 et en utilisant (1'35)' on obtient

lilll, llq"y < lldllot"r' + (M + t)ll' ll"

lYiit;tii\;i::,111"^''

On conr;lut,Cr:nc que )I + I * d estinversible sur D(o)/ pour 'l f -Z(0) et

,Jl{r, 
I l't11t + I +'d)-'lleoro;'; ( oo'

Le th6orlm r= z.2.znous assure que -.d * / engendre un semi-groupe sur D(o)' qui est analyti'que

1T

<lans le secteur ,(; arctan(iltr))'

(Jn revi,ent m,aintenant I la preuve de (1'31)' d , a -

lioit / r= H e:t u(t) -,-'d f - r-'Af .A partir de I'injection H C D(s)"il r6sulte 9ue Te-'^l
r:xiste (rour i: > O) dans D(o)', et

d

Er(t)=--du(t),r 
)0'

donne u(t) == e-td u(O)'D'or) l'6galit6 recherch6e'

r on a montr6 re th6orlme (2.3.4)a"rrr't, .* rr ** comprexe. Si f{ est r€el, on utilise procddure de

compr(ixification, o,, obti.r,i que re J;;;t; iittl,n^oe6ni sur (D(s) + iD(o))' est analltique

donr son gilrr6rarzui est 1'op6rateur a"so"iE 
" 

la form. d?finie pat la fo11e (1'2i)'

cSi Se I)(o),, "i.rr-if 
.*irr. .r.r" r*ir.^trJc .Ff telle que'uo * / danl ?!o)" d'ori T(l)4i =

limT(t)w, == lime-'A un (o1 19',t 
iti q'" ';!i^ ;' e m' E'" 

"oti6qt 
ence' T {t)S e D(o)' pour tout

, Z O. D,or), T(t)D(a)i'S D(s)' po,r, iJ* , Z"O. Rittri, la restriction de (7(r)),>o ; D(o/ e$t un

Clent'-g.,cupe dont le g6n6rateur est d '
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Remarqtte O'n a montr6 dans ce th6ordme que' si -Ff est complexe, alors

sup lle-"e-'t llt6,.u1. *.
zez(!)

,,tT

pour O 

= 
0 

='7 
- arctan(M).

'-1 ,a

Pour les mdmes raisons comme dans le th6orlme 2.3-1, on a

sup lle-"e-'t llsp611 < oo.
zet($)

IrM
R>ur 0 3 d) 

=;,'1 
- arctan(-) .t a €]0, t].2e

Si la fornre o e$t sectorielle, i.e.,

l3o(2, u)l<$.t(u,u) pour taut ue D(t)- (1.3'6)

alors

'Zi7rt'-'* 
llraloY < m

rc
prrur 0 S A :, = - arctan(M).t-'n -
La preurre 

"st 
T" *Ame comme dans la prdc6dente. En remplagant (1.4) par (1.36), i.e', on perrt

.*,op1"..,, I 1- .d par .d dans la preuve pi6"6d.ttt.. On note ici que ces estimation auront lieu aussi

d,rrrs l'espac. D(a),ll.ll". Plus pr6cis6ment, pour tout r € (0,1],

sup lle-"e-'ollep611 < *
zez($)

1r lt'l
p,rur tou.t o:3 { S; -arctan(-). En effet, sott w e D(o). On pout 6crire

lV-"n ulll,= S < e-"d ,.d u,e-"A u > *lle-'A ull"

< llr-" 
t d ullplol,lle-'A ull, + llr-'o oll' .

lt'01)
lV'"n rll', < llt*' 

4 
-d ull oo), * 2lle-'A ullz . (1.3 8)

f)'aprbs le th6orlme 2.3.1 et les remarques pr6c6dentes, on voit que les termes llt-'-', lln1"y et

ll,r-"r-''nlls(,rr) sont uni{orm6ment born6s sur x(/) pour 0 3 { S } - *'"'^nf{>' opartir de

cerre rennarQue et la bornitude de .4 : D(o) * D(o)', alors (1.37) r6sulte de (1.36)' et on obtienl;

$:r,t1

(1.3e)sup lle-"alle(o1oy; 5 oo.
zer,({))
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Preuve de lemme 1.3.2. On commence tout d'abord par f inclusion e-'AH g D@) Pour t > 13'

En effet, si lJ'iest complexe, le semi-groupe (e-'A)r26 engendr| par -A est analytique sur.F/ (/i
thrlorbme 2.3.1',1. Ce qui implique donc l'inclusion recherch6e'

Dans le cas otr .H .r, i6.1, ott uiilir. la proc6dure de compl6xification pour obtenir un semi-grouPe

""rfydq". f e-tt:'A+iA))>o sur.F/ + iH, iparti, duquel on obti.ttt e-tAH 9D{A) pour I ) 0.

On monr;re otruirrt.r,Jrri que chaque 616ment w e D(a) peut €tre approch6 dans (D(o)'ll.ll") prar

e-tAu. On a

llr-rn u _ rlli= fr < e-'d,.d u - d w,e-'A,,, - w ) *lle-,A u - nll'

< llr-'' d a - -d ullp6l,lle-'A u - ull" t lle-'A w - ull''

D"or)

llr-,n n - "llr" 
< llr-' d d u - .4 wll p 61, 

* 2lle-'A u - t4ll2 .

Lar contirruit6 {orte de (e-'d)rro sur D(o)', (resp'(e-'1)1>q sur 'Fl) impliquent

llr-'nu - ul|*+ 0 quand r "+ 0'

Ce qui achlve Jla preuve due lemme.

R,emarqtre

. e-rAH g I)l:,A) c D(o) pour r > 0, et la restrictio n de (e-'A),20 sur (D(o), ll.ll") .tt un Cosenni-

grc'uPe

r Sur la base du th6orlm e2.3.4 ainsi que les arguments utilis6s dans la Preuve' on montre

llr-'nu - ull"+A qwand z'0,2 el'({),

pour tc,urt u e D(o)et pour toute (t e P,+ - arctan(M)l'

o Pour | ) 0, ,on note Par (7(r))r>o la restrictioi d" 1'-'^1rzo sur D(s)'

I (T(r)),-s es1 un co-semi-groupe sur (D(o)' ll.ll"), d. plus il est analytique dans le secteur 
'(;

ar<;tan(lv.{)) lorsque -Fl est complexe'

o Si -B est le g6n6rateur de (7(t)),t0, alors

D(B)= {u eD(A},Au eD(o)\, Bu - Aw Pour tout a eD(B)'

2.3.3 Relcrtion entre formes, op6rateurs, et semi-groupes

C)n a arrive tnaintenant ) 6noncer les principaux thdorlmes de notre travaii'

Soit o une fcrrme sesquilin6aire satisfa-isant les hypothlses (1.2)-(1.5). Dans cette partie, on montre

qu,il y a une trniqu* .orr"rporrdance entre les formes sesquilin6aires et une classe d'op6rateurs et

s:mi-groupes.
o Le premiegr6sultar monrre que o peut 6tre entibrement d6termin6e par le semi-groupe (e-tA)r7o

"ng.t 
dt6 patr -A, oi / est I'op6rateur associ6 i a'
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2.3, Formes sexpilin6aires et th6orlmes de g6n6ration 4t0

D,eplus, trtotn trut u,7's CD(o)'

('o)

(b)

Lemme 2.3.1. soit t ane forme sesquilin|aire denshmmt d6f'nie, a$r6tise, cantinwe etfermie' sa'it

u,e H. Alors
1

u e D(o)o 
::E 

t*(u -,-'A n; u) < e'

t(u, v)= lim(u - e-'A u;v)'

Prreuve. isoit z, z.t eD(o),par le th6orlme 2'3'4' on a

!t, - e-,Ar;o1=! 1u - e-'d u,,u > .

t' t

Puisque u e.D'(o)= D(-d), on a

t- a, - e-'Aain >+<'d w,v 2= a(u'tt) qwand t * 0'

L

Ce qui lr,roulr€: (b). Enparticulier,

!r, - e-'An;a) + a(u,v), Y u eD{fi'
I

Soit ma:inte fia'nt t'te.F/ tel que suP 
t.*t' 

- '-'n 
o;") < @'Pour 

'1 
> 0' on note ('ll +'4)-t = ft(:')')'

- t>Ot

0na
s o(,1R ('r) a ; )RQ) u) 

=;ffi-:^);rf,l^]Il 
u 
^<$)(u - )R())w;u)

= s f 

* 

^ze-^r 

(u - e-,A;u)d,t
Jo

( sup !*tn - e-'A u;41 t ),2e-)' dt
-ll[ r-'' ' 

Jo

=su'lm(, -,r-'An;41 se-' d's'

,'b I Jo

Il vient donc 'trR('l)a est uniform6ment born6 Pat t-a,l?ort).'tr dans (D(o)' ll'll') (o" rappelle ici que

,lR(,.) esr u'e ."";;;;;;*t a d'rpr|, i" proporitiot 1.3.8)' De plus, 'lR('l) converge fortern'ent

Xi*ruf5 iiil:';:|,,,o:fii;',Tii,'",io,, nu- )R())wu = lR(,r),{a|l r ,r-11/ wn,w eD(A),

et la densit6 de de D(ra) dans H,on obtient la convergence souhait6e.

En vertu du lemme i'j's, ot' obtient qu,e u Q'D(a):

o Si,4 esr ur rper*.,rr'*rr*ig l,rrr. f;;;;;q;i'i;'A^i'"dens6ment d.finie' accr6tive' contintte et

ferm€r:, alors ,I +i'." ,."r*iel (cl 1.*rrr. 1.3.1) et.A est m-accr6tive (cf proposition 1'3'8)'
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2.3Formessesquilin6airesetth6or}mesdegfutration42-

ze:Z(t|l),e-"7(,)est'1necontracti'onsurH.Alorskformedonnaepar

1

t(a,o):= lim :(n -T(t)n;tt),rfo t
I

D(o) := {a e H'suP ]X{u''-'o u;u) < cnl'
>0t

est dens7m*nt d,6f,nie, accrdtioe, continue et fermie el (T(r))rto est son swti-groupe'

I

I

l

r.
I

i
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