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§ Infroduction

La méthode des formes sectorielles fermées nous fournit un outil pratique et efficace pour résoudre
les questions de génération d’un semi-groupe, et I’étude qualitative des équations d’évolution dans
le cadre hilbertien. On trouve les traces d’originalité de cette approche dans les travaux de T. Kato
et J.L. Lions.

On commence notre investigation par un rappel sur les semi-groupes et les théorémes de généra-
tion via I’approche opérateur-résolvante de Hille-Yosida, et Lummer-Philips. Ensuite, on introduit
la théorie des formes sectorielles fermées et la correspondance entre cette derniére et une classe spé-
ciale d’opérateurs qui sont des générateurs de semi-groupes analytiques. On étudie aussi Iextension
fermée de Friedrichs d’une forme fermable et sa relation avec les opérateurs m-sectoriels, ol on
donne des résultats de génération pour une classe de formes elliptiques trés large.
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Chapitrel <

iM‘ Formes sesquilinéaires

1.1 Définitions et propriétés élémentaires

On se place dans un cadre hilbertien H sur K = C ou R, ot la norme et le produit scalaire sont

notés respectivement par ||.|| et (;.).

Dans cette premiére section, on donne quelques rappels sur les formes sesquilinéaires qui seront

utiles pour la suite. Une large partie de ces résultats est donnée dans le cadre général des espaces
---- vectoriels.

Définition 1.1.1. On dit que B est une forme sesquilinéaire sur H si B : H x H —s K, telle que
- V(x,y,z)«E]—P,V(a,/B)eKZ,

B(ax +y,z)= aB(x,z)+ B(y, z), B(x,By+2z)= EB(x,y) + B(x, z).

ici 3 est le conjugué de 3
SiK =R, on dit alors que B est une forme bilinéaire sur E.

Définition 1.1.2. Une forme sesquilinéaire B sur H est dite hermitienne si
Vx,y € E,B(x,7)=B(y, x).

S1K:=R, on dit alors que B est une forme bilinéaire symétrique.

M Définition 1.1.3. Soit B une forme sesquilinéaire sur H. On dit que :
1. B est positive si, pour tout x € H, Bz, x) > 0.
2. B est définie positive si, pour tout x € E \ {0}, B(x, x)>0.

u Guelma
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1.1 Définitions et propriétés élémentaires 6

3. Une forme sesquilinéaire hermitienne définje positive sur H est appelée un produit scalaire
sur £ si K =R et un produit hermitien si K = C.
Proposition 1.1.1. Soit B une forme sesquilinéaire sur H.
1. Si B est hermitienne alors, pour tout x € H,B(x,x)€R.
2. $iK=C, alors B est hermitienne si et seulement i, pourtout x € E,B(x,x) €R

Proposition 1.1.2. (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit B une forme sesquilinéaire hermitienne
positive sur H. Alors on a linégalité de Canchy-Schwarz -

Vx,y € H,|B(x,)| < 4/B(x,%)4/B(3,9).

Proposition 1.1.3. Soit B une forme sesquilinéaire sur H. Alors les propositions suivantes sont équi-
valentes :

1. B est continue;
2. B est continue en (0,0);

3. Hexiste k > 0 tel le que, pour tout X,y €H, ona|B(x,y)| < kl|lx||l|y|]-

Notation. On note par S,(H) le K-espace vectoriel des formes sesquilinéaires continues sur A. S;
B € S,(H), on pose

18]l = sup{|B(x, )], [Ix[| < 1, [yl < 1},
ce qui définit une norme sur S,(H). En particulier, on a
Vx,y € H, |B(x,y)| < ||B]l||x|y]l
Proposition 1.1.4. S; T € & (H), alors on a
I1711=sup{l(Tx; )], 1=l < 1, [Iy]| < 1.
Proposition 1.1.5. Pour T € £(H), on note By € Sy(H) Lapplication définie par
Vx,y €H, B,(x,y):= (Tx;y).

Alors Lapplication & : L (H)—s S,(H), T — &(T) =B, est un isomorphisme isométrigue, i.e., une
application linéaire bijective telle que, pourtour T € L(H),||®(T)|| = || T

Définition 1.1.4. Soit T € £ (H). On dit que T est positif (resp. défini positif) si Iapplication B
définie par (T';.) est une forme sesquilinéaire positive (resp. définie positive). Autrement dit,

T est positif si, pour tout x € H, (Tx;x)>0;
T est défini positif si, pour tout x € B\ 10}, (Txx)»0.

u Guelma
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1.2 Formes sesquilinéaires fermées 7

1.2 Formes sesquilinéaires fermées

Soit a une forme sesquilinéaire sur /, i.e., a est une application définie sur H x H dans K telle que
pourtoute e €Ket #,0,h € H

a(an+v,h)=aa(u,h)+a(n, h) et a(u, v+ h)=7a(u,v)+ a(u, h) (1.1)

Il est bien connu ' que toute forme linéaire continue est uniquement représentée par un opérateur
borné. Plus précisément, on a la caractérisation suivante :

Proposition 1.2.1. On suppose que a(,,.) 1 H x H — K est une forme sesquilinéaire continue. Alors
ilexiste un opératenr unique borné T sur H tel que :

a(#,v)=(Tu;v), Vu,veH.

Définition 1.2.1. Une forme sesquilinéaire a est dite coercive s’il existe une constante positive
8 > 0 telle que :

Ra(u,u)> 8|, VueH.

Théoréme 1.2.1. [Lax-Milgram] Soit a une Jorme sesquilinéaire continue et coercive sur H. Soit I
une forme linéaire continue sur H. Alors il’existe un unique v € H tel gue :

l(n)=a(u,v), VueH.

1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés

1.3.1 Formes fermées et formes fermables

Dans cette section, on considére des formes sesquilinéaires qui ne sont pas définies sur H tout entier.
Ces formes sont non-bornées jouent un rdle trés important dans "étude des équations elliptiques
et paraboliques. Pour la simplicité, on va les appeler formes sesquilinéaires au lieu de "formes non-
bornées".

Définition 1.3.1. Soit a: D(a) x D(a) — K une forme sesquilinéaire, ot D(a) est uns.e.v. de H, el
I’ensemble D(a) x D(a) est le domaine de définition de a. On dit que:

1. a est densément définie (ou 2 domaine dense) si

D(a)est dense dans H. (1.2)

2. aest accrétive si
Ra(u,u)>0, YueH. (1.3)

L. of. théoréme de représentation de Riesz.

u Guelma
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 8

3. a est continue s’il’existe une constante M > 0 telle que

la(u, )| < M|uly||2l,, Vu,v € D(a), (1.4)

ol [lully = /R, ) + ]
4. aest fermée si
(D(a), I-Il,) est un espace complet. (1.5)

P Sia satisfait les conditions (1.2)-(1.5), alors on montre aisément que [|.||, est une norme sur D(a),
P et on ’appelle norme associée a la forme a.

Définition 1.3.2. Soit a une forme sesquilinéaire sur H. La forme adjointe de a est la forme sesqui-
linéaire a* définie par :

a"(#,9) := a(v, #) avec D(a*) = D(a).
La partie symétrique de a est définie par :
1
b:=>(a+a"), D(b)=D(a).
On dit que a est symétrique si a* = g, i.e.,

a(n,v)=0a(v,u), Vu,ve D(a).

B Soit a une forme sesquilinéaire vérifiant les propriétés (1.2)-(1.5), alors D(a) est un espace de Hilbert,
ot le produit scalaire est noté par :

[a(#,0)+a*(u,0)] +(n,0), Vu,ve D(a).

N —

(4,0), =

Remarque 1.3.1.
L |[-ll, est équivalent & |[.[|,, ot b est la partie symétrique de a.

2. Si H est un Hilbert complexe, alors toute forme sesquilinéaire peut s’écrire sous la forme
a=b+ic, D(a)=D(b)=D(c), (1.6)

~ ot it et b sont deux formes sesquilinéaires symétriques. En effet, il suffit de prendre
bi= (ot a)erci= = (a—a)
=oat+a)etei=—(a—a’).
3 21

Dans ce cas, b est la partie réelle de a (resp. ¢) est la partie imaginaire de .

u Guelma
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 9

Dans la suite, on va se limiter aux formes accrétives, ie., les formes qui vérifient la propriété (1.3).
On peut considérer aussi les formes inférieurement bornées, i.e., les formes qui vérifient

Ra(u,u)> —y(u;u),Yu e D(a),

ou y est une constante positive.
Remarque 1.3.2. L’étude des formes inférieurement bornées est similaire 3 celle des formes ac-
crétive, il suffit de remarquer que, par une simple perturbation, on se ramene au cas des formes
accrétives : on choisit y de fagon que a,, soit accrétive, ol

a,=(a+y)(n,v):=a(u,v)+ y(u; v),u,v € D(a).

Remarque 1.3.3.

i) Si B est I'opérateur associé 4 la forme accrétive a,, alors A = B — yJ est opérateur associé 3 la
forme a.
it) Si a est une forme symétrique, alors la propriété de I'accrétivité (1.3) signifie que a est positive
ie,
a(#,u)>0,Yu € D(a)

Ainsi, pour les formes symétriques, on utilise le terme positif (positive) ot accrétif (accrétive)
pour se référer 4 la propriété (1.3).

iii) La condition (1.4) signifie que la forme sesquilinéaire a est continue sur Pespace (D(a), ||.||,)-
On verra par la suite que La petite borne M vérifiant (1.4) est d’intérét important.

Proposition 1.3.1. Soit a : H x H —s K une Jorme sesquilinéaire fermée et accrétive. Alors [.]] et
II||, sont équivalentes sur H.

Preuve. Pour tout #» € H, on a
lleell < Nl = [ll] P + R, )] 2.

D’autre part, I'injection 7 : (H, []l.) — H est continue. Puisque / est bijective, alors /™! existe et
continue (grace au théoréme du graphe fermé), donc il existe une constante positive C > 0 telle que

ll#|l, <Cllu|l, VueH.

Définition 1.3.3. Soit a : D(a) x D(a) - C, D(a) C H ot H est complexe. On dit que a est
sectorielle §'il existe C > 0 telle que

[Ja(u,u)| < CRa(u,u), Yu € D(a). (1.7)
Limage numérique de a est ’ensemble
N(a):={a(u,u), u € D(a), ||u|| = 1}. (1.8)

Il est clair que a satisfait (1.7) si et seulement si A (8) C {z €C:|argz| < arctan(C )}

u Guelma
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 10

Proposition 1.3.2. Toute forme sectorielle sur un espace de Hilbert complexe H est continue. Plus
précisément, si

[Sa(u,n)| < CRa(un,u),YVu € D(a), ($)
on € >0, alors
la(u, )] < (1+ €)(Ra(x, u))*(Ra(x,0))}, Vu,v € D(a).

Preuve, D’apres (1.6), on a a = b+ ic, ot b et ¢ sont des formes symeétriques et b est positive. Par
Cauchy-Schwartz, on peut écrire

[b(n,v)| < b(u, u)%b(v,v)%.
Il reste 4 estimer le terme |¢(x,v)|. Pour cela, on remplace v par e’Yv pour certain ¢. Sans perdre

la généralité de la question, on peut supposer que ¢(#,v) est réelle. Dans ce cas, d’aprés I'identité de
polarisation

1
ou,v)= Z[c(u + 0,04+ v)—c(u—v,u —0)],

et la condition (S), il vient

€

[e(n,v)| < —4—[b(u +v,u+0)+b(n—v,u—0)]
€
= -4—[5(%, n)+b(v,v)].

En remplacant # par /ex dans I'inégalité précédente, on obtient

2] < = [ﬁbw,m %b@,w] |

b(v,v)

uynt)

Sib(u,u)#0, on choisit ¢ = , et on obtient

|e(,2)] < Gb(, 4)2b(v, 2)} = G (Ra(u, u))Ra(v, v))1.

: € :
S1b(u,u)=0, alors ¢(n,v) < ?b(fv, v). En remplagant v par Av pour A > 0 et faisant tendre A — 0,

on obtient ¢(#,v) = 0. Ce qui achéve la démonstration.
La réciproque de la proposition 1.8 est donnée par le lemme :

Lemme 1.3.1. Si a est une forme sesquilinéaire accrétive et continue sur un espace de Hilbert complexe
H, alors I + a est sectorielle. Plus précisément, si a satisfait (1.4) pour certaine constante M > 0, alors

I3[ 9) + a(u, u)]| < MR [(s; ) + a(n, #)],Yu € D(a).

u Guelma
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 11

Preuve. La preuve découle immédiatement de :
I30Cs )+ a(o, )] == [30(ot, )] < (s, ),

et ’hypothése de continuité (1.4). On note ici que la continuité de la forme a peut s’écrire sous la
forme :

[0(34,0)| < M'[Ra(w, )+ ol [4]]2 [Ra(o, 0) + [}o] ],

pour certaines constantes et M’ > 0.

I est clair que les normes [Ra(x, )+ w”u“z]% et [Ra(u,u)+ Hu“z]% sont équivalentes. Pour cette
raison, on choisit d’écrire (1.4) et ||.||, sans la constante supplémentaire .

o Il est préférable dans certains problémes de considérer une forme a satisfaisant (1.2)-(1.4) mais pas
(1.5). Dans ce cas, on essaie de trouver une extension de a qui est une forme fermée définie sur un

sous-espace de H.

Définition 1.3.4. Une forme sesquilinéaire accrétive g est dite fermable s’il existe une forme accré-
tive ¢ fermée, définie sur D(c) C H, telle que D(a) C D(c) et a(#,v) = c(x,v) pour tout #,v € D(a).

Remarque. En général, ’extension ¢ n’est pas unique, mais on peut toujours définir une plus petite
extension fermée (aux sens de I’inclusion) :
D(a):={n € H tel que .3u, € D(a): #,, — ndans H et
(s, ~ #, t,, — 1) — 0, quand 72, m — oo},

et
a(u,v):= lim a(n,,v,), (1.9)

pour #,v € D(a), oli (u,), et (v,), sont deux suites I’éléments de D(a) qui convergent respective-
ment vers # et v (par rapport a la norme de H) et a(x, — Uyps #h,, — 10,,) — 0, quand 7, m — oco.
Notation. Soient 4(.,.) et b(.,.) deux formes sesquilinéaire. La notation « C 4 signifie que

D(a)c D(b)etVu,v € D(a),a(s,v)= b(n,v).

Proposition 1.3.3. Soit a une forme sesquilinéaire densément definie, accrétive et continue. Si a est
fermable, alors @ est bien définie et satisfart (1.2)(1.5). De plus, toute extension fermée de a est une
extension de 0, i.e., s’il existe ¢, forme sesquilinéaire fermée telle que a C ¢,, alorsa c a Gy

Preuve. Soient (u,), et (v,), deux suites fixées de D(a) qui convergent dans- H et a(u, — Hyys =
Hy) = 0, &(v, = v,,,0, —v, ) = 0, quand 7, m — oo. pour montrer que 7}3120 a(n,,v,) existe, on

utilise la continuité de o et I’hypothése (1.4), on obtient

Ia(”n’vn) - a(”m’ 7)m), == Ia(un - um’ 7}71) + a(”m’ Wn . vm)l
= Mln, = n,|lallv, s+ M(|0, — v, ]l,]]5,],-

u Guelma
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 12

Comme Hun— ol et ||v, = "_’m”a — 0, quand 7,m — oo, les suites (ll,]l), et (|]v,]],), sont
bornées. Il vient donc d’apres I'inégalité précédente que a(#,,v,) est une suite de Cauchy, ainsi elle
est convergente.

La quantité Jh_)rg a(x,,,) est indépendante du choix des suites (#,), et (v,),. En effet, si (n), et

(v)), satisfont les méme propriétés que celles vérifiées par ( #,), et (v,),, alors

80,5 9,) = (00 = (s, = #,9,)+ o’ , = o)
<Ml = llle, Iy + Mo, — o/l ..

Maintenant, si a, est une extension fermée de a alors o, = u ||, = |, — #,|ls, =0 quand 7 — oo,
puisque (u,), et (u), convergent vers la méme limite dans I’espace de Hilbert (D(a,),| [-llo)- En
appliquant le méme raisonnement 3 ll2,— 2 ||, on obtient |a( #,, vn)—a(u;, /)] — 0 quand 7 — co.
Par construction, D(a) est dense dans (D(a), |-|I5), et donc (1.2)-(1.4) restent vraies pour a.

Remarque 1.3.4. La densité de D(a) nous assure que toute extension fermée de a est aussi une
extension de a.

Enfin, on montre que @ est fermée. Soit (#,), C D(a) une suite de Cauchy par rapport 3 la norme
||-llz- Donc, elle est convergente dans H, et de la définition de a, il résulte que # € D(@), ou # =
lim #,. De plus,

n-00

a(u, —u,u,—n)=lima(u, — Upps Uy —1,).
m

Donc
—u)=0,

h}gn a(n,—u,u,

Ce que signifie que la suite (x,),, est convergente dans (D(a), ||.||).

Définition 1.3.5. Si la forme a est fermable, alors § définie par (1.9) de domaine D(a) est appelée
la fermeture de a.

Remarque 1.3.5,

1. La preuve de la proposition 1.3.3 montre que, si a est une forme sesquilinéaire vérifiant (1.2)-
(1.4) et (u,),, (v,), sont deux suites convergents dans H, telles que a(x, — u,,,u, — ) et
a(v, = v,,,v, = v,,) — 0 quand 7, m — oo, alors la limite du cbté droit de (1.9) existe. De
plus, si a est fermée, alors cette limite est a(#,v), o#t u et v sont les limites dans A de (#,),
et (v,),, respectivement.

2. Il resulte aussi de la méme preuve que si a est une forme sesquilinéaire satisfaisant (1.2)-(1.4),
alors la forme @ est fermée et elle est bien définie (L.e., la limite est indépendante du choix des
suites (,), et (v,),.

Proposition 1.3.4. Soit a une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive et continue. Alors a
est fermable si et seulement si on a : Y(n,), € D(a),u, — 0 dans H et (s, =ty 0, — ) = O quand
(n,m — o00) alors a(u,,, u,,) — 0 quand n — co.

u Guelma
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 13

Preuve. On suppose que a est fermable et soit d; une extension fermée de a. Si #, — 0 dans H et
&(#, =, u,—u_)—0,alors (#,), converge vers 0 dans (D(ay), [||oy)- D’aprés la remarque 1.3.5,
on conclut que a(x,,x,)=a,(u,, un,)— 0.

Montrons maintenant la réciproque. Pour cela, on construit une extension fermée en prenant la
complétion de D(a) par rapport i la norme [|-l]o- Plus précisément, on montre que la forme @
donnée par (1.9) de domaine D(a) est bien définie ( par la remarque 1.3.5), @ sera une extension
fermée de a. D’aprés I remarque 1.3.5, la limite du c6té droit de (1.9) existe. Il reste 3 prouver que
la limite est indépendante du choix des suites #y €t v,. Soient #, et v’ deux autres suites vérifiant
#, ~ u,0 — v dans H et llt, — . ||, — v/ |l, — 0 quand 7, m — co. On peut écrire :

la(un’vn) - a(”;’ 7);)' = Ia(un - ”;’vn>+ Cl(%;, Uy — 7);)'
S-‘/w”%n i ”;'la”vn”u +M”ﬂn . v;“a“u,/z”u'

Lasuite w, := u, — u/ vérifie que w, — 0 dans H et
2 = @y |y < [, = i, |, + 111, = ! ||, 0, quand 2, 72 — oo,

Ce qui montre que a(w,, w,) — 0 quand 7 — oo. Pour le reste de la preuve, on applique le méme
4 \ . / v s / /

raisonnement a la suite v, — v,. Ainsi, a(x,,v,) — a( #,,v )| — 0 quand 7 — cc.

Exemple 1. On considére dans H = L*(R), la forme

a(x,v) = #(0)2(0), D(a) = C.(R), (1.10)

avec (C(R) est I’espace des fonctions continues & support compacts dans R).

Alors a est densément définie, symétrique et positive mais n’est pas fermable. En effet, on choisit
la suite %, € C(R) telle que #,(0) = 1 pour tout 7 et telle que #, — 0 dans LZ*(R). D’ol a(u, —
Uy Uy = th,,) = 0 et #,, — O dans L¥(R) mais a(#,, #,) = 1 pour tout 7. Donc a n’est pas fermable
d’apres la proposition 1.3.4.

Exemple 2. On considére dans H = L*(R) la forme

a(u,v):f #'(x)o(x)dx, D(a)= H'(R). (1.11)
R

On montre que la forme a n’est pas fermable.

Définition 1.3.6. Soit a une forme sesquilinéaire accrétive et densément définie sur H. Un sous-
espace D de D(a) est dit un domaine essentiel (on dit aussi coeur) pour a si D est dense dans D(a)
muni de la norme [|.||,. Soit D un sous-espace de D(a). La restriction de a 4 D est la forme (notée
ap) définie par

ap(#,v) = a(u,v), D(ap)=D.

On établit maintenant une relation entre la fermeture d’une forme sesquilinéaire et son domaine
essentiel.
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 14

Proposition 1.3.5. Soit a une forme sesquilinéaire densément définie et accrétive, On suppose que a
est fermée et continue. On note par D un sous-espace de D(a). Alors D est un domaine essentiel pour a
si et seulement si la fermeture de Gp esta, ne, 0)p =a.

Preuve. La forme a est une extension fermée de ap, donc est une extension de ap- On suppose
que D est un domaine essentiel pour a et soit # € D(a). 1I existe alors une suite #n, € D telle que
%, = u||, = 0 quand 7 — co. Ainsi, (#,) converge vers # dans H et a(#, =, 10, — 1, ) — 0 quand
n,m — 0o. Ce qui montre que # € D(ajp). Dot gy, = .

Réciproquement, supposons que a, = a et soit # € D(a) = D(ap). 1l vient de la définition de la
fermeture qu’il existe une suite (#,) € D qui converge vers # dans H et telle que ayp(n, —u,,,u, —
#,,) = 0 quand 7,m — 0o. Ceci montre que (#,) converge vers u par rapport a la norme ||.||,, et
que D est un domaine essentiel pour a

1.3.2  Perturbation des formes sesquilinéaires

Dans cette section, on étudie la fermeture et la continujté de la somme de deux formes sesquili-
néaires.
Pour deux formes sesquilinéaires a et b, on définit leur somme par :

(a4 b)(#,v)=a(n,v)+ b(#,v), D(a+b)= D(a)ND(b).

Théoréme 1.3.1. Soient a et b deux Jormes sesquilinéaires accrétives sur H . Alors I somme a+ b est
accrétive, de plus :

1. Sz et b sont continues, alors a + b est continue.
2. St a et b sont fermées, alors a+ b est fermée.
3. St aet b sont fermables, alors a + b est fermable.

Preuve. Laccrétivité de la somme est évidente. On suppose que a et b sont fermées. Soit (x,) C
D(a)N D(b) une suite de Cauchy pour la norme ||.|| .. Les inégalités -lla = 1-llags €t |-l < [l ass
impliquent que la suite (u,) est de Cauchy par rapport a la norme ||.||, et ||.||,. Il s’en suit donc quela
suite (#,) converge pour les deux normes. La limite dans les deux espaces (D(a), [11.) et (D(B), |-II,)
est la méme, donc la limite appartient a D(a) N .D(b). Linégalité llase = II-lly +|].]], implique que
(#,) converge pour la norme [[-lla45- En conséquence, (a + b) est fermée. Si les deux formes sont
fermables, alors la somme de leurs fermetures 3 + b est fermée d’aprés la propriété 2). Ainsi, G+ b
est une exteension fermée de a + b. Ce qui montre que a + b est fermable et sa fermeture, notée

a+b, est la restriction de a+ b.

Définition 1.3.7. Soit o une forme sesquilinéaire densément definie, accrétive, continue et fermée.
Une forme sesquilinéaire o’ avec D(a’) est dite a-bornée s; D(a) € D(d') et 51l existe des constants
positives e et /3 telle que

la'(u,u)l5a|a(u,u)]+/3”u”2, Yu € D(a) (1.12)
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 15

La plus petite constante o pour laquelle (1.12) est vérifie, est appelée la a-bornitude de o’. Sous
la condition de fermeture des formes, on montre que a’ est a-bornée dés que D(a) C D(a’). Plus
précisément, on a :

Proposition 1.3.6. Soit a et a/ dewx Jormes sesquilinéires accrétives et continyes, On suppose que a
est fermée, o’ est fermable, et D( a) C D(a’). Alors o est a-bornée.
Preuve. Puisque la forme o est fermable, sa restriction 3 D(a), aI’D @ P(a)XD(a) — K est aussi fer-

/

mable. Ainsi, %) €st fermable agissant sur Pespace de Hilbert (D(a), [I-Ilo)- Sa fermeture (comme

une forme sur (D(a), []5)) coincide avec elle méme. D’apres la proposition 1.3.1, il existe une
constante positive M telle que pour tout # € D(a)

oG 0)] < M o2 = ||| P + Rx(o, ).
Par conséquent, a’ est a-bornée.
1
On suppose que a est une forme sesquilinéaire accrétive et continue. Notons b := — [a+a"] la partie

symétrique de a. On rappelle que b(u, ) =Ra(n, ) pour tout x € D(a). En utilisant la continuité
de a, on obtient pour tout » € D(a)

0, 1) < |a(ot, )| < M|l 2 = M| ] >+ b, )].
I résulte de cette inégalité qu’une forme a’ est a-bornée si et seulement si elle est b-bornée.
Théoréme 1.3.2. Soit a une Jorme sesquilinéaire accrétive et continue sur un espace complexe H. On
suppose que o' est une forme sesquilinéaire telle que D(a) C D(o) et
|a’(u,u)[S_a%ia(u,u)+ﬂ“u“2, Vu € D(a), (1.13)

on a, 3 sont dewx constantes positives avec @ < 1. Alors Lz forme somme t := a + o’ + BI de domaine
D(t) = D(a), est accrétive et continue. De plus,

1. test ferméessi et seulement si a est fermpée.

2. test fermable si et seulement si a est fermable.
Preuve. Puisque le domaine de f est D(a), et D(a) € D(«), alors d’apreés (1.13) et la condition o < 1,
on a pour tout # € D(a),

Re(u,u)=Ra(u,u)+Ra'(u, u)+ Bl > (1= a)Ra(x, ).

D’ou, t est accrétive.
En utilisant la continuité de a, on obtient d’apres le lemme 1.3.1 et (1.13)

380, )| < [3a(u, )] + |30/ (u, )|
S aRa(u, )+ Bl|ulP+ M[Ra(u, u) + ||u|]]
M+«
Rt(u, u)+ (M + )|

S CR[Hu, u)+ ||u]],

<
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 16

pour certaine constante € positive. Ainsi, la forme t + 1 est sectorielle. De I proposition 1.8 on
déduit que t est continue.
Les inégalités

Re(u,u) > (1= a)Ra(u,u) et Rt(u,n) < (14 2)Ra(x, u)+20|u|.

Montrent que les normes || Il, et |[]], sont équivalentes sur D(a), et donc la premiére propriété du
théoreme s’obtient. Pour montrer la propriété 2), on suppose que a est fermable et soit ( n,) € D(a)
telle que %, — 0 dans H et W, ~ 1, —u,)— 0 quand 7, m — oo, AlorsRa(u,—u, ,u, —u,,)—
0 quand 7, — co. Puisque les normes [l-Ila et ||.]], sont équivalentes, de Ia continujta de a, il vient
que a(#, — #,,,u, —u,_)— 0 quand 7,7, — oo, et la proposition 1.3.4 garantie que a(#,, #,) — 0
quand 72 — co. D’aprés ce qui précede et la continuité de ¢, la proposition 1.3.4 nous permet de
conclure que t est fermable. La réciproque s’obtient de la méme fagon.

Proposition 1.3.7. Soient a et o’ deyx Jormes sesquilinéaires accrétives et continyes, On suppose que
D(a)=D(a) et les normes ||.|| et LI, sont éguivalentes. Alors

L. o est fermée si et seulement si o est Jermée.
2. aest fermable si et seulement si o est Jermable.

1.3.3  Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires A.C.F

Soit a une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continue et fermée sur H. Pour cette
forme, on peut définir un opérateur non borné A défini comme suit :

D(A)={ue€H tel que Iv € H : a(x, $)=(v;¢), Y € D(a)}
An=v,

(A.A) {

Remarque 1.3.6. Le domaine de A est ensemble des éléments # € D(A) pour lesquels la forme
linéaire ¢ — a(u, ¢) est continue sur D(a) par rapport a la norme de H.

Définition 1.3.8. Pour I'opérateur linéaire A défin; par la formule (A.A), on dit alors que A est
Popérateur associé 3 la forme a.

Proposition 1.3.8. Soit a une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continue et fermeée, et
notons par A lopératenr associé & la forme sesquilinéaire a. Alors A est densément défini, et pour rout
A >0, Lopératenr A+ A est inversible, e, (A+ Al € L(H), de plus,

AT+ A7 AI<IIfILVA>O, VfeH,

Preuve. Soit A > 0. Posons

ll#llx= 4/ Ra(u, )+ Alju|P, « € D(a).

La norme ||.||, est équivalente 4 la norme [llles d’ott V := (D(a),]].|],) est un espace de Hilbert. Il
résulte de (1.4) que la forme A+ a* définje par (A+a”)(#,v) = A(u,v) + a*(x, v) est bornée sur V.

U Guelma
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De plus, elle est coercive sur V.
Pour /' € H, soit

P(v):=(v;f), veV.

Il est clair que & est une forme linéaire continue sur V. Donc, par le théoréme de Lax-Milgram, il
existe un élément unique # € V tel que

P(v)=0a"(v,u)+ Nv;un) = a(u,v)+ A(v;u), VoeV.

De cette derniére représentation et la définition de Popérateur A, il résulte que # € D(A) et (AT +
A)u = f. Donc R(AI +A) = H. Lhypothése de I’accrétivité (1.3) implique que A7 + A est injectif,
et donc inversible.

Soit maintenant f € H et u € D(A) tel que (AT +A) = f. En multipliant dans H les deux cOtes de
Pégalité (AT +A)u = f par u et en utilisant

R(Au;n)=Ra(u,u)>0,

il vient que

R(f50) > Allu]]*.
Ce qui implique Al|#|| <||f||, dot

I+ 4 11 < 1]
En fin, on montre que D(A) est dense dans H. Soit v € H tel que
(v;#)=0, VueD(A).
Puisque 7 +A est inversible, il existe alors b€ D(A) tel que v = (I +A)¢, et pour # = ¢, on obtient
0= (vig) = (T +A): )= gl + (A5 ).

La positivité de R(A¢; §) = Ra(, ¢) >0 implique que ¢ =0 et donc v = 0.
Notons que pour la forme a vérifiant (1.2)-(1.5), la forme adjointe a* vérifie aussi les méme proprié-
tés. Donc, on peut associer 3 a* un opérateur A* qui est 'adjoint de A.

Proposition 1.3.9. L'opérateur associé & a* est A*. En particulier, si a est symétrigue alors A est auto-
adjoint.

Preuve. Notons par B Popérateur associé 3 la forme a’, et soit # € D(B). Par définition, on pout
écrire
a"(u,$)=(Bu; ), VeD(a*)=D(a).

D’ou

(Bu; @) =0a"(u,$)=a(B,u)=(Ad; u), Ve D(A).
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 18

Ce qui montre que # € D(A™) et A*u = Bu. 1l nous reste 3 vérifier que D(A”) C D(B). Pour cela,
soit v &€ D(A*) fixé. D’aprés la proposition 1.3.8, il existe ¢ € D(B) telle que (I +A")v = (I +B)¢,
done (/ + A*)o = (I + A% )¢, ce qui entraine,

(V=T +A)u)= (I +A N v —¢)u)=0, Vue D(A).

De Pinversibilité de 7 + A est inversible, il résulte que v = ¢ €D(B).
® On avu dans la proposition 1.3.8 que Popérateur A associé 3 a est densément défini dans H, et il
I’ est aussi dans D(a) muni de la norme []1] -

Lemme 1.3.2. Soit a une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continue et fermée, et soit
A lopératenr associé & a. Alors D(A) est un domaine essentiel pour a.

En vertu de ce lemme et la proposition 1.3.5, on conclut que la forme a coincide avec la fermeture
de la restriction de a sur D(A), i.e,a= 3p(a)-

Définition 1.3.9.

1. Un opérateur B : D(B) C H — H est dit sectoriel s’ existe une constante positive €, telle

que
[3(Busu)l < €R(Busu), Vu € D(B). (1.14)

2. L'image numérique de 'opérateur B est I'ensemble
N (B):={(Bu;u),u € D(B), lln]] = 1}.
» Ll est clair que B vérifie (1. 14) si et seulement si
N(B) C{z € C,|argz| < arctan 6}.

» Tout opérateur associé 4 une forme sectorielle est un opérateur sectoriel. La réciproque est aussi
vraie.

Proposition 1.3.10. Soit a une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continme et fermée.
On note par A Popératenr associé & a. les propriétés survantes sont éguivalentes :

1. a est sectorielle.
2. A est sectoriel.
La prenve de la proposition 1.3.10 est une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 1.3.3. Soit a une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continue et fermé, et soit
A lopératenr associé & a. Alors, | image numérique N (A) de A est dense dans | ‘image numérique A (a)

de a

Preuve. La preuve découle du lemme 1.3.2.

Lemme 1.3.4. Soit A un opératenr & domaine dense tel que R(Au;n) > 0 pour tout u € D(A). On
suppose de plus que :
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1.3 Opérateurs associés aux formes sesquilinéaires non bornés 19

1. Il existe une constante a > 0, telle que Lopératenr al + A est sectoriel (ici H est complexe).
2. A est symétrigue (ici H est réel). Alors la forme définie par

a(#,v) == (Au; v)de domaine D(a) = D(A)
est fermable.
Preuve. On suppose que (1) est vérifiée. On a
a(#,v) = ((al +A)u;v) — a(u;v).

D’apres la proposition 1.3.2, la forme sectorielle (#,v) = ((af +A)u;v) est continue, d’ott a est
continue,

Si (2) est verifiée, alors a est continue (il suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz), et pour
montrer que a est fermable, il suffit d’appliquer la proposition 1.3.4. En effet, soit (#,) C D(A) telle
que #, — 0dans H et a(u, —u,,,u,—u, ) — 0 quand 1, m — oo. La continuité de la forme a donne

Ia(”n’ un)l S Ia(un - %m’ %n)l + Iﬂ(%n, um),
= M|y = sy, lall oyl + (A5 ,)]-
Par hypothese, ||#, — u,,||, — 0 quand 7, m — oo et donc ||#,|, est bornée. D’autre part, pour tout
m, |(Au,,;,)] — 0 quand 72 — 00. Donc a(#,,n,)— 0 quand 7 — oco.
Remarque 1.3.7. Le role de ’hypothése (1) et (2) dans le lemme 1.3.4 est pour assurer la continuité
de la forme

a(#,v):=(Au;v), D(a)=D(A). (1.15)

* La preuve montre que cette forme est fermable dés que elle est continue. Lhypothese de conti-
nuité ne peut pas étre enlevée, de plus sur un espace de Hilbert réel, la condition (An,u)>0
pour tout # € D(A) ne suffit pas pour assurer la fermeture de a.

* Lorsque la forme définie par (1.15) est fermable, I'opérateur associé 3 la fermeture de a est une
extension de A.

Proposition 1.3.11. Soit B : D(B) C H — H un opératenr Jermé & domaine dense. Alors Popératenr
BB deéfinie par

D(B*B)={u € D(B), Bu € D(B")}
B*B=B*(Bu)
est un opératenr anto adjoint & domaine dense.

Preuve. On introduit la forme symétrique

a(u,v) = (Bu;Bv), D(a)= D(B).
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Puisque B est fermé, alors a est une forme fermée, donc il existe un opérateur auto-adjoint (3 do-
maine dense) associé 4 a, par définition,

D(A)={u €D(a),Iv € H : (Bu;Bd) = (v; $), Yé € D(a)}
An=1.

Donc

D(A)={u€D(B),3v € H:(Bu;B$)=(v;$), Ve D(B)}
={u€D(B),Bu € D(B*)},

et Au = B*(Bu). Ce qui montre que A = B*B.

Lemme 1.3.5. Soit a une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continue et fermée. Sout
(#,) C(D(a),||.|l,) une suite bornée qui converge vers w dans H. Alors u € D(a) et ona Ra(u,u) <
liminfRa(x,,»,).

n

Preuve. Puisque la suite (#,) est bornée dans (D(a),||.||,), alors on peut extraire une sous-suite
(#,,) C(u,) faiblement convergente. Soit ¢ € D(a) la limite faible de (#,,)- Pour tout v € D(a), on
a

(#,,59)+b(n, ,0) = (h;0)+ b($,v), quand 7, — oo, (1.16)

ou b est la partie symétrique de a. Notons par B I'opérateur auto-adjoint associé a b. la formule
(1.16) a lieu aussi pour tout v € D(B) et donc

(#,,;(1 +B)v) = (¢;(I + B)v).
La convergence faible de (#, ) vers # € H implique que
(u;(I+B)v)=(¢;(I+B)v), YveD(B).

En vertu de la proposition 1.3.8, et le fait que (7 + B) est inversible, on conclut que # = ¢ € D(a).
En prenant v = # dans (1.16), on obtient b(x, #) = lizn b(u,, ,n). A partir dela et en utilisant I'in-
égalité de Cauchy-Schwarz, on obtient b(x,#) < lim inf(u, ,, ). 1l en résulte donc que b(,x) <
liminf(x,, , 4, ) car on peut remplacer (#,) dans le calcul précédent pour toute sous-suite.
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“m Semi-groupes d’opérateurs non-bornés

2.1 Définitions et notions préliminaires

Un opérateur linéaire est une application A : D(4) C H, — H, linéaire, ol D(A) est le domaine
de définition de I’application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de H,, que I'on suppose en
geneéral dense dans H,.

e Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vectoriel
de H; x H, défini par G(4) = {(v, Av), ve D(A)}.

Pour tout opérateur linéaire A : D(A) C H, — H,, on note par :

N(A)={h € D(4), Ah =0} (noyau de A),
R(A)={h,=Ab,, b, D(A)} (image de A).

Définition 2.1.1. On dit qu’un opérateur A est fermée si son graphe G(A) est fermé dans H, x H,,
Le., pour toute suite (#,) C D(A) telle que #,, —» # dans H, et Aun, —> v dans H,, alors u € D(A)
v =An.

» Lopérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de définition

D(A) muni de la norme du graphe (||#||; := || ||, +[1A%||5,) dans H,.

Théoreme 2.1.1. [Théoréme du graphe fermé] Si Popérateur fermé A est défini sur tout lespace H,,
alors A est borné

(A ferméet D(A)=H, => A borné).
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Définition 2.1.2. Soit A4 : D(4) ¢ H, — H, un opérateur non-borné 3 domaine dense. On peut
deéfinir l'opérateur non-borné A* adjoint de 'opérateur A, comme suit :

A":D(A") C H,— H,
DAY = {v € H,:dc > Otel que |(v, Au)| < cllully,, Vau ED(A)}.

» SiA:D(A) C H; — H, est un opérateur non-borné i domaine dense, alors A* est fermé.

Définition 2.1.3. On dit qu’un opérateur A : D(A) C H — H est symétrique lorsque
Vu,v € D(A), (An,v)=(u,Av)
Définition 2.1.4. L'opérateur A : 9(A) C H — H est dit auto-adjoint si A = A% i.e.,

D(A)=D(A*) et (v, An)=(Av, ), Vu,ve D(A).

2.1.1  Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A: D(A) C H —> H un opérateur non borné que 'on suppose fermé ' 2 et 3 domaine dense.

Deéfinition 2.1.5. On appelle ensemble résolvant de A, ensemble
p(A)={A€C:A;= Al — Aest bijectif}.
Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté o(A) = C\ p(A).

* On note que si A € p(A4), I'inverse R(A;A4) = AT" est défini sur tout Pespace et est fermé. Par le
théoreme du graphe fermé, il est borné, i.e., ATl € £(H). Cet opérateur est appelé la résolvante de
A

e Lensemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et Papplication p(A) 5 A s R(4;A)
est analytique sur chaque composante connexe de o(A). La résolvante satisfait & Iéquation fonction-
nelle suivante dite identité de la résolvante :

R(A34) = R(A4) = (A= A)R(AAR(ApA).

e Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus opérateur A est borné, alors o(A) est un
compact non vide.

Examinons a présent de plus prés la structure du spectre.

* Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :

0,(A)={Ae€C: A, n’est pas injectif}.

1. Thypothese de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. SiA n’est pas fermé, alors p(4) =10 .
3. SiA=A"alors 0(A) #D et 0(4) CR.
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Un élément A de 0 ,(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 # & € D(A) tel que A9 =0,

que l'on appelle vecteur propre (fonction propre quand H est un espace de fonctions) correspondant
al
o Si A€ 0(A)\o,(A) donc A est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :

«» SiR(A)) n’est pas dense, on dit alors que A € o,(A) le spectre résiduel de A.
. SiR(A,) est dense, on dit alors que A € 0,(A) le spectre continu de A.

Deéfinition 2.1.6. On dit qu’un opérateur A est fermable dans H s’il admet un prolongement fermé.

On vérifie aussitot que A est fermable dans H si et seulement si ’adhérence G(A) de son graphe est
un graphe. Autrement dit A est fermable si et seulement si pour toute suite (#,) C D(A) telle que
u,— 0et Au, —> v, alors v = 0.

Lopérateur fermé A dont le graphe G(A4) = G(A)_ est appelé fermeture de A.
Deéfinition 2.1.7. On suppose que A est fermable. Alors Il existe une petite extension fermée unique
(au sens de P'inclusion), notée A, définie comme suit :

D(A)={u € Htel quedu, € D(B):limu, = net lim Aun,, existe}, (1.17)

n—~oc

on pose B
Ay =limAu,,. (1.18)
n

Définition 2.1.8. Soit A un opérateur de domaine D(A) C H. Le sous espace vectoriel de (D(A))
est appelé domaine essentiel pour A s’il est dense dans D(A) par rapport a la norme du graphe
|-l = 1l-I] +[}A-]I-
Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire, et V un s.e.v. de D(A). La restriction de A 3 V est
I’opérateur

Ayu=An, u €V =D(Ay).

Proposition 2.1.1. Soient A un opératenr fermé et D un sous espace vectoriel de D(A). Alors D est un
domaine essentiel pour A si et seulement si, la fermeture de Ap est A, ie., Ap=A4

2.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

2.2.0.1 Généralités

Définition 2.2.1. On appelle semi-groupe fortement continu a un parametre une famille {S(z)},,
d’opérateurs bornés sur H vérifiant les propriétés suivantes :

6) S©O)=1,

i) S(t+s)=58()S(s), Vt>0,5>0,

(iii) Yu € H, 1:{,13 ||S(¢)u —u||=0, VueE.
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_ﬁ___\\x_ﬁ

On associe 4 tout semi-groupe son générateur —A défin; par:

. [S)u—u
=il {T} {s,)

pour tout # tel que la limite (s,) existe dans la topologie de la norme de &, ce qui définit le sous
espace Z(A), domaine de Popérateur A. Les premieres propriétés des semi-groupes sont rassemblées
dans la proposition suivante :

Propo:sitioq 2.2.1. Soit {§ (£)}150 un semigroupe d’opératenrs sur H, et —A son génératenr, Alors ;
(@) t— S(t) est une Jonction fortement continue de [0, 00[ dans Z(H).
(b) 1l existe des constantes M a2 lety, €R telles que

IS < M yerae. (s2)

(c) A est un opératenr fermé et son domaine D(A) est dense dans H.
(@) Pour tout u € D(A), $(t)u est dérivable an sens de I norme de H et

d
77 (8()n)==AS(t)u = ~$(t)An. (s5)

(¢) SiA€CetRA> v, alors — A est dans | ensemble résolvant p(A), et la résolvante R(AA4)=(A+A)"
de A a lexpression suivante

R(AA)=A+ ! ='Lwe"“5(t)dt. (s0)

Lintégrale (s,) est définie au sens Jort sur tout intervalle borné [0, T, et converge en norme d ‘opéra-
teur lorsque T — o0, De plus par Pinégalité (s) ona

e MA )
lea+27 < gt (5)

En fonction des valeurs des constantes M, et y,, on distingue plusieurs classes de semi-eroupes :
! _ st RO ! gue p group

-Siy, <0, on dit que S(¢) est un semi-groupe borné.

-Siy, <Oet M, =1, 0ondit que §(z) est un semi-groupe contractant.

2.2.0.2  Caractérisation des générateurs

Le résultat principal est le théoréme de HILLE-YOSIDA.

Théoréme 2.2.1. Un opératenr —A fermé & domaine dense dans un espace de Banach H est le générateur
d’un semi-groupe si et seulement si il existe des constantes My et y, telles que tout réel ) > Y4 Soit dans
lensemble résolvant o(=A) et que

My
(A=1,)"
pour tout A >y, et tout entier m > 1. On alors | ‘estimation

IS =1le~4)| < M,etr2.

I(A+4)™ <
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Corollaire 2.2.1. Un opératenr —A fermé & domaine dense dans un espace de Banach X est le généra-

tenr d’un semi-groupe contractant si et seulement si 10,+00[C p(—A) et pour tout A>0onal ‘inégalité
1
IC7+4) < 5.

7
Définition 2.2.2. Soit ¢ € (0, 3] et considérons I’ensemble

Y(¢)={z€C: z5#0et|argz| < ¢}.

la famille des opérateurs ( T(z)),exy) est dite semi-groupe analytique (d’angle ¢) si
1. T(O)=1etT(z+2")=T(2)T(z") pour z,7’ € 5(¢);
2. L'application z — T'(z) est analytique sur X(¢);
3, £‘£% T(z)x=x pourtout x €E,0< ¢’ < J et z€ (Y.

Remarque Sil’ensemble {||7(z)||, ze ¥(¢")} est borné pour tout 0 < ¢’ < ¢, alors T(2),ex (41
est dit semi-groupe analytique borné.

Définition 2.2.3. Un opérateur (B, D(B)) linéaire fermé, 4 domaine dense dans un espace de Hilbert
H (D(B) = E) est dit sectoriel (d’angle ¢) si
i 77:
1. Texiste ¢, 0< b < 3 tel que Yy ={A€C: |arg()] < 3 +¢}1U{0} C p(B).

M
2. Pour 0 €(0, ), il existe M > 0 telle que ||R(4, B)|| < ,—A—I pour A€ yra-g et AF0

Théoréme 2.2.2. SoitB : DB)CH—H un opératenr a domaine dense, on H est un espace de Hilbert

7
complexe. Alors B engendre un semi-gronpe analytique dans Z(p) si et seulement si (¢ + E> C p(B)
et pour tout 6 € (0,¢), on a

sup [|A(AT = B) ™| gy < 0.

AEX(0+5)

® On suppose que B engendre un semi-groupe analytigue dans le sectenr (), ¢ > 0. Une application
directe de la formule de Cauchy montre qu’il existe une constante M > 0 telle que

M
BT (t)u|| < TPOW toutu € H et t > 0. (1.19)

o Lanalyticité de semi-groupe (T (t)),5, dans le secteur 5( ) entraine que pour tout 6 € (—d, ), (T (' Deso
est un semi-groupe fortement continu sur H, osi son générateur est e'*B.
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2.2.1 Opérateurs accrétifs sur un espace de Hilbert.

Définition 2.2.4.
1. On dit qu’un opérateur A est accrétif si

R(Au;u)20, #€ D(A).

2. On dit que A est m-accrétif (ou maximal accrétif) s'il est accrétifet 1€ o(—A).

Remarque La définition (2.2.12) est équivalente 4 la définition suivante :
e Un opérateur linéaire A est dit m-accrétif si, pour tout RA>0,

1
(A+A)'eZ(H) et A+ A < =
On montre que, si A est un opérateur linéaire m-accrétif, alors A est fermé, de domaine dense est
maximal-accrétif. En effet, A est fermé puisque, pour A>0,(A+ A€ £(H).
Onall(A+ A< A~1, d’ott pour tout # € D(A)

1
il < 7+ sl

. 2<—1—A 2+3§)1(A Y ||| O<—1-||Au|12+29i(Au ")
||¢]] _Azll ul| = Tidn, ull, 0=~ ).

Si ’on fait tendre A — oo, on doit avoir R(Au,un) >0, d’ou A est accrétif.

Soit maintenant A, une extension accrétive de A, alors (A, + A)™! est une extension de (A+ )™
pour St A > 0, mais D[(A+ NV =8, don 4, EA

Enfin, D(A) = R[(A+ A)™'] pour R A> 0; montrons que (A+ A)7'#,0) =0, YveH=v=0.
Prenons # = v et posons (A + A)'v =w, on aalors

0= R((A+ A0, 2) = R(w, (A + Dw) 2 KA,

dot w=0,0=0 et D(A) est dense.

o 1l est. clair qu’un opérateur associe a une forme accrétive est un opérateur accrétif.

e Si la forme sesquilinéaire est densément définie, accrétive, continue et fermée, alors son opérateur
associé est m-accrétif.

Lemme 2.2.1. Soit A un opérateur accrétif a domaine dense. Alors A est fermable, et sa fermeture Aest
accrétive. De plus, pour tout A€ C, R(A +A) est dense dans R(AI +A).

Preuve. Soit (#,), C D(A) une suite convergente Vers 0 et Au, converge vers v dans H. Pour tout
w € D(A), on a

0< R(Au(n, + w)#, + w)
= R(Au,;u,)+ R(An,;w)+ R(Aw; #,) + RAw; @).
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Par passege 2 la limite quand 7 tend vers +00, on obtient R(v; w)+R(Aw; ) 2 0. En appliquant le
méme raisonnement avec A pour 1> 0, et en faisant tendre A — 0, on obtient R(v;w) > 0. On
reprend le méme raisonnement avec —a, 0 obtient R(v;w) < 0. Ce qui nous permet de conclure
que R(v; w) =0, et donc (v;w) = 0. Puisque cette égalité est vraie pour tout w € D(A) qui est dense
dans H, alors v = 0. Donc A est fermable.

Daccrétivété de A et la densité de R(A+A) dans R(A+A) se demontrent aisément, il suffit d’utiliser

12 définirion de A et un simple argument d’approximation.

Lemme 2.2.2. Soit A un opérateur a domaine dense sur H.
1. Si A est fermé et accrétif, alors (A+1 Y est injectif est R(I + A) est fermeée.
2. Si A est meaccrétif, alors (0,00) C p(—A) et AAI + A)™" est une contraction sur H pour tout
A>0.
3. Si A est accrétif, alors A est m-accrétif si et selement si il existe A >0 tel que R(AI +A) est dense
dans H.

Preuve.
1. Soit # € D(A) tel que #+Au =0.De Paccrétivité de A, on a
(;0) S R(u+Ausu)=0=u=0,
dolt I + A est injectif. Dans le but de montrer que R(I + A) est fermee, considérons alors
(n,) C D(A) telle que #, + Au,, converge vers v dans H. Puisque (#,; #,) < R(#, +Au,; “,),
il vient donc que (,,) est bornée. On peut écrire
(un — Uy Uy um) S m(un — Uy Uy = Uy +A”n _A%m)
< “un - %mlmun +A”n — Uy —A”mH
On remarque que (#,) est une suite de Cauchy. Si # est sa limite, alors Au, converge vers
v — . La fermeture de A implique que # € D(A) et v = u +Au € R(I + A).
Mais 1 € p(—A) si et seulement si ] + A est inversible. Ainsi, A est m-accrétif si et seulement
si R(I 4 A) est dense.
2. On suppose que A est meacerétif et soit A> 0. On a A € p(—A) si et seulement si Al + A est

‘nversible. En appliquant 1) 4 opérateur accrétif A4, on voit qu’il suffit de montrer que
R(AI + A) est dense. Soit f € H tel que

(f;Au+Au)=0, uné€ D(A).
Puisque A est m-accrétif, alors on peut trouver o € D(A) tel que [ =v + Av.
Pour # = v, ’égalité précédente donne v = 0, et donc f = 0. D’oli R(AI +A) est dense.
Maintenant, pour f € H fixé, et # € D(A) tels que f = Au+Aun.Ona
II£IP = R(An +Au; Au+Au)
> 12||u|| +2AR(An; )
> A%

De cette inégalité, on voit clairement que A +A)™" est un opérateur de contraction sur H.
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3. D'aprés 2), si A est meaccrétif alors Al + A est inversible pour A > 0 et le lemme 2.2.1 nous
assure que R(AI + A) est dense dans R(AI +A)=H.
Inversement, on suppose que R(AI + A) est dense pour certain A > 0, donc I + A~ 'A est un
opérateur & image dense. Donc, d’apres 1), A~ A est m-accrétif.
Maintenant, en vertu de 2) on conclut que af + A4 est inversible pour tout a > 0. Ceci
implique, en particulier que / +A est inversible, et donc A est m-accrétif.

Théoréme 2.2.3. Soit A: D(A) C H — H un opératenr a domaine dense. Les assertions suivants sont
équivalentes.

Lopérateur A est fermable et (—A) est un générateur de semi-groupe de contraction sur H.

2. A est m-accrétif.
3. A est accrétif et il existe une constante A> O telle R(AI +A) est dense.

Preuve. Léquivalance entre les points 2) et 3) a été étudiée dans le lemme 2.2.1. On suppose main-
tenant que 2) a lieu . D’apres le lemme 2.2.1, (0.00) C p(—A) et ALAT +A)~" est un opérateur de
contraction sur H.

D’aprés le théoréme de Hille-Yosida, 'opérateur —A engendre un C,-semi-groupe (e~ —tA )iz sur H.
De plus, pour tout # € D(A), on a

fi—ne-%uz 2R (Ae~ ;e u) <0.

dt

Donc, ||e"Au|]? < ||#|[? pour rout ¢ >0.

A partix deli et la densité de D(A), il vient que e~ est une contraction sur H pour tout ¢ 2> 0. Ce
qui prouve I’assertion 1).

Inversement, on suppose que A est fermable et (—A) engendre un C,-semi-groupe de contraction

(e‘tA)LEO. Donc, pour tout t > 0
R(u _ ey, u)>0 VueH.
En appliquant cette inégalité a # € D(A), on obtient

- i -
R(Au;n)=lim-R(u —e u;4)>0
tl0 t

Ce qui montre que A est accrétif.

Puisque (—A) est un générateur de Cysemi-groupe de contraction, (0,00) C p(—A). D’ou A est

m-accrétif.
Soit A un opérateur 3 domaine dense, accrétif et A sa fermeture. Alors Popérateur A est accrétif. Le

théorére qui suit donne des conditions suffisantes pour que A soit m-accrétif.
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Théoreme 2.2.4. Soit A: D(A) C H — H un opératenr accrétif. On suppose qu’ il existe un opératenr
S m-accrétif et satisfait les denx conditions suivantes :

1. D(S) C D(A)
2. Il existe une constante a € R telle que

R(Au;Su)> —a(u;Su), Yu e D(S).

Alors la fermeture A de A est m-accrétive et D(S) est un domaine essentiel de A.

Preuve. Sans perdre la généralité du probléme, on peut supposer que @ > 0. Considérons mainte-
nant Popérateur A + @I au lieu de A. On voit (d’aprés 3) du lemme 2.2.1) qu'on peut supposer que
a=0.

1
Soit B, = A(I +—5)",n > 1. Pour tout 7 € N, I'opérateur B, est borné sur H (découle de Detle

n
théoreme du graphe fermé). De plus,
1 1
R <Au; <I+ —-—S) u> =R(Au;n)+—R(Au;Su) >0 Vu € D(S).
n n

Ce qui implique que B, est accrétif. D’autre part, ’ensemble résolvent de 'opérateur B, est non
vide, d’ou d’apres 3) du lemme 2.2.1, on conclut que 4, est m-accrétif. De la formule

1 i
1+A+-—S=(u+Bﬂ)(1+—S>,
n n

1

il résulte que 'opérateur / + A+ —S de domaine D(S) est inversible. Dol pour tout f € H et tout
n

n €N, il existe u,, € D(S) tel que

1
w,+Aun,+—Su,=f. (1.20)
n

On en déduit donc :
[l I <|If1] et H;S”n” <2||f]]. (1.21)

1
La premiere inégalite résulte de 'accrétivité de A + —S, puis que
n

i
(ny3m,) <R <un +Aun,+—Su,; un)
n

=R(f;u,)
<1£ M, -
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La deuxieme inégalité résulte de la premiére inégalité et Iestimation :

1 1 1
[=Su,|> < (Aun +—Su,; —Sun>
n n

=R <f—un;%5un§
SO+ )| 5w,

Montrons maintenant que 4 est m-accrétif.

D’apres le lemrme 2.2.1, il suffit de montrer la densité de I’image de Popérateur I + A.
Tout d’abord, on va montrer que 'opérateur I + A de domaine D(S) est d’image dense.
Soit f € H tel que
(f;u+Au)=0, VueD(S), (1.22)

et soit (#,) C D(S) vérifiant (1.20). De (1.22), on a

1 1
O[;f)—"—(%n+Aun+—Sun;f)=<—Sun;f>. 1.23
n n

D’autre part, puisque S est m-accrétif, il résulte alors que S* est densément défini. En effet, on voit
clairement que 7 + $* est inversible avec (7 + $*)™' = ((/ + S)™). Siu € H tel que (#;0)=0,Yv €
D(S"), alors on peut écrire # = (I+5)¢ pour un certain ¢ € D(S), et 'on obtient (d;(I+8")v)=0,
pour tout v € D(S”). Légalité R(I 4+ §*) = H donne ¢ =0, et donc # = 0.

On considere maintenant une suite (f,) C D(S*) qui converge vers £ dans H. On a

(rer)- ()

1
Il s’en suit donc |(—=Su,; f) = (—Su,; ;)| converge vers O,quant k£ — oo, uniformément par rapport
n n

f =l
< 20AUIlF = Zell-

1
—SH,
n

S l

an.
D’ou, en utilisant I'inégalité

= (3 SR < <A UIS ful
7 n

<%Sun;fk)

1
l(—Suﬂ;f)’—)O quand 7 — oo
n

On conclut de (1.23) que f = 0. Ainsi, on a prouvé que la fermeture B de la restriction de A sur
D(S) est m-accrétive.

on obtient
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Puisque J + A est une extension de / + B, alors ( +A)D(A) = H. Donc, A est m-accrétif.
Enfin, il reste 2 prouver que B = A pour conclure que D(S) est un domaine essentiel pour A.
Si n € D(A), il existe v € D(B) tel que

u+Zu=v+Bv=v+qu.

Or I + A est injectif, donc # = v € D(B)

Remarque2.2.1. Soit A et B deux opérateur définis sur espace de Banach X. On suppose que § est
fermé, A est fermable et D(S) € D(A). Alors il existe deux constantes « et b telles que

|Ax|| < 2||S#||+ b||u|| pour tout ue€D(S).

La preuve repose sur le théoréme du graphe fermé.

2.3 Formes sesquilinéaires et théorémes de génération

2.3.1 Semi-groupes sur les espaces de Hilbert

Dans cette section, on reprend les mémes notations que celles utilisées dans la section 1.3.3.

Soit @ une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continue et fermée sur un espace de
Hilbert, et soit A Popérateur linéaire associé a a

Tl est claire que A est accrétif puisque a est accrétive. Comme conséquence du théoréme 2.2.3 et de
la proposition 1.3.8, on a

Proposition 2.3.1. Lopératenr —A est un génératenr d’un semi-groupe de contraction sur H.
Dans le résultat qui suit, on montre que le semi-groupe engendré par —A est analytigue. Plus précisément :

Théoréme 2.3.1. Soit H un espace de Hilbert complexe. Notons par (67,50 le semi-groupe engendré

7

par Uopératenr —A. Alors (67,5, est analytique dans le secteur ¥.(— —arctan M) on M est la constante
- 2

de L continuité (cf. Uhypothese 1.4). De plus, pour tout ¢ €]0,1], e~2e~%4 est une contraction sur H pour

7
tout z € Z(—z— —arctan —) = X(arctan(—)).
€ £

Preuve. L’hypothese de continuité (1.4) implique que, pour tout & €]0.1]
|3(Awu; u)| < M[R(Au; u)+ (n54)]

M
< —[R(Au;u)+e(usu)] pour tout u€D(A).
D’ot, si on pose B = A+ ¢/, 'inégalité précédente montre que B est sectoriel

M
|3(Bu; u)] < —R(Busun) pour tout u € D(B).
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D’aprés le théoréme 2.3.2 ou le théoréme 2.3.4, on conclut que —5 est un générateur de semi-

. T M
groupe analytique dans le secteur X(— — arctan(—)). De plus, e est une contraction pour tout
£

T
z € Z(E — arctan(—)) puisque e~tB = ettt 1+ > 0, d’out le résultat.
e

On remarque, si on peut écrire (1.4) sous la forme
la(n, 0)| < M'[Ra(w, )+ | 4] P12 [Ra(v, 2) + wl0][]
avec une constante M’ < M, alors il vient que (e ™*4), 5, est un semi-groupe analytique dans le secteur

7T
Z(E —arctan(M")). De plus, e~“%¢~7 est une contraction sur H pour tout z dans le méme secteur.

On rappelle que tout opérateur B a domaine dense et accrétif est fermable (¢f. lemme 2.2.1). Notons
B sa fermeture.

Théoréme 2.3.2. Soit B : D(B) C H — H un opérateur & domaine dense. On suppose que B et B” sont
sectoricls, i.c., il existe une constante C > O telle que pour tout n € D(B) et v € D(B"),

|3(Bu;u)| < CR(Bu;u) et |3(B u;u)| < CR(B*u;n). (1.24)

Alors —B engendre un C,-semi-groupe (e7*%),5¢ sur H. De plus, ce semi-groupe est analytique dans le

T 7 » 7T N
sectenr Xl(—z— —arctan(C)) et e 2 est un opérateur de contraction sur H pour tout z € Z(-z— —arctan(C)).

Preuve. En utilisant la définition de B, on voit quw'on peut étendre I'inégalité (1.24) pour les éléments
de D(B).

D’autre part, de la définition de I'adjoint B*, B* est une extension de (B)". Dot (1.24) est vérifiee
pour tout v € D(E*)

Soit maintenant # € D(B) tel que ||#|| =1 et soit A€C.Ona

(AL = B)ul| > | Au = Bus ]
=|A—(Bus )
> dist(A, Z(arctan C)).

D’ou,ona _ _

(AT = B)u|| > dist(A,X(arctan C))||u|| pour tout u € D(B). (1.25)
1l résulte que pour A ¢ T(arctan C), opérateur A — B est injectif. De plus, R(Al — B) est fermée
pour tout A ¢ Y(arctan C). Pour voir cela, soit v, = A, — Bu, une suite convergente vers v € H.
De (1.25), on déduit que (#,) est une suit de Cauchy. Soit # la limite de (#,),. Puisque B est fermée
alors # € D(B) et v = (Al — B)u € R(AI —B).
Montrons maintenant que R(AI — B) est dense pour A ¢ T(arctan(C)). Si g € H tel que

(g;Au—Eu):O pour tout u € D(B),
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dist(A Y(arctan(C))) > 0 et on utilise la méme démarche que celle utilisée dans la preuve du théo-
réme précédent.
Soit A fixé tel que dist(A, E(arctan(C))) > 0. On peut écrire :

M—=B=AJ—B+ A=Al
= (A = B)[I + (A= )AL ~ B

En utilisant (1.26) pour Ay, on voit que A/ —B est inversible pour tout A tel que [A—Aq| < dist(Ay, E(arctan C)).

En répétant cette procédure, on obtient A € p(B) pour tout A tel que dist(A, X(arctan(C))) > 0.
Lestimation (1.26) découle immédiatement de la condition de sectorialité de B.
Ainsi, on a montré le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.3. Soit B : D(B) C H — H un opératenr & domaine dense. On suppose que B est
sectoriel, i.e.,

|3(Bu;u)| < CR(Bu;u) pour tout n € D(B). (1.27)

oi C > 0. On suppose en outre qu’il existe Ay € p(B) avec dist(Ay, L(arctan(C))) > 0. Alors —B

. . . n p—
engendre un C,, semi groupe qui est analytique sur le sectenr Z(-z— — arctan(C)) et telle que e=** est une

, 7T
contraction sur H pour tout z € Z(E —arctan(C)).

Remarque 2.3.1. Létude des semi-groupes analytiques associés & des formes sesquilinéaires exige
que H soit complexe. Dans le cas ot H est réel, on utilise la procédure de compléxification suivante::
Soit Hy. := H + iH. On définit la forme

(n+iv;g +ih):=a(u,g)+a(v,h)+i[a(v,g)— a(u,h)]. (1.28)

pour tout #,v, g, b € D(a). Le domaine de & est donné par D(a)+ iD(a).
On vérifie aisément que les conditions (1.2)-(1.5) sont vérifiées pour 8. Le semi-groupe associé a
est donné par :

T(t)(u+iv)=e"u+ e,
i.e., le complexifi¢ du semi-groupe (e7#),50- Le semi-groupe (T(2)),5o est analytique sur He. A

partir del3, on obtient des résultats intéressants concernant le semi-groupe (e7*4) 5, sur H. En
particulier, e*““H C D(A) C D(a) pour tout ¢ > 0.

2.3.2 Extrapolation 4 I'antidual D(a)

On reprend les mémes notations comme précédemment. On note par a une forme sesquilinéaire
densément définie, accrétive, continue et fermée sur un espace de Hilbert H, et par A opérateur
linéaire associé a a.
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. “fA . . .
Soit (e ) /0 le semi-groupe anepdré par (—=A). Dans cette section, on étend ce semi-groupe pour
un domaine plus large, et on établit des résultats similaires 3 ceux établis dans la section précédente.
Notre intérét réside dans le fait quil est utile dans des certaines situations de travailler sur un espace

plus large.
Par exemple, la fonction ¢ — e~y admet une dérivée en ¢t = O seulement si # € D(A). Cette

remarque donne un autre point de vue sur le semi-groupe (e™*4),5¢» Ce qui suggere d’introduire une
autre structure plus vaste, pour contourner certaines problémes de régularité.
Notons D(a)' I’anti-dual de I'espace D(a), i.e., Uespace des formes linéaires continues ¢ telles que

P(u+v)= d(u)+ P(v); plan)=a(n), VeeK,u,ve D(a).
Lorsque H est reel, D(a) est le dual de D(a). En identifiant H avec H', il vient
D(a)cH=~H' cD(a) (1.29)

avec une injection continue et dense.
Le crochet de dualité entre D(a)’ et D(a) est noteé par (.,.), 1.e.,

d(n)=(p,u), pn€ D(a), u€D(a).
Dans le cas ot ¢ € H et u € D(a), alors < ¢, u>=(p;).

Soit # € D(a) fixé et considérons la fonctionnelle
d(v):=a(#,v), vE D(a).

De I'hypothése de continuité (1.4), il résulte que ¢ est continue sur D(a), d'ol ¢ € D(a)'. Ainsi,
elle peut étre représentée sous la forme ¢(v) =< Fu,v >. ol ./ u € D(a) dépend de #. De la
linéarité de la forme sesquilinéaire a, on voit que .o est un opérateur linéaire de D(a) dans D(a)'.
De plus, Uhypothese (1.4) nous permet décrire :

|t ulpey = sup | <A u,0>|
lolla<1

= sup |a(x,v)|

[lolla<1

< M|ull,.

Donc, .¢f est un opérateur continu de (D(a),||||,) dans D(ay'.

4

. / .
Remarque. On peut considérer o/ comme étant un operateur non borné sur D(a), de domaine

D(.«/) = D(a), defini par :
a(u,v)=< . u,v >, VYu,v € D(a). (1.30)

Soit maintenant A 'opérateur associé 3 la forme sesquilinéaire a (définie dans la section 1.2.3).
De la définition de A et la densité de D(a), on voit que

D(A):{ueD(ﬂ):ﬂ'ueH} et Au=u pour u€D(A).

. . . e 3 \ . /
Le résultat qui suit montre que le semi-groupe (e 4,50 s"étend de H 3 un domaine plus large D(a)".
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Destimation (1.35) montre que Al 4 + &/ est inversible sur D(a) pour tout A ¢ —=%(6).
En effet, il est clair que AT +1 + . est injectif, de plus, R(AI +1 +.&/) est dense D(a)’ et

(M +1.)D(f) 2 (AL +1+.9)D()=H,

ot Pégalité du cbté droit découle du fait que A € p(—A) (¢f- théoreme 2.3.1 et 222

Enfin, si (Al + I + & )u,, est une suite convergente dans D(aY, alors on obtient d’apres (1.35) que
(u,) est de Cauchy dans D(a), et donc elle est converge dans D(a).

De la continuité de .o/ : D(a) — D(a)', on obtient que R(AI +1.af) est fermée.

Par conséquent (A + 1 + /) est inversible sur D(a) pour A¢ —X(0).

Soit v € D(a), on a

A< n,0>|=|<dv> —(u;0) = a(n,v)|
< [ pllpyll2lla + @ + Dl ol 0 la-

En prenant le sup sur [[v]|, < Leten utilisant (1.35), on obtient

| AUl pey < Npllpgay + (M + Dll#lla
<||@llpay + (M + 1C|#lpy
= C'||(AI + 1.9/ )#||pay-

On conclut donc que Al +1 + .o/ est inversible sur D(a) pour A¢ —X(0) et

Ag—(6)

Le théoréme 2.2.2 nous assure que —.&/ + 1 engendre un semi-groupe sur D(a) qui est analytique
T

dans le secteur Z(E — arctan(M)).

On revient maintenant 3 la preuve de (1.31).

d
Soit f € H et u(t) = e~ f —e A f. A partir de Iinjection H C D(aY, il résulte que E?e'”{f

existe (pour ¢ > 0) dans D(a), et
4 (t)=—u(t),t >0
=Y =—gU 3 5
dt

donne #(t) = e~ u(0). D’ou P’égalité recherchee.

o On a montré le théoréme (2.3.4) dans le cas H est complexe. Si H est réel, on utilise procédure de
compléxification, on obtient que le semi-groupe 7(t),so défini sur (D(a)+ iD(a))" est analytique
dont son générateur est 'opérateur associé a la forme définie par la forme (1.28).

e Si ¢ € D(a), alors il existe une suite (#,) C H telle que u, — ¢ dans D(a), dou T(t)p =
lim T(t)#,, = lim e, (on note ici que e~*Au, € H). En conséquence, T(t)¢ € D(a) pour tout
t >0.Dou, T(t)D(a) € D(a) pour tout ¢ 2 0. Ainsi, la restriction de (T(2)),»o 2 D(a) est un
C,-semi-groupe dont le générateur est .&/ .
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Remarque On a montré dans ce théoréme que, si H est complexe, alors

sup e |y <co.
2€%(¢) (ogey)
17'5
pour0< ¢ < == arctan(M).

Pour les mémes raisons comme dans le théoréme 2.3.1, on a
sup |le™*e ™ || g(pay) < 00
z€X(¢)
7 M
Pour0< ¢ < 5 arctan(—) et ¢ €]0,1].
5

Si la forme a est sectorielle, 1.e.,
|Sa(u,u)| < Ra(u,u) pour tout u € D(a). (1.36)

alors
sup |le™ || gpy <0
2€5(4)
m
pour0< ¢ < = arctan(M).

La preuve est la méme comme dans la précédente. En remplagant (1.4) par (1.36), i.e., on peut
remplacer ] + ./ par ./ dans la preuve précédente. On note ici que ces estimation auront lieu aussi
dans Pespace D(a),||.||,- Plus précisément, pour tout ¢ € (0,1],

sup [le™*e ™| gp(ay < 00 (1.37)
z€X(¢)

ﬂ . .
pour tout 0 < ¢ < . arctan(—). En effet, soit # € D(a). On pout écrire

lle™4u|]2 =T < e A ueAu > +|le T ul|,
<|le™™ o | pgylle ™l + [le ™ u].
D’ou
—zA 112 —d g —zA |12 ;
lle™ 4|2 < lle™ o ul|pgay + 2|l ull". (1.38)
D’apres le théoréme 2.3.1 et les remarques précédentes, on voit que les termes Pl , et
p ques p q D(a)
7T M
lle™**e™**|| g ) sont uniformément bornés sur ¥(¢) pour 0 < ¢ < 5 = arctan(—). A partir de
o

cette remarque et la bornitude de ./ : D(a) — D(a), alors (1.37) résulte de (1.36), et on obtient

sup [le™*| g(piay < 0 (1.39)
()
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Preuve de lemme 1.3.2. On commence tout d’abord par inclusion e *H C D(A) pour ¢ > 0.
En effet, si H est complexe, le semi-groupe (e7*4),5, engendré par —A est analytique sur H (-
théoréme 2.3.1). Ce qui implique donc Iinclusion recherchée.

Dans le cas ot H est réel, on utilise la procédure de compléxification pour obtenir un semi-groupe
analytique (e7*A+4),; sur H + i H, a partir duquel on obtient e~*AH C D(A) pour t > 0.

On montre maintenant que chaque élément # € D(a) peut étre approché dans (D(a),||.||,) par

e 4u.Ona

lle™u —u|f=R < e o u— e Au—u >+ u—ulf
<le™ of = o || paylle ™ = ull, €™ u = u] "

D’ou
lle= A — u|P < |le™ ol n — o ul|pay + 2lle™u — u][*.

La continuité forte de (e %), 5, sur D(a), (resp.(e™**),5 sur H) impliquent
lle™“4u — u||, =0 quand ¢ —0.

Ce qui achéve la preuve due lemme.

Remarque

o ¢~*AH C D(A) C D(a) pour t > 0, et la restriction de (e, sur (D(a),]]],) est un Cysemi-
groupe

Sur la base du théoréme 2.3.4 ainsi que les arguments utilisés dans la preuve, on montre

lle™*% = ul|, =0 quand z—0,z€Z(P),

v
pour tout # € D(a) et pour toute ¢ € [0, 3~ arctan(M)[.

Pour ¢ >0, on note par (T(t)),, la restriction de (e—tA)tZO sur D(a).

(T(2)),»o est un Cy-semi-groupe sur (D(a),||.]|,), de plus il est analytique dans le secteur Z(g -

arctan(M)) lorsque H est complexe.

Si —B est le générateur de (T(t)),q, alors

D(B) = {n € D(A),Au € D(a)}, Bu=Au pour tout # € D(B).

2.3.3 Relation entre formes, opérateurs, et semi-groupes

On a arrive maintenant & énoncer les principaux théorémes de notre travail.

Soit o une forme sesquilinéaire satisfaisant les hypotheses (1.2)(1.5). Dans cette partie, on montre
qu'il y a une unique correspondance entre les formes sesquilinéaires et une classe d’opérateurs et
semi-groupes.

o Le premier résultat montre que @ peut étre entierement déterminée par le semi-groupe (e~
engendré par —A, ot A est I'opérateur associé a a.

tA)tZO
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Lemme 2.3.1. Soit a une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continue et fermée. Soit
u € H. Alors

1
u € D(a) < sup ;m(u —e usu) < . (a)
t>0

De plus, pour tout n,v € D(a),
tA

w;). (b)

3 =1 —-e
a(u,v) tlfg(u e

Preuve. Soit #,v € D(a), par le théoreme 2.3.4, on a

1

?(u —e Au)=-<n — ..
t
Puisque # € D(a)=D(.&/), ona
1 —tA
P <uy—ePuv>a< du,v>= a(u,v) guand t—0.

Ce qui prouve (b). En particulier,

1
;(u —e~Ay;0)—alu,v), VYu€D(a)

1
Soit maintenant % € H tel que sup —(# — e~ u; u) < 0o. Pour A> 0, on note (A +A)™ =R(A).
t>0
Ona

Ra(AR(A)u; AR(A)u) = RAAR(A)u; AR(A)n)
=R A(» — AR(A)u; AR(A)n)
< RA(n — AR(A)n; )

= E'RJ “ KoM (u—e 5 u)dt
0
1 cOo
<sup-R(x - e~ u; u)J t e Mdt
0

t>0 &

= S0P 3Sﬁ(u . M)J se”*ds.
t>0 1 0

Tl vient donc AR(A)# est uniformément borné par rapport a A dans (D(a),|-||,) (on rappelle ici que

AR(A) est une contraction sur H d’aprés la proposition 1.3.8). De plus, AR(A) converge fortement

vers Popérateur identité I quant A— 00.

En effet, grace 4 la proposition 1.3.8, Pestimation ||#— AR(A)#|| = |[R(A)Ax|| < A7Y\Au||, » € D(A),

et la densité de de D(A) dans H, on obtient la convergence souhaitee.

En vertu du lemme 1.3.5, on obtient que # € D(a).

e Si A est un opérateur associé 3 une forme sesquilinéaire densément définie, accrétive, continue et

fermée, alors I + A est sectoriel (¢f. lemme 1.3.1) et A est m-accrétive (cf- proposition 1.3.8).
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z € X(¢),e " T(z) est une contraction sur H. Alors la forme donnée par

.1 .
a(u,v):= I}Igl ;(u — T(t)u;v),
1

D(a):={n € H,sup t%“’»(u —e uyu) < oo},

>0

ost densément définie, accrétive, continue et fermée et (T (t)),»q €5t son semi-groupe.
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