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Chapitre 1

Introduction

Le mouvement convectif

ph6nomdnes de notre env

par un chauffage dans une

ses ph6nom€nes m6t6orologi

certains aspects mdcanique

question de la convection d

de vue math6matique (voir

Ces circonstances nous

d'un gaz visqueux dans un t
pourra. 6tre le premier pas

nous proposons l'€tude du

s6ment. on consid€re un

centre de ia section forme

Nous supposons que le

tationnelle -VO : (0,0, -
pesanteur). En ce qui

'un gaz joue Ie rdle essentiel dans beaucoup de

nement. Comme dans le r6choffement de I'air

dans le petit et dans l'atmosfhdre avec

dans le grand. Or, m€me si on peut 6tudier

thermodinamique du mouvement de I'air, la

I'atmosphdre demeur peu explor6e du point

que l'6tude des dquations du mouvement

congu comme une vari6t6 de dimension 1,

l'6tude de la convection du gaa. Pour cela

vement d'un gaz dans un tuyau. Plus preci

circulaire ferm6, c'est-#dire un tuyau dont le

courbe fermde dans IR3.

est plac6 dans le champ de la force gravi-

)T aver, une constante g > 0 (acc6l6ration de

ne le gaz que nous considdrons, nous utilisons
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Ies 6qr:ations fbndamontales du mouvement des gaz (voir [7], [3], [1]) ;le gaz

en consid6ration aura donc la viscosit6 ainsi que la thermoconductibilit6 et

ia prerssion est exprim6e de manidre analogue au cas du gaa id6al.

L'r>bjectif rle notre 6tude est d'analyser le mouvement du gaz d, I'intdrieur

du tu'yau circulaire, mouvement qui se cr6e lorsque on r6chauffe une partie

du tu;rau. Pour mieux caract6riser ce mouvement, nous consid6rons un tuyau

circulaire et homogdne, c'est-ii,-dire la section se pr6sente presque identique

pour 1;out le long du tuyau. Ces conditions nous permettera de le consid6rer

comm€ une varietd de dimension 1. Pour mod€liser le ph6nomdne, il est utiie

de consid6rer le tuyau avec un paramdtre s e RILV^

Si on rEchauffe une partie du tuyau, on peut pr6voir (et on sait par ex-

pfrience) que Ie gaz qui se trouve d, I'intdrieur du tuyau fait un mouvement;

ce mo,uvement est dd d. la variation de la densit6 causde par la chaleur et au

champ de la frrrce gravitationnelle.

Le r6sultat; principal de notre 6tude est Ia d6monstration de l'6xistence et

I'unicit6 de la solution iocale du systdme d'6quations du mouvement d'un gaz

visqueux dans un tuyau ferm6. Comme la partie principale de se systdme est

de type parabolique, la m6thode utilis6e peut 6tre consid6r6e comme une des

mdthodes pour les €quations de type paraboliques illustr6es par exemple dans

[6]. Mais comme les 6quations sont accoupl6es avec l'6quation de continuit6,

qui est de type "transport", nous nous somme bas6s sur la m6thode sp6cifique

pour les €quations des gaz visqueux, en particu]ier sur le travail [2] (pour les

aspects d'Analyse fonctionnelle, voir [5]).

Notre m6rnoire est stricturd comme suit :

claapitre 1 : On donne I'id6e g6n6reale sur le phfnomdne' mouvement du



I

I

UNrvENrrE 08 MAr Ig4IGUELMA D€meusrr DE MATH€ffiTrQuEs

gaz dans Ie tuyau, que nous dans la suite.

chapitre 2 : on formule un math6matique, en pr€cisant la structure

g6on6trique du tuyau, et

de gaz.

posant un systdme d'6quations du mouvement

chapitreS:dansce noug nous int6ressons d, trouver la solution

locale (p, u,7). Nous I'emistance et I'unicitd de la solution par la

lin6arisation des 6quations I'application du th6ordme de point fixe.

des prespectives de recherche'chapitre 4: nous



Chapitre 2

Position du

2.1 Tbyau - d

Nous consid6rons un

giquement) circulaire. Plus

de Ia section forme une cou

Nous voulons d6finir un

melle" D6signons par O c
se trouvant d, I'int6rieur d

centrt; de Ia section du t

longueur s e lR. et de

courbe), comme fonction

le concevolr comme

on trouve souvent Ia situati

s cotrrme 6l6ment de s e [0

m6me si elles ne sont pas

du contexte.

Oa suppose que ? est une

roblCme

monodimensionnel

ferm6, c'est-4,-dire un tuyau de forme (topolo-

qu'il s'agit d'ua tuyau dont le centre

ferm6 dans IR3.

par des conditions exprim6es de manidre for-

l'int6rieur du tuyau et par ? une courbe ferm€

Nous voulons que cette courbe reprdsente le

Il nous convient d'introduire le para,mdtre de

? : ?(s), s e [0, 4 Q est la longueur de Ia

s. Quant au paramdtre de longueur s, on peut

du tore s e WILV'; toutefois dans les calculs

dans laquelle iI est plus commonde d'utiliser

I]. On utilisera toutes les deux notations, qui,

Iicitement pr6cisfus, se distinguent facilement

ion r6gulidre de classe C2 d6finie xt R.f2trZ.

b
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On dtifinit le vecteur de la

Or, comme s est l'6l6ment

0(.s1 (s2(.Lalors0nal

s2)L-falors,lry(sr) -

rection de 7 par

49 € rRB.
o,s

longueur, on a

t4')r:r.
ds

("t) - ?(sr)l ) mi,n(cls2- s1l,2d); si s1 " i "t
("r)l ) min(c(s) + L - s2),2d) ; en plus, d, la

On srrppose que Ie tuyau r6guli€re non seulement pour la d6rivabilit6 de

la fonction'y(s) mais aussi r la condition que deux parties du tuyau ne

se touche pas et la trcour " de Ia fonction 1(s) soit suffisamment petite.

Pour preciser cette condit , on suppose que Ie diamdtre de la section du

tuyau ne d6passe pas d (d

condition s'exprime par

une constante strictement positive). Alors notre

l"v("') - ?(.s2)l min(cls2 - s1l,2d) Ys eRlLZ,

oi c est une constante telle 0 < c < 1 et n'est pas trop petite.

Si norus exprimons cette ition pour s e [0, L],, on doit supposer que, si

condition "y(0) = 7(.0) on aj la condition qo" r ff1"=o: ff\"-r, (pout

garartir la r6gularit6 de "y).

Comrne on le sait bien, la rbure est pa.r d6finition 6gale d, |, ori r est le

rayon de ia circonfdrence

qu€ 7' >> 6). Pour com

d, la courbe 7(s) (on suppose naturellement

re la relation entre la courbure et la d6riv6e

(seconde) de la fonction 7(s consid6rons le cas particulier oi s : r0 (r 6tant

une c,onstante strictement itive), t(s) - (rt(t),'yz(s)), ?r(s) : r(1*cosd),
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visqueux et calorif€re. M€me si nous allons consid6rer un moddle monodi-

mensionnei, nous partons du syst€me d'dquations d'un gaz visqueux g6n6ral.

Les quantitds physiques que nous allons consid6rer sont les suivantes :

Q -- Q(r,t) :la densit6

u : u(n,t) :la vitesse du gaz

T : T{n,t) :la temp€rature

p: F(r,t) :la pression

On suppose que la pression est d6termin6e par I'6quation

Rp(n,t): 
Vo@,t)T(n,t)

of R est ia constante universelle des gaz (R n; 8, SL.IATergf mole.K) et pr est

Ia masse molaire moyenne de I'air (p = 28.96) .

Les quantit6s physiques qu€ nous allons consid6rer 6tant pr6cis6es, nous

rappelons le systdme d'€quations qui d6crit Ie mouvement d'un gaa visqueux

et calorifdre, systdme d'6quations appel6 6quations de Navier-Stokes-Fourier.

2.2.L Syst€me d'6quations

Ce systdme d'€quations est compos6 de trois 6quations du mouvement.

Nous commengons par l'6qtlation de ia conservation de la masse, commun&

ment connue sous le nom de l'Equation de continuit6.

Equation de la continuit6

Il s'agit de l'fquation qUi exprime la loi de la conservation de la masse

pour un gaz, qui a la forme suivante :

Erp+V'(su) :0. (2.1)
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Pour la d6duction de cette 6quation, voir [7].

Equabion de Ia quantit6 du mouvement

D€signons par O le potentiel gravitationnel et par 17, ( Ies co6fficients de

viscosit6 d'$coulement et volumique. L'6quation qui exprime Ia conservation

de Ia quantit6 du mouvement, comme on la connait bien (voir par exemple

[7]), aura la forme

3aa
piJp * p Lon A* at * ;-P:

k4 uLk - Ori

+,A /,0 A 2" e \\, 0,,n., ,A: 
L; a*ln(^ui+fi;ur5d3*v'u))+ ariKv'u)-n ur* j : 7'2'3'

{2.2)

Equation du bilan de l'6nergie

Err ce qui concerne l'6quation du bilan de l'6nergie? on a

pc,(017 +u-V?) *pY.u:

: \2.rcV? * n i tP +y -?o,ov ',)*,,+ ((v 'u)2 + E- (2'3)
i.*lr'o'u 

' o*i 3-re 'dfrk "

of c, rest la chaleur specifique de l'air, rc le coefficient de thermoconductibilit6

de l'alr et .o repr6sante la source de la chaieur.

Ir{otre intention est d'approcher ce systdme d'6quation dans 0 en trois

dimensions spatiales par un systdme d'dquations en une dimension spatiale

repr6rant6 par la variable s e WILZ, utilisEe pour d6crire la courbe ferm6 7-

Nous considGrons le mouvement du gaz dans le tuyau dans la direction ff'
De cette manidre, nous pouvons rfduire le systdme d'equations (voir (2'1)-

(2.3)) d un systdme d, une seule variable spatiale s €RlLv",, plus pr6cis6ment

10
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s eRrlLZ (voir (2.4)-(2.6)). On d6finit f(t): W-VO, qui est la compo-

sante le long de la tangante de 'y de la force gravitationnelle; I'oriontation

a* ar$ servira i formuier notre probldme dans les coordonn6es s e RILV,

(pour ies calculs il est souvent commode d'utiliser 0 < s ( .L).

2.2.:2 Systdme d'dquations en une dimension spatiale

Comme on considdre les 6quations dans un domaine de dimension 1, les

dquat;ions (2.1)-(2.3) doivent 0tre transformdes en des Equations en une di-

mension spatiale. PIus pr6cis€ment l'dquation (2.1) se r6duit d,

}tP*O"(Pa) :0. (2.4)

En ce qui concerne l'@uation (2.2), an suppose que T et ( sont constants.

Alors on voit que l'6quation (2.2) se reduit d,

^ 1 ^,,o 2
pCItu + ja?"lul' * 0"p : 0"(q(0"u * E"u - ;Ar)) + A"((A-o) - p"f(s),

oll

pop *f,ea"Wf + orp: n!4, + C\r- p,f(s),

OU €IlLCOf€
I

p1ta * ,o1Jul2 * 0"p: ufu - p.f(s),

avec
4u:5\*\'

On suppose dgalement que K est constante. Alors on voit ais6ment que

I'equation(2.3) se reduit d,

pc,(0$ * uL"T) * pl"u : r1(0"u * 0"u -'la"qa"o * ((O"a)z + 0"rc0*T + E

(2.5)

11
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qui se s'implifie encore en

ae"(\tT + ul"T) * pl"u : u(A"u)z + nTlT + E- (2'6)

De cette manidre Ie probldme est reduit d, un nouveau systdme d'6quations

(2.4),(2.5),(2.6).

L2



Chapitre 3

Etude de la solution locale

Ici nous nous int6ressons d, r6soudre le systdme (2'4)-(2'6). Or la premidre

question est celle de I'existence et de I'unicit6 de la solution locale, ga veut

dire une solution dans un intervalle de temps suffisa,ment petit'

Il s'agit donc de trouver (r,7, p) qui satisfait, dans un intervalle de temps

[0, t] avec t > 0, aux 6quations (2.a)-(2.6) et aux conditions initiales

?,(',0): uo(') e Hr(T)

T(',0) :"0(')€Hl(T)

p(.,0) = po(.) e 11(T), yjoo(.) > o

(3.1)

(3.2)

(3.3)

qui sont des fonctions p6riodique de p6riode L.Le th6ordme suivant prouve

I'existence et I'unicitd de la solution locale de notre syst€me'

Th€or€me Il eni,ste unl > 0 tel que dans I'interualle [0,1) le systbme

il,€quati,ons (2.4)-{2.6) auec les cond,itians initi,ales (3.1)-(3.3) ad,met une so-

Iuti,an (u,7, p) et une seule ilans Ia classe

a, T e L2 (0,1;1/t (T) ) n r* (0, t; .F/1 (T) ), s e cp 1 1o, tl ; fl ' (T) ) -

13
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TeL

On eonsid€re I'6quation

forme

Pour I'etude de cette 6qu

a(t): csexp(-t

0(t): Bsffp(ti

D€e*nrsueur op MmB€[4,{rteuss

3.1 Equation pour La densitO

L'idee g6n€rale que adoptons pour l'6tude de la solution locale est

celle d'examiner d'abord les uations lin6aris6es et puis de chercher un point

la solution des dquations iindarisdes.fixe d'un opErateur defini

Soient donn€es

6€L 0, *1; frz) n ,*(0, fr;Irr),

(0,t1; H2) n .t*(0, tt; Ht).

Iin€airis€e de f6quation de continuit€, qui

(3.4)

(3.5)

ala

&o + 0"(go) : o. (3'6)

ion, qui est de type de transport, on utilise la

I'application de cette mdthode dans le lemme

m6thode des caractd

Pour cela nous allons illust

suivant.

f,emme 3.L.1 L'dquation .6) auee la eonilition initiale (3.3), admet une

soluti,on p et une seule

En outre on a,:

la classe C([0, tt] ; C(T')).

t)!p(t,,s)<B(t)<m,

c[fE*dfirrqo,r;r'$))) as:q{Po(s)'

0<

ou

et

lls,u1e,4rr(t)))

L4

ft : suppo(s)
s€T
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La solution de cette famille problemes de Cauchy ddfinit les trajectoires,

que nous notons s(t). On que sur ces trajectoires I'€quation se reduit d,

(c est une constante).

D6monstration On le probldme de Cauchy suivant

ry:d(s(r),r),
s(0) : so-

, t) : - p(s (t), t)o"o(s(t), t). (3.7)

1t
so) exp(- | a"o61t'1,{1at'1

JO

une solution et une seule dans la classe P €

[]r*trr ( l[4Fll"'sr

< cll{all;,s1

"+(I ilffiil,",at')t

. A rr-rt
cI a 

ilO ll Lzls,tr;82(tf))'

fieG$

Comme d est donn6, 0"d elle aussi donn€e, donc (3.7) est une Equation

diffdrentielle ordinaire, qui

la solution est donn€e Par

en outre. Iin6aire. Comme on le connait bien,

s(s(t),t; :

donc l'6quation (3.7)

C([0, t1];c(r)).

On remarque que :

Donc

15
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et la condition inf Ar6(s) > 0

a

0 < nq!po(")

( suppo(
s€T

En posant

a(t):

avoc 0s: inf P5(s) et

t',"

supposons de plus que supo(s) < oo, alors on

ft
- Jo llfl-sll"*dt') < p(t, s) S

7t
)o.p(+ 

Jo 
lla;rilr-dt') < m.

exp( *ti ]J8*Dll ;zq6p,rrr qrly )

0(t) : exp(ta fi ftDfi r.zEs,4,rrrqny1 )

avec Bs - suPPo(s).
e€lf

on obtient

flse(f,s)<p(r)<oo.

Le }emme est d6montr€. I

Proposition 8.1.1 La olution p ile I'1gaation (3.6) attec la condi,tion

(3.3) et la dann€e (3.4) la relation

yexp(Cti[[d[[;a16,4ae1ryy) 0 { t ( f1.lla(.,tl113,6 < tlall&

D€rnonstration. Il suffit multiplier l'€quation (3,6) par p et de f intdgrer

sur lf : [0, t], on obtient :

rd,
,dttl

En utilisant la relation :

,-t I,'
16

p2a*6ds
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(car les fonctions sont p6ri iques ), oD obtient

dfL
dt J,

on en d€duit alors :

d

dt

On applique l'op6rateur E"

l'intdgrale sur 1f, on a

fi
pl'd"<ll4all"- I @1a",

JO

ol[?,, s ll4all"* llsl[?'. (3.8)

ou

Alors on a I'estimation sui

llp(., t)ll?r,1u1 S llooll?,

La proposition est

3.2 Equations

(3.6) et on multiplie par 0"p, puis en faisant

p ll0, pll2n + ll 4rll 
", 

ll 0 
" 

pll r'll pll 
"*'

(3.e)

f {ila"||,* + llffill,.illdl?'<ur-

elrp(Ctillallszls,r;r,11))) pout 0 < t < tr.

.tr

pour la vitesse et la

fiuu.a&, s|

f,fiua"uuz, 
*

finnnh,*,

En frn, par I'addition des in6galit6s (3.8),(3.9) on obtient :

temp6rat

Considdrons mai le syst€me d'6quations lin6airisCes pour u et ?

is6ment on introduit6vec d, ? donn6es. Plus

4: {@,7) e (-L*(0, t; Hl nr2 (0, t; H'))' I "r ll r, ll ?* p,r,s' 
1 
*cz | | 

f ll 1,* 1o,r,",,,
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Nous €crivant cette sous la forme

oi, F2@,7, p) est le membre de la derni€re @uation.

Lemme 2.2 L'equati,on

a et une seute a € .L*(0,t1

saivante :

(3.11)

3JA) auec la canilition (3.4) admet une solutian

rrt(T)) nr2(0,t1;If2(11)) et on a I'estimation

< 
"( 

llall?*ro,4a,yr[[[o[[ ;ar; * l[Fll?-ro,r,n',J + tll/ll?*(or;ra)*

+ ff6ff 1,*10,r .r,, tollrll?.

o&, e1: min($, $), et ca -
D€monstration L'€quat

) *t I" ilott'""dt ** I, psufid's.i,,u,,1::;r,

u,fF)

7L 7L

-u I affuds: I uF1d,s,
Jo Js

(3.10) est de type parabolique of l'existence et

l'unicit€ de la solution sont connues (voir par enemple [6]). Pour obtenir

I'etimation de u, il suffit

lf (on prend toujours '1f =

multiplier (3.10) par u et puis on I'intdgre sur

^Dl), on a alors

!^ [' a,w2Jo

ou encOre

rfL
;a, I plul2d's-u
zJO

et d'apr€s I'dquation de contiinuitd, on a 01p = -(A-g)o - gil;a,

Si on substitue cette valeur {.ans l'6quation, on obtient

rtLlL
:a, I alal2ds + u I (o"u)2ds :
aloJo

1g
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fLl: 
Jo 

ufid's + ,
on en deduit que 

,*
S llrlla,ilF'lJr" + llPllr*

D'autre part, en div

multipliant le r6sultat pa,r

DEeaFTEMENT DE MAr[6MAttQuEs

rtL
(-sr'1"qat *; J" 

(u>u1,p)d,s.

plulzds + vlll"all2e" <

u, puis en I'iatdgrant sur 11,, on obtient

, !," f,te,\zd,s: fo" f,tur,nr.

,'ilr,fiE"alh' + l[ofi;*fir'llr,flE"ellr'. (3.13)

par p les deux membres de l'6quation et en

pL

l, Quffuds

Si on intdgre par parties le

Par consdquent, on a

1d,,^ t'
;#lla"ulfLz 

* v(

ori

|$rra,ut,*u#

ier terme de cette 6galit6, on trouve

-, !," |td,)'o* 
: 

tu" f,{',r,*.

!xd"u?, s il|il"* 1l{u[16, fl rrilr,,

ll4o.l'", < il | il 
"* 

ll 4, ll r, [[ r', ll",

D'apr6s les in€galit€s (3.13) (3.14) on a

f; fo" 
*'o'*t 1,"

*, to llu.allz",d,i 
= /' llrll", ll&ll',dd+

.i 
|llpil,*lt,'tt,,tto

lL"dl + f, fr' Wltr*llo'll",ll0"pll,.,dt', (3.15)

t 
*a**'", - !

ulu"* ila3rilr,llF, llpm .

20

(3.14)
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Avecd,TeL*(0,t1;H

tenue p € c(0, t1; I/1(11)) et

p6e ftl : f;, alors on a

ilrtilr, < llpll"* llallr* ll4

(t))n L2(a,6;Il(T)) donntus nous avons ob

on a F1 : -gA"Wf - frFaP - af .On

r,, + & ll pll r- llTll;- ll8"all ;' + ll 
pll;* ll/lL,''

I'estimation de Fr dans (3'15) et (3.16) d'onDans Ia suite on va

on obtient

lfL
,J"

et

ft
+ 

/o lloilr,llpil"-ll

I+-,2

f;na"rw'u -f,

trfds

:rf il

r-a, 
to'

s /'rrlr
+,B, Jt'fi;il

* t,'tt

rrLlt

; J" asalds * " Jo llo"ullz*dt' <

[f u'llptlr- llo[[r- l]0"ollpdt +

a, ll pll wl lf l I r- | | 
a.d ll 7, d,t'

.lft
llud,t' * ; J, llpllr* llr'll r, llE"allL,dt', +

l lo ll r* ll o' ll r, ll0 " 
pll 7, dt", (3"17)

ft1
o"oollf,, * 

" Jo ffi nqrll'",&' {

ll 43, ll r, ll pll r- llrll r* ll0,oll 7, dt' +

ilA3ril r' llpll;- fi 7ll;* ll0,4ll t dt +

|ft "- lldrlta, ll pll"- ll! ll L,dt' . (3.18)

Comme nous avons 0 < o( ( p(s, t) S B(t) ( oo avec

o(t) * (1gf po)exp(-t*fla- pzq6p;.n1)) et ,6(t) : (*:F pq) exp(** [[0*d[[r,'10,',rr'1)
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I'in6galit6 (3.17) devient

d,, ,,o {" ya"o
,llall'n' 

* " Jo

7t
**' 

J o llrllr, 
llpllr* ll

oi, 
tor 

l[rlJ", ]lpll"* llallr* ilatil,,,#+

ll0,oll 1,dt + | o' 
iloll 

",ll 
pllr* ll /ll r, df +

*t f, ilotl"* [[r'[". ila"all

et comme i < Mfi; alors ( 18) devient

ft L' ',e.'n. ' t 
fo' 

llIllr* il4,tlr llplh* llo[lr* llaollrdf+!*a*ul,*b I,

On remarque que 0 - a(t] fr: fl(ti dans (3.1e)-(3.20).

llfullullpll"* llf ll" *ll2pllpdt" +

-rrllr, llplk - llfll""d{ * } tta*tt?".

(3.19)-(3.20) puis on fait la somme.

19), on a

on obtient

0"6117,dt'

+n, 
fr'uf,u

* /'ttln,*
(3.20)

Il suffit majorer les

Comengons par l'in€galitd {

apphquant l'in6galitd de

Jo' llollr, llpllr* llallr- llo" pd{ < c B$1)llfrll27*1s"r,s,ft 1f[ 11u11zr"at 1L

< +(i)'(B(t,))'l\olllL*t + L, I;llull2""dt' ,

ft
/ llrllr, llpllr-llzllr*

JO

1t
ally"dl S c fl(tillall?-ro,r;r.) Jo lloll",ai ,

pt

I llrll"'llell'-ll"llr*
JO

s i 
fo' 

llrlla,,o(rr) l[7[[s, [[alls,d*'

22
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< t BEtrlyTll1,-10,*;n,)[ ully*s,t;uL) filloll",at' . ,

< i p (t r)llTl I r- ro,r, n, i I I 
d 

| | r,- 16.r,s, I 
t i ( fi llr)12r, at' ) 

z,

< *ti )' (p (r' ) )' i lT ll ?* [l d 
| [ 

26* 
16.r; x' f + * [i llull'r' at''

fi llrllr,llpll"* ll/11", t p(t),ff ll'll,'llf llr'a't
< P(t' ) liill 7* (e,t;Lz) li llrll "at'
< 6(t' ) ll /ll r* p,t;}zfi ( ll llull!"at' )a

= 11p(ti)zll-f ll?*r0,,,", f + L [illull'""at' ,

,ff I I 
p 

I l r* | l 
12 ll 7"ll o -o ll 7, d't'

fi il"l r,* | r,' | | 

", 
tt', ptt 7" d{ 

i i,# lfi; y; 
li n,Hf; 

oli,,,; 
1u2 u 7. dt,

< ; p(i')lla1l r- io,r;nl; [i lloll'r'm',

En substituant ces indgalit6es dans (3'19), on obtient

|lrY", *, l, | o,ull2r, dt' < 
rut; 

l' to tt, ) )' | | 
o ll ?- r0,t; a r 

1 

r X

xllall?* + ll7l6,*t0,,;r,yl+ 1 !o' Wlr'r,or' +c P(tilldll;*10,r;a') fo' Wll'u'o'' *

7 f" .), 1,n,
; I olaoas-r otertr))2tll,fll?-ro,t;s'l'AJO 4

s g (tt) fi llr' ll 
",ll"ll 

u' d.t'

< i p Q t1\lnll r,- 1o,r;a, r Jo' ll, ll r' ll u ll s' dt'

a i Bftrllltll,,*io.r;H,) [illoll?o,at' ,

(3.21)

Maintenant pour I'indgalite (3'20)' on a

/'rrlrr"-llai,ll",llqll,*llall,* 
lll"oll""dt't; Ir' frttu:'tt"'0(t')llalls'lldll.,'dt'

5 " ffi llalL,* (o,t;',) fi W?rll "'at'
< ; #:4lloll f*,.,',rr; (.ff ila3all2L,df )i
s 9?i'tffi)illzllt-r0,,, s'f * h t,ila,uil'r,m' ,
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i , ft1
lr*ya"ryuat' < ; I )tt4rtt*B(t')ll7ll"' lltll',dt'
| ' -' Jou

, ffF[f r.*qor;a't fi 114"fi ",a'
1 ffFf f a-10*r')ri U; llfiulll,a{ }t

,"'yllFll?-qo gn,f * & fi|'q'lt2v"N ,

Jo' ll i lt"* il$3'ilr' tl Pll"* ll Jll s i # fr ll4,lt,, p (till f ll L'dt'
- t*(t"\ ct u a| fi il ril -12'< €{*} fi ttt"tt,'tl I ll L"dt'

< i u$tt tll"-(o,r,r,) Ii fia?"ll pat'< i ff;!,
< 9t'ittffi)'lljll?*to.,;rltt * h fill4nll'",a{ ,

En substituant ces in6gali dans (3.20), on obtient

z, * h to' ileur,,o, 
=

,,t x [fl4[|2"-(0,r;.81) + ll7ll?-ro,r,r,y]*

.9,#r { f ru r n?- (0,t;12) * f,ua"^l?, {3.22)

En sommant (3.21),(3-22), obtient

f,uu"

,ft"rtffii

|n r" +f,na,off

< c(tfiafi!*{o,r;s'}ll

[,e lemme est d6montr6'fl

*, 
I,llo"ull2Tdt' 

* h Ir' llfiull2""dt <

?- so,r,", ; + llTll ?,* to,r,r,;] + tll / [l !* 1"p,1,'1 *

+ llalf ;*10,t .*', 
Io'iloll?.

tr 

fr' l*n','oi *!z1,d,t' *tz tr' ^r3or+f,lla,^ll'r,
J+;

(3.23)

24
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Lemme 2.3 L'€quation (3.LL) aaec la conilitian (3.5) ad,met une soluti,on

T et une seale d,ans la classe T e L*(0,t1;fJl(lf)) n r2(0, ti Hz(T)) et on a

I' estim atian sui,u a,nt e

qllTll2n, * 
"n fo lla"Tll2.,dt'< "(ll"llr* fo' ilrllru,or'*

+rlldll?* ll?ll?,- + rflafff- + rlta(r)tti*)+

*, 
lo' llrll2L"dt' * ? l, polrolzds + ?ila"roll?,, (8.24)

oit, e2 - min($co, 7), c+ - min(rc, #).
Demonstration L'dquation (3.11) est de type parabolique ori I'existence et

I'unicit6 de la solution sont bien connues (voir par exemple [o]). Pour obtenir

l'estimation de 7, il suffit de multiplier (3.11) par T et puis on I'intdgre sur

11, on a alors

+ f' porlTlzds - o {" rfiras: [' rF2d,s,2Jo Jo " Jo

donc

nfLTL?.7L^7L

;A J, 
plrl2ds - * Jo 

rfiras - 7 J, r"Aeas: 
Jo 

rFzd,s.

D'apr6s l'@uation de continuit6 on obtient

e^. rl. 7L ^ 7L ? 7L 7L

; 
" J, plrlzds+rc 

Jo ta"n'a":; Jo er"o"t-T2o0"p)o'* Jo 
TF2d,s,

oonc on a

7* 1," 
plrl2ds + nllo,rllzr" 3

< filullr*ll?'flr,lls,allr,+|llarellr*11"2[lr,llallr,+ilflll,,ll&llr,, (3.2b)
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divisons par p et faisant la multiplication par fiT on a

", !o" 
atrr"rds- * 

!o" |(drl'a* = 
to" 

ln4rrror,

en intEgrant par parties le premier terme on a

-? fr" atta"r)zds - * 
t'o" 

!nt*'Yo": 
!o'];4"'0"'

donc

\9* t'," tu*rlzds + 
"(inr ;)il4 

rll?" snltt"* ila3rila"il&11",,

ce qui @uivaut d,

7* fr" 
*rr\'ds* "ffitl4rll'"'s u|il"*il4rilr'ilr'il"'' (3'26)

D'apr6s I'in6galit6 (3'25) on a

? f," sl?lzds -? t'r" 
oolrol'd" * * f' ila"rllzL'dt' <

t Z ! rll 
pll r* il r" il 7,ll0,oll p dl * 7 I, il a,sil r- ll ?" ll 1'lloll l'd't' +

* /'lttll'tlFrlb,'dt', 
(3'??)

de m€me pour (3.26) on a

? t'," tu"r)'ds - ? !," @"ro;zds + "l'1;;fr; fifirll2",at' <

s f nln"*fi4rll",llt,ll,odi' (3'28)

On a aussi

F2: -peuwal - |Fu"" 
+ u(ol)' *,8(s),
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avec u : t l +f, l,estimation de F2 Beft,

llFrll"" < c,llpllr- lllallr* ilA"TilL, + ft1ff pff 6* llFllr* ll0"oll",

+ull?"oll!, + ll E(s) lls,,

on Ia substitue dans (3.27) et (B.Zg) on a

? 1"" 
plrlzds - ? l"' pslrslzds + . I ila"rll?,dt' <

= 7 t', l[ qll r- llfl. il 
", 110,6ll y" dt' . ? I l l 

a" d l r* IIrr ll ", lldll L, dt,

*^ t, ilrllr,llpllr-llallr* ilar7lllL,di * o, ! llrllr,llpllr*ll?ll"* llu,Dllpd,t,

* u 
fo' fia"D|l!,llrllL,dt' * !' Ilril",llx(t,)llL,dt, , (3.2e)

? 1," 
o"q,d" - Z fo" o"r")2d,s + 

" I' #nqril?,dt, s

{ *c, /' ||}nr*t lg,rl|*llpllr* llollr* ll0,Tll1,d,t, *

+ n, I u' 
il)n 

" 
*Ua.rl 1,, | | 

pl l,* ll T ll p lla p fi p, d,t' +

* 
" -[o 

n]trr* ildrilr,ila- oil2",dt' * /' r]u, *ila?rilL,ilE(t')ilL,dt'. (s.so)

on utilise la relation fo' pflat > d(qllrllLz pour (3.29), on obtient

"|l4ll?, * * I, lla"rll!,dt' 
= + Illqil"* llrll?.llaal lp"dt, +

*7 f , ila 
" 
plb" llT' ll ",lltll "* 

at' * o l, ll rll r, ll pll r* lloll r- fia"T ll L" dt, +

*e 
,{o'llrlla,llpllr* llFllr* ll0"6ll7,dt' *, 

!r'ila-dll?, llTlllzd,t' +
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+ f'ilril,,lln()llL"df .? I pslr6l2d,s,

et pour (3.30) on a

I Ua,r U'* * fi fr' ne, il?, dt, 
^ !o' nf,n "*nen r, ll pll z- | lall r* ll0,T ll 5z d,t, *

+ a' t' il j ilr- tt 4ril r, ll pll r* ll F ll L* 110"6ll Lz dt, +

*, I' tt]ttr*tt4r ils"n'"an2udr * I' uln"*il&rrfi",|a1t111""at +

+ f nar,fii,,

(3.31)

(3.32)

Il sufft de majorer les in€galit6es (8.81) et (J.s2) puis en faisant ra somme.
Commengons par l,inGgalit€ (8.81) on a

? "ff llpl"-ll?"llr,ga.all5zd,t, < c fr(tr).ff lElr,firiln,loll*dr,
S iBlrr;poflr*10,,,r.; fi llrllr*,dt,

? li ila" pil * llr" ll,.,llall 
"* 

*' 3 ; tifl sll e, |lrllr,llT g u,lloll u,dt,
S e' 

f lell z* to"ar, I [fo lf s_ @,r, a,1 f I llT |lru, e{
s c p(till6lln* flllrllk,dt' ,

ft "-" r-,' ,,^:,. , t , fta 
Jo llrllullpllr-llallr- lla,TilL,dt' =; J, 0(tillrl!,,llallr, llTllu,ar'

s i p (t t)HFl[,* 16,",s. I | | 
al 

l r- 1o,qr. I f] 11r 11 

", 
at,

< ; p(tillTff,- llall,*r *g! 11ry,",,it\E
< t€),$(r,))'llrll?_ llall?_r {i s{yryLat, ,

ft ., -.. 
pt

& 
Jo llrlb, llpllr* ll7llr* ll1"ollpai 

= 
; 

J, llrllz, F(tr)ll?llrr, llollp,dt'
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< 
",qy i.lllll r- 10.,,r, I ll al 

l r- 10,,,r. ; fi llr il * *'
< i p(tI)llTfl"- flalls*r +g] 1iry7"it\i
< *(i)"(p{t,))2llFll?* llittilt f tr fiyr!7,at,,

, f;ila"6ilr",llTllL.,dt' s i frlfrfl?, IlTIlL,dt,
s illdll?-(o ,,*,, $llTll",dt't c lltll!-t*1[| 11ry7,at'ft. *(i),llolln"*i + 1l[11i11'",at' ,

# ll El"" ll.s'{ t' }ll 7,dt' < ll#(t) llr* (s/412, fi llr ll 
"" 
*,

< lls(r) ll,_ ti u; ltril1,,d{ It

En subsr*uant ces in.galittos ,*:,;.'f,t:1|t;t 
+ * f:llril'*at''

"|ilrll?, * * I' Ila*Tll2L"dt, < zc p(t)llallr- !' ilrll,*,*r,*

+ 1t 1, 19 1t,))' tllT ll?*l I 
D 

| | ?* + |t 
p f 11tll 1,_ + f,aw ra u?* *

ftnfL*, 
Jo llTll2r"dt' *7 J, pslTslzds. (8.s3)

Maintenant pour I'in6galit6e (8.82) on a

f'"1"
a J, ll nlb* 

ll4"llr,llplb*llallr* lll,Tllndt' <

a d $ #B(r,)llolln'llF1s, lltrrrllpdt'
< " ffi ilof l 1- 1qr, a,; ll Ff h,* 1s,r.r, t fi ilqr il 

", 
at'

< a ffi llall"- ll?llr*r iLf; llryTllzL"fi1+
< tf! )' (ffi)'llollS* llFl{ !*t + # # 11ert p",d,

ft1
n, 

J, ll ntt "* ll4r ll l"llpll l,* ll Tll r* ll0,oll u at 3

s i fi ffiilalril z, fr (tr)llTll u r lloll p, dt'
< 

"' ffi ilol I s,- s6,a 6, I f lT ll 7* @,6;8, ) f: llqr ll L, d{
< i #Sllollr* ||rllr-r ig] p|rp",at'1i
s t*klY{ffi)2llrll?*lltrll?_r + ,* $Uqr|?,a{ ,

29
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ftl
, 

Jo ll;1ft,*ll4rilr,il0"oll!",at' <

:igft':'i:;i,r:Jli#u"*
= : *,t {"t lZ* ti [f ' yqr ytr a, fts ;f (i)P(#)21!oll4"-t + ,# f; llqTyz",dt, ,

f il*ilr* ilerlb,Ii'(t')Ibzdt s #._hfiE (t,)ll*,ll4rll,.dt

: # n;g fi;w ;li,1aW{,tJf ,{
< if 16l, 11a6y11!*t ;,* i; ltffrfituat, .

En substituant ces in6galit6es dans (3.82) on a

I lla,ril?, . # I' 11fir y2", at, 
= ff v r rffi),tlttll?* ilr lt?* +

* |{t(t*,t;fu1,n"tffi,- + t;fut,ta(,)fl3_) + }ila"r,il?,. (s.s4)
En sommant (g.Bg) et (3.34| on ob,tient

"|firilrr" + |ila-.ril?r + o 
tor ll0.rllz",dt, * # I' yfrryzr,at, <

tft
< c(llalla* 

Jo llrilk,at + 4lall?*llTll?_ + tl!oll4"- + t11a6pr_).a_

*r{' ^ nL

6 llrlll,at' * ; J, pslTslzds + |lla"roll1,". (B.Bb)

[,e lemme et d6montr6. D
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3.3 Existence et l'unicit6 de la solution locare
lemme g.g II e*iste rm{1 > B arecfr e]0, tl tet que, si (o,F} a Brr

a[ors la saluti,an (r,T) des dquati,ons lindairisdes (J.10),(J.I'] vdrffie

(u,T) e 87,.

D6monstration En faisant la somme des deux in6galit6es (a.zg) et (3.3b),
on obtient

"|llril!" + |ila"rnr" + |lloll?, * |no.oll!, * , I' ll0,u112",dt,+

.# I' fifiulll",dt' * * 
"fo 

ftl"rfi2",at, * # ,{r' fiffrlll,at, 5

< clloll2r*t(lltll?*+ llrll?*) + clldllr* f' ilrilL,or,*

+cilul[r- f' llrll?,,0r' + a(llill?- + llr(Dll?*)+
7t -' f 1 F 1

+2 
Jo llrlll,dt' + 

" Jo llrll1",a{ * ; J, psufids +|ila,w!r,"+

.? I pslrsl2ds+|llarrrilZ,. (3,86)

On rappeile que lfzffl* < cllolls., 1JT1gr* < 
"11Til",.on rappelle en outre que (6,7) e Bt et donc qu'il eniste une constante r{

telle que

lfdlls,-q6p,ar ) < K,ll7[11,-qo,i;a,) 1 K.

Compte tenu de ces relations on ddduit de (3.J6) que

c1llull26, +c2llTll2u,*" I flL"ull2u,dt' *"^ I ll0rTll|r,dt, <

31
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ft 7tsc 
Jo ilail2u,dt' *" lo ilTil2.,d{*ct+ffarwarr,+czilToilL,), (3.87)

ori

1ct : i, * : 7, ca = min(u, 
#r, o : nxnir., fi),

et C est une eonstante convenablement choisie.

si on pme s(t) : "tllrrfl, + c2ff rfi|, + 
", f lll,uilz*,dt' + 

"n fiff E-?fr!,dt,,de
(3.37) on ddduir

s(r) s c' 
t''u$')dt' ,-srr* 

rfutottroll?', +c2llTsll2*,)

Si on pose Z(t) - !iy(t')Al, on a €videmment Z,(t) : y(t), Z(0)
donc de (3.38) on d6duit

ft,n^z(t) < 
Jotc't + 13(c1lfooll?r, + 

"rllrolpn))exp(cr(r 
_t,))df

:z(q.
En substtituant (S.39) danu (J.Bg), on obtient

y(t) { ctZ1t1+ ctt * 
f4rn"r$:s, + ollrollk).

{3.38)

:0ret

(3.3e)

(3.40)

De I'indgalitC (S.40) on ddduit qu'il existe un 11 > 0 tel que

uft) s z1e @ilrollly, + c2llrsll:E) 0 < r s t1,

ce qui nous permet d'affirmer que, si (o,T) € 87, alors (u,t) eB;, (voir la
d€finition de .B, et celle de g(t)).

le lemme est d6montr€. E
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coroilaire soit t €r0, fl]. soit G l'opp6rateur, qui, d @,r) € ,-(0, t; HL)n
L2(0,,t;I/2), associ6 ra sorution (u, 

") 
du syst€me d,.quations rineairis6es

(3.10),(3.r1), on a

G(B') c.Br.

Lemme A.4 n eriste un { > 0 naec t- e]0, Ir) t"t que, si {6r,Tr) € Bt,(62,fi € Bs, alors pour (u',To) : G(6u,To) (i:1,2) on ait :

sup_s1(r) + {' zrltyat 3o<t<i Jo

< 
"e:gr, @ + l'z,@dt) (s.41)

aueeB <-e2 {t et

ur (r) : e,llat'4 
117u + ll DH Il?,,

z{t) = 
ffilturoo4llr",+ ffilla.D4ll.,,

h(r) : qilDHil?, + llDl,r ll?,,

2,1t1: 
ffiuu"dnil?, * ft.w.ntil?".

Ddmonstration D'apr6s re corolraire ir suffit de ddmontrer que l,opdrateur
G est une contraction .

Considdrons oo,Tu{i : 1,2). Soient p{i : !,2), lasolution de (8.6). Faisant
la difi€rence de l,€quation (8.6) avec i :1,2, et on posant

6luJ -Dt-u-2,

pteJ - Qt_ pz,
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d'ofi

&aut + o"(prDtu|1 + a"6ratp1) = o
Eu nnultipliant cette fualit6 par Eter et en lint6grant sur rf, et faisant une
int6gration par parties pour le troixi6me membre, on obtient

|fiUaaU?z s llatetyulls,llr, llD[,ill,r, + !ilnutll?ilo"orll?*. g.4z)

Maintenant, pour obtenir une estimation de Dlol, en divisant l,6quation (J.10)
par p et en faisant Ia diff€rence des deux 6quations (g.10) avec i : 1 et i:2,
et posant

Dttl = 7, -Tr.
Ona

a,pa - {eor, * h*"*prel :
: -orlrDtut -DHa*o, - Irru"Ut"t - 

Enwaror.

En multipliant cette 6garit6 par D[,r, et en I'intdgrant sur ]f, on obtient

|frnnw%,+ffilla,D''tll.,svllntuty"*llo"DbtllL,lla"(*)11,"+

1_+66p, ll2tt']lf 6* ila?rrllt lrtel11", + tf ol,l1J,, lla,ll"* llE"Dt,llf 
",+

+ila"ozll,-l;Dt"l;;r*;1or"tll",+f, notuJltullflillL_lla,Drotll",+

a {1d,r11",11DH 
11r- 1d"orllr,. (3.4s)
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En outre pour obtenir une estimation pour D[4, en divisant l,6quation (J.11)
par 0 

' 
eten faisant radiff6rencedesdeux6quations (3.11) aveci:1et i:2.

Ona

aftrtrn - fier^ - f6aua'72: -co61a,Dn1 - "oDto)a",,

-!Tra,Dw) - R6FJ,p tt o'rz - ftrnt'|@"orY
+ 

frDu 
a"o, - 

frDtut 
a"o, - J_ awt a G).

En multipluant cette 6galit6 par Dtrr et en 
'int6grant 

sur lf.

|^ fiu out ll?, + ft;l* " ntrt 112 sn, il a ( 

* ) Il r, ll Dv) ll,* ll0 " nt4 ll 
", 

+

+ ffitr il 
pFJ 

f f 1* ll atd 
11 r, llr*rril ",+ 

c, lld, ll r* II Dvt il 
",ll 

ll s"Dt'r 
I I 

", 
+

+ u I ntrt y 

", 
llDtut II 

"* ll 0 -7, ll 
"" 

* f Uf rU 
"* ll 0 

"DLd il L" ll Dw Il 
"" 

+

+f ll nt'l ll,,* 1lota 11r, ll0"o rll r,+ *fu il DH ll r* ll Einl 
ll r, ll (0-a, 

) 
2 

ll 4 +

+ ffitt nwt 
|r r, || il DPr 

|| 
"* || a"rr 

|r r, + ffi1 os il r" ilDL,r y L* y0,8 2y L, +

+ 
ffirptnr11r,ll'(s)ll,,* 11otrt11",. (8.44)

Comme on a

llEtnillr,llp,llrr, llDbr il", < 
]ila,ll?, ilauyt + 

]ilnr,rll?0,.

De (3.42), on d6duit que

ftil au n?" < ( ll pr 
ll ?., + il a"6 2llz*) ll nu rr,+ ll Dr,r ll L. .
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De cette indgalit€, d, r'aide du th6ordme de comparaison pour les 6quations
diff6rentielles ordiaaires et compte tenu de la relation ptei{e:0, on obtient

ila'nrpg" , t'' ffDblfia,oo(/'(fin fi?. + nd"6zil?*)d,t")dt,. (s.45)

On rappelle que

lld,a, ;; 3* s llo"o2ll plldo rll r".
Et que Ia relation (6,7) € Ba, implique que

ff ptll?,-(0,r,, n, { K, ilA"dzllL* < {K, ll4arll""o*u.r11 116..

Donc,

pt

J,, 
{ll erll'u, + ll0 ro 2ll!"-) dt" s K (t - il + JR ( I' 11ry 4 

"" 
or,, 1

< K(t _ t') + ,Rt*rw < r(r + r*).

Par conc@uent, en substituant cette reration dans (B.ab), on obtient

ilg't*r(.,41f?,, {enp&-(r+rr, fryDwtyr*,dt (g.46)

On va majorer les termas du deuxidme membre de (8.4{f). On a

rl[ot"] gr* 1ll.pufl"" [a.(f Xlr" < 
"ltDwili"*j1a,owlyi,ila"(f )ilr,.

< effaor"r ;li" + S ila (*)lll, iibr,t lll,,

rrd;i'llot'tll"*ll4orll",ll4le)llL" s r4#ttp{"tl1z*ll0!ultl + ar,br ilq*ll2,ilrn11r*

< et[s"ot"]1li, + CGhtr ff4,,11",ilor"rl[z, * dtrIlt,,lli,ttarnllli,,



Uxrvensrr6 OB MAr lg46-GusMA
DEPrnrevExr oe MnrB€verteus

llpFr ll, lf a, ll 
"* ll E"Dr't 

| | L, < ; lla"nr"t U?" + ] lF, ll "* ll, 
t"t 

ll?",

ll a"az ll r,, lfDt'l ll r_ fl tr,r I ", 
< ., il anr": 11?, + I il a v ril!" llDH l1,,+

R 
+llo"ar1yr,11o411?",,

Vtt 
o''ll 

", 
ll?' il r- ll d,Dhr ll r, < .' llaDhl ll ?, * j r 

f, I' nr, fl ?* ll ntut ll1,,

eJ la dernidre

fi U 
otut 

tt *ll DI'l ll r* fl a"d2 il ;a < r' ya 
"Dtri 111, * ! tf,lril a"a, ll ?, ll DH 

il ?,, +

* 
fila "r,ll * ll Dtu) ll,r,.

En adjoignant ces in6galit6s d (9.4g) er en tenant compte de Ia relation
(6,7) € B;, qui implique que

ma:r( lla1 ll 6*,, 110,6zll?,, ll?"trll 
""., 

ll7r llr_ ) < C,

ainsi que des cons6quences des estimations pr6c6dement 6tablies

w"(*NL, <c,
(ici C est une estimation g€n6rique).

La relation (3.43) devient

1l
|ftuntutll?, + 

ffiw"Dtutll:,, 
< Bella d4ll?" +zi110rlb)11r""+

+e [fs,DnIf"" + ctllfirrlli,ilak]il 21" * c",,,(r + [{urilr.)llDt 1ll3,+

+ c;1yDl"tll?, + l@mll}o;r. Q.47)
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On va majorer les termes du deuxidme membre de (8.44).On a
.1

' ll a"( 
A) fl' I Dr il L* lla"Dwl ll L, < eff eara 1t?, + $ f a Cf, I ff ; il D, ll?,,

ffi U ow1 ll L* 1 EIej il u lldrrll 
"" 

< ella 
" 
ow ll!, +

l# fdrzfi 
", 

ila w $?, +#,,e nili,ilabr il?,,

c"llorll"*UDmilL,ll0,D'11",<lila"Dw|yy*lUrrllg*llDwll?",

"" llrH [l"" 11DI"l 11r* il a"F, 16,, < .' lla"D["h3, + ] laF, llr, llDrr il ?,, +

&p,rr118""ilDnil?o,

f, ttr' ltrr* lf a,Dt'l ll 
", 

I I D, ll 
"" 

< e' 
f lB,pr,r nZ, + ! tf,), ilr, il ?_ ll o, ll;,,

f, un^ilr*llD'qllr,llaprilr,sllla"Tl',il?,*ltfinu"6,llr?)ilnwll:1,+

*(f, I 8 na", il8,,11ot t il1",

ffi Uotr11"*llnrotllpll(0,or)rllr,<4la"Dol,lt??.ffi llaroll.r/lovtllru+
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3
uz

+ 66ry ll oro ll r,llffi ll L,ll Etat ilT,,

;fo tto'o t[r, ff DH l]r* lld"a, [[,, S e' fi ftfll'l il3, + + +- 110-a, lla, llDt,] 1?, +

*ffil1a"o,yi,yotall1,,

;fo Uon nr, lDt"l ;1"* il a--ur l[,, < €' il ADt'] W, + 4 4-10"a, ll a, llDr"r il ?, +

.#ila"o,yi,yotT,ll?,,

I ..

d)Fttttnlll", llp(")llz,* ;gpta ll", < #f ,r"(*)ll"* ;;arnl ;;r,+

* ffi rr.E(s) ll ,,* ll Dt4 ll,r,.

En adjoignant ces in6galit6es d (s.44) et tenant compte des relations d6jd,
cit6es, on obtieut

| fin n'" tt:* + ffilla " nrn y7 s *11a" nw1 yz* a

+ai ya,frtul ll?, + z.,lla"DH 
ll l, + cr11st"r ll?,, + c,,411ow112",+

+ ca11Dtutll2", + cr,llD4llr*. (3.48)

si on choisit e,e',/' suffisament petits dans (s.47) et (J.4g), on peut ddduire
que

flan o,n 1l?, + 11 owt 1l?,) + ffiil u 
" 
o^ il?" + 

ffi11 
a " ntut f , <
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< /(r ( 1 + ll4"rll r.,) (",11 Dw llrr, + ll tr"r ll i, ) +

+K,(ffil[ts"]f[?,, + ffillotil?,) + Ks(r + ildoril|,)garerl[!,+

r.rlffiil a"D14il1,, * ffina,nqll?,) (8.4e)

&v€€ 66 > 0 suffisament petit.

On pose

a{t): c"llD]fltllzL, + llDFrll?,,,

z{t} = ffittu"o* W?, + 
ffi[[a"rr,]il?,,

T lt) : ""llDw U7, + 11Dw y2"",

z,q4: 
ffittar*fiL, * ffiils.Fr,r111,.

Alors, en substituant (3.46) e ilE'telll?, dans (3.a9), on obtient

d

*n0 + z{t} < Kl(l + ll4orlll,k,(r) + K2gr(t)+

+ x'r1r + llfirrlli,) e;rp(r((r + tLylfo' -{t')dt' * 
to' 

Zrlr'1dt') + eoZrG).

(3"50i

En eonsid€rant (3.50) comme une in€quation difi€rentiere pour

2t
Y(t) : y{t) + 

Jo 
ztlt'1dt' ,,

compte tenue que Y(0) :0, de (3.50) on obtient

ft ft pt
Y(t) : at(t) + 

Jo 
ati)ai 

= Jo 
uttlorp(nr 

J,,e 
* llfiu2ll7,)d,t")d.t' ,

ori

u (tj : K 2! r(t) * esz {t) + I4(r +ll 4 a zlll"l exp (K ( r + r\) ( | o" 
v r(t' ) at' + | o' 

z r(t' ) d,t ) .
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Comme 4o, e L2{0,6; Lz), ilexiste une constante C telle que

f'
Jr e * llfiu2ll6)d,{ < (r _ t,} + C(t _ {}+,

ce qui nolrs permet de choisi r I > 0 sufisament petit de telle sorte que
exp(/(r t,(t -r ll?u2llp)d,t, (avec 0 < t, s f < /) soit suffisa.ment petit.
On obtient donc

y(t) : n$) + 
l^' 

,r1r,1ar, . ,, 
[^' u(t)dt, pur 0 <t <{,ro Jo

avec t/(t) indiqu6e cldessus.

En rappelant I'expression de u(t), il n'est pas d6fficile de constater qu,il
existe 7 > 0 suffisa"ment petit tel que

ft
sup_ y1(t) + / Z{t)dt <o<t<I Jo

.f'
5 e2( sun_Fr(r) + | Zr1t1at1 (3.51)o<t<i Jo

avec0<€2<1.

L'in6galit6 (3.51) n'est autre que I'inigalit6 (S.41). tr

D6monstration de thGor€me A : t'in6galit6 (3.51) n'est autre que

I'inigalitd (3.41)- La contraction de I'opdrateur G; qui, e" (a,T) € B;, associe

la solution (u,T) e B; des dquations lin6airis6es. on en dEduit qu'il existe
une solution de notre probldme dans l,intervalle [0,1].
Le th6ordme est ddmontrd. I
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Chapitre 4

Perspectives

Ayant d6montr6 r'existence et Punicit6 de Ia sorution rocare de notre sys_
t€me d'6quations d6crivant le mouvement du gaa dans le tuyau, nous nous
intdressons au probldme du mouvement stationnaire. on peut formuler le sys-
tdme d'€quati'ns du mouvement stationnaire, en *riminant les termes conte-
nant la d6rivee partielle par rapport au temps f et en ajoutant les termes
dissipatifs pou.r Ia tempdrature et Ia vitesse. or, Ia condition essentiele pour
le mouvement convectif est la distribution particuli€re de la source de la
chaleur p : Ei(s).

Nous proposons donc le systdme d'dquations suivant :

&r(gu) :0,,

|O-Wf + o"p: r\u- p/(") - €rut

coEUA"T *pF,a: u(A"u)z + nTlT + E(s) _ ur(T _?r). (4.g)

Il faut pr6ciser que le systdme d,6quations (4.1), (4.2), (4.3) n,est pas du
m€me type que Ie systdme d'6quations que nous avons 6tudi6 dans le pr6sent

m6moire et donc il ndcessite une autre m6thode pour le r6soudre. Toutefois.

(4.1)

(4.2)
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on peut imaginer que, si nous avons la solution globale du systcme d'6quations

d'dvolution avec les termes dissipatifs ajoutds ici, dans de bonne conditions

la solution globale couverge vers la solution stationnaire. Done I'analyse de

ce probldme pourra illustrer le m6canisme de la convection du gaa dans le

tuyau. M€me si le mouvement dans le tuyau en une dimension est beaucoup

plus simple que le mouvement convectif dans un domaine tridimensionnel,

le mouvement convectif du ga,z dans le tuyau pourra eonstituer le premier

exemple de Ia convection du gaz, qui intdresse la communautd scientifique

d'aujourd'hui-
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