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CHAPITRE 1 L o ——
RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

| A

Dans cette premiére partie, nous rappelons les principaux résultats d’analyse fonction-
nelle dont nous aurons besoin, ainssi que des compléments concernant les opérateurs dans

les espaces de Hilbert. Pour simplificr, nous considérons quc des espaces vectoricels sur R :

1.1 Espaces de Hilbert

Nous commengons par rappeler quelques définitions :

1.1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur R. Une norme sur E est une application

de E dans R, possédant les propriétés suivantes :
(i) Ve E,||z||g=0et] z|lpg=0=2=0,
(ii) Ve € ENVa e R, || az |g=|a || z|E,

(iii) V(z,y) € B lz+y le<llz e + 1y |z -

Exemple 1.1.1 Dans le cas ou E est de dimension n (nous Uidentifiions alors a R"),

les normes suivantes sont les plus utilisées :
(1) [l =27 2|,

. n 1

(i) [l llo= 7 [ [1)2
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(iii) || z [|oo= maxq<i | = |.

Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel sur R, Un produit scalaire sur E est une

application de E dans R, notée (.,.), possédant les propriétés suivantes -
(i) V(z,y,2) € E%Y(e, B) € R?, (az + By, 2) = a(z, 2) - B(y, ) ;

(i) V(z,y) € E?, (z,y) = (y,2)

(iii) Vz € B, (zz) 20}

(iv) (z,2)>0=>z=0;

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un cspace préhilbertien.

Exemple 1.1.2 R™ est un espace préhilbertien, si on le munit du produit scalaire euclidien

(5’77 ?/) = Z Z;Y;
=1

xemple 1.1.3 Soit Q un ouvert de R™. L’espace vectoriel des fonctions de carré inté-

usuel :

grable sur  est :

(@) = {f: 2~ R, [ |f(@)ds < oo)
Q
L3(Q2) est un espace préhilbertien si on le munit du produit scalaire suivant :
(f,9)= 4 f(z)g(z)dz}
Remarque : Un produit scalaire sur E définit unc norme sur E par la formule suivante -
2 1= /e0)
Parmi les trois normes de ’exemple (1.1.1), seule la seconde, provient d’un produit scalaire.

Définition 1.1.3 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire,

et qui est complet pour la norme associée o ce produit scalaire.
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Exemple 1.1.4 L’espace vectoriel R", muni du produit scalaire euclidien usuel, est un

espace de Hilbert.
Le résultat suivant est fondamental :

Proposition 1.1.1 L’espace vectoriel L*(2), muni du produit scalaire défini dans Uexample

(1.1.8), est un espace de Hilbert.
Exemple 1.1.5 (Espace de Sobolev) Plagons nous pour simplifier en une dimension , sur
Vintervalle (0;1), L’espace de Sobolev d’ordre 1 est I’espace défini par :

H'(0;1) = {u € L*(0;1),3v € L*(0;1),Vyp € CL(0; 1),
Jo @)@t = = [ pE)o(t)at }

ot C;(0,1) désigne lespace des fonctions contindment dérwables, a support compact dans
(0;1). Cette définition est équivalente & celle, plus usuelle, utilisant la théorie des distri-
butions. Pour v € H*(0;1), on note v’ = v, On démontre que l’espace H'Y(0;1) est un

espace de Hilbert si on le munit du produit scalaire suivant :
1 1
(u,v) 1 = / u(t)v(t)dt +/ u'(t)v'(t)dt.
0 0

Dans les applications on a souvent besoin du sous-espace de H! correspondant aux fonc-

tions nulles au bord, Ce sous-espace est noté Hg, et on peut le munir du produit scalaire
suivant : )
- / /
(uy V) my —/ u'(t)v'(t)dt.
0
On démontre (c’est une conséquence de I’Inégalité de Poincaré) que la norme correspon-

dante est équivalente & la norme induite par celle de 'espace H!.

1.1.2 Propriétés des espaces de Hilbert

Proposition 1.1.2 (Inégalite de Cauchy-Schwarz) Pour tous (z,y) € E?, on a l'inéga-

lité -
| (@y) | <z |llyll-
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I’égalité n’a lieu que si z et y sont proportionnels.

Proposition 1.1.3 (Identité du Parallélogramme) Pour tous (z;y) € E?, on a lidentité :
lz+ylz+le—ylz=20z 1%+ yI3)

Le résultat suivant est I'un des plus importants résultats de la théorie -

Théoreme 1.1.1 (de projection) Soit F un sous-ensemble fermé, convere de E, et z € E

donné. Il existe un unique élément x5 € F tel que :
| 2—2o |g=inf|2—z|g VYze€F,
Le point xq est caractérisé par l'inégalité suivante :
To€F et (2 —z9,2—10) <0, Vz € F

Le point xg mis en évidence au theoreme (1.1.1), s’appelle Ja projection de z sur F'. Dans

le cas ou F est un sous-espace vectoriel, on peut préciser ce résultat :

Proposition 1.1.4 Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de E, et soit z € E, La pro-

Jection de z sur F' est caractérisée par :
To€F et (z—1z9,2) =0, Vz € F.

“Dans un espace de Hilbert, on dit que deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit

scalaire est nul. L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F est :
Ft={z€E,(z,y) =0, Vy e F}.

Une conséquence des résultats précédents est :

Proposition 1.1.5 Soit F' un sous-espace vectoriel de E (non nécéssairement fermé), on

@ 5
FleF=E.
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1.1.3 Bases Hilbertiennes

Définition 1.1.4 Une base Hilbertienne d’un espace de Hilbert E est une suite {en}nen>
telle que :

(1) |l en lle=1, ¥n,

(ii) (en,em) =0, Vn #m,

(iii) L’espace vectoriel engendré par les {e,}nen+ est dense dans E.

Précisons la troisiéme condition : soit F, = vect{es. ...e, }, les sous-espaces F), sont em-
boités : F'n C Fm pour n < m, donc F = Unen Iy est un sous-espace vectoriel. La
troisieme condition de la définition exprime que ce sous-espace est dense dans E, c-a-d
que tout élément de E peut étre approché arbitrairement par un élément de F. On dé-

montre que tout espace vectoriel séparable admet une base Hilbertienne, Etant donné une

base Hilbertienne {e,}nen- de E, tout élément z € E s’écrit -

o0
&= Z(m,en)en,
n=1

avec (c'est ’égalité de Bessel-Parseval) :
o]
2 2
Tz lE=)_1(z.e) .
n=1
Un tel développement est unique, c-a-d que si on a un développemnt :

(o ] o0
T = E Tn€n avec 5 | Zs |*< oo,
n=1 n=1

alors : z, = (z,e,).1
On sait construire explicitement des bases Hilbertiennes pour certains espaces L2, Bien
évidemment, une base orthogonale d’un espace vectoriel de dimension finic est une basc

hilbertienne.

1. Une base hilbertienne n’est pas une base algébrique, puisque le développement de z n’est pas une

combinaison linéaire finie.
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Exemple 1.1.6 Chagu’une des deuz suites de fonctions :

{\/gsin(n:v)} et {\/2698(7127)}

forme une base Hilbertienne de L*(0;m). Dans ce cas, ie développement d'un élément

n>1 n>1

f € L*(0;7) dans l'une de ces deuz bases s’identifie & un développement en série de

Fourier ( aprés prolongement par parité et périodicité).

1.2 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

L’analyse fonctionelle fait intéragir la topologie et 1'algébre linéaire. Ainsi, sur un
espace de Hilbert, il sera naturel d’étudier les applications qui respectent, & la fois, la
structure d’espace vectoriel (les applications linéaires) et la structure hilbertienne (les

applications continues).

1.2.1 Propriétés générales

Définition 1.2.1 Un opérateur linéaire, continu A d'un espace de Hilbert E dans un

espace de Hilbert F' est une application linéaire continue de E dans F, c-a-d qui vérifie :
(i) Ve E, Az € F,

(ii) Y(z,y) € Ex E, Y(a,B) € R?, A(ax + By) = aAzx + 3Ayx,

(iii) 3IM >0, Ve e E , | Az ||lr < M| z |k

Le plus petit nombre M qui vérific la condition (¢i7) ci-dessus, s’appelle la norme de

I'opérateur A, d’ou ces définitions équiavlentes :

Az
141 = sup K202 _ o Jaalle = sup [lAs]e
lelzo ZllE  jejs<t lell =1

On désigne par : L(E, F') 'ensemble des opérateurs linéaires continues définis sur £ dans
F, rappelons la définition des deux sous-cspaces fondamentaux associés & un opérateur

linéaire A :
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Définition 1.2.2 A est un opérateur linéaire d’un espace de Hilbert E dans un espace de

Hilbert F :

(i) Le noyau de A est le sous-espace de E défini par :
N(A) ={z € E, Az = 0}
(ii) L’image de A est le sous-espace de F défini par :

R(A)={y € F,3z € E, Az = y}

Remarquons que N(A) est toujours fermé, en tant que image réciproque du sous espace
fermé {0} de F, alors que R(A) peut ne pas étre fermé ( nous verrons ca plus loin,voir

proposition 1.2.4).

Définition 1.2.3 Un opérateur A est dit de rang fini si et seulement si son image R(A)

est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

Les théoremes suivants sont des résultats fondamentaux de la théorie des optrateurs

linéaires :

Théoreme 1.2.1 (de l'application ouverte) Soient E, F' des espaces de Banach? et A €
L(E,F). On suppose que A est surjective. Alors A est ouverte, i.e. l'image par A de tout

ouwvert de E est un ouvert de F.
De ce théoréme, découle :
Théoreme 1.2.2 (théoréme de l’isomorphisme). Soient E, F des espaces de Banach.

Toute bijection linéaire continue de E sur F o un inverse continu.

Théoreme 1.2.3 (théoréme du graphe fermé). Soient E, F des espaces de Banach et

A: E — F une application linéaire. Alors A est continue si et seulement si le graphe de

A est fermé dans (E X F).

2. N’oubliant pas que tout Hilbert est un Banach.

10
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Soit A un opérateur linéaire sur E dans F, le cas ot l'espace d’arrivé F est le corps
des scalaires, on parle de forme linéaire, 'espace vectoriel des formes linéaires continues
s’appelle I’espace dual de E, et on le note par E’. Dans le cas d’un espace de Hilbert, le

dual s’identifie de fagon canonique a ’espace lui méne :

Théoreme 1.2.4 (de Riesz). Soit L une forme linéaire continue sur E, Il existe un

unique vecteur 2 & E tel que :

L(z) = (y,z),Vz € E.

1.2.2 Adjoint d’un Opérateur
On commence par énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 1.2.5 Soit A un opérateur linéaire continu de E dans F. Il existe un unique

opérateur de F' dans E, noté A*, tel que :
Vu € E, Yv e F, (Au,v) = (u, A*).
Cet opérateur est appelé adjoint de A,il vérific de plus :

(A7) = A et [|A%] = ||A].

Remarque : L’égalité (A*)* = A est équivalente a :
D((A*)*) = D(A) et Vz € D(A), (A*)*z = Az.

En dimension finie, en identifiant ’application linéaire A & sa matrice dans des bases
orthogonales de R™ et ItP, on voit que la matrice de I'opérateur adjoint n’est autre que la
matrice transposée de A .

La proposition suivante rassemble quelques propriétés simples de ’adjoint :
Proposition 1.2.1 Soient A et B deux opérateurs linéaires continus , a et b deuzx sca-

laires,on a :

11



ETUDE de PROBLEMES INVERSES MASTER 2

(i) Linéarité : (aA+ bB)* = aA* + bB*.

(ii) Composition : (AB)* = B*A*.

Ils existent des relations remarquables entre le noyau et I'image d’un opérateur et ceux
de son adjoint :

Proposition 1.2.2 Soit A est un opérateur linéaire continue, A* son adjoint, On a les
relations suivantes (ot X indique I’adhérence de ensemble X ):

(i) N(A*) = R(A)*;

(i) N(A)L = R(4)*

Définition 1.2.4 Un opérateur dans E est dit auto-adjoint si ct sculement s’il vérifie :

V(z,y) € E x E,(Az,y) = (z, Ay)

Remarque : En dimension finie, les opérateurs auto-adjoints sont ccux quii ont unc

matrice symétrique.

1.2.3 Opérateurs compacts

Définition 1.2.5 Soit A € L(E;F). On dit que A est un opérateur compact si et seule-

ment si I'tTmage de toute partie bornée de E est relativement compacte dans F.

Remarque Cette condition veut dire que si B C FE est borné, A(B) (I'adhérence
de A(B)) est compact dans F. citon, maintenant, quelques propriétés de base por les
opérateurs compacts :

Proposition 1.2.3 Soit E; F et G trois espaces de Hilbert.
1. L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F est un sous-espace vectoriel de
L(E;F)
2. 5iA; € L(E;F) et Ay € L(F; G) est compact , alors A1 Ay € L(E; G) est compact .
3. 5i Ay € L(E; F) est compact et Ay € L(F;G), alors A1 A, € L(E; G) est compact .

12
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4. Si A€ L(E; F) est compact, alors A* € L(F;E) est aussi compact.

5. Soit (An)nen une suite d’opérateur compacts de E dans F, si A, converge vers A

dans A € L(E; F) c’est-a-dire :

| A= Al= sup 1An2=A2 e
llz] 20 | ulle

alors A est compact .

En d’autres termes, les opérateurs compacts forment un sous-espace vectoriel fermé de
L(E;F), qu'on le note par : K(E; F).
Le théoreme suivant fournit (dans le cas des espaces de Hilbert) une caractérisation a

la fois utile et plus proche de 'intuition :

Théoreme 1.2.6 Un opérateur de E dans F' est compact si et seulement si il est limite

d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Ce théoreme signifie que les opérateurs compacts sont ceux qui ressemblent le plus aux
opérateurs de dimension finie usuels. Signalons que ce résultat n’est plus valable si E et

F sont des espaces de Banach. Il existe par contre une différence, qui sera fondamentale

pour I'étude des problémes mal posés :

Proposition 1.2.4 S§i E n’est pas de dimension finie, alors lidentite E — E n’est jamais

compacte.

Proposition 1.2.5 Soit A un opérateur compact de E dans F, ou E et F sont deux

espaces de Hilbert qui ne sont pas de dimension finie. Alors A n’est jamais inversible dans

L(E; F).

Remarque Dans le corollaire précédent, 'inverse (algébrique) de A peut exister ou non
(A peut ou non étre injectif ), mais s'il existe, il ne sera nas continu, ceci est li¢ au caractére

non fermé de I'image de A,

13
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Pour conclure, nous citons une version abstraite de lalternative de Fredholm. Ce

résultat concerne les équations du type :
(I-Az=y
ou A est un opérateur compact dans .

Théoreme 1.2.7 Soit A un opérateur compact dans un cpace de Hilbert E -
= Le noyau N(I — A) est de dimension finie, et Vimage R(I — A) est fermée dans E.
= 511 — A est injectif, il est aussi surjectif, et alors linverse (I —A)7! est continu .

- 5% I — A n'est pas injectif, I'équation & une solution si et seulement si f € N(I—A)+

Remarque : Ce théoreme s’étend aux opérateurs de la forme AT + compact le résultat
analogue bien connu en dimension finie (pour tous les systemes d’équations linéaires).
Le troisiéme point du théoreme veut dire que ’équation n’a de solution que si le second

membre satisfait des conditions d’orthogonalite au noyau (de dimension finic).

1.3 Décomposition spectrale des opérateurs Auto-Adjoints
Compacts

Dans toute cette section, A désigne un opérateur auto-adjoint compact dans E :
Définition 1.3.1 Le spectre de A est 'ensemble :
o(A) ={A € C,A — A nest pas inversible dans L(E) 31,

Définition 1.3.2 Un nombre A € C est une valeur propre de A si et seulement si A — \]

n’est pas injectif.

Remarquons que, a priori, si A € o(A), trois cas peuvent se produire pour 'opérateur
B A-—- M

(i) il peut ne pas étre injectif, et dans ce cas \ est une valeur propre,

3. Inversible dans L(E), veut dire que I'inverse est un opérateur linéaire continu

14
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(ii) il peut ne pas étre surjectif,
(iii) il peut étre bijectif, mais I'inverse n’est pas continu.

Pour simplifier I’énoncé du théoreme suivant, nous ferons | hypothése que 'opérateur
A n’est pas de rang fini (si c’était le cas, les valeurs propres scraient en nombre fini, ct

”0” pourrait ne pas étre une valeur propre).

Proposition 1.3.1 Notons 0,(A) l’ensemble des valeurs propres de l'opcrateur A :
- o(A) = {0} U oy (4);
= Toute valeur propre non-nulle est de multiplicite finie;
- L'opérateur A & au plus une infinité dénombrable de valeurs propres, dont le seul
point d’accumulation possible est 70" ;
= Les valeurs propres de lopérateur A sont réelles et des vecteurs PTOPTES COTTESPON-
dant & des valeurs propres distinctes sont orthogonauz ;

= L’un des nombres £ || A || est une valeur propre de l'opérateur A.

Les valeurs propres non-nulles d’un opérateur auto-adjoint compact peuvent donc étre
rangées en une suite qui tend vers ”0”. Nous pouvons maintenant énoncer le résultat le

plus important de cette section :

Théoreme 1.3.1 Notons (A, )nen les valeurs propres de A, avec limy, oo\, = 0, Il existe

une base hilbertienne (en)nen de N(A)* telle que Vz € E -

(€]

T e iy - Z(:c, en)en et Az = \__: Ael2, 25 Joi,

n=0 n=0
ot g € N(A).
Bien entendu, la convergence des séries dans le théoreme ci-dessus sont & prendre au sens

de la norme de E. Ici encore, si 'opérateur A est de rang finj, les sommes ci-dessus sont

en fait des sommes finics. Il est clair que tout opérateur donné par unc formule comme la

précédente est compact.

15
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GENERALITES SUR LES PROBLEMES
INVERSES

Dans ce chapitre, nous définissons de maniére globale, sc que sont les problémes in-
verses et en quoi ils sont pour la plupart mal posés, ces définitions seront illustrés par des

exemples divers;

2.1 Problemes directs et problémes inverses

2.1.1 Présentation générale

Deux problémes sont dits inverses, 'un de 1’autre, si la formulation de ’un met ’autre
en cause : si le probléme direct consiste & décrire et prédire les effets d’un phénomeéne
connaissant les causes qui en sont & l'origine, le probléme inverse, par opposition au pro-
bléme direct, consiste a déterminer des causes connaissant des effets.

L’utilisation des termes : direct et inverse est relative, et dépendante de quoi est connu et
quoi en cherche & déterminer, a titre d’exemple la prédiction de I’état futur d’un systéme
physique connaissant son état actuel, est le modéle type du probléme direct, on peut envi-
sager divers problémes inverses, par exemple, reconstituer 1'état passé du systéme connais-
sant son état actuel ( si ce systeme est irréverssible), ou la détermination d’un paramétre
du systeme, connaissant son évolution ou une partie de son évolution (Identification d’un

paramétre). En général probléme inverse et probléme direct sont complémentaires, en ef-
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fet la résolution du probléme inverse ne se fait pas sans une modélisation préalable du

phénomeéme étudié, autrement dit sans la résolution du probléme direct correspondant
qui décrit comment les paramétres du modéle sont liés, ensuite, & partir des mesures ex-
périmentales obtenues sur le phénoméne réel, la démarche va consister & valider le modale

par résoluton du probléme inverse.

2.1.2 Exemples de problémes inverses

Les problémes inverses constituent une thématique extrémement vaste, et apparaissent
dans de nombreux domaines scientifiques qui peuvent étre trés différents les uns des autres,
sans étre exhaustif, nous citons :

L’imagerie médicale (Echographie, Scanners, ...),

L’ingénierie pétroliére (Identification de perméabilité, magnétisme, )y
L’hydrologie,

La chimie (Détermination des constantes de réaction),

Le radar (Détermination de la forme d’un obstacle),

L’acoustique sous marine,

La mécanique quantique (Détermination du potentiel),

2T "

Le traitement d’image (Restauration d’images floues ) ... etc.

De point de vue formalisme mathématique, ces problémes se répartissent en deux
grandes parties : les problémes inverses linéaires qui raménent & la résolution d’une équa-
tion linéaire, et les problémes inverses non-linéaires, qui sont Le plus souveut, des pro-
blémes d’identification des paramétres.

Et de point de vue technique, on peut les classer en deux catégories : les problémes qui
visent & déterminer les conditions aux limites ou des sources inconues, et les problémes
liés a l'estimation de paramétres intrinséques du systéme. Le premier type de problémes

apparait dés que la mesure directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en
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pratique. Dans la deuxiéme catégorie de problémes inverses, I'objectif fixé est de détermi-
ner a partir d’une connaissance partielle de Pétat du systéme, les paramétres décrivaut le
modeéle physique.

Dans ce qui suit, nous citons quelques problémes Inverses concrets

Exemple 1

du polynomes P, la solution du probléme inverse est Je polynome P définj var P(z) =
Clz — ;) (z - T2)...(T — z,), ot C est une constante.(On remarque ici que la solution

n’est pas unique h.

Exemple 2

Trouver un polynome P, étant donné les valeurs y;, y,, .., Yn € R du polynome P ayux
points zy, z,, ..., z,, est le probléme inverse dy probléme direct qui consiste & évaluer P

aux points 1, , ..., Tn, le probléme inverse icj n’est jue Pinterpolation de Lagrange .

Example 3

Donnant une matrice réelle symétrique A de dimension n x n et n, réels A;, Ay, ...\,
Trouver une matrice diagonale D telque la matrice A+D pour valeurs propres ), , A2y Ay

est le probléme inverse dy probléme direct, qui consiste & déterminer les valeurs propres
de la matrice A + ).
Exemple 4

Pour déterminer la répartition de la température dans un matériay hétérogéne occu-

pant un domaine Q C R3, on écrit tout d’abord la conservation de I'énergie :

P+ diV(T) = f(a,5,7) dams @, (21)

ou :
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- T': la température,

- p: la densite du fluide,

!

¢ : la chaleur specifique,
~ 7 : le lux de chaleur,
— f : une source de chaleur.
Sachant que la loi de Fourier affirme que : ¢ = —KgradT (ot K est la conductivité ),

en éliminant ¢’ dans (2.1), on obtient :
or .
pegr = div(K gradT) = f(z,y,2z) dans ), (2.2)

cette équation soit étre complétée par des conditions aux limites sur le bord de Q, et
une condition initiale, le probléme direct est de déterminer 7" connaissant les cocflicients
physiques p,c et K, et bien sar, la source de chaleur f, plusieurs problémes inverses
peuvent étre posés :
— étant donné une mésure de la Température & un instant ty > 0, déterminer la
température initiale .
— eétant donné une mésure de la température, déterminer certains coéfficients de I’équa-

tion.

Exemple 5(Probleme inverse en Hydrologie)

Un milieu poreux est constitué d’une matrice rocheuse comportant des pores qui
peuvent laisser passer l'eau, il est essentiellement impossible de décrire I'écoulement d'un
fluide dans un tel milieu hétérogéne, on utilise alors des modéles physiques simplifiés,
le plus connue étant la loi de DARCY, qui relie la hauteur h(z,y, z,t) de I'eau dans le

milieu appelée : charge piezométrique a la vittsse de filtration T (z,y, 2, t) pa1 la relation :
¢ = —Kgrad(h) (2.3)

ol : K est le coéfficient de conductivité hydrologique. On exprime également la conserva-

tion de la masse par : -
Sgt— +div(7q) = f, (2.4)
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ol : § est le coéfficient d’emmagazinement spécifique et f est une source, d’ott on obtient ;

S%? —div(Kgrad(h)) = f (2.5)

a laquelle on ajoute des conditions aux limites et initiales.

Les problemes de transport de contaminant font intervenir en plus de 1’écoulement, la
fagon dont évoluer la concentration d’une éspace portée par I’écoulement, Ce phénoméne
met en jeux trois mécanismes : la convection , la diffusion moléculére et la dispertion ciné-
matique, on s'intéresse & la convection, la quantité éudiée est la concentration C(z,y, z,t)

du polluant , qui obéit a ’équation de type Convection-diffusion :

% + %div(C?) — div(DgradC) = f,, (2.6)

ou :

— & porisité cinématique,

— D tenseur de diffusion,

— fe source de polluant.
Le probléme direct est constitué par les équations (2.5) et (2.6), on pratique, on résout
(2.5) puis on résout (2.6), ¢’ étant connue. Le probléme inverse est alors, de chercher la

conductivité hydrologique connaissant un nombre de mésures discretes de la concentration.

Exemple 6 (Imagerie médicale)

On présente dans cet exemple la technique utilisé pour les Scanners, o un tube a rayon
X est monté sur un portique qui entoure le patient, les rayons émis sont mésurés par des
détecteurs placés en face des émetteurs, nous considérons la situation bidimensionnelles,

sous certaines hypothéses, et aprés modélisation, on obtient 1’équation différentielle :

—In (;%) == /Rf(su +tp)dt (2:7)

ou I; et Iy sont les intensités & ’émetteur et au récepteur en dehors de 'objet , f est le

coéfficient d’atténuation et u est le vecteur norml & la droite suivie par le rayon X, tandis
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que u est un vecteur unitaire orthogonal & u . Le probléme direct consiste & déterminer
Uintensité mésuré au récepteur, connaisant celle qui est envoy¢e par I’émetteur, et la
fonction d’atténuation f. Le probléme inverse est de déterminer la fonction f connaissant

les deux intensités I; et 1.

2.2 Problémes bien et mal posés
2.2.1 Concepts du problémes bien et mal posés

La résolution des problémes inverses est une problématique qui reste encore aujourd’hui
trés complexe, cette complexité provient du caractére mal posé des problémes inverses,
en effet, contrairement aux problémes directs, qui sont souvent bien posé, ol les méme
causes produisent les mémes eftets, pour les problémes inverses, les mémes effets puissent

provenir de causes différentes, nous définisons plus précisément dans ce qui suit, ¢’est quoi

un probléme bien posé et un probléme mal posé :

2.2.2 Définition d’un problémes bien Posé

Généralement, la formulation mathématique d’un probléme est sous la forme :

Az =y (2.8)

ou :
— z est l'inconnue,
— y est la donnée (généralements des mesures expérimentales),

— A est un opérateur d’un espace Banach X vers un espace de Banach Y.

Selon Hadamard ?, le probléme (2.8) est bien posé si :
1. Pour chaque y dans Y/, il existe  dans X solution de (2.8).

2. La solution de (2.8) est unique,

3. La solution de (2.8) est stable vis & vis des perturbation,

1. Nous verons plus loin, d’autres définitions pour qu’un probléme inverse soit. bien posé.
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‘'

* ce qui équivalent & dire, le probléme (2.8) est bien posé si :
1. A est surjective,
2. A est injective,
3. A~! l'inverse de A est continu sur Y 2.
Par, opposition, un probléme est dit mal posé lorsque I'une (ou plusieures) des conditions

de Hadamard n’est pas respectée .

En pratique, lorsque on est en présence d’un probléme mal posé, deux conditions citées
ci-dessus peuvent étre particuliérement problématiques, tout d’abord, I’absence de stabi-
lité de la solution, peut engendrer une des importantes erreurs dans la résolution, en effet,
pour une résolution numeérique, si la solution ne dépend pas continiment des données du
probléme, alors cela signifie qu'une faible variation de ces données peut engendrer une
importante variation sur la solution, quand & la non unicité de la solution, elle constitue
également un probléme sérieux, en effet, lorsque plusieurs solutions sont possibles, il de-

vient nécéssaire de trouver un moyen de choisir la meilleur, c¢’est a dire la plus exacte de

point de vue physique.

2.2.3 Exemples de problémes mal posés

Dans cette section nous présentons quelques problémes inverses mal posés, et nous

indiquons laquelle des conditions de Hadamard n’est pas vérifiée :

Exemple 1 ( Probléme du Potentiel )

Supposons un corps D C R3 avec une densité p(z) ot z € R3, ce corps génére un

B = / p(z) dy (2.9)

Dmx—y_l ’

potentiel :

on considére le probléme inverse suivant :
" trouver la densité p(x), étant doné le potentiel u(x) pour z € B}, = {z,|z| > R} loin

de D."

2. Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est trés important dans cette défintion.
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Sachant qu’une masse ponctuelle m et une masse m uniformément distribuée dans
une boule de rayon a générent le méme potentiel u(z) = ﬁ, donc il n’est pas possible de
déterminer d’'une maniére unique p(x) en mésurant u(z), ce probléme est donc mal posé,

car la deuxiéme conditions de Hadamard n’est pas vérifiée.

Exemple 2 ( Probléme de dérivation )

Considérons 'espace de Hilbert L%(Q), et 'opéraveur intégral A définie par :
T
Af(z) =/ f(t)dt (2.10)
0

il est facile de voir que cet opérateur est injectif et que A € £(L?(0,1)), par contre son

image est le sous espace vectoriel
R(A4) = {u e H'(0,1), u(0) = 0}.
ott H1(0,1) est I'espace de sobolev, cn cffet, Péquation :
Af =g

est équivalente a :

f(z)=g'(z) et g(0)=0

L’image de A n’est pas fermée dans L?(0,1), en conséquance, I'inverse de A n’est pas
continu sur L2(0,1). comme le montre I’exemple suivant :

considérons une fonction f € C1([0,1]), et n € N, soit :

1 5
fa(@) = f(@) + —sin(n*z)

alors
fn(@) = f'(z) + ncos(n’z)

d’ou :

| £ = falla= 25 — gsin(@n?)} — 0
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mais : |
1 1
H f = T ”2: n(§ == Zﬁsin(QnQ))% — 400

done, la différence entre f’ et f! peut étre arbitrairement grande, alors que la différence

entre f et f, est arbitrairement petite.
Exemple 3 ( Détermination d’une pararmeétre )

On considére le probléme elliptique en une dimension :
—(a(z)u'(z)) = f(=), -
{ gl =L (1)

o —r2 3
Dans cet exemple, nous prenons a(z) = z2 + 1, et la solution u(z) = 5%, ce qui donne

f(z) = 32? + 1. Le probleme direct consiste a calculer «, étant donne a et f . Pour le
probéme inverse, nous considérerons que f est connue, et nous chercherons a retrouver
le coéficient a a partir d’une mésure de u. Pour cet exemple, volontairement simplifié,
nous supposerons que ’on mesure u en tout point de l'intervalle | — 1, 1], ce qui est bien
évidemment irréaliste. Nous allons voir que méme dans cette situation optimiste, nous
sommes susceptibles de rencontrer des difficultés. En intégrant I’équation (2.11), et en
divisant par ug, nous obtenons l’expression suivante pour « (en supposant que ug ne
sA’annule pas, ce qui est faux sur notre exemple) :
T
a(z) = —,g— + ——,—-1—/ f(t)dt
u(z)  w(z) Jo
ce qui donne, dans notre cas particulier :

C
a(:c)=—5+x2+1 pour z # 0

ol C' est une constante d’intégration. Nous voyons que, méme dans ce cas particulier, a
n’est pas déterminée par les données, c-a-d u. Bien entendu dans ce cas, il est clair que
la bonne solution correspond & C = 0, puisque c’est la seule valeur pour laquelle a est
bornée. Pour pouvoir discriminer parmi les différertes solutions possibles, nous avons du

faire appel & une information supplémentaire (or parle généralement d’une information a
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priori). Il y a dans ce probleme deux sources d’instabilité : tout d’abord I’équation (2.12)
fait intervenir «/, et nous venons de voir que le passage de u & v’ est source d’instabilité. Il
s’agit la d’un phénomeéne commun aux problémes linéaires et non-linéaires. Par contre, la
division par v’ montre une instabilite spécifique des problémes non-linéaires. Si v’ s’annule,

la division est impossible. Si %’ est simplement petite, la division sera cause d’instabilité.
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CHAPITRE 3

SOLUTION D’UN PROBLEME INVERSE MAL
POSE

En générale un probléme inverse est mal posé et la solution directe :
r=Aly

d’un probléme inverse de la forme :
Ax=y (3.1)

peut produire une absurdité, donc le probléme doit étre reformuler d’une maniére ol
il devient bien posé pour avoir une solution stable, cette derniére ne sera qu’'une ap-
proximation de celle exacte. Le terme Régularisation regroupe I’ensemble des techniques
mathématiques qui permet de transformer un probléme inverse mal posé en un autre bien
posé, et obtenir une solution dépend continliment des données.

Sachant qu'un probléme inverse mal posé dépend du triplet {4, X,Y}, on entand
par résoudre un probléme mal posé, portée les mdification sur ce triplet pour rendre le
probléme (3.1) bien posé.

Dans ce chapitre, nous allons détailler 1'aspet théorique de quelques méthodes qui
permet de résoudre un probléme inverse mal posé, en définissant des nouveiles notion
d’inversion et de solution, de fagon que la solution obtenue, dépend contintment des

données et soit proche, dans un sens, de la solution exacte :
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3.1 Théoréme de Tikhonov

Soit A: X — Y un opérateur linéaire continu et injectif d’un espace métrique X dans
un espace métrique Y, I'inverse de A existe, mais n’est pas forcément continue partout
dans Y, donc le probléme est mal posé, car la solution ne dépend pas continiiment des
donées, pour le rendre bien posé, on va restreindre le domaine de A~! sur une partie de

Y, pour cela, nous considérons X C X, un sous espace du X et on définie le sous-espace

o~

Y deV, par:
Y={yeY, Az =y Vz € X},

c-a-d: Y est I'image de X par A, on suppose que la solution exacte z. du probléme (3.1)

appartient a X, nous verrons que dans le cas ou le sous espace X est compact, alors,

'inverse A™! sera continu sur Y, et par la suite, la solution obtenue sera stable :

Théoreme 3.1.1 (Tikhonov) Soit A un opérateur linéaire, continu et injectif d’un es-
pace métrique X vers un espace métrique Y, soit XcXet?V = {yeY, Az = y,Vx € )?},

st X est compact, alors l'inverse : A=! : X — 'Y est continu sur Y.
Du théoréme de Tikconov, découlent deux corollaires importants :

Proposition 3.1.1 Soit y, € Y la mésure ezate qui correspond a la solution exacte x,

st o € X alors : Ay, =z,

Proposition 3.1.2 Soit {yn,}n>1 une suite de mesures dans Y et on définit la suite
{Zn}n>1 = {AYn}n>1 qui correspond & {yn}n>1 dans X, alors si limy_o Yn =1 se-

lon la norme de Y, on a lim,_,. , = T selon la norme de X et de plus AT = 7.

La proposition (3.1.1) assure I'unicité de la solution pour le probléme (3.1), pendant que
la proposition (3.1.2) montre que la solution est stable. Fn effet, nous supposons que,
dans le probléme (3.1), la donné y est connue approximativement, posons y* = y. + €
ou ¢ représente le bruit sur la donnée, si on suppose que : y° € 17, c-a-d que la donnée

atteinte de bruit reste toujours dans le sous-espace Y, dans cette situation, I'inverse A~!
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est continu et z° = A~'y* est unique et dépend continfiment de y°, autrement dit : si
y* — Ye alors 2° — z,, donc le probléme est bien posé, mais dans un nouvel sens, qui sera

précisé par le théoréme suivant :

Théoreme 3.1.2 (Lavrentiev) Le probléeme de résoudre I’équation mal posé :

~

Az =y, ze€X et yE)A/

est bien posé si :
(1) Il est connu a priori qu’une solution f. existe, et elle est dans )?,
(ii) La solution est unique,

(iii) Des petites variations sur la donnée y, ne la font pas sortir de l’espace Y.

Le carratere bien posé selon Lavrentiev est dit : conditionnel, et si le sous espace X est
différent de l’espace X, on dit qu’on a mis le probléme dans une classe de correction.
Dans ce sens, le carractére bien posé, selon Lavrentiev differt de la définition classique
d’un probléme bien posé de Hadamard en :

(i) lequation Af = g n’est pas conséderé pour des mésures quelconque en Y tout entier.
(ii) L’opérateur inverse A~! n’est pas obligé d’etre continue sur l'espace Y tout entier,

. . 9 9 1 &
mais uniquernent sur I'image de l'espace de classe de correction.

Pour savoir comment peut-on appliquer ce résultat & uu probléme inverse mal posé nous

proposons 1’exemple suivant :

Exemple 3.1.1 Consédérons le probléme inverse mal posé suivant :
1
Ax(s) =/ k(s,t)z(t) = y(s)
0

tel que : ( y
s(1—-¢t)/T,0<s<t
kot) ={ 1 )T t<s<1

si on considére que l'opérateur A défini sur ’espace X = C[0,1], on cherche a déterminer

z(s), étand connu y(s).
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/—/

Si on se restreint au sous-espace X compact dans X, qui est défini par
R={zeXlal=lzlz+I2 I5< C}

ot C est une constante positive donnée. Alors, le théoréme de Tikhonov garanlit que

linverse de A est continu sur cette classe de correction.

3.2 Quasi-solution d’un probléme inverse mal posé

On traite toujours le probléme (3.1). 0L A: X — Y est un opérateur lin¢aire continu et
injectif d’'un espace métrique X dans lespace métrique Y, A cause des erreurs de mesure
sur la donnée y, cette derniére peut ne pas appartenir & I’espace Y = AX, dans ce cas,
le théoréme de Tikhonov n’est pas applicable, ce qui nous oblige 4 approcher la solutrion
exacte par une autre, qui lui sera plus proche, et dépendra contintiment des données.

Cette nouvelle solution qui sera appelée : Quasi-solution, fera l’objet de la présente

section :

Définition 3.2.1 Un élément T € X minimisant la fonctinnelle : py (Az,y) pour un

y €Y sur le sous-espace X est dit Quasi-solution de 'équation
Az =Y,
qutrement dit, T € X est une Quasi-solution si et seulement St
py (AZ,y) = inf py (Ar,Y)
zeX

3.2.1 Existance et unicité d’'une Quasi—solution

D’aprés la définition précédente, pour qu’une quasi-solution existe, il n’est pas nécés-
saire d’exiger, a priori, que 1a solution exacte soit dans X et que les données soient prises
dans Y, car une quasi-solution pourrait exister pour une donmée 7 quelconque dans Y,

comme 'assure le prochain théoréme qu’on abordera plus loin. Mais d’une autre part, une
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quasi-solution, quand elle existe, elle n’est pas forcément unique. Notons par D Vesemble
des quasi-solutions, alors on doit disposer d’un moyen (des conditions supléinentaires)
pour que la quasi-solution soit unique et dépende continfiment du second membre de
l’équation (3.1), ces conditions sont donné par le méme théoréme. Mais avant de I’évo-

quer, COMmMEengons d’abords par définir la projectiot. d’un élément de Y dans I'un de ces
Sous-espaces !

Définition 3.2.2 Soity €Y et Q un sousespace de l’espace Y , Un élemnt g € Q est dit

projection de Uélément y dans Q (on écrit ¢ = Py) si:
py(@,9) = py (¥, Q)

avec !

oy (v, Q) = ;gg py (¥, q)-

Théoreme 3.2.1 Si I’équation Az =y a, au moins, une solution dans un compact X et
si la projection de chaque élement de Y dans ¥ — A7 est unigue . Alors le probleme (3.1)

a une solution unique, et cette solution dépend contindment de y.

Si les hypothéses de ce théoreme sont vérifiées, alors le probléme mal posé (3.1) devient
bien posé dans le compact X . Mais parmis ces hypothéses, on a 'unicité de la projection,
la question qui ce POse donc, c’est dans quelle cas la projection d'un élément y € Y dans
Y = AX est unique?, Le théoreme suivant, nous propose une condition suflisante pour
que cette projection soit unique :

Théoreme 3.2.2 Supposons que

(i) X est conveze,

(ii) toute sphere dans Vespace Y est strictement CONvETE.

Alors : une quasi-solution de U'équation Az =y dans le compact X est unique et elle
dépend contindment de la donnée y.

Remarque : Le faite de supposer que X est convexe, assure, via la linéarité de A, la

convexité de Y, d’ot on conclut Punicité de la projection.
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3.3 Inverse généralisé (Moore-Penrose)

Pour déterminer une Quasi-solution de ’équation : Az = y, on a vu qu’on doit la
chercher dans un compact X inclu dans Pespace de départ X, pour ce qui suit, on va
ommetre cette condition, et nous supposons de plus que I’espace image R(A), ne couvre
pas forcément l’espace de mesure Y, c-a-d : sl Ye représente la donnée éxacte, et y° la

donnée entachée par une erreur ¢, alors il se peut que :
Y=yt e R(A).

Dans telle situation, non pas seulement que la solution peut ne pas étre unique, mais

elle peut n’exister méme pas, c'est la motivation d’introduire une nouvelle approximation

pour la solution de I'équation Az =Y.
Dans cette section, nous désignerons par A un opérateur linéaire continu d’un espace

de Hilbert H; dans un espace de Hibert Ha, et étant donné y € Hj, nous cherchons &

déterminer z solution de (3.1) :

3.3.1 Solution LS et équation d’Euler
Définition 3.3.1 Soit A : H, — Hy un opérateur linéaire continu, y € Ha, T € Hy est
dite solution LS (Least-squares) de 1'équation (3.1) c’est elle vérifie :

| Az —y |=inf{l| Az -y .= € Hy}.

D’aprés la définition, et de point de vue géométrique, la solution LS, réalise la distance

minimale entre le sous-espace R(A) et la mésure Y.
Il est évident que, si ¥ € R(A), alors toute solution de (3.1) est une solution LS.

si y ¢ R(A), alors la solution LS peut ne pas exister comme le montre Pexemple

suivant :

Exemple 3.3.1 Soient X = Cla,b] menu de la norme |-l Y = L?[a,b], et nous

considérons l’opérateur identité [ - X — Y, st on prendy €Y avec'y gy, eton utilise
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lo densité de X dansY, alors :
(| To—y |z € X} =int{ 2=y |,z € X} =0
mais il meziste aucun élément 7eX tel que || Z—y[|=0.

Maintenant, nous donnons quelques conditions nécessaires pour l'existance d’une solution

LS pour une donnée y quelconque dans ¥

Théoreme 3.3.1 Soient X etY deux espaces vectoriels normés, et un opérateur linéasre
A:X =Y, sil'une des conditions suivantes est vérifiées :

(i) R(A) est ce dimension finie, ou St

(ii) Y est un espace de hilbert, et R(A) est un sous-espace fermé dans Y,

Alors, une solution LS de (3.1) eziste pour tout y € Y.

Pour une classe importante de problémes inverses, Je« deux conditions citées dons le théo-
réme précédent, n'ont aucun chance d’étre verifiées. Ces conditions pcuvent ¢tre relaxer,
en prenant la donnée y dans un sous-espace aproprié ae Y :

Théoreme 3.3.2 Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert!, et un opérateur linéaire

A:Hy— Hy, et P: H, — H; la projection orthogonale dans 1—2(5 Pour touty € Y, les
conditions suivantes sont équivalentes

(i) l’équation (3.1) admet une solution LS.

(ii) vy € R(A)® R(A)* .

(iit) 1’équation Az = Py admet une solution.

Remarque : Elargir |'existance d’une solution(au sens approximatif) 4 une classe de

mesures 1y en dehors de R(A), de sorte qu’elle couvre le gous-espace :

R(A) & R(A)"

est trés satisfalsant comme résultat, vue que R(A) ® R(A)* est "présque" l'espace H,

tout entier, car on a ce résultat :

R

e
1. Le résultat rest vrai si on remplace H; par un espace vectoriel quelconque.
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Théoreme 3.3.5 Soit A : Hy — Hy un opérateur linéaire continu, et A* son adjoint,

alors :
N(A*A) = N(A).
L’unicité de la solution LS, et liée, alors a l'injectivité de 'opérateur A comme on a vu
dans la proposition (3.3.1).
Dans ce qui suit; nous examinons le cas ott 4 n’est pas injectif, c-a-d la solution
LS existe mais n’est pas unique, donc le probléme est toujours mal-posé et une nouvelle

aproximation est donc nécessaire :

3.3.2 Inverse généralisé A,

A est un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert H; dans un espace de Hibert
H,, étant donné y € H,, nous cherchons toujours a déterminer z solution de ’équation
(3.1), on a vu précédemment que si N(A) est non vide, alors la solution LS peut ne pas

étre unique, notons toujours par : S, ’enssemble de “outes ces solutions, on a le résultat

suivant :

Théoreme 3.3.6 Siy € R(A) @ R(A)*, alors Uensemble S, est un covere férmé non
vide de Hj.

Donc, d’aprés ce théoréme, il existe un unique z, € S,, dans la norme est minimale, ce

qui nous améne & proposer cette définition :

Définition 3.3.2 z, € H; est dite solution généralisée de (3.1) st :
llzo|| = inf{||h||, ou h est une solution LS de (3.1) }.

Définition 3.3.3 On appelle opérateur A, définie de D(A,) = R(A) & R(A)* dans H,
et qui associe & chaque y € D(Ay) lunique solution généralisé x,, l'inverse généralisé

(Moore-Penrose Generalised inverse) de A.

Commencons par ce premier résultat concernant I'opérateur A, :
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Théoreme 3.3.7 Yy € D(4,) on d : z, = Ay € N(A)* autrement dit :

R(4,) C N(A)L.
Le théoreme suivant propose une nouvelle définition (équivalente bien str) pour l'inverse
généralisé A, :

Théoreme 3.3.8 Si A = A | N(A)* représente la restriction de A sur N(A)*, alors
pour tout y € D(A,) = R(A) ® R(A)*, on a :

Agy= APy

ot Py est la projection de y sur R(A).

Notons par @ et P les projections orthogonales sur IN(A) et R(A) respectiverent, le

théoréme suivant regroupe quelques propriétés de l’opérateur A, :
P g

Théoreme 3.3.9 [opértateur généralisé Ay vérifie :

1. AAA=A
9. A,AA, = A,
3. AA=1-Q

4. AAy = P |pea,)

Remarque :Nous voyons qu’ a parir d’un opérateur A qui est méme pas injectif, avec une
image R(A) n’est pas nécéssairement dense dans Hs, on a construit un inverse généralisée
A, de A et qui est de plus, défini sur sousespce dencse de H,. La question qui ce pose

maintenant et quand & la continuité de Ay, c-a-d, la stabilité de la solution obtenue, en

général A, n’est pas continu, mais il est toujour fermé :

Théoreme 3.3.10 A un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert Hy dans un

espace de Hibert Hy, l'inverse généralisé Ay est un opérateur fermé, il est continu si et

seulement si R(A) est fermée .
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D’aprés le théoréme précédent, le probléme de la recherche d’une solution généralisée pour
’équation Az = y n’est pas bien posé aux sense d’Hadamard que si R(A) est fermée,
malhcuresemnt unc grande classe de problémes inverses ne vérific pas cette condition,
prenant par exemple le cas ot 'opérateur A est compact, et son image est de dimension
infinic ( les équations intégrales & noyau non dégeénére ), on a vu dans la premicre partic
que R(A) n’est pas fermé, d’oti 'opérateur inverse généralisé A, ne peut pas étre continu,
et des petites perturbations sur les données peuvent donc, créer une grande erreur sur
la solution, c-a-d que l'inversion ici est toujours un probléme mal posé, nous examinons
cette situation sur un opérateur compact, mes a travers la décompostion en valeurs

singuliéres :

3.3.3 Décomposition en valeurs singuliéres de A,

Dans cette partie on suppose que A est un opérateur linéaire compact d’'un espace
de Hilbert H,; dans un espace de Hilbert Hs, on montre sans peine que A*A et A*A
sont deux opérateurs auto-adjoints compacts dans H; et H; respectivement, les deux
opérateurs sont positifs dans le sens (A*Az, z) > 0et (AA*z,z) > 0, car, pour le premier
on a (A*Az,z) = (Az, Az) =|| Az [|[> 0 et pour le deuxiéme (AA*z,z) = (A*z, A*z) =||
Az |

propres strictement positifs, pour le prouver, supposons que & est un vecteur propre assoié

> 0. donc leurs valeurs propres sont positifs, et de plus ils ont les mémes valeurs

au valeur propre A > 0 pour opérateur A*A, alors : A*Az = Mx # 0, d’ou Az # 0, et
AA*(Az) = A(A*Az) = A(Az) = M(Az), donc Az est un vecteur propres associé a la
valeur propre A pour 'opérateur AA* et inversement, on obtient la méme chose.

Dans le prmiere chapitre, on a vu que A*A a au plus une infinité dénombrale de
vecteurs propres aurtonormaux : {v1,v9,...} qui corresepondent aux valeurs propres non

nuls : A, Mg, ... et la famille {v1,vy,... } forme ure base orthonormale de R(A*A) la

ferméture de 'image de A*A, et comme R(A*A) = N(A*A)*, on aura :

R(AA) = N(A)*

36



ETUDE de PROBLEMES INVERSES o | MASTER 2

Posons p; == y/A; et u; = u; ' Avy, alors :

A*u; = ,u,j_lA*Avj = /L]TI)\J»UJ» = L (3.3)
et
A'l)j = H;Uj (34)
d’ou :
AA*'LLJ' = ,LLjA’Uj == /,L?'Uj = kj’LLj (35)

ce qui implique que {uj,u2, ... } forme une famille de vecteurs propres aurtonormaux de

AA*, cette famille est compléte dans : R(AA*) = N(AA*)* = N(4%)*

Définition 3.3.4 On appelle "valeurs singuliéres” de l'opérateur A les valeurs p;, et
"yecteurs singuliers” de A les vecteurs {v;, u;}, et "systéme singulier” de A, le systéme
{vs, uy; 1} -

Le sous-espace N(A) est fermée dans H;, donc tout élément de z € H; s’écrit :
r=m+n, avec: m € N(A) et me N(A)*

comme m est la projection de x sur N(A), on a m = ng, avec P est la projection
orthogonale sur N(A), tandis que la famille {v;} est compléte dans N(A)* alors, on peut
écrire : o

z = Pz + }: euf; (3.6)
j=1

ol z o= (1, 0y), Aol :

o) o)
Az = E ajAvj = E QiU
Jj=1

=1

Définition 3.3.5 L’expression :

o0 o0
Az = Z o Av; = Zaj,ujuj
J=1

J=1

est dite : décomposion en valeurs singuliéres de l'opérateur A.
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Revenons maintenant a 1’équation :

Ar=vy

d’aprés le développement en valeurs singuliéres de Az , et si z est une solution de (3.1) ,

oo oo
> ajAvy = ajuju; =y
=1 =1

alors :

d’ou :
(Y, u5) = aju; = pi(z,v5)

ce qui impose une restriction sur la mesure y, car d’une part u; est une famille compléte

dans N(4*)t = R(A) d’ot y € R(A) et d’autre part :

0 o0
SN @ W) =3 lagl? = al® — | P2|? < Jlalf® < oo
=1 =k

inversement, si y € R(A) et 372, A7 (y, u)|? < oo alors tout élément z de la forme :

est une solution de l’équation , pour v quelconque dans N(A); ce qui nous permet de

conclure le théoreme suivant :

Théoreme 3.3.11 [’équation Az =y admet une solution si et seulement si :

i ye R(A),
i A7y, u)[? < oo

Les deux conditions cité dans le théoreme précedent sont dites : les conditions d’exis-

tance de Picard. sachant que A*A & un nombre finie ou une infinité dénombrable de

valeurs propres, ct comme la famille u; est compléte dans N(A*)* = R(A4), donc le pre-

mier cas se produit uniquement quand R(A) est de dimention finic, dans le deuxi¢me cas

(qui nous intéresse de plus), on doit avoir A; — 0 pour j — oo, donc si I’équation (3.1)
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admet une solution, la deuxiéme condition doit étre vérifié, alors le térme :|(y, u;)| doit
tendre vers 0 plus vite que u;.

Toujours, puisque les données y peuvent ne pas appartenir & R(A) et méme a R(A),
donc en doit faire recours & I’opérateur inverse généralisé A,. Utilisant le systéme singulier
{vj,u;; p;} de Uopérateur compact A, on donne, dans le théoréme suivant, un développe-
ment pour l'opérateur inverse généralisée en une séric :

Théoreme 3.3.12 Soit {v;, u;; p;} un systéme singulier de l’opérateur compact A, ona:
(i) y € D(4,) = R(A) & R(A)* & 372, A7 (5, 4)[* < o0
(ii) poury € D(Ay),

%
Ay=3 (?h“;‘)vj
o1 P
La condition (i) est dite :critére de Picard pour l'existance d’une solution généralisée,
et Uexpression en (ii) est le développement en valeurs singulieurs de l'opérateurs A,.
Remarque : Si on pose z = Ayy alors :

oo

Az = A(Agy) = (y’?j)Avj = Z(y,uj)uj = Py

K e

j=1
donc pour déterminer la solution généralisée, on procéde en deux étapes : on commence
par remplacer y avec son projection Py sur _@T), puis en charche I'unique = qui vérifie :
Az = Py ce qui est exactement ce que nous avons vue dans le Theoreme (3.3.2) , de plus
le critére d’existance de Picard affirme qu’une solution généralisé du probléme mal posé
Az = y existe si les coéfficents( dits de Fourier généralisé ) |(y,u;)| décroient plus vite
que les valeurs (i ,

Examinons maintenant la stabilité de cette solution, c-a-d la continuité de l'opérateur

inverse généralisé A,, dans le cas ot R(A) n’est pas de dimension finie, on a ce théoreme :

Théoreme 3.3.13 Soit A un opérateur linéaire compact d’un espace de Hilbert H, dans

un espace de Hilbert Ho, si R(A) est de dimesion infinz alors :

Uopérateur A, n’est pas borné
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Pour le voir, prenons :||u;| = 1, alors :
1 .
| Agy; = — — 00 pour j — +00
j
Dans le but d’obtenir une approximation de la solution généralisée Agy on peut faire
une troncature & l'ordre n dans le DV'S de I'opérateur Ag, c-3-d prendre la solution z,

définie par :

j=1

cette solution converge bien vers A,y, mais la question qui s'impose ici :
" & quel ordre n on doit s’arréter 7"
supposons qu’on a une mesure y° proche de la donnée cxacte y telque
v €D(4) et [y’ —yll <6

on note par ZL’;;L la solution tronquée qui correspond & la mesure y° nous allons estimer :

|28 -z, ||;ona:
o =z P =) 3 =0t e
o
n ) 2
. |L'U —yauj)l
= 2
i=1 H;
T s,
S ?‘ ,l\y _yauj)l2
/’n j=1
52
= u
d’ou :

I xfz_Agy I <l mz—xn |+ | Tn — Agy ||
<l 20— Agy || + o157,
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cette estimation d’erreur ullistre une propriérté carractéristique pour les solutons des
probléme inverse mal posés ; pour un ordre de troncature n, 'erreur démenu avec le bruit
sur la donnée ¢, mais si on fixe le niveau de bruit sur les donnée, 'erreur sur la solution
tend vers I'infini quand n tend vers ’infin.
L’estimation :
I 25 — Agy <Nl 2 — Agy [ + Sp7 (3.7)
montre que le choix de I'ordre n de troncature doit dépondre du bruit & sur les donnée,

c-a-d n = n(d), de sorte qu’on obtient :
bpu,' — 0 quand § — 0.

il y’a ici deux exigences incompatibles en n ; il doit d’étre grand pour que | £, — Agy || soit
petite, mais non pas assez grand pour que (m;l ne soit pas trés grande. Dans la section
suivante, on détermine explicetement une solution généralisé Z4 pour un probléme inverse

mal posé, avec une étude de la stabilité de la solution :

3.3.4 Exemple de calcul de l'inverse généralisé 4, pour un pro-
bléme rétrograde ( équation de la chaleur)

Dans cette partie, on va déterminer explicitement une solution généralisée Ty = Agy
pour un probleme inverse mal-posé, et on termine par une discussion congernant sur la

stabilité de cette solution :
Nous considérons I’équation de la chaleur en une dimension :

) 5?
8—;‘@,@ = -87?2‘(3:, )  zel0q], t>0, (3.8)

avec les conditions de Dirichlet au bord homogénes :

w0, ) =wulr,t) =10, t >0, (3.9)

nous supposons qu’on a une mesure exacte de la température & 'instant ¢ = 1, qu’on va

considerer comme finale, cet mesure est donnée par :

=) =wz,1), z € [0, ]. (3.10)
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de plus, nous supposons que la température est maintenue égale & "0" sur le bord, c-a-d :
f(0) = f(m) =0; (3.11)

notre but est de déterminer la température initiale :
vo(z) = u(z, 0), z € [0, ]. (3.12)

La famille {¢,(z)} définie par : ¢,(z) = \/%sz'n(nx) est hortonormale et compléte dans

L?0, 7], ainsi, vo € L%[0, 7] peut étre développer comme suivant :

o0 2 T
Vo = chgon, z € [0, 7] avec ¢, = \/;/ vo(7)sin(nT)dr. (3.13)
n=1 0

En utilisant la méthode de séparation des variables, pour le probléme direct : (3.6), (3.7)

et (3.10), on pose :

e, 1) = Zan(t)gon(x), z € [0,7], t=>0. (3.14)
n=1
Alors, on obtient :
> an®)en() = D an(t)pn () (3.15)
n=1 n=1
et comme ¢! (z) = —n?p,(z) alors :
> @(Ben(®) = = 3_nan(t)pn(2) (3.16)
n=1 n=1

sachant que le systéme {¢,} est orthonormal,il vient de (3.14) que a, estb solution du

probléme & valeurs initiales suivant :

al (t) = —n2a,(t) t >0,
an{0) =y

les donditions initiales proviennentt de (3.11) et (3.12), Pour tout : n € N*, on obtient :

Gult) = cne‘"2t,
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De (3.12), on aura :

wlEh) = Z cne™ ™ ton ()
n=1
Et de (3.8), on obtient
@) =Y e ()
n=1
J &
= {/ vo(T)sz’n(nT)dT} sin(nz)
n=1 0
Avec :
k{z, ) = Ze *sin(nt)sin(nz),
on aura :

e
/ k(z,T)vo(T)dT = f(z) (3.17)
0
ainsi, le probléme inverse est équivalent a résoudre I’équation de Fredholm de premiére

espéce (3.15), notons qu’un systéme singulier pour 'opérateur intégral est donné bar :

{e—-"”; \/gsin(nx), \/_%Sin(nx)} .

et comme ce systéme est complet dans dans L*[0,7], on aura : N(A) = N(A*) = {0}
et D(A4,) = R(A) qui est dense dans L?[0, 7]. D’aprés le Théoreme (3.3.12), le probleme

inverse (3.15) admet une solution généralisée si et seulement si :

f:e%qfﬂ2 < o0 (3.18)
n=1

est vérifiée, avec : f, = \/— fo f(1)sin(n7)dT sont les coéfficients classiques de Fourier de

f, dans cette situation, la solution est donnée par :

2 o0
vo(z) = \/;Z ™ fosin(na). (3.19)
n=1

(3.16) et (3.17) montrent & quel point, le probléme inverse est mal posé : une solution

existe pour une mesure f dans les coéfficient de Fourier {f.} décroient plus vite que
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Théoreme 3.4.1 Soient H, et H, deuz espaces de Hilbert, et A un opérateur linéaire
fermée de H, dans H,. la famille régularisante {Ra}aso de Uopérateur A est uniformément

continue si et seulemnt si R(A) est fermé dans H,.

Comme conséquence du théoréme précédent, on a :

Proposition 3.4.1 Soient H, et Hy deuz espaces de Hilbert, et A un opérateur linéaire
fermée de H, dans H,. si R(A) n'est pas fermée dans H,, alors pour tout & > 0 et pour

tout y € D(Ay), il existe § € Hy tel que : ||y — 7 ||< 6 et {|| Ra¥ ||} est non-bornée.

Supposons que ¥ est une donnée inexacte dans le voisinage de la donnée exacte y € D(A),
la proposition précédente montre I'importance de choisir le paramétre de régularisa-

tion «v dépendant de ¥ dans le sens :

Roj— Agy quand ||y —7 |- 0.

3.4.2 Algorithme de régularisation

Supposons que {R,} est une famille régularisante pour I'opérateur A, soient y € D(A,)
et y € H; tel que :
ly—7lI<é
ol ¢ est le niveau de bruit sur la donnée exacte y, dans le cas od R(A) est fermé, on a le

résultat suivant :

Théoreme 3.4.2 Supposons que R(A) est fermé. Alors pour tout y € Y,
| Agy = Ra lI<I| Agy = Bay ||+

0U € > SUP, g || Ra ||. D’ott, pour touty €Y ;

R,y — Agy quand «— 0,0 — 0.
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Maintenant, nous supposons que R(A) n’est pas fermé, on a :
| Agy — R 1SNl Agy — Ray || + || Ra || 6. (3.20)

Le second terme de droite de I’équation (3.20), représente la majoration de l'erreur due au
niveau de bruit ¢. Par la proposition (3.4.1) nous avons vue qu’on peut avoir || R ||— oo
quand o — 0 il ne faut donc pas choisir a trop petit sinon l’erreur peut devenir trés
grande. par contre le premier terme de droite de I’équation (3.20) tend vers 0 quand «
tend vers 0 par définition de R,. Nous allons faire tendre le niveau de bruit ¢ vers 0 et nous
allons choisir une stratégie de régularisation a := «(d) de maniére & ne pas commettre
une trop grande erreur sur la vraie solution Agy.

La donné d’une famille régularisante {R,}.>0 avec un choix d’une stratégie de régu-

larisation « = «(d), s’appelle algotithme de régularisation si :
a(d) = 0 et Ry — Agy quand 6 — 0

Dans la prochaine section nous proposons une famille régularisante connue sous le
nom : Régularisation de Tikhonov, suivie d’une discussion concernant quelques choix

possibles de paramétre de régularisation :

3.4.3 Reégularisation de Tikhonov

Dans la régularisation de Tikhonov, la solution régularisé :
Ty = oy

pour ¥y € Y, est définie comme l'unique élément, qui minimise la fonctionnelle de

Tikhonov F(x) définie par :
Fa)=|Az -y +a |z |? z¢€H.

L’existance et 'unicité de ce minimum, sont assuré par le théoréme suivant :
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Théoreme 3.4.5 Soient Hy et H, deur espaces de Hilbert, et A un opérateur linéaire
continu, de Hy dans Hy, y € Hy et a > 0.Alors la solution z,, de l’égquation (3.21) minimise

la fonctionnelle F(x).

Mais comme d’une part, le minimum de la fonctionnelle F(z) (A est considéré toujours
continu )est unique, et d’une autre part la solution se I'équation (3.1) est unique aussi,

donc on peut conclure par le théoréme suivant :

Théoreme 3.4.6 Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert, et A un opérateur linéaire

continu de Hy dans Hy,on a pour x € Hy :
| Az =y |l +a |2 lI= inf {I du—y | +a | u|?)

st et seulement si :
(A*A+al)z = A"y

De ce théoréme, on peut redonner une définition équivalente pour la famille des opérateurs
bornés { R, }4>0, comme suivant :

pour tout &« >0 et y € Hyon a:
Ryy = (A*A+al) 1A%y
d’otl, pour tout y € D(A,) :

(A"A +al)Agy = A*AAy + aAyy
= A"y + adyy

d’ott :

Ay — Ry = a(A*A+al) T Ay
= A Agy.
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avec : Ay = a(A"A + al)™. D’aprés la relation (3 23) du théoréme (3.4.4), pour tout
z € R(A*A) et z € Hy tel que x = A*Az, on a :

| Aaz || =] AuA™Az ||
=a| (A*A+al) A% Az ||

=alz].

Donc, pour tout z € R(A*A), || a(A*A+ al)™'z |- 0 quand a — 0, et sachant que :
R(A*A) est dense dans N(A)*+ = R(A,), alors, pour tout y € D(A,), on a :

| a(A*A+al) "4, |- 0 quand o -0
qui est équivalent a dire que :
Ry — Agy quand a—0

pour tout y € D(A,). donc les opérateurs { Ry }o>0 forment bien une famille régularisante
de Uopérateur A. '

Dans la suite, nous supposons que la donnée exacte 1 est perturbée par un bruit, c-a-d
au lieu de résoudre I’équation (3.21) pour y € D(A,) on ’a résoud pour g, et au lieu
d’obtenir la solution régularisée z, = R,y, on obtient la solution : Z, = R,y, ot {Ra}a
réprésente la famille régularisante de Tikhonov. nous savons que dans le cas o R(A) n’est
pas fermée, alors {|| Ry ||, @ > 0} n’est pas bornée, donc si 7 est proche de y, rien n’assure

que 7, soit proche de z,. Comme avant, pour tout y € D(A,), on utilise les notations :
Ty = Agy et o = Ryy.
Et pour 6 > 0, soit y° € Hy tel que : ||y —y° ||< 6 et
28 = Roy’
sachant que z,, est solution de (3.21), alors :

az, = A*y — A*Az € R(A").
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Mais R(A*) C N(A)*, par conséconce :z, € N(A)+, mais on a montrer que la famille
{vj} est base compléte dans N(A)L, donc,on peut écrire :

(e ¢]

Ty = ZCJ'UJ‘, C; = (IL’Q,’UJ').

=1

Remplacgons ¢a dans (3.21),0n obtient :

0]

Z()\J + O!)Cj'Uj = A*y,

g=1
d’ou :
(/\J' -+ CX)CJ' = (A*y,'Uj) = (y, Avj) = /U“j(yv uj)a

finalement, on obtient :

de méme, on obtient :

ce qui donne :

(o]
/4‘: o
Ta= 2o =) (- v’ u)v;,

o Aj+a
Par passage & la norme, on obtient :
= A 1
5 2. J B N .82
||%“%||~Zm|(y vhu) P < S lly =9 115
j=1 'Y
car :
NN L 1.1
a o

()\j+06)2 —)\j—i-a'/\j-i-a -

On aura donc cette estimation :

Proposition 3.4.2 Pour tout a >0 et § > 0,

SR

” Lo _xi 1<
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Pour estimer 'errure autre la solution régularisée perturbée z’ et la solution généralisée,

on procéde comme suivant :

I 2 — 25 Il =Il 2 ~ 0 + 20 — a5 |

<|| Tg—Ty || + || Ta ‘xi I

Et terminons par le théoréme suivant,qui propose uue stratégie de régularisation :
Théoreme 3.4.7 Si la stratégie de régularisation o := ald)de sorte que :

a(6) = 0 et — 0 quand 6 — 0,

é
V(o)

alors :
| zg — 2 ||—= 0 quand — 0.

Appliquons une telle stratégie, on aura une approximation stable de la solution généralisé
en utulisant la régularisation de Tikvonov, comme exemple d’une telle stratégie, on peut

prendre a(8) := ¢xd2~*) ot v €]0, 1] avec une constante ¢, > 0.
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