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CHaprrne 1

RapptELS D'ANALysE FoNCTIoNNELLE

Dans cette prermidre partie, nous rappelons les principaux r6sultats d'analyse foncti

nelle dont nous aurons besoin, ainssi que des compl6ments c'oncernant les op6rateurs d

les espaccs dc Hilbert. Pour simplificr, nous considdlons quc dcs cspaccs vcctoricls sur R

1.1 Espaces de Hilbert

Nous commenqons par ralr1;eler quelques rl6finitions :

1.1.1 D6finitbions et exemples

D6finition L.l'.L Soi't E un espace uectoriel szrlR. (Jne norme sur E est une applica

de E dans R, pos:;ddant les propri4tds suiuantes :

(i) Vr e E, ll " llo,> 0 et ll r lln:g + ,r : 0,

(ii) Vr € E,Va € R, ll ar 116: la ll,ltu ,

(iii) v(z,a)€E2,llr+a llasll rllr+1; alle.

Exemple L.L,'l' Dans le cas ou E est de d,i,mensi,on n (nous I'i,tlenti,fi,i,ons alors a R'r,
les normes suiuanl.es sont les plus utili,sd.es :

(i) ll ' ll': D? l,,o l;
(ii) ll r ll2: (tl | ,n l2)i ;
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(iii) ll r ll-: mrrx(l<i) lri l.

D6finition L,L,',| Soi,t E un espace uectoriel sur lR,, (Jn prod,ui,t scalai,re sur E est untz
appli,cati,on de E dansR, notd.e (.,.), possd.dant les ltropri\tds su,iuantes :

(i) V(r,'!J,z) e E'3,V((t,p) e IR,, (nr * ga,z): a(r,z) -f |fu,2) ;
(ii) V(r, a) e E',(*,a): @,*);
(iii) Vz , Ei 

.(r,:c) 
) 0 ;

(iv) (2, "),: o +. r :0 ;

IJn espacc vcctoriel nntui d'un produit scalairc cst appel6 un cspa,cc pr1.hilbertien.

Exemple 1.1.2 lR" est un espace pr€.hilberti,en, s'i on le muni,t tlu prod,uit scalai,re eucltd,i,en

usuel : 
n

(r,a):Droro
i:7

Exemple 1-L,3 iioitd) un ouaert deR . L'espace uectoriel d,es fonctions d,e carrd, i,nt6-

grable sur {l est :

L'(a): {f 'o--- rR, [ 6p73or< oo]
Ja

.L'(a) est un €spoc€ prdhi,lbertien s'i on le muni,t d,u prod,ui,t scala,ire su,iuant :

(f ,g): I y67n1r7ar1
JQ

Remarque : Un produit scalaire sur ,E d6finit unc norme sur E par la formrrle suivante :

ll "ll": m,
Parmi les trois norlnes de I'exemple (1.1.1), seule la seconde, provient d'un prod.uit scalaire.

D6finition L.LS Un espace de Hilbert est un espace uectoriel muni d'un prod,ui,t scala,iTe ,

et qui, est complet ioour la norrne associde d, ce produi,t scalaire.
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Exemple LL,4 L'espace uectoriel R, muni d,u produit scalaire eucl,id,i,en Lrsuel, est un
espace de Hi,lbert.

Le r6sultat suivant est fondamental :

Proposition 1.1..1 L'espace uectoriel L'(Q), 'ntuni du produi,t scala,ire d€fini d,ans l,era,ntp,le.

(1.1.3), est un espace de Hilbert.

Exemple L.L.5 (Es7tace rle Soboleu) Plagons rlc,'us po'ur si'mplifier en,une d,inrens,ion , s,u7

I'i,ntervalle (0; 1), L'espace de Soboleu d'ord,re L est l,espace dd.fini par :

a'l10;r; : {u € L2(o;I),-u e L2(0;r),Vp € C:(0;1),

. t:u(t)e'(t)dt: -,fr eft)u(t)d,t) .JU I \ / 
)

olCl(0,7) ddsigr're l'espace des foncti,ons contdnil,ment d,driuables, d, support compact d,ans

(0;1). Cette ddfinition est 4quiualente d celle, pl'us usuellc, utilisant la th1orie des d,istri-

buti,ons. Pour u <= .F/r(0; 1), on note u' : u, On dd,montre que l'espace H|(O;I) est un

space de Hi,lber"t si on le munit du produi,t scala'ire su'iuant :

pt 71
(u,u)11,: I u(t)a(t)dt+ | u,(t),0,(t)dt.

Jo Jo

Dans les applications on a souvent besoin du sous-espace de l/1 correspondant aux fonc-

iions nulles au bord, Ce sous-espace est not6 -F101, et on peut Ie munir du produit scalaire

sulvant :

(u,u)aA : [' u' (t)u' (t)dt." Jo

On d6montre (c'esrt une consdquence de l'In6galit6 de Poincar6) que la norme correspon-

rJante est 6quivalente d,la norme induite par celle de I'espace 111.

'.L.L.z Propri6t6s des espaces de Hilbert

Proposition 1,L.2 (Indgali,te de Cauchy-Schwarz) Pour tous (r,A) e 82, on a I'irtdqa-

liti, :

l@,u) | s ll " llll y ll .
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l'6galit6 n'a lieu que si r et y sont proportionnels.

Proposition 1.11.3 (Identitd du Parall\.logramme) Pour tous (r;il e 82, on a l,i,d,enti,t6 :

ll * + a ll? + ll r - a ll2p: 2fl r ll2o * ll u ll|)

Le r6sultat suivant est I'un des plus importants r6sultats de la th6orie :

Th6or:eme L.L.L (d,e proiection) Soi.t F un sous-ensembl,e ferm6, conuere de E, et z € E
donn6. Il eri,ste un unique d.ldment rs € F tel, que :

ll , - ,o lll: inf Il " - * lln, 'tr e F,

Le point xs est ca.ractdrisd, par I'i,ndgalit6 sui,uante :

rs€F et(z-ro,r-ro) (0, Vr€F.

L,e point zs mis en 6vidence au theoreme (1.1.1), s'appelle la projection cle z slr F. Dans
le cas ou F est un sous-espace vectoriel, on peut pr6ciser ce r6sultat :

.Proposition 1.1-.4 Soi,t F un sous-espace uectori,el fermd d,e E, et soit z e E, La pro-
jecti,on de z sur F est caractdrisd,e par :

rs € F et (z - ro,r):0, Vr e .F.

Dans un espace d,e Hilbert, on dit que deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit
scalaire est nul. L',orthogonal d'un sous-espace vectoriel ,F'est :

Fl : {r e E,(r,A) :0, YA € F'}.

Une cons6quence des r6sultats pr6c6dents est :

Proposition 1.1-.{i Soit F un sous-espace uectoriet de E (non ndc1.ssa,irement ferrnd-), on

a:

.Fl OF: E.
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1.1.3 Bases Hilbertiennes

D6finition L.L.4l Une base Hi'lberti,enne d,'un espace d,e Hi,lbert E est une sui,te {e,},,ero.
telle que :

(i) ll "" llp: I, \/n,

(ii) (e", e^) :0, Vn f m,

(iii) , 'espace uectoriel engendr| par les {e",}",ex. est d,ense dans E.

Pr6cisons la troisiLdme condition : soit fl" : uect{et....en},les sous_espaces ll,, sont em_

boitds : Fn C Fm pour n 1m, donc F: Unerv-Fn est un sous-espace vectoriel. La
troisidme couditiorr de la d6finition exprime que ce sous-espace est clense clals -8, c-d,-cl

que tout 6l6ment de E peut 6tre approch6 arbitrairement par un 6l6ment de ]r. On d6-

montre que tout espace vectoriel s6parable admet u;re base Hiibertienne, Etant donn6 une

base Hilbertienne {e",}",ero. de E, tout 6l6ment r € E s,6crit :

g.
r: L(x,€n)€n,

avec (c'est l'6galit6 de Bessel-Parseval) :

,'"Og
ll r ll'n: L | @, e,) l' .

n=1

IJn tel d6veloppement est unique, c-d,-d que si on a un d6veloppemnt :

- S- - ^..^^ S, - n, ,^r : .L rnen avec ) | r. l-( ,)o,

n:7 n=l

a,lors : rn : (r, en) ,1

On sait construire explicitement des bases Hilbertiennes pour certains espaces L2. Biert
6videmment, une base orthogonalc d'un espace vcctoriei de dimension finic est unc basc

hilbertienne.

1' Une ba^se hilbertiettne n'est pzrs urle base algdbrique, puisque le d6veloppcrnent de l: n'est pa,s 11e
conrbinaison lin6air.e fi nie.
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Exemple L.L.6 Chaqrl,'une des deur suites de fonctr,ons :

forme une base Hi,lberti,enne de L2(0;r). Dans ce cas, te dd,ueloppement d.'un dld.ment

f e L2(0;r) d,ans l'une rJe ces rleur ba,ses s'i,denti,fie d, u,n rl,futel,o7ryte.n'lent, en, sd.ri,e 6,e

Fourier ( apr6,s p',rolongen-Lent par pari,td et pAriodici,td,).

1,.2 Op6rarteurs lin6aires dans les espaces de Hilbert

L'analyse fonctionelle fait int6ragir la topologie et l'algdbre lin6aire. Ainsi, sur un

espace de Hilbert, il sera naturel d'6tudier les applications qui respectent, d Ia fois, la

structure d'espace vectoriel (les applications lin6aires) et la structure hilbertienne (les

applications conti.nues).

I.2.L Propri6t6s g6n6rales

D6finition 1.2.1 Un opdrateur li,n€.ai,re, continu A d'un espace de Hi,lbert E dans un

espace de Hi,lbert 'F est une applicati,on li,n€ai,re cont'inue d,e E d,ans F, c-d,-d, qu,,i, utiri{ia, :

(i) Vr e E, Ar € F,

(ii) V(r, A) € E x.E, V(n,fi) € R', A(u:r+ ga): aAt;* 9A,t1x,

(iii) lM ) 0, Vr € E ,ll Ar ll, < M ll " ll'.

JLe plus petit nombre M qui v6rifie la condition (i,i,i,) ci-dessus, s'appelle la norme de

I'op6rateur ,4, d'oii ces d6finitions 6quiavlentes :

ll,4ll : ,uo ffJir : sup llArll, : sup llA*ll,
llall#o llJ,llD llollo<1 llrlft=t

On d6signe par: L"(8,.F) I'ensemble des op6rateurs lin6aires continues d6finis sur'-E dans

jtr, rappelons la d(rfinition des deux sous-espaces fondamcntaux associ6s d un op6ratcur

Iin6aire A :
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D6finition L.2.21 A est un opd.rateur l'indaire d,'un espace d,e Hi,lbert E d,ans un espace d,e

Hi,lbert F :

(i) Le no7au de ,4 est le sous-espace de E ddfini par :

N(A):{r€ E,Ar:0}

(ii) , "image de Ll est le sous-espace de F ddfi,ni, par :

R(A) : {A e F,1r € E,Ar: A}

Remarquons que .N(,4) est toujours ferm6, en tant que image r6ciproque clu sorrs espace

ferm6 i0] de l7, a'lors que R(,4) peut ne pas 6tre ferm6 ( nous verrons ga plls loin,voir
proposition 1.2.4).

D6finition L.2.3 Un opd.rateur A est dit de rang fitti si et seulement si, son i,m,aoe R(A)
est. 'un so'us-espace uectoriel de d'im,ens'ion finie de F.

Les th6oremes suivants sont des r6sultats fondamentaux de la th6orie cles op6rateurs
lin6aires :

Th6oreme L.2.L (de l'applicati,on ouuerte) So'ient E, F d,es espaces rle Banuch,2 et rIe
L(E,F). On suppose que A est surjecti,ue. Alors A est ouuerte,'i.e. l',image par A d,e tout

ouuert de E est un, ouuert de F.

De ce th6ordme, d6coule :

Th6oreme L.2,2 (thdor\me de l'isomorphisme). Soi,ent E, F des espaces d,e Banach.

Toute bi,jecti,on I'indai,re conti,nue de E sur F a un,inuerse cont'inu.

Th6oreme L.2.3 (thdordme du graphe fermd). Soi,ent E, F des espaces de Banach et

A : E '-- F une application lind.ai,re. Alors A est continue s'i et seulemen.t s'i le graphe cle

A est ferm€ dans (.8 x F).

2. N'oubliant pas que tout Hilbert est un Banach.

10
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Soit .4 un op6ra1;eur lindaire sur .E dans F, le cas of I'espa,ce d'arriv6 .F est }e corps

des scalaires, on ;parle de forme lin6aire, I'espace vcctoriel des formes lirr6aires contimres

s'appelle I'espace dual de E, et on le note par E'. Dans le cas d'un espace de Hilbert, le
clual s'identifie de, fagon canonique d I'espace iui n6nre ;

Th6oreme I.2.4' (de Ri,esz). Soi,t L une forme lin6,ai.re continue sur E, Il r:riste u,n.

un'ique uecteur:i"ri E tel que :

L(r): (A,r),Yr e E.

L.2.2 Adjoirrt d'un Op6rateur

On commence par 6noncer le th6oreme suivant :

Th,6oreme L,2.5 Soit A un opdrateur li,ndai,re continu de E dans F. Il eri,ste un un'ique

op4.rateur de F da:,ns E, notd A* , tel que :

Yu e E, Yu e F, (Au,u): (u,A*u).

Cet opdrateur est appeld I'adjoi,nt de A,i,l ud.rifie de plus :

(A*)* : A et llA-ll: ll,4ll.

Remarque : L'6galite (A*)*: ,4 est 6quivalente d :

D((A.).) : D(A) et Yr € D(A), (.A*)*r: Ar.

En dimension finie, en identifiant I'application lin6aile A d" sa matrice dans des bases

orthogonales de [t" et R!, on voit que la matrice de l'op6.i:ateur adjoint n'est autre que la

matrice transpos6e de A .

La proposition suivante rassemble quelques propri6t6s sirnples de l'adjoint '

Proposition 1-.2..[ Soi,ent A et B deur op€.rateurs I'inda'ires ctnti,nus , a et b de,ur sca-

la'ires,on a :

11
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(i) Li,nd,aritd : (aA + bB). : aA* + bB*.

(ii) Cornposition : (AB). : B* A* .

Ils existent des rellations remarquables entre le noyau et I'image d,un op6rateur et cerx
de son adjoint :

Proposition 1.2.2 Soi't A est un opdrateur li,ndai,re contirrue, A* son ad,joi,nt, On a les
relati,ons su'iuante,s ( odx i,ndique |adh€rence d,e yensembte x ) :

(i) 
^r{,4.) 

: R(A)L;

(ii) 
^/(,4)r 

: Ae4F

D6finition L.2-4 U'n' opdrate'ur dan,s E est d,i,t au,to-atljo,i,nt si ct sc,ule,nrr:'n.t s,,il a1,ifie :

V(*,A) e E x E,(Ar,il : @, AA)

Remarque : IDn dirncnsion finic, les op6ratcurs auto-adjoints sont ccux q.ri olt uuc
matrice sym6triqur:.

L"2.3 Op6rateurs compacts

D6finition 1.2.5 Soi't Ae L(E;F). On d,i:t que A estun opdrateur compa,ct s,i et seule-

ment s'i l'image de toute partie bornde de E est relatruement compacte d,ans F.

Remarque Cette condition veut clire que si B c E est born6, 14 (l'aclhQre.4ce

de A(B)) est compact dans F. citon, maintenant, quelques propri6t6s cie basc por les

op6rateurs compacl;s : '.. .

Proposition L,2.8; Soit E ; F et G troi,s espaces de Hitbert.

1. L'ensemble des opdrateurs compacts de E dans F est un sous-espace uectoTiel d,e

L(E; F)

2. Si Ar e L(E;.F) et Az e L(F;G) est compact, alors A1A2 € L(E;G) est compact .

3. Si At e L(E;.F) est compact et A2 € L(F;G), alors A1A2 e L(E;G) est cornpact .

12
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4. Si Ae L(E;F) est compact, alors A* e L(F;E) est auss'i compact.

5. Soi't (A")"ex une suite d'op€rateur compacts de E dans F, si An conuerqe uers A
dans A e L(E; F) c'est-d,-d,ire :

ll A, -,4 ll: sup ll A"t - Ar llP -- otr,li+o ,11." ,'"

alors A est compact .

Iln d'autres term,3s, les op6rateurs compacts forment un sous-espace vectoriel ferm6 de

t(E;F), qu'on le note par: K(E;F).
Le th6oreme suivant fournit (dans le cas des espaces de Hilbert) une caract6risation zi

la fois utile et plus proche de I'intuition :

1'h,6oreme L.2.6 Un opdrateur de E dans F est compact si, et seulement s,i i,l est li,mite

d''une s'uite d'opdrateurs de rang finL

Ce th6oreme signifie que les op6rateurs compacts sont ceux qui ressemblent le plus aux

op6rateurs de dimension fiuie usuels. Signalons que ce r6sr.rltat rr'est plus valable si ,B et

F sont des espracers de Banach. Il existe llar contr-e une dift'6lence, qui sera fbndamentale

pour l'6tude des probldmes mal pos6s :

Propositiorl L,2,4 Si, E n'est pas tle di,mens'ion finie. alors I'ztl;enti,te E -* E n'est jarnai,s

compacte.

PropositionL.2.S Soit A un opdrateur conxpact de E ,l,ans F, oil E et F sont d,eur

espaces de Hilbert qui, ne sont pas de dint,ensi,on fi,nie. Alors A n'est jamai,s ,inuerszble dans

L(E; F).

Remarque Dans le corollaire pr6c6dent, l'inverse (alg6brique) de ,4 peut exister ou non

(,4 peut ou non 6tr,: injectif), mais s'il existe, il ne sera oas continu, ceci est li6 arr caracl,dre

non ferm6 de I'ima,se de A.

13
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Pour concluro, rrous citons une version abslraite de
r6sultat concerne les 6quations du type :

I'alternative de Freclholm. Ce

(I-A)r:y
orl ,4 est un op6ra,teur compact dans E.

T'h6oreme L.2.7 soit A un opd.rateur compact d,ans un cpace d,e Hilbert E :

- Le noya'u lI(:/- A) est de cli''mensionfinie, et I'irnage n(I - A) estJerrn1e tlans E.
- si I - A est injecti,f, i,I est aussi surjectif, et alors l',inaerse (I - lS-t est continu .

- Si I - A n'est pas i'njecti,f, l'6quati,on d, une solution si et seulement si f € N(I - A)t
Remarque : Ce t;h6oreme s'6tend aux op6rateurs de la fo;ime \rI + compact le r6sultat
analogue bien connu eu dimension fiuie (pour tous les systemes d'6quatiols lin6aircs).
Le troisidme point du th6oreme veut dire que l'6quation n'a tle solution que si le second
membre satisfait des conditions d'orthogonalitc au tloyau (de dimensiol finic).

1.3 D6composition spectrale des op6rateurs duto-Adjoilts
Compaucts

Dans toute cette section, .4 d6signe un op6rateur auto-adjoint compact da.ns .E :

D6finition L,3.L ,Le spectre de A est l,ensemble :

o(A,) : {) e C, A - 
^I 

n'est pas i,naersible dans L(E)B}.

D6finition 'l'.3.2 \'Jn nombre,\ e C est une valeur propre d,e A si, et seulement si A- )l
n'est po^s injectif.

Remarquons que, d priori, si ) € o(A), trois cas peuvent se procluire pour I'op6rateur
A_ ),1 :

(i) il peut ne pas 6t;re injectif, et clans ce cas ) est une valeur propre,

3. Inversible dans Ll,.E), veut dire que I'inverse est un op0rateur lin6aire continu

1AI+
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(ii) il peut ne pas 6tre surjectif,

(iii) il peut 6tre bijectif, mais l'inverse n'est pas continu.

Pour simplifier l'6uonc6 du th6oreme suivaut, nous ferons I hypothdse clue I'op6rateur
A n'est pas de rang fini (si c'6tait le cas, les valeurs proprcs scraicnt cn nombrc fini. ct
"0" pourrait ne pas 6tre une valeur propre).

Proposition 1.3. L Notons do(A) I'ensemble d,es ualeurs propres d,e l,opth-ateur A :

- o(A): {0} tJ oo(A);

- To,ute uale'u, W'opre 'no'n-'n,,ulle est de ,nuultiplic,ite 
Ji,nie;

- L'opdrateur A d, au plus une i,nfinitd, d,€nombrable d,e ualeurs propres, dont le seul

. point d'accumulation possi.ble est,,O,, ;

- Les ualeurs Propres de I'opd,rateur A sont rdelles et des uecteurs propres correspon-
dant d, des ua,leurs propres di,stinctes sont orthogonaur;

- L'un des nont'bres + ll A ll est une ualeur propre de l'opd.rateur A.

Les valeurs prollres non-nulles d'un op6rateur auto-adjoint compact peuvent donc 6tre
rang6es en une suite qui tend vers "0". Nous pouvons maintenant 6noncer le r6sultat le
plus important de ,cette section :

Tlbr6oreme L,3.L Notons (,\,")r,6ry les ualeurs propres d,e A, auecl,inlrr-*An:0, Il et:iste
une base hi,lbertierute (e,,),,eru de N(A)L telle que yr e E :

od rs e A(,4)

Bien entendu, la colnvergence des s6ries dans le th6oreme cr-dessus sont d prenore au sens

de la norme de E. J.ci encore, si I'op6rateur ,4, est de rang fini, les sommes ci-{essus sorit

en fait des sommcs finics. Il est clair que tout op6ratcur donn6 par unc formule cornmc la,

pr6c6dente est compact.

@co
. \-, r \-. ,r:ro* llr,en)en et Ar: ) ),,(r,e*)e,

n:O n:O
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Gsxr;nalmns suR LES pn.oelpnans
IIvvBRSES

Da's cc chapitre, nous d6finisso's dc maniirc globalc, sc quc

velses et en quoi ilr; sont pour- la plupart mal pos6s, ces d6tinitions
exemples divers;

sont lcs probiimcs in-

ser-orrt illustr'6s lrar dcs

2,L Probldmes directs et probldmes inverses

2.L.L Pr6senl;ation g6n6rale

Deux probldmes sont dits inverses, I'un de I'autre, si la forrnulation de I'un met l,autre
eI] cause : si Ie prc,bldme direct consiste d d6crire et pr6dire les eft'ets cl'un ph61omd1e

connaissant les causes qui en sont d l'origine, le probldme inverse, par opposition au pro-

bldme direct, cousiste d d6terminer des causes connaissant des eft'ets.

L'utilisation des termes : direct et inverse est relative, et d6pendante de quoi est connu et
quoi en cherche d dalterminer, d titre d'exemple la pr6diction de l'6tat futur d'un systdme
physique connaissanLt son 6tat actuel, est le rnoddle type du probldme direct, on peut envi-

sager divers probldmes inverses, par exemple, reconstituer l'6tat pass6 du systdme connais-

sant son 6tat actuel ( si ce systeme est irr6verssible), ou la d6termination d'un paramdtre

du systeme, connaisrsant son 6volution ou une partie de son 6volution (Identification ci'un
paramdtre). En g6ndral probldme inverse et probldme direct sont compl6mentaires, en ef-

l6
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fet la r6solution du probldme inverse ne se fait pas sans urre moddlisation pr6alable du
ph6nomdme 6tudir3, autrement dit sans la r6solution du probldme direct correspondant
qui d6crit comment les paramdtres du moddle sont li6s, ensuite, d partir des mesures ex-
p6rimentales obtettues sur le ph6nomine r6el, la d6marche va consister d valicler lc r.oclilc
par r6soluton du probldme inverse.

2.L,2 Exemp,lss de probldmes inverses

.Les probldmes inverses constituent une th6matique extr6mement vaste, et apparaissent

dans de notnbreux rlomaines scientifiques qui peuvent 6tre tr6s clift'6re1ts les uns des autres,

sans 6tre exhaustif, nous citons :

/ L'imagerie m6djLcale (Echographie, Scanners, ...),

{ L'ing6nierie p6t.rolidre (Identification de perm6abilit6, magn6tisme, ...),

/ L'hydrologie,

La chimie (D6termination des constantes de r6action),

Le radar (D6ter:nination de la forme d'un obstacle),

L'acoustique sou.s marine,

La m6canique quantique (D6termination du potentiel),

Le traitement d'image (Restauration d'images floues ) ... etc.

De point de vue formalisme math6matique, ces probldmes se r6partissent en cleux

grandes parties : les probldmes inverses lin6aires qui ramdnent d,la r6solution d.'une 6qua-

tion lin6aire, et les probldmes inverses non-lin6aires, qui sont Le plus souverrt, cles pro-

bldmes <l'identificati.on cles 1;aramdtres.

Et de point de vrre technique, on peut les classer en deux cat6gories : les probldmes qui

visent d, d6terminer ies conditions aux limites ou des sources inconues, et les probldmes

li6s d, I'estimation d,e paramdtres intrinsdques du systdme. Le premier type de probldmes

apparait d6s que la mesure directe de la grandeur physique 6tudi6e n'est pas accessible ep
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pratique' Dans la deuxieme cat6gorie de probldmes inverses, r'.bjectif fix6 est de d6ternri-

;ffinil,, 
connaissance partielle de l'6tat du systdme, les paramdtres d6crivarrt le

Dans ce qui suit, nous citons quelques probldmes inverses concrets :

Exemple 1

touver un prolynome p de degr6 n aveccomme donn6s res n z6ros r1,.,2,...,tn ds7polynome P' ce probldme est l'inverse du probldme direct qui consiste d trouver les z6rosdu polynomes P' la solution du probldme inverse est le polynome p d6f i par p(r) 
=.

5*;i*;J;il o - rn), ot c est une constanre.(on remarque ici que ra sorution

Exemple 2

Tlouver un polynome p, 6tant donn6 les valeurs At,Az,..,Un eJR du polynome p auxpoints t7tr2t"''r" est le probldme inverse du probldme direct qui consiste a 6varuer paux points r1,12,"',tn,le probldme inverse ici n,est gue |interpolation de Lagrange .

Fxample B

Donnant une matrice r6elle sym6trique,4 de dimensron 7z x n etn r6els .Ar,)2, ...,^n.Tbouver une matric,e diagonale D telque la matrice A+Dd pour valeurs propres A1, ),2, ..., )n

;],|.j|;r,""J; il;''" 
du probldme direct, qui consiste d d6terminer les valeurs propres

Exemple 4

Pour d6terminer la rdpartition de la temp6rature dans un mat6riau h6t6rogdne occu-pant un domaine f, c rRs, on 6crit tout d'abord ra conservation de l,6nergie :

ATp"E +div(1) : f (r,A,") d;ens f), (2.r)

OU:
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- 7:latemp€,rature,

- p: la densiter du fluide,
.- c : la chaleur specifique,

- ! : le flux de chaleur,

- /: une source de chaleur.

Sachant que la loi de Fourier affirme que : f, : -Kgrad? (ot K est la conductivit6 ).
en 6liminant 1 da,ns (2.1), on obtient :

pr#-div(Kgrad?) : f (r,a,z) dans f), (2.2)

cette 6quation soit; Otre compl6t6e par des conditions aux limites sur le bord de f), et
une condition initiale, le probldme direct est de d6terminer ? connaissant ies cocfficie'ts
physiques p,c et I(, et bien str, la source de chaleur /, plusieurs probldmes inverses
peuvent 6tre pos6s :

- 6tant donn6 urr" -br.tre de la Temp6rature A, un instant ts ) 0,d6terminer la
temp6rature initiale .

- 6tant donn6 une m6sure de la temp6rature, d6terminer certains co6fficients cle l'6oua-
tion.

Exemple 5(Probleme inverse en Hydrologie)

Un milieu porerJx est constitud d'une nratrice rocheuse comportant des pores qui
peuvent laisser pa"sser l'eau, il est essentiellement impossible de d6crire l'6coulement d,un
fluide dans un tel milieu h6t6rogdne, on utilise alors des modOles physiques si1rplifi6s,
le plus connue 6tan1; la loi de DARCY, qui relie la hauteur h(", a , z , t) de l,eau dans le
milieu appel6e : char:ge pi,ezom€.trique d"lavittsse de filtratiou i(r,a, z,t) par la relation :

V : -Kgrad(h) (2.3)

or) : K est le co6fficient de conductivit6 hydrologique. On exprime 6galement la conserva-

tion Ce la masse par :

+ div(f,) : 1, (2 4\^0h
ot
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orl : ,9 est le eo6fficient d'emmagaainemert sp6cifique et f ost une source, el'ot on obtient ;

(2,5)

A, laquelle on ajout;e des conditions aux limites et initiales.

Les problemes ,Ce transport de contaminant font intervenir en plus de l'6coulement, la

fagon dont 6voluer la concentration d'une 6spdce Fort6e par l'6coulement, Ce ph6nomdne

met eu jeux trois m6cauismes : la convection , la diffusion mol6culdre et la dispertion cin6-

matique, on s'intdresse d,la convection, la quantit6 6udi6e est la concentration C(r,y, z,t)
du polluant , qui ob6it d 1'6quation de type Convection-diffusion :

S# -div(Kgrad (h)) : f

ac 1 ,. ,^-_-+\
- -F =div(C o') - div(DgradC) : f.,ot€

-^ (*) : lnf Gu+tn)ct;:

(2.6)

orf :

- { porisit6 cin6matique,

- D tenseur de diffusion,

- /o source de polluant.

Le probldme direct est constitu6 par les 6quations (2.5) et (2.6), on pratique, on r6sout

(2.5) puis on r6soub (2.6), V 6tant connue. Le probldme inverse est alors, de chercher Ia

conductivit6 hydrologique connaissant un nombre de m6sures discretes de la concentratiorr.

Exemple 6 (Imagerie m6dicale)

On pr6sente dan.s cet exemple la technique utilis6 pour les Scanners, orf un tube i rayon

X est mont6 sur un. portique qui entoure le patient, les rayons 6mis sont m6sur6s par des

d6tecteurs plac6s en face des 6metteurs, nous consid6rons la situation bidimensionnelles,

sous certaines hypothdses, et a1rr6s moddlisation, on obtient l'6quation dift'6rentielle :

(2.7)

oi Ii et 16 sont les intensit6s A, l'6metteur et au r6cepteur en dehors de I'objet , / est le

co6fficient d'att6nuertion et z est le vecteur norml d,la droite sujvie par le rayon X, tanclis
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que 0 est un vecteur unitaire orthogonal d" u . Le prcbldme direct consiste d, d6terminer

I'intensit6 m6sur6 au r6cepteur, connaisant celle qui est envoy6e par l'6metteur, et la
fonction d'att6nuaution /. Le probldme inverse est de d6terminer la fonction f connaissant

les deux intensit6sr 11 et 16.

2.2 Probldmes bien et mal pos{6s

2.2.L Concepts du probldmes bien et mal pos6s

La r6solution des probldmes inverses est une probl6matique qLri reste encore aujourd'hui

tr6s complexe, cette complexit6 provient du caractdrc mal posd des probldmes inverses,

en effet, contraire:nent aux lrrobldmes clirer:ts, qui sont souvent bien 1ros6, orl les m6me

causes produisent les m6mes effets, pour les probldmes inverses, les m6mes eft'ets puissent

prrovenir rle causes diff6rentes, nous d6finisons plus lrr6cis6ment rlans ce qui suit, c'est quoi

un probldme bien pos6 et un probldme mal pos6 :

2.2.2 D6finition d'un probldmes bien Pos6

G6n6ralement, Ia formulation math6matique d'un probldme est sous la forme :

Ar: A

o:ir :

- r est I'inconnue,

- y est la donn6e (g6n6ralements des mesures exp6riment'ales),

- A est un op6.rateur d'un espace Banach X vers un espace de Banach Y.

Selon Hadama,rdr, le probldme (2.8) est bien pos6 si :

1. Pour chaque gr dans Y, il existe r dans X solution de (2.8).

2. La solution de (2.8) est unique,

3. La solution de (2.8) est stable vis d. vis des perturbation,

1. Nous verons plur; loin, d'autres d6finitions pour qu'un probldme inverse soit bien pr;s6.

(2.8)
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ce qui 6quivalent A dire, le probldme (2.8) est bien pos6 si :

1. ,4 est surject,ive,

2. A est injecti'i'e,

3. A-r I'inverse, de ,4. est continu sur Y2.

Par, opposition, un probldme est dit mal pos6 lorsque I'ure (ori plusieures) des conditions

de Hadamard n'est pas respect6e .

En pratique, lo:rsque on est en pr6sence d'un probldme mal pos6, deux conditions citdes

ci-dessus peuvent ()tre particulidrement probl6matiques, tout d'abord, l'absence de stabi-

lit6 de la solution, lreut engendrer une des importantes erreurs dans la r6solution, en eft'et,

pour une r6solutio:n num6rique, si la solution ne d6pend pas continOment des donn6es du

probldme, alors cela signifie qu'une faible variation de ces donn6es lreut engendrer une

importante variation sur la solution, quand d la non unicit6 de la solution, elle constitue

,6galement un lrrobldme s6rieux, en eft'et, lorsque plusieurs solutions sont possibles, il de-

vient n6c6ssaire de trouver un moyen de choisir la meilleur, c'est d, dire la plus exactc clo

point de vue physi,gue.

2"2.3 Exemples de probldmes mal poses

Dans cette sect;ion nous pr6sentons quelques probl€mes inverses mal pos6si, et nous

indiquons laquelle des couditious de Hadamard n'est pas v6rifi6e :

Exemple 1 ( Probldme du Potentiel )

Supposons un corps

potentiel :

D c iR3 avec une densit6 p(r) on z € IR3, ce corps g6ndre un

,,(r): 1"74* 1, -;or, (2 e)

on considdre le prolbldme inverse suivant :

" trouver la densitti p(r), 6tant don6 le potentiel u(z) pour r e B'rr: {r,lrl } ,B} Ioin

de D."
2. Le choix des espaces de d6part et d'arriv6e X et Y est tr6s important dans cette d6fintion
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Sachant qu'une masse ponctuelle rn et une masse rn uniform6ment distr:ibu6e dans

une boule de rayon o g6ndrent le m6me potentiel u(r): ffi, donc il n'est pas possible de

d6terminer d'une manidre unique p(r) en m6surant u,(r), ce probldme est donc mal pos€,

car la d.euxidme conditions de Hadamard n'est pas v6rifi€e.

Exemple 2 ( Probldme de d6rivation )

:- Considdrons I'espace de Hilbert L'(Q), et I'op6raueur int6gral ,4 d6finie par:

rr
Af (*): I f (t)dt (2.10)

JO

i il est facile de voir que cet op6rateur est injectif et que A e L(L2(0,1)), par contre son

image,est le sous espace vectoriel

R(.4) - {u e .r1'(0,1), u(0) : o}.

or) .F/1(0,1) cst I'espacc dc sob,olcv, en cff'ct, l'6quation :

est equivalente d, :

f(r) - s'(r) et e(0) :0

contirul sur L2(A,1.). comme le montre I'exemple suivaru :

consid€rons une fouctio.n f e Cr(p,l]), et n € N, soit :

1

alors

d'ou: 
1 1 1 ^ ,

ll f - f" ll": ;(; - fisin(2n'))i '-'o
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ma$ :

ll f - f* llr: n(! + fismQn'))i 
-- +-

donc, la diff6reuce entre // et /l peut 6tre arbitrairement grarrde, alors que la diff6rerrce

entre / et /, est a.rbitrairement petite.

Exemple 3 ( D€,termination d'une pararmdtre )

On considdre le probldme elliptique en une dimension :

(2.11)

Dans cet exemple,, nous prenons a(z) : 12 * 1, et la soiution u(r) : *, "" 
qui clonne

f (r) : 3r2 + 1. Le probleme direct consiste d, calculer "u, 6tant donne a et f . Pour le

probdme inverse, .nous consid6rerons que ,f est connue, et nous chercherons i, retrouver

le co6fficient o d partir d'une m€sure de u. Pour cet cxcmplc, volontaircmcnt simplifi6,

nous supposerons que I'on mesure u en tout point de I'intervalle l- 1,1[, ce qui est bien

6videmment irr6aliste. Nous ailons voir que m6me dans cette situation optimiste. nous

sommes susceptibles de rencontrer des difficult6s. En int6grant l'6quation (2.11), et en

divisant pa,r u6,, nous obtenons I'expression suivante pour a (en supposant Que u6 ne

s.{'annule pas, ce qui est faux sur notre exemple) :

a(r): S- *:- [' f (t)dtu'lr) u'lr) Jo

ce qui donne, danri notre cas particulier :

/\Ca(r):|*"' *1 pour r+0

orj C est une constante d'int6gration. Nous voyons que, m6me dans ce cas particulier, a

n'est pas d6termin6e par les donn6es, c-d,-d u. Bien entendu dans ce cas, il est ciair que

la bonne solution correspond it, C : 0, puisque c'est Ia seule valeur pour laquelle n, est

bor.n6e. Pour pouvoir discriminer parmi les dift'6rentes solutious possibles, nous avons du

faire appel d, une information suppl6mentaire (on parle g6n6ralement d'une information d

f -(a(r)u'(r))':f(r),
I "(-t) : z(1) : 0,
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i

-.1
j

I

I

priori). Il y a dans ce probleme deux sources d'instabilitd : tout d'abord l'6quation (2.L2)

fait intervenir u', et Rous venons de voir que le passage de u d u' est source d'instabilit6. II

s'agit la d'un phdnomdne commun aux probldmes lin6aires et non-lin6aires. Par contre, la

d,ivision par u'montre une instabilite sp6cifique des probl€mes non-lin6aires. Si u's'a,nnule,

lra drvision est impossible. Si u,t est simplement petite, Ia division sera cause d'instabilit6.
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SolurICrN D'uN pRoBr,pvtu INVERSE MAL
POSE

En g6n6rale unL probldme inverse est mal pos6 et la solution directe :

r: A-'A

d'un probldme inverse de la forme :

Ar:A (3 1)

peut produire unel absurdit6, donc le probldme doit 6tre reformuler d'une maniire oi
il devient bien pos6 pour avoir une solution stable, cette dernidre ne sera qu'une ap-

proximation de celile exacte. Le terme Rd,gularisataon regroupe I'ensemble des techniques

math6matiques qui permet de transformer un probldme irrverse mal pos6 en un autre bien

pos6, et obtenir urre solution d6pend contin0ment; des donn6es.

Sachant qu'un probldme inverse mal pos6 d6pend du triplet {A,X,Y}, on entand

par r6soudre un p:robldme mal pos6, port6e les mdification sur ce triplet poul rendre le

probldme (3.1) bien pos6.

Dans ce chapit;re, nous allons d6tailler I'aspet th6orique de quelques m6thodes qui

permet de r6soudle un probldme inverse mal pos6, en d6finissant des nouveiles notion

d'inversion et de solution, de fagon que la solution obtenue, d6pend contintment des

donn6es et soit proche, dans un sens, de la solution exacte :
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3.1 Th6ordme de Tikhonov

Soit ,4 : X -, ts un op6rateur lin6aire continu et injectif d'un espace m6trique X clans

un espace m6trique Y, I'inverse de ,4 existe, mais n'est pas forc6ment continue parrour

dans Y, donc le probldme est mal pos6, car Ia solution ne d6pend pas contin0ment des

don6es, pour le re,ndre bien pos6, on va restreindre le domaine de ,4-1 sur rrne partie de

Y, pour cela, nous consid6ront -? c X, un sous espace du X et on c16finie le sous-espace

? d. r, pu.
?:{aey,Ar-a,Vr€i},

c-a-d : ? est I'image de -t par A, onsuppose que la solution exacte r. duprobldme (3.1)

appartient d, -i, rrous verrons que dans le cas oi. le sous espace .i est compact, alors,

I'inverse A-1 sera continu ,.r, ?, et par la suite, la solution obtenue sera stable :

Th6oreme 3.L.L (Tikhonou) Soit A un opd,rateur lindaire, conti,nu et i,njectif d'un es-

pacent€triqueX uersunespacemdtriqueY, soiti c X et?: {y e Y,Ar:y,Vr e R},
si, * est compact, alors l"inuerse : A-1 , ft --- ? est continu ,',r, ? .

Du th6ordme de Tikconov, d6coulent deux corollaires importants :

Proposition 3.L.L Soi,t y" e ? ta mdsure erate qui correspond, d, la soluti,on eracte .r,e

si r" € -t alors : t!-ry" - a.

Proposition 3.1.12 Soi,t {y.}*21 une suite de nl.esures dans Y et on d6fini,t. Ia suite

{*n}n>, : {A-tar}n>t" Qui correspond, d {An}n>, d,ans t , alors si lim,,*oo yn - ! se-

lon la R'oT'trL€ deY, on alimn-axn:i selon la norme de X et de plus Ai:i.

La proposition (3.1..1) assure I'unicit6 de la solution pour le prcbldme (3.1), pendant que

la proposition (3.1.2) montre que la solution est stable. En effet, nous supposons que,

dans le probldme (:3.1), la donn6 g est connue approximativement, posons Au - A. * e

ori e repr6sente le bruit sur la donn6e, si on suppose que : A' e ?, c-d,-cl que la donn6e

atteinte de bruit rente toujours dans le sous-espal"?, da,ns cette situation, I'inverse A-l
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est continu et f = A-tA' est unique et d6pend contin0ment de g', autrement dit : si

a' - a" alors rt -+ ret donc le probldme est bien pos6, mais dans un nouvel sens, qui sera

pr6cis6 par le th6ordme suivant :

Th6oreme 3.L.2 (Laarentiea) Le problime de rdsoudre I'6quati,on mal posd :

Ar:U, reft et Ue?

est bi,en pos6, si :

(i) /l est connu a priori qu'une solution f" eri,ste, et elle est d,ans *,
(ii) La solution est un'ique,

(iii) Des peti,tes uariati,ons sur la donnd,ey, ne lafont pas sort'ir d,e l'espace?.

Le carratdre bi.en ioosd selon Lavrentiev est dit : cond,i,ti,onnel, et si le sous espace -? est

diff6rent de I'espace X, on dit qu'on a mis le probldme dans :une classe de correct'ion.

Dans ce sens, le carractdle bien pos6, selon Lavrentiev differt de la d6finition classique

d'un probldme bien pos6 de Hadamard en :

(i) I'equation Af ,* g n'est pas cons6der6 pour des m6sures quelconque en Y tout entier.

(ii) L'op6rateur inverse A-l n'est pas oblig6 d'etre continue sur I'espace Y tout entier,

mais uniquernent sur I'image de I'espace de ciasse de correction.

Pour savoir comment peut-on appliquer ce rdsultat d, un probldme inverse mal pos6 nous

proposons I'exemp.le suivant :

Exemple 3.1-.L C|onsdd€rons le proilAme'inuerse mal pos€ su'iuant :

71 r'
Ar(s) : 

Jn 
r(t,t)r(t): s(s)

tel que :

k(s,t) - { ;li _llt,T:l:;: i
si on cons'idd.re que l'opdrateur A dd.fi,n'i su,r l'espace X : C[0,1], on cherche d, d€,ternti,ner

r(s), d,tand, connu',y(s).
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Si ot't, se restreznt au sous'espo"' fr compact d'ans X ' qui' est dd'fin'r' par :

ft : {r€ X' ll " ll?:ll r ll3 + ll "' ll3< C}

otl, C est une constante posi'ti,ue d,onn6e. Alors, le thdorb,me de Tikhonou garan[i't que

I,,i,naerse de ,4 est cont:'i,nu sur cette classe de correct'ion'

3.2 Qurasi-solution d'un probldme inverse mal pose

ontraiteltoujoursleprobldme(3'1).onA:X.-.+Yestunop6rateurlindairecotrtinuet

injectil'd,unespacem6triqueXdansl,espacem6triqueY,Acausedeserreursdemesure

sur Ia donn6e gr, cette dernidre peut ne pas appartenir d l'espace ? : Aft ' clans ce cas'

Ie th6'rdme de Tikhonov n'est pas applicable' ce qui nous oblige d' approcher la solutrion

exactepaluneautre,quiluiseraplusproche,etd6pendracontinomentdesdonn6es.

Cette nouvelie soiution qui sera appel6e : Quasi.solution, fera l'objet de Ia pr6sente

section :

D6finLition 3.2'L (ln €Idment i €' ft mini'mr'sant Ia fonctinnelle : pv(Ar'a) pour urt

A €y sur t!'e sous-espace ft est d'i't Quast'-solution tie l'6'quati'on

Ar:a,

autrementdit,ieftestuneQuasi-solutionsi'etseulem'ents'i:

pv(Ai,r) : #* Pv(At'u)

3.2.L lDxistance et unicit6 d'une Quasi-solution

I)'apr€s Ia d6finition p:r6c6dente' pour qu'une quaslsoiution existe' il n'est pas n6c6s-

sairer d'exiger, a priori, que la solution exacte soit dans i et que les donn6es soient prises

danli ?, car une quasi-soiution pourrait exister poul une dorrn6e f quelconque dans .!,,

comme 
'assure 

Ie prochain th6ordme qu,on abordera plus loin' Mais d'une autre part' une
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quasi-solutiorr, quand elle existe, elle n'est pas forcement unique' Notons pat D l',esemble

des quasi-solutions, alors on doit disposer cl'un moyen (des conditions supl6rrtentaires)

pourqu'elaquasi-solutionsoituniqueetd6pendecontinfimentdusecondmembrede

l,6quati,rn (3.1), ces conditions sont donn6 par le m6me th6ordme' Mais avant de I'6vo-

quer) cc)mmetnqons d.'abolds par d6finir la projectior' d'un 6l6mcnt dc Y dans i'un de ces

sous-espaces :

D6fini1;ion il,z,z Soitg €y etQ un sousespace d,e l'espaceY , Un 
^lemnts 

€ Q est dit

proiection tl,e I'lldment y d'ans Q kn d'crit q: P?l) si :

Pn@,u): P"(tl'Q)

aaec:

Pv@,Q) : :{oPv(a'il'

Theoreme g.2,T Si l,dquation Ar: a a, au mo'i;ns, une soluti,on d'ans un conLpact ft et

si,la projectton d,e chaque \lement d,eY d,ans? : Ai est uniq'''te ' Alors te probtdme (3'7)

a une 'solut'i'on unxque, et cette solution d'6pend cont'inilment de y '

si les Jrypothdses cie ce th6ordme sont v6rifi6es, alors le probldrne mal pos6 (3'1) devient

bien p,cs6 deuns Ie compact -i . Mui, parmis ces hypothdses, 'n 
a I'unicit6 de la projection'

Iaquestionquiceposedonc,c,estdansquellecaslaprojectiond'rrn6l6merftgeYdans

i - AR est unique?, Le th6oreme suivant' Ilous plopose urre conditiorr suffisattte pour

que certte Pr:ojection soit unique :

Th6oreme 3.2.2 SuPPosons que

(i) -f; est c:onuetre,

(ii) toute stphEre d'ans l'espaceY est stri'ctement conuere'

Alors : unrz quas'i-soluti'on d'e l'tquation Ar : g d'ans Ie compact ft

d,dpend continbment de Ia donnd'e y '

est un'ique et ell'z

de A, irn,

Remarqu.e:Lefaitedesupposelq'".testconvexe'a5sure'vialalin6arit€
' i "-t) on conclut i'unicit6 de la projection'

converxit6 de Y' dor
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3.3 In'erse g6n6ralis6 (Moore-Penrose)

Pour det,erminer une Quasi-solution de l'6quation: Ar - !' Qfr a vu qu'on doit la

chercherr darLs un compact.i inclu dans l'espace de d6patt x' pour ce qui suit' on va

ommetrecettecondition,etnoussupposonsdeplusquel'espaceirnageR(A)'necouvle

pas fo'c6me:nt l,espace de mesure y, c-i-d : si g" repr6sente la donn6e 6xacte' et y' la

donn6el entach6e par une erreur c' alors il se peut que :

!J' : U.+ e (. n@)'

Dans teile situation, non pas seulement que la solution peut ne pas 6tre unique' mais

elle pe,ut n,elxister m6me pas, c'est la motivation d'introduire une nouvelie approximation

pour Ia soluLtion de 1'6quation Ar: a'

Dar,ns cebte section, nous d6signerons par A un op6rateur lin6aire continu d'un espace'

de Hil[bert f/r dans un espace de Hibert H2, et 6tant donn6 a €.F12, rrous cherchons Du

d6terrniner r solution de (3'1) :

3.3.1 Solution LS et Gquation d'Euler

D6.firritiorr 3.3.I- Soi't A i H1 .-.+ H2 un opd,rateur li'n6ai,re cont,inu, a € Hz, i e Ht e's't

d'itesoluti'ttnLS(Least-squares)d'el'|quatiorz(3'1)c'estelleu6ffie:

ll Ai - s ll: inf {ll Ar - a ll, r e f/1}'

D,apr6s la d6finition, et de point de vue g6om6triq,16, la solution 'L's, r6alise la distancr:

mini:male r:ntre le sous-espace n(A) et la m6sure E'

I].est6videntque,sig€R(A),alorstoutesolutionde(3.1)estunesolutiorr.L,S.
s''ig(R(A),alorslasolution,LSpeutnepasexistercommelemontrel,exemple

suiva,nt :

Exemple, 33.L Soi'ent X : Cla'b]

consid"6ro'ns l'opdrateur i'd'enti't6' I : X

rnenu d,e Ia norm' il ' ll'' Y : L2la'hl' et nou's

- Y, si' on prend' a eY v'aec a $ Y' et on utilir'se

ol
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la d,ensiitd d,e X dans Y , alors :

inf{ll /r- v ll' n € X}: infill r - a ll''n €' X} : 0

mais iI n'etit;te aucun dlIment i e X tel que ll A - E ll: 0'

Mainte.nant, nous donnons quelques conditions necessaires pour I'existance d'une solution

,LS pour uner donn6e 3t quelconque dans Y :

Th60reme 3.3.1 soient x ety d'eur espaces uecto,ters norm6s, et un op€,rat,eur ri,nd'ar,re

A : X '* Y , si' l'rlne d'es conrli't'i'otts srtitsant'es est' ttd'rtifii'es :

(i) .R(,4) est C'e dim'ensi'on fini'e' ou s'i

(ii) y est u'n espace d'e hi'lbert' et n(A) est un sous-espace ferrnd dans Y 
'

Alors, une t;olution LS d'e (3'I) eriste pour tout A eY'

Pour une classe importante de probldmes inverses' les detx conditions cit6es dons le th6o-

rdme pr6c(lclent, n,otrt aucun chancc d,otrc v6rifi6es. Ces conclitions pcuvetrt dtrc rcla:<ct,

en pr€rnant la donn6e g dans un sous-espace apropriO <ie Y :

Th6orem,e 3.3.2 soi,ent Hr et H2 d'eur espaces d'e lIi'lbertt ' et un opdrateur I'in€atret

A: Ht .. I{2, et P : Hz. H1 la projection orthogon'ale ,tansffi. Pour tout E e Y , Ies

cond,i"ti,ont; sui'uantes sont d'qui'ualentes :

(i) I'6.quatt'on, (3'1) ad'met une solution LS'

(ii) 3/ € .R(A) fl) R(A)r '

(iii) t'€qucr,tion Ar: Pg admet une solut'ion'

RemLarque : Elargir i'existance d'une solution(au sens apploximatif) d' une classe de'

mesuresgendehorsdeR(A)'desortequ'ellecouvrelesous-espace:

R(A) e R(A)'

est tr6s sautisfaisant comme r6sultat'

tout entie:r' car on a ce rOsultat :

vue que R(A) o R(A)r est rrprdsquett I'espace -E[2

1. Le rdsrultat rest vral par un espace vectoriel quelconque'
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Th6oreme 3.3.5 Soit A : Ht --+

alors :

H2 un opirateur lindair,z cont'inu,, et A* son, o,djoint,

N(A-A): 1\(,4).

L'unicit6 de La solution Z,S, et li6e, alors A. I'injectivit6 de J.'op6rateur A comme on a vu

dans la proposition (3.3.1).

Dans ce qui suit; nous examinons le cas otl ,4 n'est pas injectif, c.d,-d la solution
Z,S exisbe mais n'est pas unique, donc le probldme est toujours mal-pos6 et une nouvelle

aproximation est donc n6cessaire :

3.3.2 fnv'erse g6n6ralisC As

A esL un op6rateur lin6aire continu d'un espace de Hilbert ,I11 dans ur] cspacc clc Hibcrt

H2, 6tant dorrn6 U € Hz, nous cherchons toujours d d6terminer r solution de 1'6quation

(3.1), orr a vu pr6c6demment que si N(,4) est non vide, alors la solution lS peut rlc pa^s

6tre unique, nLotons toujours par : S, I'enssemble de ioutes ces solutions, on a le r6sultat

suivant :r

Th6oreme 3.3.6 Si, y e n(,4) O R(A)t, alors I'ensemble So est un couere fd,rmd non

uid,e d,e ,H1.

Donc, d'apr6s ce th6ordme, il existe un unique rs e Ss, dans la norme est minimale, ce

qui nous amdne ii, proposer cette d6finition :

D6finition 8,,3,2 rn e H1 est di,te soluti,on g6,ndrali,sd.e de (3.t) si. :

lltrll : inf{llhll' ouh est une soluti,on LS de (3.1) }.

Ddfinition 3.3.3 On appelle l'opdrateur An d1fi,nie de D(A) : R(A) @ n@)L dans H2

et qui, atisoc'ie d, chaque A e. D(As) l'unique soluti,on g€ndralisd. rn, l"inuerse g€nd,rali,s6,

(Moore-Penrose Generalised inaerse) de A.

Commenconsi par ce premier r6sultat concernant I'op6rateur An :
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Th6oreme 3'3'7 Yy e D(A) on d' ! re: Asu e N(/)t autrement dit :

R(A) c N(A)r.

Le th6ore're suivant propose nue nouvelle d6finition (6quivaleute bien sfir) pour l'irtverse

g6n6ral.is6 A, :

Th6oremer 8.8.8 Si A : A I N(A)r reprdsente la restriction de A sur N(A)', alors

pour tctut A ( D(As) : R(A) @ R(A)r, on a :

Asa : A-t Pa

oti PY est la, Projection d'e Y surE@

Nol;ons p,ar e et p les projections orthogonales sur I'T(A) et E@ respectivement, le

th6ordrnesuivantregroupequelquespropri6t6sdel'op6rateurA,:

Th6oreme 3.3.9 I'op€'rtateur gdndralisd An u€ri'fi'e :

1' AA.A: A

2. AnAA'r: An

3' AnA='I-Q

l. AAn == P lo@n)

Rema.rque :Nous voyons qu' a parir d'un op6rateur A qui est mome pas injectif' avec une

image R(,4) n,est pas nec6ssairement dense dq,ns I12, on a construit un inverse g6n6ralis6e

An deA et qui est de plus, d6fini sur sousespce dencse de Ifr' La question qui ce pose

maintel'ant et quand a, la continuit6 de An, c-ird,la stabilit6 de la solution obtenue' en

g6n6ra,l A, tr'est pas continu, mais il est toujour ferm6 :

Th6oreme g.g.j.g A un opdrateur lin€.ai,re continu r|'un espace de Hi'lbert Hr dans un

espace d,e hli,bert H2, l'inuerse g,ndralisd' An est un op'rateur ferm6' i'l est conti'nu s'i et

seulem,ent si, R(A) est fermde '
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D'apr6srle thr3ordme pr6c6dent, le probldme de la recherche d'une solution g6n6ralis6e pour

l'6quation A:r : y n'est pas bien pos6 aux sense d'Hadamard que si 1?(A) est ferm6e,

malheurescmnt lnc grande classc dc probldmcs invcrscs nc v6rific pas ccttc conclition,

prenant; par r3xemple le cas oi I'op6rateur A est compact, et son image est de dimension

inf ic (' lcs 6quations int6gralcs d, noyau non d6g6n6rc ), oIr a vu clans la prcmidrc lraltic

que R(.A) n'est pas ferm6, d'ot I'op6rateur inverse g6n6ralisb An ne peut pas 6tre continu,

et des petites perturbations sur les donn6es peuvent donc, cr6er une grande erreur sur

la solution, c-a,-d que I'inversion ici est toujours un probldme mal pos6, nous examinons

cette situation sur un op6rateur compact, mes d, travers la d€compostion en valeurs

singuli.dres :

3.3.3 Ddcomposition en valeurs singuli€res de An

DarLs cette partie on suppose que ,4. est un op6rateur lineaire compact d'un espace

de Hiltrert f/1 dans un espace de Hilbert H2, on montre sans peine que A*A et A*A

sont derux op6rateurs auto-adjoints compacts dans 'F[ el H1 respectivement, les deux

op6raterurs sont positifs dans le sens (.4*.,4.r,r) >0 et (AA.r,I) > 0, car' pour le premier

on a (/lAn,r) : (Ar, Ar) :ll Ar ll> 0 et pour Ie deuxidme (AA*r,r) : (A*r,, A.r) :11

A.r lll:0. donc leurs valeurs propres sont positifs, et de plus ils ont les m6mes valeurs

propres stricbement positifs, pour le prouver, supposons que r est un vecteur propre assoi6

au valeur prropre ) > 0 pour I'op6rateut A*A, alors : A*At: An * 0, d'or) Ar 10, et

AA-(A|) == A(A*AL1 : A()r) : \(Ar), d,onc Ar est un vecteur propres associ6 a la

valeur propr{3 A pour l'op6rateur AA* et inversement, on obtient la m6me chose'

Darrs Ie prmiere chapitre, on a vu qrue A* A a au plus une iufitft6 tl6nombrale <le

vecteuls prolpres aurtonormaux : {u1, u2,..'} qui corresepondent aux valeurs propres non

nuls : ,\r,.\2,... et la famille {u1, uz,"'} forme urLe ba'se orthonormale de ry1.4 ta

fermdtrrre de, I'image de A*A,et comme R@4: N('4./)r' on aura:

E@4: N(.A)l
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: Posonc pj .= y[fr al ui * ltitAul, alorp I

A*ui : p;l A* Auj : trt;r),iui : lrjuj

e.t

d'or) :

@

* - F, +faiui

o-,ri : a; : (r,uj),, d'ot : g
Ar: \aiAui

j:L

D6finition 3.3.5 L'erPression :

: A:r =io,'+o,: i airyiui
j=t j=l

-r est d,i.te ' ddcompogian en a'aleu,rs singuliEres de l'opdrateur A.

Aui:1t,iui

A'A*uj: pjAaj: P?oi = \juj

ce qui implique que {ur,,u",,... } forme une famille de vecteurs propres aurtonormaux de

AA*, cette fa"rnille est compldte dans : R@Z{ : N(AA.)I : N(/.)r

D6finition 3.3.4 On appelle ttualeu,rs si,nguli,irestt de I'opdruteur A les ualeurs Fj, et

'tuecteilrs si,nguli,erstt de A les uecteurs {ui,ui}, etttsystime singuli'ertt de A, le systi.me

{ur,,ui; ki} .

Le sous-espace t{(4) est fermde dans .[/1, donc tout 6l6ment de r € flt s'6crit :

fr -* Tn + n) avec : rn € N(,4) et nx e N(A)t

comme m est,la projection de r sur N(,4), on a rn - Fr, uu"" F est la projection

orthogonale sur N(.4), tandis que la famille {t,;} est compldte dans N(,4)f alors, on peut

4crire :

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

oo
\-l: )-,ajFiu'j
j=l
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Revenons meuintenant d l'6quation :

Ar:U

d'apr6s Ie d6'i'eloppement en valeurs singuiidres de Ar, et si z est une solution de (3.1) ,

alors: 
;1 , 1a
laiAui: ) .djqjuj:U
j=r ;-1

d'ot :

(a,uj): aj\j: pi@,ui)

ce qui impostl une restriction sur la mesure A) car d'unr: part ui est une familie compldte

dans N(.4,*)a : R(A) d'ot 3t e n@) et d'autre part :

i,r;'l(u, ui)l' :f l"rl': ll"ll' - llP*ll' < ll"ll' < *
;-l

inversernent, si 3r € @ "t IE, X;rl@,u)|2 < oo alors tout 6l6ment z de la forme :

@/\

,-\-w:!ilu *u
ii Pi

est une solution de l'6quation , pour u quelconque dans N(A);

conclute le ttrdoreme suivant :

ce qui nous permet de

Th6orerme :i.3.L1 l'€quati,on Ar : g admet une soluti,on si, et seulement s'i :

i u eE:(A),

ii DF, \;rl(,u,u)l' < *.

Les deux conditions cit6 dans le th6oreme pr6cedent sont dites : Ies conditions d'eris-

tance tle Pti,card,. sachant que A*,A, A un nombre finie of une infinit6 d6nombrable de

valcurs proprcs, ct cornnre la farnille ui cst cornplitc dans N(,4*)t : R04), clott<; lc prc-

mier casi se produit uniquement quand E@) cst dc dimcntion finic, dans lc deuxiimc cas

(qui nols intriresse de plus), on doit avoir ); --+ 0 pour r -+ oo, donc si l'6quation (3.1)
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admet une solution, la deuxidme condition doit 6tre v6rifi6, alors le tdlme:l(E,zi)l doit

tendre vers 0r plus vite eue uj.

Toujours, puisque les donn6es g peuvent ne pas appartenir d R(A) et rn6me d R(A),

donc en, doit faire recours d I'op6rateur inverse g6n6ralis6 -4n. Utilisant Ie systdme singulier

{ui,uii tti} de I'op6rateur compact A, on donne, dans le th6ordrne suivant, urr d6veloppe-

firent p,e111 I'op6rateur inverse g6n6ralis6e en une s'6rie :

Th6orr:me :1.3.L2 Soi,t {ui,uj; pj} un sgst\me si,nguli,er de l'opdrateur compact A, on a :

(i) s e D(A): R(A) $ -R(A)r <+ DF' x;'l(u,u)l' < *
(ii) po',ur U <: D(As), 

oo , \

Aou:T.YL,,ru 
7^ Pi

La con<lition (i) est dite:cri,tEre de Picard pour I'e-ristance d'une solution g6n6ralis6e,

et I'expression en (iz) est le d6veloppement en valeurs singulieurs de I'op6rateurs An.

Rernarque : Si on pose r : AsA alors :

Ar: A(Anil: i @Pou,: i,r, u)ui: Ps
i=r t"J j:r

donc pour {6terminer la solution g6n6ralis6e, on procdde en deux 6tapes : on commence

par renrplacer A avecson projection Pg rnt n(,4); puis en charche I'unique r qui v6rifie:

Ar: Iry ce rqui est exactement ce que nous avons vue dans le Theoreme (3'3.2) , de plus

le critdr:e d'e:xistance de Picard affirme qu'utte solution g6n6ralis6 du probldme mal pos6

Ar:3r exisrbc si lcs co6fiicents( dits dc Fourier g6n6ralis6 ) l(g'ri)l d6croient plus vite

que les valeurs p7,

Examinons maintenant la stabilit6 de cette solution, c-A.-d la continuit6 de I'op6rateur

inverse g6n6ralis6 An, dans Ie cas or) R(,4) n'est pas de dimension finie, on a ce th6ordrne :

Thr6oreme :1.8.13 Soi,t A un op€rateur li,nd.ai,re compact d'un espace de Hi,Ibert H1 d,a'ns

un espa,ce d,e Hi'tbert H2, si' R(A) est de dimesion infinz alors :

l'opdrateur An n'est Pas bornd
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I pour le voir, prenons :llu;ll = 1, alors :

ll ^ ,t 1

ll Asui ll: :. --+ oo pour J -.+ +oo
lrj

D&ns le but d'obtenir une approximation de la solution g6n6ralis6e Any onpeut faire

(l6finie par :

n 1^

fr lln

cette solution converge bien vers Auy, mais la question qui s'impose ici :

'' d, quel ordre n on doit s'arrdter?rl

' suppo$ons qu'on a urre mesure gtd proche de la donn6e cxacte y telque

: si e D(A) et llad - all S 6

on note par rsr la solution tronqu6e qui correspond d, Itu mesure gd nous allons estimer :

f:lr{.-z, ll ;ona:

r!,-*nll':ll )l @#,,, ll'
i:r Pi

:$l@o-a,u)l'
/J ,,2
j=l lL j

1f. I S', A .oS * Ll@" -a,ui)l'
t"n j_l

52< --.p;
' d'ot:

:
ll 

"0" - Ans ll <ll 
"0" - r^ ll + ll ,, - Ana ll

Sll u" - Ana ll + 6p;'.
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cette estimation d'erreur ullistre une propri6rt6 carract6ristique pour les solutons des
probldrne in'uerse mal pos6s; pour un ordre de troncature n, I'erreur d6menu avec le bruit
sur la clonn6,e d, mais si on fixe le niveau de bruit sur les donn6c, I'crr.cur sur la solution
tend vers l'.ilLfini quand n tend vers I'infin.

L'estimation :

ll "'" - Ana ll3ll rn - Asa ll + 5p;' (s.z)

montre que le choix de I'ordre n de troncature doit d6pondre du bruit d sur les clonn6e.

c-d-d n : n(li)., de sorte qu'on obtient :

\p.t-0 quand d--0.

il y'a ici deux exigences incompatibles en zr, ; il doit d'6tre grand pour que Il ,, - Ang ll soit
petite, mais non pas assez grand pour que 5p,;1 ne sroit pas trds grande. Dans la section

suivanter, on cl6termine explicetement une solution g6n6ralis6 rn pour un probldme inverse

mal pos6, avec une 6tude de la stabilitd de la solutron :

3.3.4 Exemple de calcul de I'inverse g6n6ralisc As pour un lpro-
bldme r6trograde ( 6quation de la chaleur)

Dansi cette partie, on va d6terminer explicitemenr une solution g6n6ralis6e ro :, Asll

pour un probldme inverse mal-pos6, et on termine par une discussion conqernant sur la

stabilit6 de cette solution :

Nous consjLd€rons l'6quation de la chaleur eR une dimension :

0u, ,, 0'u,
a@,t): *(r,t) r€[o,r], t>0,

avec les,oondil:ions de Dirichlet au bord homogdnes :

u(O,t) : u(1r,1) : 0,, > 0, (3 e)

1, qu'on va

(3.10)f(r):u(r,7), re[o,n).

(3.8)

nous supposons qu'on a une mesure exacte de la temp6rature d, l'instant I
considdrex com.me finale, cet mesure est donn6e par ;
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de plu,s, nous suBpo$ons que la temp6rature est maintenue 6gale d, ilOil sur le bord, pd.d :

/(0) : /(") -- 0; (8.11)

notre but est de d6terminer la temp6rature initiale :

us(r):u(x,0), re_f},n,. (9.12)

La fanlille {p.(r)} d6finie par :9o(r) = 1fsi,n(nr) est hortonormale et compldte dans

L2[A,n], ainsi, u6 €. L2L0,z'] peut 6tre d6velopper comme suivant :

ur= Lcnen, r e [0,2r] avec cn: l; J, us(r)sin(n.r)d,r. (3.13)
n=1

En utilisant la m6thode de s,dparation des variables, pour le probldme direct : (3.6), (3.7)

et (3.10), on pose:

g
u(r,t):La"(t)g"@), re [0,r),t>0. (3.14)

n:l

Alors, on obtient :
oo oo

D"!"(t)e"(") = la"Q)ei@) (3.15)
n:I n:I

et comme g!j,(r) = -n2gn(r) alors :

tn^$),p^(*) :- i n2a*(t)e^@) (3.10)
n=l n=l

s.achant que le systdme {p,} ert orthonormal,il vient de (3.14) que an estb solution du

probldme d, vaieurs initiales suivant :

/,
)o^('):-n2an(t) t>0,
Ia'(0) : "".

l.es donditions initiales proviennentt de (3.11) et (3.12), Pour tout : n € N*, on obtient :

a'(t): cne-nzt'
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Do (3.12), on aure, 
oo

u(r, t) : I cne-"'t gn(r).
n=l

Et de (3.8), on obtient :

f(r) -iu"-^"v^@)
--1
n€ft1t): ir l I us(r)si,n(nr)dr I e-n" si,n(nr).rfrillo )

l

Avec :

on aula :

k(x, r) : i}e-n' sin(nr) sin(nx),

I, rO,r)us(r)d,r: f (n)

ainsi, le probJdme inverse est dquivalent d, rdsoudre l'6quation de Fledholm de premidre

esp€ce (?.15.), notons qu'un sSrstdme singulier pour I'op6rateur int6gral est donn6 bar:

( r; E .'l
I "-"': rl 

!t'i'r(nd, tf 7si'n(nr) | .

t 'Yr-' "Yr ' ')

et comme ce systdme est complet dans dans.L2[0,2'], on aura: N(A) : N(/.) == {0}

et D(A-): R(A) qui est dense dans.L2[0,ni. D'apr6s le Th6ordme (3.3.12), le probldme

inverse (3.15) admet une solution g6n6ralis6e si et seuiement si :

i"'"'lf'12 < oo

(3.1e)

(3.17)

(3.18)

m--1

est v6rifi6e, avec | f,n: ,fr f; f (r)si,n(nr)dr sont le.s co6fficients cla^-ssi<1ues tle Fourier de

/, dans cette situation, la solution est donn6e par :

us(r) :,1 inen' fnsi,n(n,x).

(3.16) et (3.17) montrent d quel point, le probldme inverse est mal pos6 : une sotrution

existe Boru une mesure ,f dans les co6fficient de Fourier {/"i decroient plus vite que
i-.

I
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Thdorerme 3i,4,I Soi,ent H1 et Hz deur espaces d,e Hi,lbert, et A un op€rateur I'irtiai,re

fermd.e rle H1 dans H2. la famille rdgularisante {Ro}os6 d,e l'opdrateur A est uni,formeiment

cont'inue s,i t"-t seulemnt si, R(A) est ferm6 dans H2.

Comme cons6quence du th6ordme pr6c6dent, on a :

Propos:itiore 3.4.1- Soi'ent H1 et H2 d,eun espaces d,e Hi,lbert, et A un opdrateur li,rsd,ai,re

fermde cle H1 dans H2. si' R(A) n'est pas fertnde dans H2, alors pour tout 5 > 0 et Jtour
tout y e D(A,t), i,l eriste i e Hz tel que : ll a - i ll< d et {ll R"{ ll} est non-born€e.

Supposons que / est une donn,6e inexacte dans le voisinage rle la donn6e exacte A e D(As),

la proposition pr6c6dente montre I'importance de choisir le paramdtre de r6gula:risa-
tion ,:y d6perrdant de / dans le sens :

Ro/ ---+ Ans quand ll a - i ll- 0.

3.4.2 Algorithme de r6gularisation

Supp,3s6ns que {/?,} est une famille r6gularisante pour I'op6rateur -4., soient y e D(As)
et { e .[d2 tel que :

lla-iill<5
orl d est lle nivr:au de bruit sur Ia donn6e exacte 3/, dans le cas of R(,4) est ferm6, on a le

r6sultat suivernLt :

Th6orerne 11,4.2 Supposons que R(A) est, fernt6. Alors pour tou,t '!J e \' ,

ll Ana - n"i llsll Anu - tt.lr ll +,:o

oil c) su.pa>. ll n" ll . D'oit, pour tout a e Y ;

Ro! - AnY quand cY -' 0, d + 0.
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Maintenant,, nous supposons que R(,4) n'est pas ferm6, on a :

ll Ana - R,i ll<ll Any - Roa ll + ll n. ll d. (3.20)

Le second tr3r'fil€ de droite de l'dquation (3.20), repr6sente la majoration de I'erreur clue au

niveau de bmit d. Par la proposition (3.4.1) nous avons vue qu'on peut avoir ll 1?. ll-- oo

quand u. -, 0 il ne faut donc pas choisir r-r trop petit sinon l'erreur peut devenir tr6s

grande. par contre le premier terme de droite de l'6quation (3.20) tend vers t) quand a
tend ve:rs 0 par rl6finition rle fto. Nous allons faire tendre le niveau de bruit d vers 0 e1; nous

allons choisir une strat6gie de r6gularisation a :: a(d) de manidre d, ne pas commettre

une tro;r grande erreur sur la vraie solution Any.

La ctonn6 d'une famille r6gularisante {11.,}*;'6 a\/ec un choix d'une stratigie de r6gu-

larisation cr:,= cr(d), s'appelle algotithme de rdgularisation si :

a(d) --- 0 et R'61{ '- -Aqa quand d- ---' 0

Daus Ia p,rochaine section nous proposons une famille r6gularisante connuc sous le

nom : R.6gu.larisation de Tikhonov, suivie d'une discussion concernant quelques choix

possibles de praramdtre de rdgularisation :

3.4.3 Rr3gularisation de Tikhonov

Dans la r6gularisation de Tikhonov, la solution r6gularis6 :

roy:: Rog

pour y € Y', est d6finie comme I'unique 6l6ment, qui minimise la fonctionnell,e de

Tikhonov lr(x) d6firrie par- :

fl(") :ll Ar - a ll'+., ll * ll', r € H2.

L'existance et I'unicit6 de ce minimum, sont assur6 par le th6ordme suivant :
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Th€oreme 3,4'.5 Soi,ent Hr et H2 deur espaces d,e H'Ll,bert, et A un opd.rateur l,indaire

continat, de H1 d,ans H2, U e Hz et a ) 0.Alors la solu:tion ro de I'equati,on (3.21) mi,ni,mi,se

Mais comme d'une part, le minimum de la fonctionnelle F(r) (A est consid6r6 toujours

continu )est unique, et d'une autre part la solution se l'6quation (3.1) est unique aussi,

donc on peut conclure par le th6ordme suivant :

Thdoreme 3.4.6 Soi'ent H1 et Hz dew espaces d,e lfilbert, et A un op1.rateur li,neai,re

continu d,e H1 d,ans H2,on a pour r e H1 :

ll Ar - a ll +a ll " ll: *#,ill Au - a ll, +o ll " ll"j

si et se'tilernent si :

(A"A+ al)n: A*y

bornes l[Er]*>0, comme suivant :

RoU : (A.A+ o.l)-rA*y

d'o,r), pour tout g e D(A) :

(A.A+ crl)Any : A*A,4ga * uAng

d'oi :

- A*A * aAny

Ana - Rua: a(A*A+ o-l)-tAny

: AoAsa.
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avec: .lllo:== a(A.A*al)-r. D'apr6s la relation (J23) du th6ordme (s.4.4), pour tout
r €R(A.A) et z € 11r tel que r : A*Az, on a:

ll A"* ll :ll A"A. Az ll

: o ll (A.A+ dl)-rA.Az Il

:allzll.

Donc, pour tout r e R(A.A), ll a(A.A -f al)-rr ll* 0 quand a -' 0, et sachant que :

R(A-A) est dense dans N(A)r: R(Ag), alors, pour tout A e D(As), on a:

ll a(A. A + al)-t Ao ll--+ 0 quand cv -+ 0

qu.i est €quivalent d, dire que :

Roy --+ Any quand a --+ 0

pour tou.t A €. D(As). donc les opdrateurs {fto}.>o forment bien une famille r6gularisante

de I'op6raterrr A.

Dans la suite, nous supposons que la donn6e exacte g' est perturb6e par un bruit, c-A,-cl

au lieu <le r6soudre 1'6quation (3.21) pour U € D(Ar) on I'a r6soud pour /, et au. lieu

d'obtenir la solution r6gularis6e ra: RaA, on obtient la solution : io: Ro/, oi {1?"}"
r6pr6senrbe Ia famille r6gularisante de Tikhonov. nous savons que dans le cas or) R(A) n'est

pas ferm6e, alors {ll n" ll,o > 0} n'est pas born6e, donc si /est proche de 3r, rien n'assure

qtrc7o soit proche der... Comme avant, pour tout g e D(As), on utilise les notations:

rn: AsU et ro - RoU.

Etpourd>0,soitEd e Hztelque: ll a-ya ll<det

16o: RoA6

sachatrt que z,l est solution de (3.21), alors :

Qfro : A*A - A* Ar € R(,4-).
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Mais R(.4-) c N(,4)1, p.ar cons6conce :ro e N(A)t, mais on a montrer que la famille

{ui} est base compldte dans N(1)t, donc,on peut 6crire :

*.:i"pr, ci : (ro,ui).
j:r

Rempla<;ons ga dans (3.21),on obtient :

d'ot :

finalemcut, on obticnt :

de m6me, on obtient :

ce qui donne :

f {ri * a)ciui : A*u,
j:t

Qq + a)q : (A*U,a) : (A, Au) : t-ti(A,u),

- S Pi(a'u)ui*u-./
- 

Ai*a
J:t

,o : S Pi(a6,u)ui*d 
? ),i*a 1

3--L

no - 16o= p ffit, - y6,ui)ui,

Par passage d, Ia norme, on obtient :

ll *, - 16* ll':I C+t | @ - a6,u) r 
= # ll a - ao ll',

car :

)')'111
14fiF:r.+-a ^n"si'a: o'

On aura rConc cette estimation :

Proposil;ion 3.4.2 Pour touta > 0 et 5 > 0,

ll*,-.t ll<+* ,,_ 
1/a
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Pour estimer l'errure autre la solution r6gularis6e perturb6e rl et la solution g6n6ralis6e,

on procdde comme sujvart :

ll*n- r:, ll :ll ng- no+*"_s6*ll

Sll rn - *" ll* ll a, - "6" ll

3ll re - r.ll *4.
\/a

- Th6o..rreme 3,4.7 Si, la stratdgie d,e regularisat'ion a:= a(.d)de sorte que :

a(d)- O et $->0 quand,U-*0,

g'Iors :

.A.ppiiqu,cns une telle strat6gie, on aura une approximation stable de la solution g6n6ralis6

en utulisrant la r6gularisation de Tikvonov, comme exemple d'une telle stratdgie, on peut

prendre a(d) := so[z(r-v) of z €]0,1[ avec une constante c6 ) 0.
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