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Abstract

This manuscript is intended for all students of the second year mathema-
tics. One of the most useful techniques in applications of matrices and linear
algebra is matrix reduction. Before discussing this, we have to look at the
topic of eigenvalues and eigenvectors and their relations with diagonalization
and tridiagonalization. Such notions are used for studying the minimal po-
lynomial, nilpotent matrices and Jordan’s decomposition. We shall explore
a number of applications of diagonalization and trigonalization on the solu-
tion of iteration sequences and system of differential equations. At the end,
we finish this manuscript by providing the previous exams and its solutions

which carried at University of Guelma from 2009 to 2016.
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Table des notations

Voici la table des notations. Ce sont des symboles qui permettent au
lecteur de bien comprendre le contenu de ce manuscrit.

> N L’ensemble des entiers naturels, N = {0, 1,2,...} et N* = N—{0}.

> K Un corps qui peut étre R ou C.

> K" Le produit cartésien K" est ’espace vectoriel des n-uplets de sca-
laires.

> R™ L’espace vectoriel des n-uplets de réels : R™ = {(xy, z9, ..., ) ; 21, ..., 2, € R} .

> R, L’ensemble des nombres réels positifs.

> My, (K) Désigne 'ensemble des matrices carrées a m lignes et n
colonnes a coefficients dans K.

> M, (K) L’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n a coefficients
dans K, n entier > 2.

> S, (K) Désigne I'ensemble des matrices symétrique a n lignes et n
colonnes a coeffients dans K.

> A, (K) Désigne I’ensemble des matrices anti-symétrique a n lignes et
n colonnes a coefficients dans K.

> GL, (R) Désigne 'ensemble des matrices inversibles a n lignes et n
colonnes a coefficients dans K.

> pa (z) Polynome caractéristique de A, i.e., ps () = det (A — z1,,).

> py(x) Polynome caractéristique de f, i.e., ps(x) = det (f — zidg).

> my (z) Polynoéme minimal de A.

> A Désigne une valeur propre de A, on écrit aussi \ est une v.p de A.

> (A, z) Désigne un élément propre de A : A désigne une valeur propre

de A et x désigne le vecteur propre associé.
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>

E, Le sous-espace propre associé a A, i.e., By = {x € K"; Ax = \z}.
N, Le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre A.

Sp(A) Le spectre d’une matrice (noté Sp(A)) est 'ensemble de ses
valeurs propres, i.e., Sp(A) = R :Li.p {A\}.

@ Somme directe de deux sous-espaces vectoriels.

pa(A) : L’'image de p4 par la matrice A, c’est une matrice de M,, (K).
A, B,C' Matrices quelconques.

I,, Matrice unité d’ordre n.

I La matrice unité.

(@ij),<; j<, Les éléments d'une matrice carrée A. L'élément a;; situé
dans la ligne 7 et la colonne j.

A, Une matrice carrée d’ordre n posséde quelques propriétés.

A Désigne le déterminant d’une matrice carrée.

A, Deésigne le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n.

A Une matrice conjuguée d’une matrice A sur les complexes est la
matrice (notée A) formée des éléments de A conjugués.

N Désigne une matrice nilpotente, i.e., N¥ = 0 et N*~! = 0 pour un
certain k£ > 0.

P Matrice de passageﬁ

D Une matrice diagonale ; parfois, D désigne une matrice diagonali-
sable. Par exemple, toute matrice carrée A dont le polynéme caracté-
ristique est scindé s’écrit de maniére unique sous la forme A = D + N
avec D diagonalisable, N nilpotente et DN = ND.

diag {1, A2, ..., \p} C’est une matrice diagonale entiérement détermi-

4. Si A est la matrice d’'un endomorphisme f dans la base By, alors P est la matrice
de passage de la base By & une base B de vecteurs propres de A.
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née par la liste de ses éléments diagonaux A, Ao, ..., \,.

> T Matrice triangulaire supérieure.

> A ~ B Lanotation A ~ B signifie que la matrice A est semblable avec
la matrice B.

> A* La matrice adjointe A* de A est la matrice transposée de la matrice
conjuguée de A, i.e., A* = (Z)t = At

> ||.]| Une norme sur un espace vectoriel.

n
> ||z||; Pour tout z € K" : ||z||;, = > |z;| et pour tout A € M,, (K) :
i=1
n
[A[ly = max 3 fag] .
ioi=t

n 2
> |z], = <x,x)% = (Z |x,|2> La norme euclidienne sur K".
i=1

> ||z||,, Pour tout x € K" : ||zl = 1g§§n(‘xl|) Pour tout A €

M, (K) = [[A]] , = max 21 |ai;|-
]:
> (.,.) Dans un espace vectoriel F, (x,y) désigne le produit scalaire de

x par y.
> A" La matrice transposée (on dit aussi la transposée) de A.
> AF Les puissance de la matrice A, i.e., A* = AA.. A, k fois.
> com (A) ou Com (A) La comatrice[] d'une matrice carrée A.
> det (A) Le déterminant d’une matrice carrée A.

> A~! Matrice inverse d’une matrice inversible A. Rappelons que

A inversible < 0 ¢ Sp(A) & det(A) #0< {Az=0= 2 =0}.

5. La comatrice d’'une matrice carrée A est une matrice introduite par une générali-
sation du calcul de l'inverse de A. Elle a une importance considérable pour ’étude des
déterminants. Ses éléments sont appelés cofacteurs de A, et ils permettent d’étudier les
variations de la fonction déterminant. La comatrice est aussi appelée matrice des cofac-
teurs.
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v

>

Tr(A) outr(A) La trace de A, c’est la somme des coefficients situés
sur la diagonale.

e? Lexponentiellefl| d’'une matrice carrée A.

VA Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans un corps
K. Un élément H de M,, (K) est une racine carrée[|de A si H? = A.
cos(A), sin (A) Si A est une matrice réelle d’ordre n, on note par
cos(A) la partie réelle de ¢ et sin (A) sa partie imaginaire. Notons
que cos?(A) +sin* A = 1.

f(A) Cest 'image de A par f. Par exemple, si A = PDP~! avec P
inversible et D diagonale, alors f (A) = Pf (D) P! a condition que la
matrice f (D) est bien définie.

0 La matrice nulle.

0, Désigne I'¢lément nul de M,,; (K).

E,F On note par E, F' des espaces vectoriels sur un corps K.

(E) L’ensemble des applications linéaires de £ dans E.

B Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. On note par B une
base quelconque de E et par By sa base canonique.

Vect {A} Dans un espace vectoriel E, le sous-espace vectoriel engendré
par une partie A de E est le plus petit sous-espace vectoriel de F
contenant A, noté Vect {A}. C’est aussi I'ensemble des combinaisons
linéaires de vecteurs de A.

e; i-éme vecteur colonne de la base canonique de R™.

{e1,eq,...,e,} La base canonique de R".

My (B) La matrice de f dans la base B.

6. Parfois, on note aussi exp (A).
7. Une matrice donnée peut n’admettre aucune racine carrée.
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> 1dg L’application identité ou la fonction identité est 'application qui
n’a aucun effet lorsqu’elle est appliquée a un élément, i.e., idg (z) =
pour tout x € F.

> O L’élément neutre de E pour la loi +.

> Im (f) On définit I'image d’une application f définie sur F : I'm (f) =
F(B).

> ker (f) Le noyau d’un morphisme de groupes f d’'un groupe G vers
un groupe G’ 1 ker (f) ={z € G; f(z)=ex}.

> Endg (E) Désigne l'espace vectoriel des endomorphismes de £ (notons
que E est espace vectoriel sur K).

> dim (£) La dimension de F est le cardinal commun & toutes ses bases.
La dimension d’un espace vectoriel peut étre calculée en choisissant une
base canonique.

> rg(A) Le rang d'une matrice A (dont les coefficients appartiennent
a un corps commutatif de scalaires, K), noté rg(A), est le nombre
maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) linéairement indépendants.

> K[X] On note R[X] I'ensemble des polynomes a une indéterminée a
coefficients réels et C [X] 'ensemble des polynomes a coefficients com-
plexes. Muni de ’addition des fonctions et de la multiplication d’une
fonction par un réel, ces deux ensembles sont des espaces vectoriels sur
R. Ils sont de dimension infinie. Muni de ’addition des fonctions et de
la multiplication d’une fonction par un complexe, 'ensemble C [X] est
un espace vectoriel sur C. Il est de dimension infinie.

> R, [X] L’ensemble des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur

ou égal a n, noté R,, [X]; c’est un espace vectoriel sur R de dimension
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n—+ 1.

> C,[X] L’ensemble des polynomes a coefficients complexes de degré
inférieur ou égal a n, noté C, [X]; c’est un espace vectoriel sur R de
dimension 2n + 2. Voir la en bas de lq bageﬂ

> C([a,b]) L'espace des fonctions continues sur [a, b].

> C®(FE) L’espace des fonctions infiniment dérivables sur E.

> X, Un vecteur dont ses composants sont des suites en fonction de n.

> X’ Un vecteur de la forme ( 2 (t) 4 (t) ... a (¢) )t, ol x; sont
des fonctions dérivables, i € 1,n.

> C} Sont les coefficients binomiaux (parfois aussi notés < ]: > = Z'(k‘kj—'—z)')H

> 2t Vecteur ligne, i.e., 2t = ( T4 Ty ... Tp ) La transposéé d’'un ‘

vecteur-colonne est un vecteur-ligne.

8. La base canonique de C,, [X] sur Reest {1, X, ..., X" i,iX,...,iX"}. C’est également
un espace vectoriel sur C; il est alors de dimension n + 1. Sa base canonique, en tant que
C-espace vectoriel, est {1, X, ..., X"}.

9. Notons que C} sont des entiers positifs.

10



Introduction

Ce manuscrit s’adresse a tous les étudiants de deuxiéme année mathéma-
tiques et a tous ceux qui veulent acquérir les concepts de base de la réduction
d’endomorphisme en dimension finie [9]. Ceci est le cours d’Algebre 111 ensei-
gné a l'université 08 Mai 1945 Guelma, a raison de 24 heures (TD et cours)
dans le semestre.

L’objet de ce travail est d’étudier quelques procédés d’algebre linéaire qui
permet de simplifier la description de certains endomorphismes d’un espace
vectoriel, en particulier de certaines matrices carrées. Elle consiste a recher-
cher et expliciter une base de ’espace vectoriel constituée de vecteurs propres,
lorsqu’il en existe une. En dimension finie, ces procédés reviennent en effet &
décrire cet endomorphisme a l’aide d’'une matrice diagonale ou triangulaire.

Le contenu de ce manuscrit inteégre aussi les démonstrations de certains
résultats. Pour les détails voir par exemple [1], [2], [6] et [I3]. D’autre part,
les exemples et les exercices proposés puisqu’ils sont liés & déterminer les élé-
ments propres, nous pouvons facilement construire des matrices pour que
leurs valeurs propres soient dans Z et par lesquelles nous pouvons aussi
presque appliquer tous les résultats de ce programme.

Notons que chaque chapitre est subdivisé en plusieurs sections dont cha-

11
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cune contient un résumé de cours, i.e., les notions fondamentales sont expo-
sées en téte de chaque section, des exercices intégralement corrigés, et des
exercices proposés. Le manuscript se termine enfin par un chapitre sur les
examens effectués a I'université de Guelma de 2009 & 2016 avec des solutions
détaillées.

En effet, ce cours, qui est basé sur les matrices carrées, est une étude
de continuité de I’algébre II enseigné en premiére année MI. Il est composé
de quatre chapitres. Dans le Chapitre 1, on rappelle quelques définitions et
on donne sans démonstration les résultats classiques sur les matrices car-
rées (avec leurs types mentionnés), un moyen pratique de trouver les valeurs
propres et d’autres théoriques, tels que les normes et le produit scalaire. Au
Chapitre 2 on introduit la notion de similarité et on traite en détail les pro-
priétés des matrices diagonalisables par des application sur les suites récur-
rentes linéaires, systémes de suites récurrentes et sur les systémes différentiels
a coefficients constants. Au Chapitre 3 on introduit le polynéme caractéris-
tique p4 d’une matrice carrée A, et on étudie la trigonalisation des matrices.
En effet, on démontre directement 1'égalité ps(A) = 0 (c’est notre premier
résultat de réduction, théoréme de Cayley-Hamilton) par la méthode des dé-
terminants et on introduit le polynéme minimal m4 d’'une matrice carrée A,
puis, on démontre le théoréme de décomposition de de Schur : Toute matrice
a coefficients complexes est trigonalisable dans M,, (C). Sans oublier bien
sur de mentionner le théoréme importante de Jordan : Toute matrice carrée
A dont le polyndéme caractéristique est scindé s’écrit de maniére unique sous

la forme A = D + N, avec D diagonalisable, N nilpotente et DN = ND.

12
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Un calcul explicite de D et N est obtenu grace au théoréme chinoislﬂ pour
les polynomes. Ces résultats sont appliqués a l'itération des matrices et a la

théorie des systémes différentiels linéaires.

Nous terminons ce manuscrit par le Chapitre IV en citant, avec solution,
les micro-interrogations, examens finals ainsi quelques rattrapages effectués
par Mr. N. Azzouza et Mr. Dj. Bellaouar depuis 2009 & l'université 08 Mai
1945, Guelma.

Mes remerciements & professeur A. Boudaoud qui a bien voulu relire le

manuscrit et me faire part de ses utiles remarques.

Bellaouar Djamel. October, 2017.

10. Le théoréme des restes chinois est un résultat d’arithmétique modulaire traitant
de résolution de systémes de congruences. Ce résultat, établi initialement pour nZ—Z, se
généralise en théorie des anneaux. Ce théoréme est utilisé en théorie des nombres. Pour
plus de détails, voir [2].

13



Chapitre 1

Les Préliminaires indispensables

1.1 Polynoéme caractéristique d’une matrice car-
rée

On va donner un moyen pratique de trouver les valeurs propres d’une

matrice carrée A.

Définition 1.1.1 (voir, [10, p. 210]) On définit le polynéme caractéris-

tique d’une matrice A € M,, (R) comme le polynome

pa(z) =det (A —zI,) = (—1)"det (21, — A).

Proposition 1.1.1 (voir [1, p. 115]) Soit A € M,, (R). Le polynome ca-

ractéristique de A est de degré n et, plus précisément, on a

n—1
pa(z)=(-1)"2" + Z cix' avec co = det (A) et cp_y = (=1)" " Tr (A).
i=0

14
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Exemple 1.1.1 Calculer le polynéme cractéristique de la matrice suivante.

-(33)

Par définition, on a

2 —x 1 €1
pa(x) = ‘ !
1 2—z Cl+02
3—=x 1 1 1
N ‘3—:1: 2—x =@-2) 1 2—=x =@-2)@-z-1)
= B3—2)(1—2x).

Doupg(z)=(1—-2)3—2).

Exemple 1.1.2 Soit la matrice

Par définition, on a

11—z 1 1 -z 0 1
pa(z) = 1 1—-2 1 |=| 2 -z 1
1 1 1—2z 0 2z 1-x
+ +
) -1 0 1
= T 1 -1 1
0 1 1-=x
= 2~ (z—-1-1)+(1-0)]
= 2*(3—2)

15



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Exemple 1.1.3 Calculer les polynomes caractéristiques des matrices sui-

vantes.
4 2 -1 13 —-12 -6
A = 2 7T =2 , Ay = 6 -5 -3
-1 -2 4 18 —18 —8
1 -1 -1 4 1 -1
Az = -1 1 -1 , Ay = 2 5 =2
-1 -1 1 1 1 2

(i) On écrit par définition

pa, (z) = det(A; — xl3)

4 —x 2 -1 1¢¢colonne
= 2 7T-x =2 i
-1 -2 4-x 1ére 4 3éme
3—x 2 -1
= 0 T—x =2
3—x -2 4—x

1 2 —1 2¢mecolonne
= 3-a)|0 T—z =2 !
1 -2 4-—x 2 x 3eme 4 geme
1 0 ~1 10
= 3-2)|0 3—-2z -2 |=B-20 1 -9
1 2B-2) 4—u 1 2 4—2

= B—2)fd—2+4—(0—1)
= 3—-2)"9—2).

16
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(77) Le calcul de py, (x) :

1%*°colonne
0

1ére + 2éme

2¢recolonne
1

(_2) X 3éme + 2éme

13—2 —12 —6
pa, () = 6 —5—z =3
18 -18 8-z
1-z) -12 -6
= | (1l—-2) =b—x -3
0 —-18 —-8—=x
(1—2x) 0
= | (I-2) (-2
0 (-2)(1—2) —8—=x
+ = +
1 0 —6
= (1-2"1 1 -3
0 -2 8-z

(i73) Le calcul de pg, () :

1—x —1 —1 C1 Co
pas(@) = | -1 1-x -1 Lo
-1 —1 1—x Ci —Cy Cg —C3
2—x 0 -1 1 0 _+1
= | -@2-2) 2-z -1 [=@2-2" 1 1 -1
0 —2-2) 1-u2 0 -1 1—=

= 2-2)l—-2z—-1-1]

= —(1+:1:)(2—3c)2.

Dot pa, (z) = — (1 +2) (2 — z)°.
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(77i7) Le calcul de py, (x) :

d—z 1 -1 1¢colonne  2%¢colonne
pa, () = 2 55—z =2 o o
1 1 2 _ 191'6 + 3eme 2eme _'_ 391’1’18
3—x 0 -1
= 0 3—x =2
3—x 3—z 2—x
+ -+
) 1 0 -1
= B-2)70 1 -2
11 2—x
= 3-2)Q2-z+2+1)
= 3—2)°56—2x).
Exemple 1.1.4 (a) Calculer le polynéme caractéristique de la matrice
1 111
1 111
A= 1 1
1 111

(b) En déduire le polynome caractéristique de la matrice

1 1 1
11 ... 1

An: A . EMn(R)
11 1
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Pour la matrice A4, on a

1-x 1 1 1
1 1-x 1 1
pac(e) = 1 1-x 1
1 1 1 1-x
—z 0 0 1 0 0 1
_ |z = 0 1 0 sl 1 -1 0 1
0z —x 1 0 1 -1 1
0 0 = l-u 0 0 1 l-z
-1 0 1 1 -1 0
= 2°(-1)] 1 -1 1 |+2°(-1)|0 1 -1
0 1 l-u 0 0 1
= 2°(z—4)

Remarque 1.1.1 Pour la matrice A,, on peut démontrer que

pa, () =2"""(x—n) oupy, () =" (n—x),n>1

Exemple 1.1.5 Calculer le polynome caractéristique de la matrice suivante :

7T —6 =2
A= 2 0 -1
2 =3 2
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On écrit,

3—x —6 =2
23—x) -3 2—=x
1 -6 -2 o
= B3—-2)|0 —x -1 u
2 -3 2—gz| 3X&G—C
1 0 2
= B3-2)|0 —3—2z) -1
2 33—12) 2—=x
+ —
) 1 0 —2
= B-270 -1 -1
2 3 2—-x
= B3-2)(-242+3-2(2)
= (z-3)".

Exemple 1.1.6 Soit la matrice

3 2 =2
A=\ -1 0 1
1 1 0
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On écrit par définition

3—r 2 =2 Co
pa(z) = -1 -z 1 !
1 1 —r CQ+C3
3—x 0 —2
= -1 1—2z 1
1 l—2z —x
3—x 0 =2 e
= (1-2z) -1 1 1 il
1 1 —x 01+C3
1—2x 0 -2
= (1—-2) 0 1 1
l—-2z 1 —2x
+ - 4+
1 0 =2
= (1-20 1 1
1 1 —=x

Dot py (z) = (1 — ).

Exemple 1.1.7 Soit la matrice

-3 1 -1
A=| -7 5 -1
-6 6 -2
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On a
-3 -z 1 -1 —2—zx 0 -1
pa(x) = -7 55—z -1 =|-2—-2 4—2z -1
—6 6 —2—x 0 4—x —-2—=x
1 0 -1
= —242)d—-2)|1 1 —1
01 —-2—x

= —2+x)d—-2)(-2—x+1-1)
= 242)°4-2).
Dot pa(z) = (2+2)° (4 —x).

Exemple 1.1.8 Calculer le déterminant

1 1 1 1

1 1+x 1 1
A, = 1 1 1+x 1

1 1 1 1+x

Pour le calcul de A,,
. 1*®ecolonne —> 1" colonne

. 2¢mecolonne —2¢™ecolonne - 1 colonne

- 38mecolonne —3*™°colonne - 1'¥colonne, .... On trouve
1 0 0 0
1 x 0 0
An — ]. 0 X 0 — xnfl
1 0 0 X

Dou A,, = 2™ L.

Proposition 1.1.2 Soient A € M,, (R) etr € R*. On a

X

pra(z) =1"pa (—) ;1 #0.

22
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Preuve. En effet

raip — T Trai19 . rain
rasy rasg — T ... Traon
Pra (l‘) =
ran1 Tan2 oo TQpp — T
T
r{ay — — raio Ce rain
r
Xz
rasy r <a22 — —) ce TQon
= r
X
rani ran2 oo rlapp — —
r
X
aip — ; ai2 . Q1n
X
n 21 Q2 — — ... Q2n
= T r
T
an1 an2 Qpn — —

D’ou le résultat. m

Exercice 1.1.1 Soit le déterminant de vendermonde[! suivant

1 1
A=|a b c
a’> b A2

Montrer que A = (b —a) (¢ — a) (¢ — b) . Généraliser ?

1. En algébre linéaire, une matrice de Vandermonde est une matrice avec une pro-
gression géométrique dans chaque ligne. Elle tient son nom du mathématicien frangais
Alexandre-Théophile Vandermonde. Elle est, en particulier, utilisée en analyse numérique
pour la résolution d’un systéme formé par I'interpolation polynémiale.
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Solution. Nous avons

1 1 1

C1 Co
A = a b ¢ 1 1
az b2 2 Co—C C3—Co
0 0 1 0 0 1
= b—a c¢—=b c|=0b-a)(c=b)| 1 1 ¢
b —a®> -0 2 b+a c+b ¢

= (b—a)(c=0b)(c—a).

Généralement, le déterminant de Vendermonde est

1 1 --- 1

o X1 e T
A, =| 7 2 - 1y :H(xi—xj).

: : - . >]
b ...l
1.1.1 Problémes
Ex 01. On considére les deux matrices

011 1 1 1
A= 101 ], B= 2 1 -1
110 -3 2 4

Calculer py (x) et pp (x). Rép.

pa(z)=142)°2—2) et pg(z) = —(x —2)°

Ex 02. Soit la matrice

1 0 O
A= 1 2 =3
1 -1 0

Vérifier que ps (x) = (x+ 1) (x — 1) (z — 3).
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Ex 03. Soit
-3 1 -1
A= -7 5 -1
-6 6 —2

Veérifier que pa (z) = (2+2)° (4 — ).
Ex 04. Soit A € M,, (R) une matrice tri-diagonale, i.e.,
a b

Calculer p4 ().

Ex 05. On considére la matrice
a b
A= ( . d) € M5 (R)
Vérifier que le polynéme caractéristique pa(z) est donné par :
pa(x) = 2% —tr (A) z + det (A)

Notons que Tr (A) est la trace de A.
Ex 06. Soit la matrice

A:

_ o O O
oS O O
o O = O
o= O O

Veérifier que py () = 2t — 1.

1.2 Sur l'inverse d’une matrice carrée

Critére 1.3 Soit A € M, (R). Si det (A) # 0, alors A™! existe. De plus,

on a la formule de A~' suivante :

1

A =
det (A)

(Com (A))t, (1.1)
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ot Com (A) désigne la comatrice de A.

Remarque 1.3.1 Notons que la formule (|1.1)) est un cas particulier du
Lemme [3.1.] 11 faut signaler que cette méthode de calcul de I'inverse d’une

matrice n’a qu’un intérét théorique.

Exemple 1.3.1 Soit A = ( ch Z ) € M5 (R), on a

1 d —b
g -1 _
det (A) =ad —cbet A ad—cb(—c " )

Exemple 1.3.2 Soit la matrice

1 2 3
A= 4 5 6 € M3 (R)
8 8 9
Nous avons
123
5 6 4 6 4 5
det (A) = 456:’89‘—2‘89’—1—3‘88‘
8 8 9
= —3424-—-24
= =3+#0.
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D’aprés ([1.1)), on a

1 Ci1 Ci2 (i3

At = S Co1 C22 (23
C31 C32 C33
56 |46 45\
8 9 8 9 8 8
B —_1 _ 2 3 1 3 _ 1 2
3 8 9 8 9 g8 8
2 3 _ 1 3 1 2
5 6 4 6 4 5
(-3 12 8\" /-3 6 -3
= 3 6 —-15 8 :? 12 —-15 6
-3 6 -3 -8 &8 =3
1.3.1 Problémes
Ex 01. Soit la matrice
1 —«
1 —«o
A= s a€R
1 —«
1
Prouver que
1 a o a1
1l «o a2
Al = :
1 o
1

Ex 02. Soit A, B € My (R). Supposons que A est inversible. Montrer

que pAB = PBA-
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1.4 Valeurs et vecteurs propres d’un endomor-
phisme, sous-espaces propres

Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E (c’est-a-dire

une application linéaire de £ dans lui-méme).

Définition 1.4.1 (voir, [6, p. 273]) Si il existe un scalaire A € R (resp.
C ) et un vecteur non nul v € F tels que f (v) = Av, on dit que A est une
valeur propre de f. Si A est une valeur propre de f, un vecteur propre de f

associé \ est un vecteur v tel que f (v) = Av.

Proposition 1.4.1 (voir, [6]) Soit A\ une valeur propre de f, le sous en-
semble des vecteurs propres de f associé a A est un sous-espace vectoriel

appelé sous-espace propre de f associé a A\ et noté E).

Proposition 1.4.2 ( voir, [6]) L’espace E) est un sous-espace vectoriel stable

par f.

Preuve. FE) est le noyau d’'un endomorphisme donc c’est un sous-espace
vectoriel de I'’ensemble de départ de cet endomorphisme.

Montrons qu’il est stable par f. Soit = € E), alors f(z) = Az. Donc
f(f(x) = f(Ax) = Af(2).
On a montré que f(x) € E), ce qui prouve que E) est stable par f. =

Remarque 1.4.1 L’ensemble des valeurs propres d’'un endomorphisme f est

appelé le spectre de f et est noté Sp(f).
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Théoréme 1.4.1 (voir [6, p. 280]) Le scalaire \ est valeur propre de f si
et seulement si 'endomorphisme f — Aid n’est pas inversible. Autrement dit

si et seulement si det (f — Nid) = 0.

On sait que pour calculer ce déterminant on peut choisir une base quel-
conque de F, dans laquelle f pour matrice A, alors la matrice de f — Aid

est A — \1,,. Le déterminant cherché est celui de cette matrice.

Théoréme 1.4.2 Le scalaire A\ est valeur propre de ’endomorphisme f si

et seulement si il est racine du polyndéme caractéristique.

Proposition 1.4.3 Soient Ay, A, ..., \p des scalaires distincts deux a deux.

Alors les sous-espaces propres Fy,, E\,, ..., Ex, sont en somme directe.

k

Proposition 1.4.4 Soit f € £(F) et X\ une valeur propre de multiplicité c,
alors

dimE,\ S Q.

1.5 Valeurs et vecteurs propres d’une matrice
carrée

Dans tout cette section K désigne un corps quelconque, et M, (K) désigne
I’ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes a coefficients dans K.
L’espace vectoriel K est identifié a I'espace vectoriel M,, ; (K) des matrices

uni colonnes a n lignes.

Définition 1.5.1 (voir [9), p. 14], [12}, p. 145]) Soit A € M, (K).
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1. On dit que le scalaire A est valeur propre de A s’il existe un vecteur x
non nul de K" tel que Ax = Az, autrement dit si A — Aidg» n’est pas
injective.

2. On dit que le vecteur x non nul de K" est vecteur propre de A s’il existe

A € K tel que Ax = Ax.

3. Lorsque A est valeur propre de A, le sous-espace
Ey={x e K"; Ax = Az} = ker (A — Nidgn)
est appelé sous-espace propre de A associé a \.

Conclusion 1.5.1 Un vecteur x € E est un vecteur propre de A si

1. x est non nul,

2. il existe A € K, Ax = A\z.

Remarque 1.5.1 On a
1. si A n’est pas valeur propre, Fy\ = {0}.
2. si A est valeur propre, dim E) > 1.

3. L’ensemble des valeurs propres de A appelé le spectre de A et noté

Sp (A).

Définition 1.5.2 On dit qu’une valeur propre de A € M,, (K) est de mul-
tiplicité « si elle est racine d’ordre o du polynoéme caractéristique de A. On
dit qu'une valeur propre A de A est simple quand elle est sa multiplicité est

égale a 1.
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Une fois déterminées les valeurs propres, on détermine l'espace des vec-

teurs propres associés a chacune de ces valeurs en résolvant le systéme linéaire
(A=, () =0,
ou A est la matrice de f dans une certaine base.

Exemple 1.5.1 Soit la matrice

1=(27)

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

1. D’aprés ’'Exemple[1.1.1] les valeurs propres de A sont A\; = 1 et Ay = 3.

2. Calculons les sous-espaces propres associés :

B o TH2y=ux
E)\l - {(l’,y)ER, 2x+y:y}
= {(z,y) eR?; y=—z}

= Vect{(1,-1)}.

De méme, on a

- o T+2y=3x
E/\Q - {(ﬂf,y)ER, 2$+y:3y}

= {(z,y) eR*;y =2z}

= Vect{(1,1)}.

Exemple 1.5.2 Calculer les éléments propres des matrices suivantes :
1 2
A= ( L2 ) .
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Rép.Ona A\ =4, v =(2,3) et Ay =—1, v5=(1,-1).
cosf) sind
A= ( —sinf cosd ) '
Rép. On a \; = e v = (—i,1) et g = e vy = (i,1).
1 2
4= ( = ) |
Rép. Ona A\ =1, Ey =Vect{(1,0)} et Ay =5, E5 = Vect{(1,2)} .

(1)

Rép. On a A =2 (double), Ey\ = Vect{(1,0)}.

3
3

1
A=10
0 -9

S NN

Rép. Ona A\ =1, E; = Vect{(1,0,0)}, oy =2, Ey = Vect{(2,1,0)} et
)\3 = —5, E,5 = V€Ct{(5,6, —14)} .

A:

— =
o NN O
N OO

Rép. On a A\, = 1, E)\, = Vect{(-1,1,1)}, Ao = 2 (double), E,, =
Vect{(0,1,0),(0,0,1)}.

A=

o O O

11
0 0
0 0

Rép. On a A = 0 (valeur propre triple), £\ = Vect {(1,0,0),(0,1,—1)}. Le

sous-espace propre associé a A = 0 est de dimension 2.
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Rép. On a A = 2 (valeur propre triple), E\ = Vect {(0,0,1)} . Le sous-espace

propre associé a A = 2 est de dimension 1.
110
A=11 10
0 0 2

Rép. On a A\; = 0 (valeur propre simple), Ey, = Vect {(—1,1,0)} et Ay =2
(valeur propre double), E,, = Vect {(0,0,1),(1,1,0)} . Le sous-espace propre
associé a A\ est de dimension 1 et le sous-espace propre associé a Ay est de

dimension 2.

a 2 3
A= 0 2a 8 ;a € R
0 0 3a

2
Rép.Ona ) =aet By, = Vect{(1,0,0)}, \a = 2a et E), = Vect (—, 1,0) },
a
1 8
)\3 = 3a et E,\3 = Vect { <ﬁ (36L+ 16) y 5, 1)}

Corollaire 1.5.1 Soit (A\,x) un élément propre de A, alors ()\k,x) est un

élément propre de A*.
Preuve. On a

Ar = I = A%z =A(\r) = Mz =\

= Av=X r=Vk>0: A= \z.

Corollaire 1.5.2 Soit (A\,z) un élément propre de A avec X # 0, alors

1
(X,x> est un élément propre de A",
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Preuve. Par définition, on a

Az = At (1a)=A"" (%x) = %A_l (A\x)

= ;A‘l (Az) (car Az = A\z)
1

= .

Corollaire 1.5.3 Soit A € M, (K), soit X\ une valeur propre de A et soit
p € K[x]. Alors p(A)x = p(A\)x pour tout x € E.

Preuve. Soit x € E). On a Iz = x, et une récurrence immeédiate montre que
AFx = Nz pour k > 1. Soit maintenant p = ag + a17 + ... + 2™ € Klz].

On a p(A)z = apx + mAz + ... + 4, A2 = p(A)z. =

Proposition 1.5.1 Soit A € M,, (K). Alors la sommes des valeurs propres
de A, répétées selon leurs multiplicités, est égale a Tr(A), et le produit des

valeurs propres de A, répétées selon leurs multiplicités, est égal a det(A).

1.5.1 Problémes

Ex 01. Calculer les éléments propres de la matrice

-3 1 -1
A=| -7 5 -1
-6 6 —2
Ex 02. Soit P € GL,, (R) et soit D la matrice diagonale définie par
M
D= »
An
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Calculer les éléments propres de D, puis en déduire les éléments propres

de la matrice PDP™L.
Ex 03. Soient A € M,, (R) et a € R*. Prouver que

x vecteur propre de A = ax est un vecteur propre de A.

Ex 04. Soient A € M,, (R) et A, Ay deux valeurs propres de A avec

A1 # 9. Prouver que
E/\l ﬂ E)\Q — {ORn} .

Notons que E\ = {z € R"; Az = A\z}.

1.6 Normes matricielles

Définition 1.6.1 (voir [10, p. 352] ) Soit £ un espace vectoriel sur K (

R ou C). On appelle norme ||.|| sur E une application
I B Ry

r — |lz|| (selit : la norme de x)

telle que
IL.VzeE:|z||>0e¢t [|z|]| =0 < x = 0g;
2. VaeK, VreFE: |az] =|al.|z];

3. Vaye B e +y| <l +[lyll -

Dans ce cas, l'espace (F, ||.||) est dit espace vectoriel normé (e.v.n).
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Exemple 1.6.1 Dans ce cours, on utilise seulement les deux espaces vecto-

riels, K" et M,, (K) avec K =R ou C.

1. On définit sur K" les normes suivantes

n n 2
2
lzll, = > lwil, llzll, = (ZI%I) ,
i=1 =1

ol = e (loi)

-

2. Sur l'espace M, (K), on définit les normes
1All, = max Y Jag| et [|A]l, =max) |ayl
T j=1
Notons que pour x = ( -1 1 =2 )t, on a

lzll, =4, lall, = V6 et [z, =2

-1 -2

etpourA:( 73

) e M, (R), on a
|All; = max (8,5) =8 et ||Al| ., = max(3,10) = 10.

Lemme 1.6.1 ([10]) Pour toute matrice A € M,, (K) et pour tout x € K",

on a

[Az|| < [|A] {l]]

1.7 Produit Scalaire

Définition 1.7.1 (voir, [6, p. 333]) Soit E un espace vectoriel. Le produit
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scalaire sur R est une application définie par

(,) + ExE—-R

(z,y) — (z,y)

telle que
1. (z,x) >0 et (z,2) =0 2 =0.
2.V zyeE:(z,y) = (y,x).
3 Vxye B, VIXER: (Ax,y) = Az, y)

4. Vry,ze B {x+y,2z)=(r,2)+ (y,2) .
On définit sur R™ le produit scalaire (.,.) par
Vo= ( T1 To ... Tp )t,y: ( YI Y2 o.. Un )tER" :{x,y) :zn:m,-yi.
i=1
Remarque 1.7.1 Pour tout (z,y) € R" x R", on a
(z,y) ="y
Notons que le produit scalaire sur C™ est donné par
(z,y) =2'7, (1.2)

ou ¥ est le conjugué de y.

Exemple 1.7.1 Soit A € M, (R). Trouver une matrice symétrique B €
S, (R) telle que

2" Az = ' Bx pour tout € R".
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Pour tout x € R™, on a

o' Ar = (mtA:B)t (car z'Ar = a € R)

= z'Alx,

de sorte que

1 1 A+ At
xtAx = EyctAx + §a:tAta: =t —g

t

x.

Notons que la matrice B = est symétrique.

On définit sur l'espace vectoriel C([a, b]) le produit scalaire

b
Vf,gec<[a,bJ>:<f,g>:/ f(2) g (2) de

Proposition 1.7.1 Soient A une matrice symétrique et (o, x),(B,y) deux

éléments propres de A avec a # (8, alors x L y; i.e.,
(x,y) = 0.
Preuve. En effet, on a

alz,y) = (az,y) = (Az,y)
= <x,Aty> = (z, Ay)
= (z,By) =B(z,y),

et puisque « # 3, implique (z,y) =0. m
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1.7.1 Problémes
Ex 01. On considére I’équation
az® + 2hxy + by? = 0. (1.3)

Ecrire (T.3) sous la forme X*AX =0, ot A € My (R) et X = ( z ) :

) [ a h
Rep.A-(h b)'

Ex 02. Ecrire I'équation \2? + X\ox2 = 0 sous la forme X*AX = 0, ot
AeMQ(R)etX:(‘;).
Ex 03. Soit A € M,, (R). Est-ce-que

(xtszo;VwER")jA:O?

. (0 -1
Rep.Non,A—(1 0 )

1.8 Matrices Symétriques
Définition 1.8.1 (voir, [6, p. 403]) Soit A une matrice (carrée ou non).

On appelle transposée de A, et 'on note A’ la matrice dont les lignes sont
les colonnes de A, i.e., la matrice A* obtenue en échangeant les lignes et les

colonnes de A. Nous avons

A = (ai)1<icm € M (K) = A" = (aji)1<j<n € Mpm (K).

155<n 1<Zi<m

Il est clair que l'application A ~ A’ est une application linéaire de

M (K) sur M,, , (K), et que si A € M,,,, (K), on a
(A" = A
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D’autre part si A € My, (K) et B € M,,;, (K), on a
(AB)' = B'A' € M, (K).

Exemple 1.8.1 Pour
1 2
A= 3 4 € M372 (R) ,
5 6

alors

Théoréme 1.8.1 Soit A € M,, (R). Alors A et A* ont méme valeurs propres.
Preuve. Soit x € R. On a

pa(z) = det(A—xl)=det ((A - x])t) (car det B = det B")
= det (At — x])

= pat(z).
Donc, A et sa transposée ont le méme polynoéme caractéristique. m

Définition 1.8.2 Soit A € M, (R) une matrice carrée. A est dite symé-

trique si, et seulement, si A* = A.

Exemple 1.8.2 La matrice

I

I
W N =
ot O N
— Ot W

est symétrique ; car Al = A.
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Corollaire 1.8.1 Pour toute matrice A € M,, (R), A*A et AA" sont tou-

Jours symétriques.
Preuve. Il est clair que
(AtA)" = At (A1) = A'A.
Donc pour toute A € M,, (R), A'A est symétrique. m
Proposition 1.8.1 Les valeurs propres d’une matrice symétrique sont réels.
Preuve. Voir la matrice Hermitienne et le Théorééme [L11.1l m

Corollaire 1.8.2 Soit A € M,, (R) une matrice symétrique et soit ag, aq, ..., Ay €

R avec m > 1. La matrice
ool + A+ ...+ o, A"
est aussi symétrique.

Preuve. (Facile). m

1.9 Matrices anti-symétriques

Définition 1.9.1 Soit A = (a;;),; ;<,, € My (R) une matrice carrée. A est

dite anti-symétrique & A" = —A < a;; = —aj;, pour tous i,j € 1,n.

Lemme 1.9.1 Toute matrice carrée M € M, (R) s’écrit A + B, avec A

anti-symétrique et B symétrique.
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Preuve. Il est claire que pour tout A € M,, (R) on a

1 1
A== (M —-M")+=(M+M".
TR T
anti-sy?rjétrique symgt;ique
[ ]
Théoréme 1.9.1 Soit B une matrice anti-symétrique ; i.e., B = —B, alors

la matrice A =1 — B est inversible.
Remarque 1.9.1 Notons qu'une matrice A est inversible < (Az =0 =2 =0).

Démonstration du Théoréme . Il suffit de prouver Az = 0 implique
x = 0. En effet, si Az =0, il vient

Ce qui donne

D’autre part, on a

r'r = 2'Bx
r'r =2'B'z  (car (xtx)t =z'z et (xth)t = 2'B'z)

'z = 2" (—=B)x (car B est anti-symétrique)

L 2
5
S
I
|
H{‘#
S
S
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Posons v = (@1 @ ... @, )t, on trouve
T
xtx:(xl Ty ... :I:n) 2 =2l + 3+ ... +a2 =0.
T

D’ou x; = 0 pour tout i € 1,n. Par conséquent z = 0. m

1.9.1 Problémes

1. Vérifier que la matrice

0 -2 3
A= 2 0 4
-3 —4 0

est anti-symétrique.

2. Montrer que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels supplé-

mentaires de M, (R). Dans ce cas, on a

M, (R) =38, (R) © A, (R) )

ou S, (R) est I'ensemble des matrices symétriques et A, (R) 'ensemble

des matrices anti-symétriques.

1.10 Matrices Orthogonales

Définition 1.10.1 (voir, [10, p. 141]) Une matrice A est dite orthogonale

si et seulement, si At = A1

Exemple 1.10.1 La matrice
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A:(COSG —Sm@); DeR

sinf cos@

est orthogonale, car

¢4 aat_ [ cosf® —sind cos sinf \ (1 0\
AA_AA_(sinQ cos 0 )(—sin@ cosf )\ 0 1 =L

Une telle matrice posséde les propriétés suivantes :

1. Ces vecteurs colonnes (lignes) sont orthonormales,
2. ATA=AA" =1,

3. At = A1

4. Pour tout x € R" : ||Az| = ||z]],

5. Va,y e R": (Azx, Ay) = (z,y) .

Corollaire 1.10.1 Soit A € M,, (R) une matrice orthogonale, alors
det (A) = +1.
Preuve. Puisque A" = A™!, implique A'A = I,,. Ce qui donne
det (A'A) = det (A") det (A) = (det (A))? = det (I,) = 1.
Doudet(A)==+1. m

Théoréme 1.10.1 Soit A € M,, (R) une matrice orthogonale. Les proprié-
tés sutvantes sont équivalentes

1) A est orthogonale.

2) Pour tout x € R™ : ||Az|| = ||z|| .

5) ¥V a,y €R": (Az, Ay) = (z,y).
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Preuve. 1)=-2). Supposons que A orthogonale. Soit x € R™ on a

|Az||> = (Az, Az) = (x, A'Az)

= <$,Inl'> = <ZL’,ZL‘> = ||CL’||2

Do || Az = 2]
2)=-3). Supposons que ¥ = € R" : ||Az|| = ||z|| . Soient z,y € R"™ on a

2 2
1A (@ + )" = [l +ylI";

C’est-a-dire

(Az+ Ay, Az + Ay) = (+y,x + y),

de sorte que
(Az, Az) + (Ay, Ay) + 2 (Az, Ay) = (z,2) + (y, ) + 2 (z,y)

Donc (Az, Ay) = (z,y) .
3)=-1). Supposons que V z,y € R" : (Az, Ay) = (x,y) . Donc

<x, AtAy> = (z,y)

le.,

(z, A'Ay —y) =0

En particulier, pour x = z' Ay — y, on obtient
¢ 2
|4 Ay — [ =o.

D’ou A*Ay = y. Et par conséquent A’/A=1,. =
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Exercice 1.10.1 Soit la matrice

0 —1
(1)
Soit # € R. Prouver que €4 est orthogonale.

Exercice 1.10.2 Soit A une matrice orthogonale. Prouver que

1. A7 est orthogonale.
2. Pour tout A € Sp(A) = |\ = 1.

3. Si Ay et Ay sont deux matrices orthogonales, alors A1 As 'est aussi.

1.11 Matrices Hermitiennes

Définition 1.11.1 (voir |10}, p. 280]) Soit A = (a;;) e M, (C). La

1<i,j<n

matrice (@), <ij<n €St appelée conjuguée de A, on la note A. La matrice
transposée de la conjuguée de A est appelée matrice adjointe de A, on la
note A* ou encore At = (Z)t . On dit que A est hermitienne si elle est égale

a son adjointe, i.e., A* = A.
Exemple 1.11.1 La matrice

1 14+ 2+ 3
A= 1—2 =2 —1
2—=3t 1 0

est hermitienne ; car A* = A.

2. Voir le Chapitre calculer I’expression de e?4 puis montrer qu’elle est orthogonale.
3. Par contre, la matrice A est dite anti-hermitienne si et seulement, si A* = —A.

46



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Proposition 1.11.1 Les coefficients diagonauzx d’une matrice hermitienne

sont réels.

Preuve. D’apreés la Définition [[.T1.1] la démonstration est évidente. m

Théoréme 1.11.1 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles.

Preuve. Soit (A, z) un élément propre d’une matrice hermitienne. Montrons

que A € R. En effet, on a

Az, z) = (M\x,z) (d’aprés la définition)
= (Az,z) (car Az = A\z)
= (Az)'T (d’apres (1.2))
= 2'A'T7  (résultat connu)
= (Zt>tf (car A est hermitienne)
= 2'Ax
= (z,Az) (d’apres (L.2)
= (x,\x) (car Az = \x)

= Maz,z) (d’aprés la définition)
D’ott A = \, car x # 0.

Remarque 1.11.1 Soit A € M,, (C). On peut facilement prouver que les
matrices A + A*, AA* et A*A sont hermitiennes.
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1.12 Matrice Unitaire
Définition 1.12.1 Une matrice U € M,, (C) est dite unitaire si, et seule-

ment, si

Ul=u*
Autrement dit, une matrice carrée U & coefficients complexes est dite unitaire
si elle vérifie les égalités :

U'U =0U" = 1I,.

1. L’ensemble des matrices unitaires de taille n forme le groupe unitaire
U(n).
2. Les matrices unitaires a coefficients réels sont les matrices orthogo-

nales.

Exemple 1.12.1 La matrice

est unitaire; car

e ea [0 —i 0 —i\_ (10Y)
A4_AA_(@ 0)(@ o>_(01>_b'

Toute matrice unitaire U vérifie les propriétés suivantes :
a. son déterminant est de module 1;

b. ses vecteurs propres sont orthogonaux ;
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c. U est diagonalisable, i.e.,
U=VDV*

ou V est une matrice unitaire et D est une matrice diagonale et unitaire.

d. U peut s’écrire sous la forme d’une exponentielle d’une matrice :
_ iH
U=¢e",
ou ¢ est I'unité imaginaire et H est une matrice hermitienne.

Proposition 1.12.1 Soit U une matrice carrée de taille n a coefficients com-

plexes ; les cing propositions suivantes sont équivalentes :
1. U est unitaire ;
2. U* est unitaire ;
3. U est inversible et son inverse est U* ;

4. les colonnes de U forment une base orthonormale pour le produit her-

matien canonique sur C" ;

5. U est normale et ses valeurs propres sont de module 1.
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Chapitre 2

Matrices semblables et matrices
diagonalisables

2.1 Matrices semblables

On va maintenant introduire la notion de similarité, voir 4, p. 383-464].

Définition 2.1.1 Deux matrices A et B de méme type sont dites sem-

blables s’il existe une matrice P inversible telle que
A= PBP™"

Notation 2.1.1 La notation A ~ B signifie que la matrice A est semblable

avec la matrice B.
On a les propriétés suivantes.

Théoréme 2.1.1 Soient A et B deux matrices semblables ; i.e., il existe une
matrice P inversible telle que A = PBP~. Alors
1. pour tout entier k € N, Ak = PBkp—1,
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2. pa(x) = pp (z), c’est-a-dire A et B ont le méme polynéme caractéris-

tique.

Preuve. Montrons le théoréme comme suit :

1. Soient A et B deux matrices semblable. Supposons qu’il existe une
matrice P inversible telle que A = PBP~!. Pour tout entier k¥ > 0 on
a

A* = (PBP7Y) (PBPY)...(PBPY)

J/

-~

k—fois

2. Montrons que
A~DB=pas(x)=pp(x). (2.1)

En effet, on a

pa(x) = det(A—al)

= det (P)det (B — zI)det (P") (2.2)
= det (B — ) (2.3)
= pp(2)
1
Notons que le passage de ([2.2) a (2.3)) parce que det (P~!) = dct (P)
e
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Remarque 2.1.1 La réciproque de ([2.1) est fausse. Par exemple, pour

11 1 0
(3 Y (1)

On voit que pa () = pp () et par conséquent, Sp(A) = Sp(B) = {1} et
det (A) = det (B). De plus, si A est semblable avec B il existe donc une

matrice P inversible telle que
A=PBP'=PLP ! =1,.

Une contradiction, i.e., A =~ B. On peut également écrire

Sp(A) =Sp(B) # A~ B,
pa(x) =pp(x) » A~ B,
det (A) = det (B) # A ~ B.

Remarque 2.1.2 En appliquant la régle suivante :

det (A) = 0 0 € Sp(A). (2.4)

Soient A et B deux matrices semblables, i.e., il existe une matrice P inversible
telle que A = PBP~!. On peut également prouver que Sp (A) = Sp (B) . Soit

A € Sp(A), il existe un vecteur non nul z tel que Ax = Az. Donc
(A=X)z=0=0x
Ce qui donne 0 € Sp (A — AI). D’autre part, on a
A—MN=P(B- )P (2.5)

Supposons que 0 ¢ Sp (B — \I), de et ona B—\I € GL, (R). Par
suite, A—AI € GL, (R). D’aprés (2.4)), 0 ¢ Sp (A — AI). Une contradiction.

Finalement, on en déduit que 0 € Sp (B — AI), et par conséquent \ €
Sp(B). D’ou Sp(A) C Sp(B).
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Corollaire 2.1.1 Deuz matrices semblables A et B ont méme déterminant.

Preuve. Soient A et B deux matrices semblable, il existe donc une matrice

P inversible telle que A = PBP~!. Donc

det (A) = det (PBP™") = det (P) det (B) det (P~") = det (B).

Exemple 2.1.1 On considére les deux matrices

2 1 5 2
a=(2 L) en=(31)

On voit que A = B, car det (A) = —1 # det (B) = —3. On a donc le résultat

det (A) # det (B) = A = B.

n

Théoréme 2.1.2 La relation " ~ " similarité est une relation d’équivalence.

Preuve. Cette relation est ce qu’on appelle une relation d’équivalence, car

on a les trois propriétés suivantes :

1. La relation " ~ " est réflexive, car pour toute matrice A € M,,(R) on

a

A=TLAI!

Donc A ~ A.

2. La relation " ~ " est symétrique, car pour toutes matrices A, B €

M, (R) on a
A~ B=3PcGL,(R) telle que A= PBP™*
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11 vient

B=P'AP = CAC™ " avec C € GL, (R)
C
Donc B ~ A.

3. La relation " ~ " est transitive, car pour toutes matrices A, B,C €

M, (R) on a

A~ B N 3 P € GL, (R) telle que A= PBP™!
B~C 3 Q € GL, (R) telle que B=QCQ™!

Ceci implique

A=P(QCQ) P =(PQ)C(PQ) ' = RCR™" avec R € GL, (R).
R

Donc A ~ C.

Proposition 2.1.1 Soit P € GL,, (R). On définit l’application Tp par

A v Tp(A) = PIAP,

Alors

N Y~
e e e
=N N =
\:_‘ig_|_§ﬁ/
I o
ﬂgv?
503
T =T
=T
&
- &
=

v
-
£
=
I
-
I
=
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6. Tp (A71> = 7}%(14)

7. Tp (e?) = eTr(4)

8. T (Tp(A)) =Trq (A).
Preuve. 8. Nous avons
Ty (Tr(A) = Q'Tp (A)Q = Q" (PT'AP) Q = (PQ) ™ A(PQ) = Trq (A).
|
Remarque 2.1.3 Soient A, B € M,(R) avec A ~ B, alors
A€GL, (R) & B e GL, (R).

Conclusion 2.1.1 Soit A € M, (R), et soit B = P7'AP € M,(R) une
matrice semblable & A. Alors A et B ont le méme polynome caractéristique.
De plus ¢q(A) = Pq(B)P~! pour tout ¢ € K[X], et en particulier A* =
PB*P~pour k > 1.

Corollaire 2.1.2 Soient A,B € M,(R). Si A et B sont semblables, alors
Tr(A)=Tr(B).
Preuve. On sait que

¥ M,N € M,(R): T (MN) =Tr(NM).

Donc

Tr(A) = Tr (PBP™Y) = Tr (BPP™Y) = Tr (B).
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Corollaire 2.1.3 Deuz matrice semblables ont méme rang.

Preuve. A et B représentent le méme endomorphisme f.

rang (A) = dim (Imf)

rang (B) = dim (Imf) } = rang (A) = rang (B) .

Conclusion 2.1.2 Deux matrices semblables ont méme déterminant, méme

trace, méme rang, méme polyndme caractéristique, méme valeurs propres.
Par contre, on a le résultat absolument remarquable suivant.

Théoréme 2.1.3 En dimension 2 et 3, deux matrices sont semblables ssi

elles ont méme polynome minimal et méme polyndéme caractéristique.

2.1.1 Problémes

Ex 01. Soient A et B deux matrices semblables, i.e., il existe donc une

matrice P inversible telle que A = PBP~!. Prouver que
(A, z) élément propre de A = (/\, P_lx) est un élément propre de B.

Ex 02. Soient A, B M,(R) et f(x) =ay+ a1 X +...+a, X" € R[X] un

polynéme de degré n. Prouver que
A~ B = f(A)~ f(B).
Ex 03. On considére les deux matrices
1 0 4 1
A=\ 11 3 et B=| 0
2 17
Montrer que A » B i.e., A et B ne sont pas semblables.
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Ex 04. Prouver que
A-MNM~B=A~B+\

Ex 05. En utilisant deux méthodes. Prouver que les matrices semblables
ont les mémes valeurs propres.
Ex 06. Montrer que

A~ B= e ~eb.

Ex 07. Sans calculer, ni valeurs propres ni vecteurs propres, montrer que

(zl)) _11)N<_11 ?)
2.2 Matrices diagonalisables

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et f un
endomorphisme de E. Si on se place dans une base de F/, on peut représenter
f par une matrice. Le but de ce chapitre est de trouver une base de E telle
que la matrice représentant f dans cette base soit la plus “simple” possible
(on prend la méme base pour E ensemble de départ que pour E ensemble

d’arrivée). On peut voir, [6], p. 288-296], [13].

Définition 2.2.1 On a

1. Soit f € End(F). On dit que f est diagonalisable s’il existe une base

de F dans laquelle la matrice de f est diagonale.

2. Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée. A est dite diagonale, si
seulement, si

aij:(), VZ#]
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On écrit aussi
A1
A2

An

3. A est dite diagonalisable si A est semblable avec une matrice diagonale

i.e.,
A est diagonalisable < 3 P € GL, (R) : A= PDP™,
ou D = diag {\, Aa, ..., \n }.

Remarque 2.2.1 Si A est diagonalisable, les termes qui apparaissent sur
la diagonale de la matrice représentant f dans une base de vecteurs propres

sont les valeurs propres associées.
Exemple 2.2.1 Considérons les matrices suivantes
5 —4 10 1 2
(3o (1) (12,
D’aprés un calcul simple, on trouve A = PDP~!. Donc A est diagonalisable.

Mais, la question posée est de savoir comment déterminer P et D g’ils

existent. Voici le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1 (Condition nécessaire et suffisante de diago-, [10, p. 245])
Soit A € M,,(R) une matrice carrée. A est diagonalisable si seulement, s’il

existe une base B de R™ formée de n vecteurs propres de A.
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Preuve. Supposons que A diagonalisable, il existe donc une matrice inver-

sible P telle que

A=pDp!
Ce qui équivaut
P'AP =D.
Posons
P=|wy v ... yo]|=]Per Pes ... Pe, |,

N : n
ot (€;);<;<, est la base canonique de R" et

dy
D= @.. = diag {dy.ds, ..., d,} .
. .
Ceci implique

[Ayl Ays ... Ayn] = AP
= I,AP
= PP'AP
= PD
= P [ die; daey ... dpeén }
= [ diPe; dyPes ... d,Pe, ]
= [ diyr doys ... duyn }

On en déduit que V i € 1,n, Ay; = d;y;. Donc y; est un vecteur propre de A
associé a d; et puisque P inversible, alors la famille B = {y1,y2, ..., yn} est

une base de R™.
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Réciproquement, s’il existe une base B = {x1, o, ..

par des vecteurs propres de A. Dans ce cas, posons

oy} de R™ formée

P = |: r1T T2 ... Ty j|
On a donc
AP = [Axl Axy ... A:L‘n]
= [ )\1,271 )\23’52 cee )\nxn } )

ol (Ai) <<, sont les valeurs propres de A associés a (z;),,,,, respectivement.

Ce qui donne

AT AeTar ... ApTp
ATz AaToz ... ApTp2

AP =
)\11‘1]\[ /\QJZQN e )\nl'nn
T11 T21 R i )\1
T12 Ta22 Tn2 A2
TIN T2N Tpn

= PD

Dot A= PDP~! ou D est diagonale et P inversible.

Corollaire 2.2.1 Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable, alors il existe

une base B = {x1,%s,...,x,} de R™ formée par n vecteurs propres de A.

Preuve. Supposons que A = PDP~!. On sait que {e;,es,...,e,} sont des

vecteurs propres de D associés a diag(D), i.e.,

De; = P"t*APe; = \e;, pour i = 1,2,
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D’ou

APe; = \jPe;, pour i =1,2,....n.

Donc {Pe; },,., sont des vecteurs propres de A et puisque P inversible, alors

{Pei} <<, est une base de R". m

Exemple 2.2.2 Montrer que la matrice suivante est diagonalisable.

— =
— o= s
B~ = =

1
1
4
1

Le polynome caractéristique est p4 (z) = (z — 7) (x — 3)” . Les valeurs propres
de A sont \; = 7 (simple), et \y = 3 (triple). Les vecteurs propres as-
sociés sont v; = (1,1,1,1) pour Ay, v = (—1,1,0,0), v3 = (=1,0,1,0)
et vy = (—1,0,0,1) pour A\y. La matrice A est donc diagonalisable; car

dim F), = m;, pour ¢ = 1,2.

D’apres le Théoréme [2.2.1] on a la remarque suivante :

Remarque 2.2.2 Soit A € M, (R) une matrice carrée posséde n valeurs

propres distinctes, alors A est diagonalisable.

Exemple 2.2.3 Soit la matrice

A:

B~ | —
B~ Lo | —

Calculer lim A™.
n——+oo
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Tout d’abord, calculons les valeurs et vecteurs propres de A. D’apreés le

calcul, on trouve
A= 17 U1:(171>>
1
/\2 = 4_17 Vg = (—2,1) .

Comme A = PDP7!, alors A¥ = PD*P~! ou P = ( ! _12 ) et D =

10
0 1 ]. Ce qui donne

4

n 1 2

o — o (2 2)[ 3,3
n—+o00 B n—-+oo 1 1 0 (Z_L) _1 -
3 3

A /\
(@] —
ii—d
15
8 o
| ’ )
N
wl ~——
3
|
COIHCOIH
W] W N

O =
o O
~
HI
W W N

I
LW W —
W DN | Do

Proposition 2.2.1 Soient A et B deuz matrices diagonalisables avec P~'AP =

Dy et P"'BP = Dy pour une matrice inversible P, alors AB = BA.

Preuve. On vérifie aisément que si P"'AP = Dy et P"'BP = D,, il vient

A=PD P!
B = PD,P™!

Notons que DDy = Dy Dy, et par conséquent
AB = PD,DyP' = PDyD\ P! = PD,P'PD, P! = BA.
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D’ou le résultat. m

Définition 2.2.2 X\ € R est dite valeur propre de multiplicité m si seule-

ment, si

pa(z) = (x—N)"q(x) avec g (\) # 0.

Corollaire 2.2.2 Soit A € M, (R) une matrice carrée. Supposons que
pa(x)=(z—X)" (x —X)™ ... (@ — )™, ou k < n.
Alors, A est diagonalisable si seulement, si dim E\, = «;, pourt = 1,2, ..., k.

Exemple 2.2.4 Pour les matrices suivantes, en calculant les éléments propres

on trouve

Matrice pa () Sp(A) multiplicité dim E)
1 10

A=|[110 z(z—2)° (2) ; ;
0 0 2
2 1 1

B=| 2 1 =2 (z+1)*(z —3) _31 f }
-1 0 -2
1 0 0 —1 1 1

c=11 2 3| @+)@-1)(@-3) 1 1 1
1 -1 0 1 1

On en déduit que A et B sont diagonalisables, mais B ne 'est pas.

Exemple 2.2.5 Soit

2 1 1
A= 2 1 =2
-1 0 -2
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Alors py (z) = (z — 3) (z +1)* et A n’est diagonalisable ni sur R, ni sur C.
En effet, on a

E_y=Vect{(1,-2,-1)}

Dans R3 ou C3, E_; est un espace vectoriel de dimension 1 engendré par
(1,—2,—1). Comme —1 est une valeur propre de A de multiplicité 2, A n’est

pas diagonalisable.

Corollaire 2.2.3 (voir [1l, p. 123] ) L’endomorphisme f est diagonalisable

st et seulement si E est somme directe de ses sous-espaces propres.

Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Si on note

A1, Ag, ...y g les valeurs propres deux a deux distinctes de f, on a

Corollaire 2.2.4 (voir [Ii, p. 124]) L’endomorphisme f est diagonalisable

st et seulement si
dim £ = dim E), +dim Ey, + ... +dim £},

Théoréme 2.2.2 (voir [1, p. 124]|) Soit f un endomorphisme d’un espace
vectoriel E de dimension finie. L’endomorphisme f est diagonalisable si et

seulement si les deux propositions suivantes sont vérifiées

1. ps(z) est scindé dans K, ce qui veut dire que
pr(x) =(=1)"(z = A\)™ (x — X)™ oo (@ — \p) ™,

avec \i, A, ..., \p scalaires et ay + g + ... + ap = n.

2. Pour chaque valeur propre \ de multiplicité o, on a
dim F) = «a.
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Corollaire 2.2.5 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
sion n. Si f admet n valeurs propres distinctes deux o deuz, alors f est

diagonalisable.

Corollaire 2.2.6 Soit A € M,(R) une matrice posséde une valeur propre

unique X, alors A est diagonalisable si et seulement, si A = \,.

Preuve. Il est clair que si A = A1, alors A est diagonalisable. Réciproque-
ment, supposons que A € M,,(R) une matrice diagonalisable et posséde une

valeur propre unique ), il existe donc une matrice P inversible telle P~1 AP

soit diagonale. Posons P~'AP = D, ou diag (D) = Sp(A) = {\}. Donc
A 1
A=P _ P'=)\P _ Pt =\PL, Pt = \I,.

D’ou le résultat. m

2.2.1 Applications de la diagonalisation

Calcul de la puissance d’une matrice :

Une application classique est le calcul des puissances d’'une matrice A.

Supposons que A soit diagonalisable. C’est-a-dire qu’il existe P et D avec

A1 O 0

0 X 0
D =

0 0 An

et D = P 'AP. On a pour tout entier k¥ > 0
Ak = pDFpPL.
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La formule précédente se généralise alors & k € Z. La matrice A est alors

inversible si, et seulement si, D est inversible et
Al =pDppt

Exercice 2.2.1 Soit la matrice

Calculer A", ot n > 0.

Solution. Calculons le polynéme caractéristique de A

pa(z) = =

2—xz -1
-1 2—-—xz

l—z -1
l—z 2—2x

1 -1

— (1—33) 1 2_$‘:(1—$)(3—$).

Donc Sp (A) = {1,3}.

Calculons les vecteurs propres de A :

R

—x+2y =y
= Vect{(1,1)}.
Et aussi, on a

- o 2xr—y=3x

= Vect{(1,-1)}.

SICEIRE )
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11 vient

e (A0 (A1) e
~ G Ao ) (1)

N[ DO | =

1
2
1+3" 1-3"
— 2 2
- 1-3" 143"
2 2

Remarque 2.2.3 Si A est la matrice d'un endomorphisme f dans la base
By, alors P est la matrice de passage de la base By a une base B de vecteurs
propres de A. La matrice P est obtenue en mettant les coordonnées dans
la base By des vecteurs propres de A en colonnes (De 'ordre des vecteurs

propres dans la base B dépend l'ordre des valeurs de la diagonale de D, et

réciproquement).
Soit
PUI) 0
k
o] 00X 0|
0 O AE

Ceci permet de calculer les suites linéaires récurrentes [10], p. 254].

U, = AUy, Uy = A*U,.

Proposition 2.2.2 Soit A une matrice diagonalisable [| avec Sp (A) = {A1, Aa, ....

alors

1. Notons que le résultat de ’équation (2.7) est toujours vrai pour toute matrice A €
M.,,(C) diagonalisable ou non.

67

Y >\TL}7



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Preuve. Supposons que A = PDP~! ou D = diag {\1, Mo, ...., A\ }. Donc

det (A) = det (PDP™')
= det (P)det (D)det (P7")
= det(D)
= Ao A

D’ou le résultat. m

Exemple 2.2.6 Soient ’application

f : Rg [X] — Rg [X]
p = fp)=3zp—(a*-1)p
et B={1,z,2% 23} la base canonique de Rz [X].
1. Calculer M/ (B).
2. f est-elle diagonalisable ? si oui, effectuer la diagonalisation.
Solution. Il y a trois étapes :
> Le calcul de My (B). On voit que
f(1)=3x=0+3x+ 0z% + 0x3
f(z)=1+22% =1+ 0x + 22% + 023
f(@?) =2z + 23 =0+ 2z + 022 + 123
f(2*) = 32? =04 0z + 322 + 02

Ce qui donne

=

—~

(o))

S~—

Il
O O W o
oON O =
— o NN O
O W oo
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> Calculons le polynome caractéristique de My (B). En effet, on a

—x 1 0 0
3 —x 2 0

DM (B) () = 0 9 _p 3 |~ 2t — 1022+ 9.
0 0 1 -z

Les valeurs propres de A sont {—1,1,—3,3}. D’aprés le Corollaire [2.2.5]
M; (B) est diagonalisable.
> Diagonalisation de M (B) : Tout d’abord, calculons les vecteurs propres

de My (B), on trouve

1 1 1 1 -3 0 00 % —% 5 -3

-3 -1 1 3 0 -1 00 g 2 1 3

= 8 8,

M; (B) 3 -1 -1 3 0 0 10 % 1 —2 -3
-1 1 -11 0 0 03 Ll

2.2.2 Problémes
Ex 01. Soit A € M3(R) une matrice carrée telle que
pa(z) = (x—1)(z—2)>.
A est-elle diagonalisable ?

Ex 02. Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel E.

Montrer que

E=%er f®Imf.

Ex 03. Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel

réel vérifiant f¥ = idp pour un certain entier naturel k. Montrer que

f? =idg.
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Ex 04. Soit A la matrice de M3(R) suivante

0 10
A=\ -4 4 0
-2 1 2

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Calculer (A — 21I3), puis (A — 2I3)" pour tout n € N. En déduire A™.

Ex 05. Soit M une matrice carrée complexe vérifiant M* = I pour un

certain entier naturel k. Montrer que M est diagonalisable.

Ex 06. Etudier la diagonalisation de la matrice

3 00
A=1 41 2 |;a€eR
a 0 3

Rép. A est diagonalisable < a = 0.

Ex 07. Vérifier que la matrice

2 =2 2
A= 0 1 1
-4 8 3

est diagonalisable. Rép : Sp(A) = {1,2,3}.

Ex 08. Etudier la diagonalisation de la matrice

a 1 -1
A= 0 a 2 ; a,beR.
0 0 b

Ex 09. Vérifier que les matrices de la forme

A:(é i);c#()

ne sont pas diagonalisables.
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Ex 10. On considére les deux matrices

2 1 -1 2 21
A= 0o 2 -1 eteB=|1 3 1
-3 -2 3 1 2 2

— Vérifier que A et B ont méme valeurs propres.

— Prouver que A » B.
Ex 11. Trouver une matrice A € Ms(R) qui n’est pas diagonalisable.

Ex 12. Soit la matrice

A=S<)E]1 /S)S_l;SGGLQ(R) et/\L/\gGR.
2

Calculer le déterminant de A et A1,

Ex 13. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices
suivantes. Sont-elles diagonalisables?. Si oui, déterminer une base de

vecteurs propres.

(4 1) (2 4) (2_1> _11 ‘11 _13
0 3 11 1 3 L s

1 -2 -1 111 111
> 1 2|, (111, (o112
2 2 -3 111 00 1

74 0 0
N 12 -7 0 0
28 8 —4
0 U I IR DR
12 —6 6 6

Ex 14. Soit A € M, (R). Montrer que A est diagonalosable < A’ est

diagonalisable.
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Ex 15. Etudier la diagonalisation de la matrice suivante

b
d
9 ca#£0etbcede, feR.
0

o O O =
O O = Q
W~ O O

Ex 16. Etudier la diagonalisation des matrices suivantes

1
Alz 0
0

O = O
N D =

11
et AQI 01
00

N O O

Rép. A; : Oui, Ay : Non
Ex 17. Soient A et B deux matrices diagonalisables avec P~'AP = D,

et P1BP = D, avec P inversible et D;, D, sont diagonales. Prouver

que AB = BA.

Ex 18. Discuter la diagonalisation, selon a,b € R de la matrice

a b a-—0»
A= b 26 —b ;ab#0
a—b —b a

et trouver a, 3 et v tels que
A? = qA® + BA+ 915
Rép. pa(z) =z (x —3b) (x —2a + D).

Ex 19. Déterminer le réel a pour que la matrice

000 O
1 00 1
A= 010 a
001 —a

soit diagonalisable.
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Ex 20. Soit A € M,(R) une matrice diagonalisable avec Sp(A) =
{—1,1}. Prouver que A = A",

Ex 21. Soit
9 00

A= -5 4 0
-8 0 1

i) Montrer que A est diagonalisable et trouver une matrice P € GL3 (R)
telle que P~1AP soit diagonale.

it) Calculer A", n € N et déduire exp (A).

Ex 22. Soit A € M, (R) telle que A*> = A, montrer que A est une matrice
diagonalisable.

Ex 23. Calculer p(A) = 248 — 345 + A' + A% — 413, ou A est 1'élément
de M3(R) défini par

1 0 2
A=10 -1 1
0 1
Ex 24. On considére la matrice
1
A (n) = — n
— 1
n

Prouver que

lim Aa(n):( COS (v sma)'

n—-+oo —sina cos«
Ex 25. Soit la matrice
0.6 0.8
A= ( 0.4 0.2 )

Vérifier que

2 2
Jm At=1 1
3 3
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Ex 26. On considére la matrice

9 00
A=| -5 4 0
-8 0 1
Calculer A", ou n € N. Rép.
9" 0 0
A= 4" —=9" 4" 0
1-9" 0 1
Ex 27. On pose
1 20 1 00
A= 01 0 ],B=12 30
00 3 0 01

1. Diagonaliser B.

2. La matrice A est-elle semblable & B ?

Ex 28. Soit n > 2. Soit A la matrice réelle n x n de coefficients a;; = 1
sit # j et a; = 0 pour tout 7. On pose B = A+ I,,.

1. Quel est le rang de la matrice B? En déduire que —1 est une valeur
propre de A et déterminer la dimension de 1’espace propre associé.

2. Calculer

Al

1
et en déduire une nouvelle valeur propre de A.

3. Justifier que A est diagonalisable puis donner son polynéme caracté-
ristique.

4. Donner une matrice P inversible et une matrice D telles que A =

PDP~! (on ne demande pas de calculer P™!).
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2.3 Exponentielle de matrice

L’exponentielle matricielle est la généralisation naturelle aux matrices
carrées (ici, a coefficients réels) de la série entiére exponentielle, définie sur
R. Notons que I’exponentielle d’'une matrice intervient notamment dans la
résolution des systémes d’équations différentielles linéaires.

Dans la section suivante, on présente quelques définitions et propriétés
remarquables sur I’exponentielle d’une matrice carrée diagonalisable ou non,

on peut voir [9, p. 38].

Définition 2.3.1 Soit A € M,,(R) une matrice carrée n xn. L’exponentielle

de A, notée exp (A) ou e, est la matrice définie par

2 AF +00 Ak

A A
A — _
e _In—i——l!—i——Q!—i—...—i—k!—i—..._ K

k=0

C’est la matrice exponentielle de A.

Notons que pour A = 0 (la matrice nulle) ; on a ¢® = I,,. En effet, on a

0 0 0
0 __ _
=t gttty =l

On a aussi pour tout k € Z, exp (kA) = (exp A)* .

Exemple 2.3.1 Soit la matrice

1 1 3
A= 5 2 6
-2 -1 -3

Calculer A2 et A3, puis en déduire e?.
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En effet, d’apreés le calcul, on a

1 1 3 11 3 0O 0 0
A% = 5 2 6 5 2 6 = 3 3 9
-2 -1 -3 -2 -1 -3 -1 -1 =3
De plus,
1 1 3 0O 0 O 000
A3 = 5 2 6 3 3 9 =10200
-2 -1 -3 -1 -1 -3 000

En utilisant la Définition [2.3.1] on obtient

A A2
A — J— _
et = 13—1—1!—{—2!
A2
= ]3+A+7
1 00 1 1 3 1 0 0 0
= 010 + 5 2 6 +§ 3 3 9
0 0 1 -2 -1 -3 -1 -1 -3
2 1 3
13 9 21
I
2 2 2

La série entiére qui définit I’exponentielle d’un nombre réel, ou complexe,

est aussi convergente pour une matrice. De plus, on a

Théoréme 2.3.1 Pour toute matrice A € M,,(C), la série

K
k=0

est absolument convergente (donc convergente) dans M., (C).

Preuve. Pour tout £ > 0, on a

76



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

1AL*
B

Ak
I <
KV~

et d’aprés la Régle de d’Alembertf] on trouve

(+1)! | li _
= lim —— =0< 1
k—4-00 ||A|'|k k—+ook 4+ 1
k!
+oo Ak
D’ou ) T est convergente. Puisque
k=0 K-
+oo +oo k
A &4
EV(— k!
k=0 k=0

+oo Ak
La série ) T est donc absolument convergente. m

Corollaire 2.3.1 Soit D une matrice diagonale ; i.e.,

A1

A2
D= . :diag{/\l,/\g,...,)\n}.

Alors

oD — ' = diag {e’\l, e’\2, ey eA"} . (2.8)

€>\”

2. Soit Y u, une série & termes positifs. Si la limite (fini ou non)
u
I =lim —*%
Un
existe, alors

1. la série > u, est convergente sil < 1,

2. la série Y u, est divergente si | > 1.
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Preuve. En effet, on a pour D = diag {\1, A2, ..., A\, }, on obtient

AT
)\k
Vk>0:DF= 2
)\k
Par définition, on a
+00
oo S
k!
k=0
AT
“+oo 1 )\lzg
B k!

k=0 \k

IS

i=o k!

+00 >\§
_ P2
+o00 )\Z
P
eM
e
eAn

Exemple 2.3.2 Soit
-1 0
=42
Calculer e”.

En efftet, d’aprés ([2.8]), on obtient
el 0
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Proposition 2.3.1 Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable, alors e

est ausst diagonalisable. De plus, on a
A=PDP ' = et = PePPL

Preuve. Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable, il existe donc une

matrice inversible P telle que A = PDP~! avec D diagonale. Il vient

+00 “+o0o _1\k
Ak (PDP™)
A i
€ o Z k! _Z k!
k=0 k=0
R PDP!
o Z k!
k=0
+00 NE
D —1
Ak
k=0
= pePpt

D’ou le résultat. m

Théoréme 2.3.2 Soient S € GL,, (R) une matrice inversible et A € M, (R),
alors

1 _
€SAS — S@AS 1.

Preuve. Soient S € GL, (R) et A € M, (R). Par définition, on a

. SAS™'  (SAS~1)?  (SAS1)?
SAST gy . +( 2')+( 3‘)

SAS™'  SA2STT  SA3S!
+ -

SASt  §A28-1 SA3S-1
_ —1
I TR TR TR
A A2 43 »
= S(In—f—ﬂ‘f—ﬁ'f‘a-f-...)s
= Setsh
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Corollaire 2.3.2 Si (\,x) est un élément propre de A, alors (eA, :U) est un

élément propre de e?.

Preuve. Soit (A, x) est un élément propre de A. Par définition, on a

“+oo +o0o
Ak Ak g
A _
cr = <Z k!)x k!

k=0 k=0
+00 “+o0o
e AP
=2 K (Z H) v
k=0 k=0
= eA:E.

Proposition 2.3.2 Soit A une matrice carrée. Alors

A
lime ! = A.
z—0 x
Preuve. Nous avons
A)? A)?
A @A @A)

2! 3!

Donc, on peut écrire

zA
He —I—xAH = 5 + 3l
2 3
J2Al? | lzAl®
- 2! 3!
eledl 1 — ||z A]| .

e |
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Pour tout x # 0, on obtient

A _ T leAl _ 1 _ |lzA jal-lall _ 1
‘ —AH <° l=All ( —HAH) 0.

@ | ]

D’ou le résultat. m

L’exponentielle de matrice vérifie les propriétés suivantes :
1. exp(0) = I,

2. exp(A) est toujours une matrice inversible. On a en effet la relation
exp (A) exp (—A) = I,.

3. L’identité fonctionnelle de la fonction exponentielle, & savoir exp(A +
B) = exp(A) exp(B), n’est plus toujours vérifice. En revanche, on sait
qu’elle a lieu si A et B commutent, c’est-a-dire si AB = BA. C’est-a-
dire si A, B ne commutent pas, en général exp(A+B) # exp(A) exp(B).

4. Tl est facile de calculer ’exponentielle d’une matrice diagonale :

)\1 €>\1

An ern

Plus généralement, si l'on souhaite calculer ’exponentielle d’une ma-
trice, on réduira d’abord cette matrice sous forme de Jordan, voir la

Section 3.1

Proposition 2.3.3 Soit A € M,,(C). La matrice t — exp (tA) est dérivable

sur R et on a
VteR: (exp(tAd)) = Aexp (tA) = exp (tA) A.
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Lemme 2.3.1 On a les deux propriétés suivantes :

(i) Pour toute A € M, (R) et pour tout t € R,
At = M A,
(11) Pour toute A € M, (R) et pour tout t € R,
el = e'A.

Preuve. Par définition, on a

+oo +oo +oo
ARtk ARtk ARtk
At _ _ _ _ At
Ae™ = A o —E i —<§ k!)A—e A.

1=0 1=0

i=0
De méme, on a

t

et = ¢ = =e =c'l,.

Remarque 2.3.1 D’apreés le lemme précédent, on a
e, = el = ',
Attention, et!» # et car etl" € M, (R) et e € R.

2.3.1 Calcul de ’exponentielle

Il y a quelques cas ou l'on peut calculer explicitement 1’exponentielle

d’une matrice donnée.

82



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Cas ou on peut reconnaitre des séries entiéres

En voici un exemple. On pose

Alors, on montre que

w_ (D0 der1 _ 0 (—1)" g2kt
4 _( 0 (prer ) AT S Cpen g |

Ainsi,
A, cost —sint
et = . :
sint cost

Cas nilpotent

On est réduit & une somme finie.

Cas diagonalisable, si I’on connait les valeurs propres

Soit A une matrice diagonalisable sur C, et soit Aj, Ao, ..., A, ses valeurs

propres (complexes, non nécessairement distinctes). Alors
A=PDP ' = ¢t = peP P
Dunford et exponentielles, Calcul et diagonalisabilité

La décomposition de Dunford (lorsque le polynoéme est scindé, la décom-
position de Dunford s’applique) est bien adaptée a 1’étude de 1’exponentielle
d’une matrice : on peut ramener certains problémes & I’étude du cas diagonale

et du cas nilpotent. C’est le cas pour le calcul ici.
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Si A e M,(C) et A= D+ N sa décomposition de Dunford (voir le
Théoréme [3.7.1)), alors

exp (A) = exp (D) exp (N).

Proposition 2.3.4 On trouve alors que la décomposition de Dunford de e

est

eA:eD—i—eD(eN—In).

Preuve. On a la matrice e” est diagonale. De plus d’aprés le Corollaire|2.3.2]
Sp(N) = {1} et donc Sp (e (¢V — I,)) = {0}, ce qui donne le fait que cette

matrice est nilpotente. On conclut par unicité. m

Théoréme 2.3.3 Soit A € M,(C), alors A est diagonalisable si et seule-

ment si exp(A) est diagonalisable.

Preuve. Le sens direct est évident vu la proposition [2.3.2] Pour la réciproque,
on utilise la décomposition de Dunford que I'on vient de voir. On a alors, par
unicité, eV = I,,.

Soit a l'indice de nilpotence de N. Son polynéme minimal est z¢ mais
alors, si a > 1, on a eV = I, qui peut s’écrire

1
In+N+...+—1N“*1+0:In,
a_

et alors

N+.. .+ N1 =0

a—1
ce qui contredit la définition du polynéme minimal (a —1 < a). D’'otta =1

et N =0 et le résultat est montré. m
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Corollaire 2.3.3 exp(A) = I,, & A est diagonalisable et Sp(A) C 2inZ.

2.3.2 Problémes

Ex 01. Les matrices
-1 0 -1 1 -1 0
(0 8) =0 )= )

sont-elles des exponentielles de matrices ?

Ex 02. Montrer que la matrice
-1 1
2= (00
n’est le carré ni 'exponentielle d’aucune matrice de Ms(R), mais que
[ J2 0 S I
‘]4_( 0 Jg) etj?'_( 0 JQ)

sont le carré et 'exponentielle d’une matrice de My (R).

Ex 03. Soit

a b ¢
A= 0 a b
0 0 a
Calculer e?.
Ex 04. Soit

10 01
A‘(o 2)etB_<o 0)

Calculer e?e?, eAB et ePes.

Ex 05. On considére les deux matrices

11 1 -1
A‘(o o)etB_(o 0)
Calculer C' = 4B, D = e4eP et F = ePBe?. Puis, vérifier que C' #

D +#F.
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Ex 06. On considére la matrice :

o

Il
N\
N =t
— D=

)

Calculer log A. i.e., trouver une matrice B € M, (C) telle que A = eP.
Ex 07. On considére les deux matrices

11 1 -1
AZ(O o)etB:(o 0)

N

Calculer e4, eB. Puis, en déduire le calcul de e, ol

110 0
000 0
F=1001 -1
000 0

2.4 Racine d’une matrice, cos(A), sin(A),...

Lemme 2.4.1 Soit
A1

A2
D = ‘ ,ouN >0 (1<i<n)

Alors
VAL

5 VA

Preuve. Il est clair que VDVD=D. =

Proposition 2.4.1 Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable avec Sp (A) C
R, alors VA € M,(R).
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Preuve. Supposons que A = PDP~! ou Sp (D) C R,. Posons
H = PVDP' e M,(R).

11 vient

H? = (P\/EP‘1> (P@P—l) _ PDP ' = A.

Donc \/Z:H. ]

Exemple 2.4.1 Soit la matrice

11 -5 5
A= -5 3 =3
> -3 3

Calculer V/A.

Les éléments propres de A sont :

A =0, Ey, =Vect{(0,1,1)},
X =1, E), =Vect{(—-1,-1,1)},
A3 =16, B, = Vect{(2,-1,1)}.

De plus, on a

0 -1 2 0 0o 1 1
P=|1 -1 -1, D= 1 et Pl=| -1 11
1 1 1

1 1 1 16 o1

Ce qui donne

VA = PVDP!

0 -1 2 vO 0 0 o 1 4

= |1 -1 -1 0 V1 o -3 -3 3

teor )\ o v\ -
3 -1 1
= | -1 1 -1
1 -1 1
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Définition 2.4.1 Soit A= PDP~! une matrice diagonalisable dont les va-

leurs propres sont données par la matrice
D= dzag {)\1, )\2, ceey /\n}

Pour toute fonction f(x) définie aux points (\i) <<, , 0N @
f (A1)
f(4)=Pf(D)P~ =P f () P
f(An)
Par exemple, si A € M,(R) avec A= PDP~! alors
f(z)=2"= f(A) = Ak = PD* P!
f(@) = Vi= [ (A)= VA= PYDP!
f(x)=cosz= f(A) =cos A= Pcos DP™!
f(x)=e*= f(A) =er = PeP P!
2.4.1 Problémes

Ex 01. Si M est une matrice réelle d’ordre n, on note par cos M la
partie réelle de e’ et sin M sa partie imaginaire.

1. Montrer que cos M et sin M commutent et que
(cos M)? + (sin M)* = I,
2. Soit 6 un réel, calculer

0 1 t'91
cos| oy o )etsin g,

Ex 02. Soit la matrice

Calculer VA.
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2.5 Systémes de suites avec les relations de ré-
currence

2.5.1 Suites Récurrentes Linéaires

Concernant les références de cette section, on peut voir [10], [IT], [12] et

I3].

Soient a et b deux réels donnés non simultanément nuls. Une suite récur-

rente linéaire d’ordre 2 vérifie la relation
Upio = QUpy1 + buy, ug et u; donnés.

Matriciellement, ceci peut s’ “ecrire

n+1
Unp 42 [ a b Unp+1 [ a b Uy
Cez)-(ro)Cur)-(ie) ()
On est donc ramené & un calcul de puissance de matrice.

Soit (ag,ai, ...,ax—1) k réels donnés non tous nuls. Une suite récurrente

linéaire d’ordre k vérifie la relation
E—1

Uppp = E QiUnti 5 {uo, U1, ..., up—1} donnés.
i=0

On écrit cette égalité sous forme matricielle et on est encore ramené a un

calcul de puissance de matrice d’ordre k.

Exemple 2.5.1 Soit la suite (z,) définie par

2 ‘
Lt = ﬁ, To, L1 € R+. (29)

T, I'n—&-l

Trouver ’expression de In €1 fonction de n, puis calculer lim Ty
)
n—-+o0o
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En effet, on écrit (2.9)) sous la forme

2 1 1
Tn _kxn72 Tn—1
2 .
Posons — = y,,, on obtient
. 1 1
2yn = Yn—1 + Yn—2 1., Yn = ZYn—1 + ZYn—2.
2 2
Sous la forme matricielle, on a
1
(e )= G ),
Yn—1 Lo Yn—2 ’ ——
Y1 o
Donc
Y 1 Y1 5 3
" = A" ,ouA=|[ 2 2
()= ()= (6

D’aprés un calcul simple, on trouve

1 -1 n—1 1 —1 n—1
o[ S Y@
_1\n—1 —_1\n—1
sl2—2(3)7] 23
Il vient . "
1 —1\"" 1 —1\"
== |2 = 1= (==
Y 3 + < 2 ) Y1+ 3 ( 9 ) Yo
Comme z,, = —, alors
3
X, =
oy (] " (7 o
2 €T 2 ZTo

Par passage a la limite, on obtient donc

lim =z,
n—-+o0o

2 1-

X1

Zo
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2.5.2 Systémes de suites récurrentes

Dans ce sujet, la théorie des suites récurrentes linéaires, nous avons utilisé
la référence [3]. Au début, nous commengons par quelques cas simples.

Soit le systéme formé par deux suites (z,,) et (y,) suivant

Tp+1 = Q11T + A12Yn 2
5 (o, € R-. 2.10
{ Yn+1 = A21Tp + A22Yn (%o, 0) ( )

Sous la forme matricielle, on obtient

( Tn+1 ) o ( aj; a2 ) ( T )
Yn+1 ) x, a1 22 ) 4 \ Yn /) x,
i.e., on écrit (2.10) sous la forme

XnH:AXn,oﬂXO:(IO).
Yo

Par conséquent

Xp = AXp1 = A(AX,_s) = A’Xpp_p = ... = A"X,,. (2.11)

Dans le cas général, on considére le systéme de suites xﬁf), pour i =

1,2, ...,k défini par

«%’Sll = allxg) + CL125U§LZ) + ...+ alkl’?(zk)

() (1) (2) (k)
Typiq = Qo1Tn’ + G2%n  + ... + QopTn i .
+1 21 2.2 2 ; JI[()) GR, pour 7 = 1727"'7k‘

xfﬁl = aklxg) + akgxg) + ...+ akkw%k)

Matriciellement, on peut écrire

(1) 1) (1)
Tpi1 ailr a2 ... Qig In o)
2 2 2
967(#1 Q21 A2 ... Qg xg) . x(() )
. = . . . . , ou XO = .
(k) a a ..a (k) (k)
Tor1 /) x,,, k1 Qk2 kk ) 4\ Tn . Ty
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de (2.11)) on trouve
Xn - AnXO

Ces problémes (la solution de ([2.10)) se réduisent au calcul de A™.

Exemple 2.5.2 Résoudre le systéme de suites avec les relations de récur-

rence suilvante :

Tpt1 = an — Yn
: = —-1). 2.12
{ Ynt1 = —Tp + 2yn 7 (x()? yO) <07 ) ( )

On écrit ce systéme ([2.12]) sous la forme

() =), G = ()
D’aprés (2.11)), on a X,, = A" X,. De plus, d’aprés (2.6)), I'expression de A™

en fonction de n est donnée par

1+3" 1-3"
2 2
D’ou
I+3" 1-3" 3" —1
0
— AMY. — 2 2 —
Xp=A"Xo=| ;230 | Pan (_1)_ g |- (214)
2 2 2

De méme, considérons le systéme de suites xg), pour ¢ = 1,2, ..., k défini

par

:Bizl—‘,)-l = allfgzl) + a12ﬂ3$12) + ...+ Cllkl"gzk) +

2) (1) (2) (k)
Tyt = 1Ty’ + Q2% + ... + agpn +C ; ,
+1 = 021 22 2k . Ci,ﬂﬁ(()) €R, pouri=1,2,.. k.

‘Tg:)-l = aklmgzl) + akﬂg) + ...+ akkxy(qk) + ¢,
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Sous la forme matricielle, on trouve

(1) (1)

UU?QJ)rl ai;r a2 ... Q1 wé) C1 3:(()2)
Tpt1 _ Q21 QA2 ... Q2 Tn n C2 ol X, = a:?
371(;21 Xt I DR x, \*/c x((;k)
Autrement dit,
X, = AX, 1 +C=A(AX, 2 +C)+C
= A’X, 2+ (A+1)C
= .. (2.15)
= A"Xo+ (A" + AP+ L+ A+ C
n—1
Ces problémes se réduisent au calcul de A™ et i;() A,
Exemple 2.5.3 Résoudre le systéme de suites avec les relations de récur-
rence suivante :
{22 e m =00, (219
On écrit ce systéme sous la forme
(), -2, G0 (7))
Ynt1 ) x, 14 —Lo2 a0\, 2 )¢
D’aprés , il suffit de calculer A" 1 + A"2 4 ..+ A+ I. De plus, de
on peut écrire
1+3" 1-3"
At = | 2an 4 2an zéU—i-%V,oﬂU: (i 1) et V = ( _11 _11)
2 2
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Donc on écrit

A 4 A2+ A+ T =

Finalement, d’aprés (2.15) on a

X, = (g%+§v>XW%EU+
-0 )eE0h )
5001) ) (I

2n—3"+1
- 2n+§”—5 ;n20.
4

Exercice 2.5.1 Soit A€ My (R). Si (A— L)™' existe, démontrer que

AV 4 A2 b A+ T =(A"—L)(A—1L) " .

2.6 Systémes différentiels a coefficients constants

On veut résoudre le systéme différentiel (voir par exemple S. Gilbert |10,
p. 280], [5], [6] [7]) défini par

) (t) = annzy (1) 4+ aows (t) + ... + a1y, (1)
iL',Q (t) = A21T1 (t) + Q992 (t) “+ ...+ Ao,y (t)

' (2.17)
! (1) = ap1xy (t) + anoza (t) + ... + appxy, (),
avec a;; € R et z; : R — R dérivables. On pose A = (aij)1g¢,j§n et X =
( T To ... Inp )t, alors le systéme s’écrit sous forme matricielle
dd_)t( = X' = AX.
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Supposons A diagonalisable. Il existe alors une matrice D diagonale et
une matrice P inversible telle que A = PDP~!. Si on pose

X' = PY’
Y' = DY
Y = P1X,

le systéme devient Y’ = DY, systéme qui s’intégre facilement car D est

diagonale.

Remarque 2.6.1 ([2.17)) s’appelle systéme linéaire homogéne d’équations

différentielles du premier ordre.

Proposition 2.6.1 (voir [4]) Soit A € M,, (R) une matrice diagonalisable,
et soit

P=[Xi Xp . X,]

la matrice formée par n vecteurs propres linéairement indépendants. Alors,
le systeme X' = AX avec X (0) = Cy posséde une solution unique donnée

par la formule
X (1) = 1M X + ™' Xy + . 4 cpe™t X, (2.18)
ot (c1,¢9,...,¢p) € R”
Preuve. La solution unique du systéme X’ = AX est
X (t) = et on € € My, (R).

Puisque A diagonalisable, on a

A1t
Aot

X (t)=PeP'Pt=p . Ple (2.19)
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Posons
C1
c
ple=| 7 | =c
Cn
et (2.19) devient
ettt c1
e)\gt o
X)) = [Xl X0 . Xn}
etnt Cn
C1
= [eMX) eMX, .. eMX, ] .
C?’l
= e X] + ™M Xy + .+ et X,
Comme X (0) = Cp, implique C' = P7'C;. =
Exemple 2.6.1 Résoudre le systéme différetiel
;o (12 (3
X AX,A(3 2) avecX(O)(Q).
Les valeurs propres sont Ay =4 et Ay = —1. De plus, on a
E\, ={(2,3)} et E\, = {(1,-1)}. (2.20)

En appliquant (2.18)), la solution du systéme différentiel X’ = AX est donné

par la formule suivante (d’aprés le calcul des valeurs et vecteurs propres de

X(t):cle4t<§)+02et( _11)
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D’ou

y (t) = 3cre?t — cpe™.

{ x(t) = 2cie® + coet
Comme X (0) = ( 3 2 )t, alors

201+02:3
301—02:2.

Ceci implique ¢; = ¢o = 1. Par conséquent

z(t) =2 et
y(t) = 3ett — et

Remarque 2.6.2 D’une autre maniére, qui est trés long et basée sur le

calcul de P et P! avec A = PDP~'. Ceci implique
et = peP' Pt (2.21)

D’autre part, la solution du systéme différentiel X’ = AX est X (¢) = e*.C,

ou C' est une constante arbitraire. Comme X (0) = ( 3 2 )t = (), alors

X (t) = eM.C,. (2.22)

D’aprés (2.20)), (2.21)) et (2.22)), on a

(21 o
P—(3 _1),doncP =

| —_
cﬂ|wcn|

D’ou

| —_
01|M01I

2€4t _I__ e*t
= 3edt _ ot .
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Exemple 2.6.2 Résoudre le systéme différetiel

X'= AX avec A =

— = =
S NN O
N OO

D’aprés un calcul simple, on a

AM=1, v =(-1,1,1)
A =2, vp=(0,1,0) et v3 =(0,0,1).

La matrice A est diagonalisable, donc d’aprés (2.18)), on a

-1 0 0
X (t) = e 1 tee® [ 1 | +eze® | 0
1 0 1
D’ou
x(t) = —crel

2.6.1 Problémes

Ex 01. Calculer et pour tout t € R, ou
0 -1 1
A= 0 0 1
-1 0 1

En déduire la solution générale du systéme différentiel

pPr=—q+r
¢ =r
r=—p+r

a' (t) =y (t)
Y (t)==2()
2 (t) = w(t)
w' (t) = (t)



Chapitre 3

Matrices Trigonalisables

3.1 Théoréme de Cayley-Hamilton.

Nous présentons ici une démonstration du Théoréme de Cayley-Hamilton
[12, p. 160] (qui est & la fois élémentaire et aussi peu calculatoire que possible)
en utilisant la méthode de la comatrice. Notons que jusqu’a présent, il existe
quatre méthodes sur la démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton : les
matrices compagnons, la comatrice, densité des matrices diagonalisables dans

M., (C) et par une représentation intégrale des puissances d’une matrice.

Définition 3.1.1 Soit p(z) = ag + a1 + ... + axz® € K[X], et soit A €
M,, (K). On pose

P (A) = aoln + (IlA + ...+ ClkAk.

Autrement dit p(A) est la matrice obtenue en remplacant z* par A’, pour

i=0,1,...,k, dans 'expression de p, avec la convention A° = I,.
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Soient A € M,, (K) et p4 (z) son polynome caractéristique. Notre but est

de montrer que p4 annule A, i.e.,

Remarque 3.1.1 Si on remplace x par A dans la formule du polynoéme p4,

ce qui donne

pa(A) =det (A— A) =det (0) = 0.

Déja, écrire py (A) = det (A — A) fournit un calcul de déterminant dans le
corps K, ce qui donne unscalaire et non une matrice comme ¢a devrait, d’ou
probléme.

L’erreur réside en fait dans 'ordre de étapes « évaluation du déterminant

» et « subtitution de A & x » . Quand on écrit proprement
pa(A) =det (A —=xI,) (A),

on calcule le déterminant dans 'anneau K [X], puis on évalue ce polynome

en la matrice A dans l’anneau M,, (K).

Rappelons I’énoncé du trés classique théoréeme de Cayley—HamiltonEl :

Théoréme 3.1.1 (Cayley-Hamilton, voir [9, p. 17], [12, p. 160]) Soient

A e M, (R) et pa(x) son polynome caractéristique, alors pa (A) = 0.

1

> Arthur Cayley (16 Aott 1821, 26 Janvier 1895) est un mathématicien britannique. 11
fait partie des fondateurs de 1’école britannique moderne de mathématiques pures.

> William Rowan Hamilton (4 Aott 1805, 2 Septembre 1865) est un mathématicien,
physicien et astronome irlandais.
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Lemme 3.1.1 Pour toute matrice A € M,, (R), on a
A. (com (A))" = (com (A))" . A= det A.I, (3.1)

En particulier, si A est inversible, son inverse est donné par

1
det (A)

Al = (com (A))".

. a b
Par exemple, si A = < e d

Adeom(a) = () (L) = (0 )

_ (ad—bc)(é ?):det(A)]Q.

) € My (R), on a

Preuve du Théoréme de Cayley-Hamilton (voir Théoréme [3.1.1)).
Soit

ai;r Q1 ... QAip
21 Q929 ... Q9

A= . . . € M, (R)
Ap1 Ap2 ... App

De plus, supposons que py () = 2" + ¢, 12" 1 + 2™ 2 + ... + 17 + .

En appliquant le Lemme sur la matrice xI,, — A, on obtient

(21, — A) .com (¢ — A)" = det (z1,, — A) .1,

ou
r — a1 a12 . QA1n
921 r — Q22 ... Aop,
xl — A=
QAp1 (05%) oo X — Qpp
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Drou W) 1.2 (L)
p?zill) (z) p?ﬁl) () p?zil) (z)
(@ x " (x
com (ZEI . A) _ pn—l ( ) pn—l ( ) pn—l ( ) ’
n,l‘ n,2. n,n
pod (@) p (@) e (@)
ou ps_jz sont des polynomes de degré n — 1. Posons

com (zI — A)' = By+aBy+2*Bo+.. 42" 'B,_4, on (Bi)izo1...m1 € Mn (R).
On en déduit alors
(I — A) (Bo+aBi+ 2°Bo+ ... + 2" 'B,1) = det (21, — A) I,
= 2", +cp 12" ', + ...+ D, + col,,.
Il vient
$an,1 + .CEn_l (anQ — Aanl) + ...+ (BO — ABl) — ABO
= "I, +cp 12" ', + ...+ czl, + col,,.

Donc
B,.1=1,
Bn—2 - ABn—l = Cn—lxn_lln

BO — ABl = Clln
—ABO = COIn

Ceci implique

Pa (A) = colp+ A+ ...+ cn_lA"—l + A"
= —AB() + A (B() - ABI) —+ ...+ An—l (Bn_2 . ABn_l) n Aan_l

= 0.
Ce qui conclut la démonstration. m
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Remarque 3.1.2 Le théoréme de Cayley-Hamilton est a peu preés trivial

pour une matrice diagonale, donc aussi pour une matrice diagonalisable.

Exemple 3.1.1 Trouver un polynéme p(z) qui annule la matrice
01
=(33)

Corollaire 3.1.1 Soit A € M,, (R) avec

Rép. p(z) = 2? — 3z — 2.

pa(z) = 2" + cpr2™ o™i+ a1+,

o cg € R* et ¢y, ¢o,...,chn_1 € R, alors

n—1

Afl — __1 (Z CiA’L?l + Anl) )
Co

=1

Preuve. En effet, puisque
pa(A) =col + 1A+ ceA* + ...+ AP+ A" =0,

il vient
(01] + CQA + + Cn_lAn_2 + An_l) A = —CQI7
et donc, en fait

~1
Al = — (el + A+ .+ AP+ AT
Co

D’ou le résultat. m

Exemple 3.1.2 En utilisant le Théoréme de Cayley-Hamilton, calculer I'in-

verse de la matrice

1 1 0
A= -1 0 O
2 0 —1
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Tout d’abord, calculons p4 () :

1
pa(z) = 1 x
0

D’oil pa (z) = 23 + 1. On en déduit que

pa(A) = 0=>A+1;=0
= Al=_4A%
Finalement, on obtient
1 1 0 1 1 0 0 -1 0
Al=— -10 0 -10 0 |J]=f(1 1 o0
2 0 -1 2 0 -1 0 -2 -1

Soit E un espace vectoriel sur K et p € K[X] :
P () = apt™ + apm12™ 7+ L+ a7+ ag.
Si f € (F), on note py 'endomorphisme de £ défini par
Py =anf" + U1 f™ 1+ . 4 ay f + agid,

ou

fr=fofo..of

k-fois

Définition 3.1.2 Soit f € (E). Un polynome p(x) de K[X] est dit annula-
teur de f si p(f) =0.
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Proposition 3.1.1 Soit p(x) un polynoéme annulateur de f. Alors les valeurs

propres de f sont des racines de p.

Remarque 3.1.3 Un endomorphisme qui vérifie p(f) = 0 ne peut avoir
pour valeur propre que des racines de P ; par contre, toutes les racines de p

ne sont pas forcément des valeurs propres de f.

Théoréme 3.1.2 (Théoréme de Cayley-Hamilton, voir [I, p. 116] )

Sotent f € (E) et py(x) son polynome caractéristique. On a

i.e., le polynome caractéristique de f est un polynéme annulateur de f. Au-

trement dit, my divise py.

3.2 Polynéme minimal

On introduit ici un second polynéme attaché & une matrice carrée ou a

un endomorphisme d’un espace vectoriel.

Définition 3.2.1 Soit pa(x) le polynoéme caractéristique de A, le polynome
minimal de A noté my(x) est un polynéme vérifiant les deux conditions
suivantes :

1. ma(z)/pa(x);ie., ma(x) divise le polyndéme caractéristique py (z) .

2. my(A) =pa (A) =0 (la matrice nulle).

Théoréme 3.2.1 (voir [9, p. 20]) Les valeurs propres sont les racines du

polynéme minimal.
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Preuve. Soient \ une valeur propre de A et x le vecteur propre associé. On

fait la division euclidienne de m4(x) par x — A, elle s’écrit
ma(z)=Qx)(x —A) +¢; ceRet Q € R[X].

On en déduit
0=ma(A)=Q(A)(A— ) +cl.

Si 'on applique cela au vecteur z, on obtient
0=Q (A) (Az — \z) + cz.

D’ott cx = 0. Comme z n’est pas nul, on obtient ¢ = 0, de sorte que my (z) =

Q (x) (x — A) . Cela signifie que A est racine de m,. ®

Remarque 3.2.1 On en déduit que m4(x) est un polynéme minimal de A
& les trois conditions suivantes sont vérifées :

1. ma(z)/pa (),

2. my(A) =pa (A) =0 (la matrice nulle),

3.VAeSp(A):ma(N) =0.

Conclusion 3.2.1 Le polynéome minimal d’une matrice A est un polynéome
ma de degré minimal tel que ma(A) = 0 et de coefficient dominant égal a
1. Un tel polynéme divise tous les polynomes tels que p(A) = 0, il divise
le polynéme caractéristique de A et il a les mémes racines que le polynome

caractéristique.
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Exemple 3.2.1 Calculer le polynéme minimal de la matrice suivante :

11
()
Tout d’abord, le polynéme caractéristique est p4 () = (z — 1)>. D’oil

ma(z) = (x —1) oumy (z) = (z —1)%,

et puisque A — I, # 0, alors my (z) = pa (z) = (z — 1)°.

Exemple 3.2.2 Déterminer le polynéme minimal des matrices suivantes

011 411 _
A=|000]|,B=|141 ,C:(l 0)
000 11 4

3 ou 22 ou z. D’autre part,

— On voit que pa (z) = 23. Donc, my (z) = x
onamyu(z)=1x%; car A#0et A2 =0.
~ Comme pg (z) = (x —3)*(x —6), alors mg (z) = (z —3) (z —6) ou

mg (z) = (z —3)% (x — 6) . Mais,

O OO = =

Donc mp (z) = (x — 3) (x — 6).
— D’apés un calcul simple, on obtient pco (z) = (z — 1)2. Or A-1, #

0, alors
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Corollaire 3.2.1 Soit A € My (R) avec ma (z) = (v —a) (xr —b) ; a,b € R.

Alors, A™ s’écrit en fonction de A et 1.
Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur n. En effet, pour n = 1,
on a
A'=1A+0.1.
De plus, pour n = 2, A? = (a +b) A — abl ; car m4 (A) = 0. Supposons que
A™ g’écrit en fonction de A et [;i.e.,
A" =a,A+b,I,
alors
A™E = AA™ = A(a, A+ byI)
= a,A’+b,A
= a,((a+b)A—abl)+b,A
= ((a+b)a,+0b,) A—aba,l
= f(A)

Donc A" s’écrit aussi en fonction de A et I. m

Exemple 3.2.3 Etudier la diagonalisation de la matrice

0 0
A= 0
a

—_—=Q

a
1
On voit que A = a est une valeur propre d’odre 3. Par conséquent pa (x) =
(z —a)®. Comme (A —al) # 0, alors la racine X = a de my (z) n'est pas

simple. Donc A n’est pas diagonalisable.
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Exemple 3.2.4 Soit la matrice

a b b
A= b a b
b b a
Montrer que A est diagonalisable.
En effet, on a
1 00 011
A=a| 0 1 0 |4+b]1 1 0 1 | =al;+0bB.
001 1 10

I1 suffit de prouver que B est diagonalisable. Comme mp (z) = (x + 1) (z — 2),
alors B est diagonalisable. Donc, B peut s’écrire B = PDP~!. D’ou

A = aly+bPDP7!

= P(al; +bD) P
Puisque al3 + bD diagonale, alors A est diagonalisable.

Exemple 3.2.5 On considére la matrice

A:

—_ = =
—_ = =
—_ = =

On amy (z) =z (x — 3). Donc A est diagonalisable car les racines de ma (x)

sont simples.

Théoréme 3.2.2 Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si

son polynéme minimal est scindé et a toutes ses racines simples.
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3.2.1 Problémes

Ex 01. Trouver le polyndme minimal de la matrice

2 2 =5
A= 3 7 —15
1 2 —4

En déduire que A est diagonalisable. Rép.

pA(a:):(x—?))(x—l)Q et my () =(x—3)(x—1).

Ex 02. Soit la matrice

11
A= 11
00

N O O

Calculer le polynome minimal. Qu’on déduire ? Rép. ma () =z (z — 2) .

Ex 03. Calculer le polynéme caractéristique de la matrice

41 11
1 411
1141
1 114

En déduire le polyné6me minimal. Rép.

pa(z)=0B—2)(T—x) et my(z) =B —2)(T—2x).

Ex 04. Calculer le polynéme minimal des matrices suivantes

300 300 300 310
030],(130],(130], (031
00 4 00 4 01 4 10 4
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Ex 05. Vérifier que les matrices de la forme

-

ne sont pas diagonalisables.

1 «
0 1

>;a€R*

Ex 06. Calculer le polynéme minimal de la matrice

A est-elle diagonalisable ?

Ex 07. Soit A € M3(R) définie par

A=

a) Déterminer le polynéme caractéristique de A.
b) Déterminer le polynéme minimal de A.

c) La matrice A est-elle diagonalisable ?

3

—1

1

— >

, AER.

Ex 08. Caractériser toutes les matrices A € My(C) dont le polynome

minimal est 2 + 1.

Ex 09. Calculer le polynéme minimal de la matrice

— = = = = e e

— = = = = e e

— = = = = e e

111

— = = = = e =

1

— = = = = =

N G TG VT VO G S O S

1

— = = = = =

1

— = = = = =
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Rép. ma(x) =z (z —8).
Ex 10. Calculer le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de

la matrice suivante

25000
02000
A=100 4 2 0
00350
00007

Rép. pa(z) = (=2 (x =7 et ma (z) = (x —2)* (x = 7).
Ex 11. Soit A une matrice nxmn. Donner (sans démonstration) une condi-
tion nécessaire et suffisante sur le polynéme minimal de A pour que A

soit diagonalisable.

3.3 Sous-espaces Caractéristiques

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n.
On note pys (z) le polynéme caractéristique de f. On suppose que py () est

scindé et s’ “ecrit
P () = (—1)" (= A)* o (= M)
ou les \; sont distincts deux & deux.

Définition 3.3.1 (voir [9), p. 33]) On appelle sous-espace caractéristique

associ€ a la valeur propre \; le sous-espace vectoriel
Ny, = ker (f — Nidg)™ ; 1 <i<k.

Proposition 3.3.1 N,, est stable par f.

112



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Preuve. Soit x € N,,. Montrons que f(x) € N,,. On a (f — \;idg)® (z) = 0.
Les endomorphismes f et (f — A\jidg)* commutent donc
(f = Niidp)™ (f (2)) = fo (f = Niidp)™ (z) = 0,
et on a prouvé que
f(x) € ker(f — N\iidg)™.
u

Remarque 3.3.1 On a toujours E = Ny, @...® Ny, que [ soit diagona-

lisable ou pas.

Théoréme 3.3.1 (Réduction selon les sous-espaces caractéristiques)
Soit f € £(F) telle que son polynéme caractéristique soit scindé sur K. Alors

il existe une base B = {By, By, ..., By}, ou B; est une base de N, telle que

A1 X X
' X
A1
Ay X X
X
My (B) = o 7
A X X
X
Ak
A XX
o L% est la matrice (triangulaire supérieure) de la restriction
Ai

de f a Ny, dans la base B; (c’est une matrice de M, (R)).
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3.4 Systémes différentiels et matrices non dia-
gonalisables

Concernant les références de cette section, on peut voir [I1], [12] et [13].
Etant donné un systéme différentiel a coefficients constants dont la ma-
trice associée n’est diagonalisable. En effet, soit A € M,,(R) une matrice non
diagonalisable et soit le systeme
T = a;x; + ajexs + ... + a1,
A
Ty = A21%1 + a22.x2 + ..+ ATy (3.2)

T = Ty F ApaXo + o+ Ay,

On écrit (3.2)) sous la forme matricielle suivante : X’ = AX. Dans ce cas
la solution générale de (3.2) est

X (1) = e,

N t
ouc= ( ciT C ... Cp ) est une constante.
Dans ce programme, nous considérons seulement certains cas. Par exemple,
si A € M,,(R) mais posséde une valeur propre unique ou lorsque A € M,,(R)

quelconque avec n < 4. La situation est particuliérement simple dans Ms(R).

Corollaire 3.4.1 (voir [11I]) Soit A € M, (R) une matrice carrée posséde

une seule valeur propre X\, alors

gt

tA _ Xt _ v
e =e (A—A,) ok
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Preuve. Notons que p4 () = (x — A\)" car la matrice A posséde une seule

valeur propre. Par définition, on a

oA AtIntt(A=Xy) (3.3)

= MnptA=A)(car M, et t (A — A,,) commutent)

= MetAMn) (car e*" B = ¢*B pour tous B € M,(R) et a € R)

+oo tk
= €>\t Z (A - )\In)k E
k=0 ’
n—1 tk
e €>\t Z (A — )\In)k y,
k=0 ’

+oo

ou 3 (A — A,)" = 0; car d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton py (A) =
k=n

(A=XL,)"=0. =

Remarque 3.4.1 Cas particulier du Corollaire [3.4.1 Si A € Ms(R) avec
Sp(A) ={A}, on a
e =ML+ (A— A\ t}. (3.4)
De plus, si A € M3(R) avec Sp(A) ={A}, on a
et = M {13 + (A= M)t + % (A — Mg)%z} . (3.5)

Exemple 3.4.1 Résoudre le systéme différentiel

¥ =2r+y
fon 36)

Soit A la matrice associée a ({3.6)), i.e.,

(31)
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D’aprés (3.4), on a

etA = €2t {[2 + (A — 2[2) t}

10 2 1 10
_ 2t -
= {00 1)+ ((02) 200 1))}
th te?t
(% &)
La solution du systéme (3.6) est
(@) [ e* te a1\ [ e +tege?
X(t) - ( y(t) ) - ( 0 62t Co - 026275 )
ol ¢1, ¢ sont des constantes.

Exemple 3.4.2 On considére le systéme différentiel

x —4 1 1 T
y | = 1 -1 =2 Yy
z -2 1 -1 A\ 7

Le polynoéme caractéristique de A est
pa () = (x+2)°.
Donc A posséde une valeur propre unique, A = —2. D’aprés ([3.5)), on a

1
€tA = 672t {[3 + (A —+ 2[3) t + 5 (A + 2[3)2t2} s

ou
-2 1 1 3 0 =3
A+21; = 1 1 =2 et A+ 213 = 3 0 =3
-2 1 1 3 0 =3
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Donc
1
et = e_zt{[g,—l—(A+2[3)t—|—§(A+2[3)2t2}
100 -2 1 1 L [30 =3
= 010+11—2t+§30—3t2
00 1 -2 1 1 30 -3
SP—241 t— 3¢
= e P4t t4+1 =32 -2t
22— 2t t =3P +t41

Exercice 3.4.1 Résoudre le systéme différentiel

@ (t) 121 3 xy (1)
zh() | [0 1 1 —1 Ty (1)
@ | [ 001 2 x3 (1)
@y (t) 000 1 x4 (t)

Théoréme 3.4.1 (voir [11]) Soient A € M3(R) une matrice non diago-

nalisable posséde deux valeurs propres distincts N et p avec \ est double,

alors
ut At tet
et = eAt(Ht(A—M)Hﬁ(A—M)? - Me_A (A= A2, (3.7)
Preuve. D’aprés (3.3)), on a
+o0o tk
tA M k
et = e Z (A—XI) T
k=0
+o0o tk
Y’ At k
= NI+ (A-A)+eMY (A=) o
k=2
A e o 7
= I+ (A— X A=) ——
N (I+(A=AD) +e ;< T

Maintenant, soit p4 (z) = (z — A)* (2 — ) le polynoéme caractéristique de A.
D’abort, on écrit

A—ul =(A=XN,,)—(p—N)1I
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donc, d’apres le Théoréme de Cayley-Hamilton,
0=(A=MN)(A—pul) = (A=)’ — (u—N\) (A=)
Ce qui donne
(A=A = (= \) (A = AI)?
D’ou (par récurrence sur r) pour tout r > 1,

(A=) = (u=A)" (A= AD)*

D’aprés ce qui précéde, on obtient

+00 t r +00 t2+'r T

2+
> (A-AD) RS PNy 250 (A —=Al)

r=0 r=0

Finalement, on obtient

e = I+ (A= AD) + ——— {1 — (= )t} (A= MDY

Ce qui achéve la démonstration. m

Exemple 3.4.3 Résoudre le systéme différentiel

x (t) 2 -1 2 x1 (1)
zh(t) | =1 10 =5 7 xo (1)
xh (1) 4 =2 2 ) \ z3(t)

Le polyndme caractéristique de A est pa () = 22 (z + 1) . Donc, A posséde

deux valeurs propres A = 0 (double) et = —1 (simple). D’aprés la formule

B, on a
€At:[3+tA+(t+€_t—1)A2.
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D’apreés un calcul simple, on a
44+2-1 1-L -2t 3t+4 -1
M= 8—-2+2 L4t 6t—L+1
B ELEE R
3.5 Matrices nilpotentes

On va maintenant s’intéresser a une classe particuliére de matrices. Une

matrice nilpotente est une matrice dont il existe une puissance égale a la
matrice nulle. Elle correspond a la notion d’endomorphisme nilpotent sur un

espace vectoriel de dimension finie. Pour plus de détails, voir [9, p. 31].

Définition 3.5.1 On a

1. Une matrice A € M, (R) est dite nilpotente s’il existe un entier k
(I'indice de A) tel que

A¥ =0 (0 c’est la matrice nulle).

2. L’indice d’une matrice A est le plus petit entier positif k& avec A* = 0.

Corollaire 3.5.1 Une matrice nilpotente non nulle n’est pas diagonalisable.

Preuve. En effet si A est nilpotente et diagonalisable, il existe k£ > 1 tel que
AF =0, et il existe une matrice P inversible pour laquelle D = P~'AP soit

diagonale. On a alors

D" =p'AFpP =o.
Comme D diagonale, on a D =0, et A= PDP~! = 0. Une contradiction m
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Exemple 3.5.1 Déterminer I'indice de la matrice

N =

o O O
o O =
O = O

D’aprés le calcul, on a
001 0 00
N*=[ 000 |etN=[00 0
000 0 00
Puisque N3 = 0 et N2 # 0, la matrice N est donc nilpotente d’indice k = 3.

Remarque 3.5.1 Le produit de deux matrices non nulles peut étre nul. En

effet, pour une matrice A € M,,(R), on a
AP=0=- A=0.

Par exemple, pour A = ( 1 :} > # 0. On voit que

(00 )-(60)

Exemple 3.5.2 Soit la matrice

mais A # 0.

39 -9
A=12 0 0
3 3 =3

Déterminons alors le polynéme caractéristique p4 de la matrice

3—x 9 -9 3—xz 0 -9
pa(z) = 2 —x 0 = 2 —x 0
3 3 -3—=z 3 —r —-3—x
3—x 0 -9
= —z 2 1 0
3 1 -3—=x
= 2
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Comme A? # 0, A est bien nilpotente d’indice 3.

Théoréme 3.5.1 Soient N une matrice nilpotente d’indice k et x € R™ un

vecteur non nul tel que N¥~1x #£ 0, alors la famille
{[x,Na:, N2z, ...,Nkilx}
est libre.

Preuve. Soit (0;)y<;<,_; € R tels que

k—1
Z a;Niz = 0.
i=0

Ceci implique

( (

agNF* 1o+ oy Nk + ...+ a1 N* 22 =0 agNF 1z =0
aoNF* 20 + oy NF-" 1o + ...+ a1 N* 32 =0 ay N1z
: = :
agNz + a1 N2z + ...+ a1 NFx =0 ap_oNF 1z =0
aplt + oy Nz + ... + ap_ N1z =0 \ a1 NF 1oz =0
Puisque N¥~!'z #£0,onaalorsag =a; = ... =ap_1 = 0. m

Définition 3.5.2 (Endomorphismes nilpotents) Un endomorphisme f
de E est dit nilpotent s’il existe un entier £ non nul tel que f* = 0. On pose

alors

kozmin{kEN*;fk:O}.

L’entier naturel ky est appelé l'indice de f.

Proposition 3.5.1 Soient deux endomorphismes nilpotents qui commutent

alors leur somme est nilpotente.

121



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Proposition 3.5.2 (voir [9]) Soit A € M,,(K) une matrice nilpotente, alors

En particulier A™ = 0.

Preuve. Le résultat est trivial si n = 1. Supposons que ce résultat est vrai
pour n > 1, et soit A € M,,;1(K) une matrice nilpotente. Si A =0, pa (x) =
(—x)”“. Si A # 0, soit p > 2 le plus petit entier positif tel que AP = 0, et soit
X1 € K™ tel que AP71 X # 0. Posons Y; = AP71 X et soit (Ya, Vs, ..., Yyy1)
une famille d’éléments de K" telle que B = {Y1,Y5, ..., Y, .1} soit une base
de K", Soit u : X +— AX l’endomorphisme de K"*! associé a A, et soit
B = M, (B). Comme A = M, (By), By désignant la base canonique de
K"t B est semblable & A et py = pg. Comme u(Y;) = 0, la premicre

colonne de B est nulle, et on peut écrire

(0 I
=5, ¢ )
avec Ly € My ,(K) et C € M, (K), 0,, désignant I’élément nul de M,, ;(K).

Une récurrence immeédiate montre que pour p > 1 la matrice B? est de la

— 0 LP
2= (a. &)

avec L, € My ,(K). Donc C' est nilpotente, et po = ™. En développant par

forme

rapport a la premiére colonne on obtient pp = xpc = 2", et on voit par
récurrence sur n que py = 2" si A est nilpotente. Le fait que dans ce cas

A" = 0 résulte alors du théoréme de Cayley-Hamilton. m

Conclusion 3.5.1 Si A est nilpotente, d’aprés la Proposition [3.5.2] il est

clair que toutes les valeurs propres de A sont nulles.
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Remarque 3.5.2 Dans le cas ol la dimension de I'espace vectoriel est égale
a mn, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme soit

nilpotent est que son polynome caractéristique soit égal a (—z)".

Critére 3.6 (Formule de Bindéme) Soient A et B deux matrices carrées

avec AB = BA, alors
(A+B)"=> CLA"'B'=> CLA'B"™".
i=0 =0

Proposition 3.6.1 (voir [9]) Soient A € M, (R) et B € M,(R) deuz ma-
trices nilpotentes. Si AB = BA, alors A — B est nilpotente.

Preuve. Soient p > 1 et ¢ > 1 deux entiers tels que A? = B? = (0. Comme

AB = BA, on peut calculer (A — B)P* en utilisant le binéme de Newton et

on obtient .
p+q

(A _ B)p+q _ Z (_1)p+q—k O§+quBp+q_k.
k=0

Sip<k<p+tqgonaA*=0.Si0<k<p onaptqg—k>q, et BPri k=0,
Donc (A— B =0. m

Corollaire 3.6.1 Soit D € M, (R) une matrice diagonalisable, et soit N €
M, (R) une matrice nilpotente telle que DN = ND, alors D et D+N ont

méme polynéme caractéristique.
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3.6.1 Problémes

Ex 01. Soit A € M,,(R) une matrice nilpotente. Montrer que
det (A+1,) = 1.

Ex 02. Est-ce-que A2 =0=A=07?

Ex 03. Prouver que la matrice

1 -3 —4
A= -1 3 4
1 -3 —4
est nilpotente.
Ex 04. Soit la matrice

1 1 3

A= 5 2 6
-2 -1 =3

Calculer A3. Qu’on déduire ?

Ex 05. Montrer que les matrices strictement triangulaires sont nilpo-
tentes.

Ex 06. Dans C, A et 2A sont semblables ssi A nilpotente. Notons que

voir la solution de la Micro-interrogation [4.30f on a montré que

A ~ 2A = A est nilpotente dans R.

3.7 Théoréme de décomposition de Jordan

Maintenant, on présente le théoréme de décomposition de J ordanﬂ

2. > La réduction de Jordan est la traduction matricielle de la réduction des endomor-
phismes introduite par Jordan. Cette réduction est tellement employée, en particulier en
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Théoréme 3.7.1 (Théoréme de décomposition de Jordan,[9]) Soit A €
M, (K) une matrice dont le polynome caractéristique est scindé. Alors il
existe un unique couple (D, N) d’éléments de M.,,(K) vérifiant les propriétés

susvantes :
1. A=D+N.
2. D est diagonalisable.
3. N est milpotente.

J. DN = ND.

Notons que si A € My(R) avec A diagonalisable, et la décomposition
de Jordan est alors la décomposition triviale D = A, N = 0. Si A est non-

diagonalisable, et comme Sp (A) = {\}, on a

D=M,et N=A—\. (3.8)

3 1
-1 1

4, Tr(A) = 4, donc py (z) = 22 —4x+4 = (z — 2)*. Donc A posséde 2 comme

Exemple 3.7.1 Décomposition de Jordan de A = ( ) .Onadet(A) =

valeur propre double. On a donc d’apreés la formule ci-dessus (voir la formule

(3-3)-
2 0 11
D:212:(O 2) etN:A—2]2:(_1 _1).

Pour les matrices 3 x 3, on déduit du Théoréme le résultat suivant.

analyse pour la résolution d’équations différentielles ou pour déterminer le terme général de
certaines suites récurrentes, qu’on la nomme parfois «jordanisation des endomorphismesy.
> Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 & Lyon et mort le 22 janvier 1922 & Paris, est un
mathématicien frangais, connu a la fois pour son travail fondamental dans la théorie des
groupes et pour son influent Cours d’analyse. Il est renommé pour réduction de Jordan.
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Corollaire 3.7.1 (voir [3]) Soit A € M3(R), et soit pa (x) = (x — A1) (x —
Xo)(x — Ag) le polynéme caractéristique de A, et soit A = D + N, avec D
diagonalisable, N nilpotente, ND = DN la décomposition de Jordan de A.

1. Si les trois valeurs propres A1, Ao, A3 sont distinctes, alors D = A et

N =0.

2. Si les trois wvaleurs propres Ay, Aa, A3 sont égales, alors D = M\I, et

N=A-\I

3. Si A3 = Xy # A\, alors

D=l + (A—XT)?,

17— A2

et
1

At — A

N=A-D= (A=) (A= NI).

Exemple 3.7.2 Décomposition de Jordan de

0 2 -1
A=| -1 4 =2
-1 4 -2

On voit tout de suite que det(A) = 0, puisque les deux derniéres lignes de
A sont égales. On obtient, en retirant la seconde ligne a la troisieme dans le

calcul du déterminant ci -dessous, puis en ajoutant la troisiéme colonne a la

seconde
- 2 -1 —x 2 —1
palzr) = | -1 4—x =2 =—| -1 4—2 -2
—1 4 —2—zx 0 T —x
-z 1 -1
= —| -1 2—2 2 |=z[z(@—-2)+1]=a(z—1)>°.
0 T -z
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On voit donc que A admet 0 pour valeur propre simple et 1 pour valeur propre

double. D’apres le corollaire précédent, on a

—I—(A-=I1? et N=A(A-1), o

D
-1 2 -1 0 0 0
A-T=| -13 2 | eA-D1*=|0 -1 1

-1 4 -3 0 -2 2
On obtient
10 0 -1 2 -1
D=0 2 -1 et N = -1 2 -1
0 2 -1 -1 2 -1

3.8 Matrices triangularisables (trigonalisables)

1y a des des endomorphismes qu’il est impossible de diagonaliser (voir la
matrice B de I'exemple m et il y en a beaucoup d’autres ). La prochaine
section d’endomorphismes & considérer sont ceux pour lesquels il existe une
base dans laquelle la matrice représentative est triangulaire supérieure : les
puissances successives d’une matrice triangulaire sont un peu plus dificiles
a calculer que celles des matrices diagonales et beaucoup moins que celles

d’une matrice quelconque.

Définition 3.8.1 Soit A € M,,(K), on dit que A est une matrice trigonali-
sable §’il existe une matrice inversible P € GL,, (K) et une matrice triangu-

laire supérieure T' telles que

A= PTP! (ou, ce qui est équivalent : T = P~'AP).

Notons que les éléments diagonaux de T" sont des valeurs propres de A.
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— Une matrice carrée A a coefficients dans un corps K est dite trigonali-
sable (ou triangularisable) sur K si elle est semblable & une matrice
triangulaire T' a coefficients dans K.

— Une matrice A € M,,(K) est dite triangulaire supérieure (respective-

ment inférieure) si elle est de la forme

aj; a2 ... Qin all 0 Ce 0
0 Az ... Qop o1 QA9 ... 0
A= _ . ] (resp. A = ] . ] )
0 0 ... App Ap1 Apo ... QApp

— Toute matrice triangulaire supérieure est trigonalisable (il suffit de choi-

sir P = I,,, ou [, est la matrice identitée de dimension n).

Remarque 3.8.1 Toute matrice triangulaire supérieure est semblable a une

matrice triangulaire supérieure.

Théoréme 3.8.1 Un endomorphisme est triangularisable dans K si et seule-

ment si son polynome caractéristique est scindé dans K.

Maintenant, on présente le théoréme sur la décomposition de Schurrfl d’une

matrice carrée A € M, (C).

Théoréme 3.8.2 (Théoréme de Décomposition de Schur, [13]) Toute

matrice o coefficients complexes est trigonalisable dans M,,(C).

3. > Notons que la décomposition de Schur (nommée aprés le mathématicien Issai
Schur) d’une matrice carrée complexe A € M,,(C) est une décomposition de la forme

A= PTP*,

o P est une matrice unitaire (P*P = I) et T une matrice triangulaire supérieure.
> Issai Schur, né & Moguilev le 10 janvier 1875 et mort a Tel-Aviv le 10 janvier 1941,
est un mathématicien d’origine russe.
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Preuve. Soit A € M,,(C). Montrons que A est trigonalisable dans M,,(C).

La démonstration se fait par récurrence sur n. En effet, pour n =1 on a

A= ((ZH), ou a1 GC

Dans ce cas, on peut écrire

P=1=(1)

_ -1 _ —1
A=1(an)I =PTP " avec { T = (ay) = A.

Supposons que toute matrice A; € M,,_1(C) est trigonalisable. Soient (\,x)

un élément propre de A et {x,us,...,u,} une base de C". Posons U =

(x Uy ... Up ),alors

AU = (Ax Auy ... Aun)
= ()\x Aug ... Aun)

Maintenant, calculons U1AU. En effet, on a
Ule=U"1Ue = e,
oner=(10 ... 0) . Dou

UtAU = Uﬁl()\x Auy ... Aun)
()\61 U tAus ... UflAun)

On obtient aussi

A X X X
0 x x X y C
-1 — 0 x x X — —
U AU ‘ ( 0 Al ) T17
0 x X X
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ou C € My,,-1(C) et Ay € M,,_1(C). Il existe donc une matrice inversible

W telle que WA, W = T est est triangulaire supéricure. D’oul

1 0 A C I 0\ (A cw (AW
0 w-t 0 A ow ) 0o witaw o 7 )
(3.10)
De (3.9) et (3.10), il vient

amrin (2 W) or

Donc A est bien semblable avec T', ce qu’il fallait démontrer. m

Exercice 3.8.1 Trigonaliser les matrices suivantes :
5 _1 2 -1 2 7T —6 -2
A:(l 4),B: 0 -5 7]1,C=12 0 -1
4 -2 2 2 -3 2
Puis, calculer A", B" et C"; o n > 0.

1. D’aprés un calcul simple, on a

pa(z) = (z—3)°.
Donc, A = 3 est une valeur propre double et la matrice A n’est pas
diagonalisable ; car A # 31.

Vecteurs propres :

2r —y = 3w
By, = {(fc,y)GRQ; x+4z:3y}={(fc,y)€R2;y=—x}

= Vect{(1,-1)} = Vect{v}.

Notons que dimker (A —3I)* = 2. {(1,—1)}. On peut prendre v, =

(1,1) (un vecteur non nul vérifiant {vy, v} soit libre) et posons

P-(41)
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D’ou
v (1) () (A1) =00 5) -
5 3 1 4 -1 1 0 3
Donc A ~ T.
Le calcul de A" : on a
A" = PT"P~1,

Le calcul de T™ : On écrit T sous la forme

3 -2 30 0 —2
(535 )-(05) +(0 ) oun-o
0 3 03),"\o o),

D’ou

" = D"+4+nD" 'N

B 3" 0 in 3=t 0 0 -2
n 0o 3" 0o 3! 0 O

n n—1
:(30 2n;3 >;n20‘

On en déduit que

W (1 1\ /3 —2nx3! —
e ()T Y

3" —n x 3n1 —n x 3n1
_( n x 3n1 nx3”1+3")’n20'

NN |+
N

Remarque 3.8.2 Si la matrice A est triangularisable, les éléments diago-

naux de la matrice triangulaire semblable & A sont les valeurs propres de

A.
Théoréme 3.8.3 (voir [13]) Pour toute matrice A € M,,(C), on a

det(A)= [ M

AiESp(A)

Notons que Sp (A) est l’ensemble des valeurs propres de A.
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Preuve. Puisque A est trigonalisable, il existe donc une matrice inversible

P € GL, (C) et une matrice triangulaire supérieure 7" telles que
A= PTP ' (T = (t;) avec t; € Sp(A)).
Donc

det (A) = det (PTP™")
— det (P)det (T) det (P~")
= det (7T)

= titos...tyn

= JI »~

Ai€Sp(A)

Corollaire 3.8.1 Soit A € M, (C), on a
0¢ Sp(A) = A! emiste.

Preuve. D’aprés le Théoréme on a0 ¢ Sp(A) implique det (A4) # 0.

3.8.1 Calcul des puissances d’une matrice

Le résultat suivant donne un moyen effectif de calculer les puissances
d’une matrice dont le polynéme caractéristique est scindé quand on connait

ses valeurs propres.
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Proposition 3.8.1 (voir [13]) Soit A € M,,(K) une matrice dont le poly-
nome caractéristique est scindé, et soit A= D + N, avec D diagonalisable,

N nilpotente, ND = DN la décomposition de Jordan de A. On a alors, pour

k>1,
k min(m—1,k)
AF=3"CiD"'N'= Y~ CLDM'NY,
i=0 i=0
, k!
ot Cf = ——— = pour 0 < ¢ < k, avec les conventions 0! = 1! =1, et ou
il (k —1q)!

m est le plus petit entier > 1 tel que N™ = 0.

Preuve. Comme ND = DN, ceci résulte immédiatement du bindéme de
Newton. Le fait que I'on peut arréter la sommation & m —1sim —1 < k

provient du fait que N¥* =0 pour &k > m. m

Notons que le calcul de DF se fait en diagonalisant D : il existe A diagonale
et P € M,(K) inversibles telles que A = P7!DP, soit D = PAP~!. Une

récurrence immeédiate montre que 'on a, pour k > 1,

DF = PAFP~!
01
)
D’autre part si A = ) est diagonale, on a pour k > 1,
On
of

k

AF = k
) o

ce qui permet de calculer effectivement D*.
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Exemple 3.8.1 Soit la matrice

1 10
A=10 11
001
010
Calculer A™ pour tout n > 0.Posons A=T+N,ou N=| 0 0 1 | et/
0 00
est la matrice unité d’ordre 3. De plus, on a
0 01 0 00
N°=1000 |etN=|000
0 00 000
Implique
1 00 010 n(n—1)001
= 010 ]|+n| 001 —|—T 000
0 01 000 000
n(n—1)
1
_ T
- 0 1 n
0 0

Exemple 3.8.2 On a, pour k£ > 0,

I A I Ol
13 ) T k2 2k gt )
1 -1

En effet posons A = < . 3

).Nous avons
pa(x) =2 —Tr(A) +det(A) =2 —do+4=(z—2)°.

donc A posséde une valeur propre double égale & 2. Comme le polynoéme

constant p = 2 vérifie trivialement I'équation p = 2 (mod ((z — 2)2)) , la
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décomposition de Jordan A = D + N de A donne

D:p(A):2IetN:A—ZI:(_11 _11)

On a N? = 0, et on obtient, pour k > 0,

ok — g2kt 2k )

k _ ok k—1 _
AR = o[ 4 k2 N_( Fokl gk 4 gokot

Exemple 3.8.3 On a, pour k£ > 1,
k

0 2 -1 1—-k 2k —k
-1 4 =2 = -k 242k —-1-k
-1 4 =2 -k 242k —-1-k&
0 2 -1
En effet on connait la décomposition de Jordan A = D+NdeA=| -1 4 -2 |,
-1 4 =2
qui est
10 0 -1 2 -1
D=102 -1 |, N=| -1 2 -1
0 2 —1 -1 2 -1

Les polynémes caractérisques p4 et pp de A coincident, et d’aprés un calcul

effectué au chapitre précédent on a

pA(x):pD(x):x(x—l)z.

Comme D est diagonalisable le sous-espace Fj associé a la valeur propre 0

de D est engendré par les colonnes de

00 O
D—-I=101 -1
0 2 -2

et le sous espace propre associé a la valeur propre 1 de D est engendré par

les colonnes de D. Donc si on pose

P =

O O =
[ )
N = O
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on obtient une matrice inversible dont les colonnes sont des vecteurs propres

de D associés aux valeurs propres 1,1 et 0 de D. On obtient

100
P'DP=[01 0 |,
00 0
soit pour k > 1,
100\" 1 0 0
DF=P|[ 0 1 0 pPpt=p| 0 1 0 |P'=D
00 0 0 0 0
D’autre part, on a
-1 2 -1 -1 2 -1 000
N2=| -1 2 -1 -1 2 -1 ]=([000],
-1 2 -1 -1 2 -1 000
10 0 -1 2 -1 -1 2 -1
ND=DN=1|0 2 -1 -1 2 -1 |=|-12 -1 ]=N,
0 2 —1 1 2 -1 -1 2 -1
et on obtient, pour k > 1,
1—k 2k —k
AF =DF + kDN =D + kN = —k 242k —1—k

-k 242k —-1—-k
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4.1 Examen final d’Algébre III (2009)[]

Exercice 01. Soit la matrice

-3 1 -1
A=| -7 5 -1
-6 6 -2

1. Trouver P € GL;3 (R) telle que

a 0 0
PltAP=T=[ 0 B 1 |: a,f acalculer.
0 0 B

2. Calculer A™, n € N*.
3. Calculer A~! en fonction de I3, A et A2

Exercice 02. Résoudre le systéme différentiel
X' (t)=AX(t)

avec A est la matrice de exercice 01 et

zy (t)
X (@)= =2(t)
w3 (1)
Exercice 03. Soit la matrice
a 1 0
Myp=1| a+b 0 1-0 ca,beR
a+2 1 =2

1. En utilisant le polynéme minimal de M, j, trouver les valeurs de a et b

pour lesquelles M, soit diagonalisable.

1. Cet examen a été réalisé par Dr. N. Azzouza le 23 Février 2009 & 'université 08 Mai
1945, Guelma.
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2. Calculer A"; n € N, ot A = My, puis en déduire le calcul de u,, en

fonction de n, ou

Up+3 = 2uy, + Un41 — 2un+2
ug = —1, up =1 et ug = 5.

Exercice 04. Soit f € End (F), ondim E =n et rg (f) = 2. On suppose
qu’il existe u,v € E — {0} t.q f(u) = u et f(v) = —v. Montrer que f est
diagonalisable (Discuter sur n, et rappelez-vous dim F = rg (f) + dim ker f).

Exercice supplémentaire (Facultatif, 1.5 pts). Sans calculer, ni va-

leurs propres ni vecteurs propres, montrer que

1 2 3 1 3 2
3 1 2 et 213
2 31 3 21

sont semblables.

Bonne Chance!
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4.2 Examen final d’Algébre III (2010)f]

Exercice 01. Discuter la diagonalisation de la matrice
c |,selon a,b,c,d e R.

Exercice 02. Soit A € M,, (R). Prouver que

1) det (A) = 0 = 0 est une valeur propre de A.

2) A? = A = A est diagonalisable.

3) ma(x)=(r—a)(x—>);a#b= A" s’écrit en fonction de A et I.

Exercice 03. Soit

A:

St o Q

b b
a b |, abeR.
b a

1. Ecrire A sous la forme aB + bC, ot B et C indépendants de a et b.
2. Calculer P € Mj (R) inversible telle que P~*CP soit diagonale.
3. En déduire que A est diagonalisable, sans calculer ses valeurs et vec-

teurs propres.

Exercice 04. Soit

4 2 =2
M=115 -1
1 3 1
Montrer que
a 0 0
M~10 5 1],
0 0 p

ou «,  a calculer, puis, calculer M™, oun € N.

Bonne Chance!

2. Cet examen a été réalisé par Dr. N. Azzouza le 18 Février 2010 & 'université 08 Mai
1945, Guelma.
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4.3 Micro-interrogation d’Algébre IIT (2011)f]

(I) Soit la matrice
1 -1 -1
A= -1 1 -1
-1 -1 1

I.1) Calculer pa (x) le polyndme caractéristique de A, puis sans cal-
culer les vecteurs propres de A, montrer que A est diagonalisable et
ceci de deux facons différentes.

I.2) Soit m4 le polynéme minimal de A. Donner les relations entre m 4
et pa.

1.3) Calculer a, , b, réels tels que
A" =a,A+0b,1.
De méme, calculer a,b € R tels que

Al =aqA+bl.

(IT) Montrer que
i) A~ B = et ~eB,
i) A~ B = pa(z) = ps ().

Bonne chance!

3. Ce micro-interrogation a été effectué par Dr. N. Azzouza le 22 Janvier 2011 & 'uni-
versité 08 Mai 1945, Guelma.
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4.4 Examen final d’Algébre III (2011)
A

I. Soit
0 a ad
1
A= ~ 0 a | 4eR
T 1 .
a? a

Calculer pyu, le polyndéme caractéristique de A, puis m,4 le polynéme
minimal de A. A est-elle diagonalisable ?

Calculer A" en fonction de A et de I3 (utiliser la division euclidienne)

x (1)
Résoudre X' = AX, on X = [ y(t) | pour a=1.
2 (1)
Montrer que (exp (At)) = Aexp (At) et en déduire que X = exp (At) B,
ou
a
B=| B8 | e M3:(R)
Y
est solution de X’ = AX.
II. Soient
100 2 0 0
A=11 2 0 et B=1[1 2 0
1 0 2 3 —4 2

sans calculs, montrer que A est diagonalisable et que B ne l'est pas.
Quelles sont les 2 formes de Jordan possibles de B, puis par calcul,

préciser laquelle est semblable a B.

4. Cet examen a été réalisé par Dr. N. Azzouza en Février 2011 & université 08 Mai
1945, Guelma.
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II1. Soit
4 2 =2
A=\ 1 5 —1
1 3 1

Montrer que A est trigonalisable et trouver une matrice P inversible
telle que T = P~!AP soit une matrice triangulaire de la forme de
Jordan.

En écrivant T" sous la forme D+ N, ot D est diagonale et N nilpotente,
calculer T™, puis en déduire A™.

IV. Soit

0
0
1

S O = W
o O W o

-2

une matrice diagonale par blocs avec A; =

N Y =)

30 1 1
1 3>etA2_<—2 4)'
Calculer p4 en fonction de py, et pa,, puis my en fonction de my, et

ma,, A est-elle diagonalisable ?
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4.5 Micro-interrogation d’Algébre 3 (2012)
l
Exercice 01 (4pts). Soit A € M,, (C). Prouver que

det (A) = Ao A, 01l \; € Sp (A).

En déduire que

0¢ Sp(A) = A! existe.
Exercice 02 (4pts). Résoudre le systéme différentiel

=z
y=z+y
Z=x+y+z

Exercice 03 (4pts). Résoudre le systéme de suites (ay,), (by,) :

;G/O:O,bozletk%o.

Qpi1 = Aay + 2b,
bn—i—l = >\bn

Exercice 04 (4pts). Soit A € M,, (C) une matrice diagonalisable
posséde une valeur propre unique A. En utilisant deux méthodes, dé-
montrer que A = \I,,.

Exercice 05 (4pts). Etudier la diagonalisation de la matrice suivante

s a,bede, feER.

o O O
O O~ Q
O N QT
W O O

Good Luck.

5. Ce micro-interrogation a été réalisé par Dr. Dj. Bellaouar le 10-01-2012 a 'université
08 Mai 1945, Guelma.
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4.6 Examen final d’Algébre 3 (2012)
i

Exercice 1 (2pts).
Soit la matrice
2 a1
A,=1 0 2 0 ca € R
0 0 «

Trouver ’ensemble des valeurs de o pour lesquelles A, soit diagonali-
sable.

Exercice 2 (4pts). Soit A € M,, (R) une matrice posséde une seule
valeur propre \. Calculer e?t; t € R.

Résoudre le systéme différentiel

¥r=z+y+z
y=y+=z
2=z

Exercice 3 (2pts).

— Trouver la relation entre les éléments propres de A et ceux de P~1AP.

— Montrer que les matrices semblables ont le méme polynéme caracté-
ristique (utiliser deux méthodes).

— Soit A € M,, (R) une matrice diagonalisable avec Sp (A) = {—1,1}.
Prouver que A~! = A.

Exercice 4 (6pts).

Démontrer le théoréme de Cayley-Hamilton suivante

VAeM,(R):pa(A)=0.

6. Cet examen a été réalisé par Dr. Dj. Bellaouar en 2012 & I'université 08 Mai 1945,
Guelma.
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Est-ce-que la démonstration suivante du théoréeme de Cayley-Hamilton

est vraie?
pa(x) =det (A —xl) = pa(A) =det (A— Al) =det (0) = 0.

Exercice 5 (3pts). Calculer le polynome minimal de la matrice

1 -4 —4
A= 8§ —11 -8
-8 8 5

Qu’en déduire ?

Exercice 6 (3pts). Soit le déterminant

Démontrer que D,, = 2D,,_; — D,,_». Calculer D,, en fonction de n.

Good Luck.
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4.7 Examen de rattrapage d’Algébre 3 (2012)
[

Exercice 1 (5+2pts).

a) Questions de cours

Résoudre le systéme différentiel linéaire homogéne a coefficient constants
.I‘ll (t) = a11T1 (t) + 12T (t) + ...+ A1nTy (t)

.1',2 (t) = A21T1 (t) + a92%2 (t) + ...+ AonLp (t)

(1) = ap1xy (t) + anga (t) + ... + appxy, (1),

ol a;; sont des constantes complexes, et ou les fonctions x; sont des
fonctions dérivables inconnues a valeurs complexes.

b) Résoudre le systéme différentiel

x -3 -6 7 T
y | = 1 1 -1 Yy
2 -4 —6 8 z

Exercice 2 (3pts). Soit la matrice

—T
A= 72r —27r
2 2

Calculer cos? A + sin? A.
Exercice 3 (3pts). Montrer le résultat suivant :
<<Soit A une matrice diagonalisable, alors il existe une base B =

{1, 9, ...,x,} de R™ formée par n vecteurs propres de A»>.

7. Cet examen de rattrapage a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar en 2012 & 'université
08 Mai 1945, Guelma.
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Exercice 4 (242pts). Soit A = (a;;) une matrice complexe

1<i,j<n

carrée d’ordre n telle que pour tous 1 <14,7 < n, on ait

1
‘Clij| < ﬁ

1. Montrer que la suite de matrices (B,,) définie par

meN

Bp=1,+A+ A%+ ...+ A"

est convergente.

2. Montrer que I, — A est inversible d’inverse la matrice lim (B,,).
m——+00

Exercice 5 (3pts). Soit le déterminant

Démontrer que D,, = 2D,,_1 — D,,_5. Calculer D,, en fonction de n.

Good Luck!
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4.8 Micro-interrogation d’Algébre 3 (2013)

Fl

Exercice 1 (5pts).

1. Soit la matrice

2 -2 -
A=\ -1 3 4 |. (2pts)
1 -2 -3

Calculer A%, puis, montrer que e = I3 + (e — 1) A.

2. Résoudre le systéme différentiel

(-

t
Y~ e+ 3y (1) (3pts)

Exercice 2 (3pts). Soit A € M,, (R). Est-ce-que

d d
p (e) = —e M Aou — pr (e) = —Ae ™ 2 (1pt)
Si A est inversible montrer que
+o0
/ e Mdt = A1 (2pts)
0

Exercice 3 (2pts). Soit A,B € M, (R) deux matrices diagonali-
sables. supposons que AB = BA et soit P € GL,, (R) (i.e., P inversible)

telle que

P 1AP = Dy = diag {)\17 Aoy een, )\n}
P7'BP = Dp = diag {ji1, ft2, - fin } -

8. Ce micro-interrogation a été réalisé par Dr. Dj. Bellaouar le 10 Janvier 2013 & 1'uni-
versité 08 Mai 1945, Guelma.
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Montrer que

B = AP (2pts)
Exercice 4 (4pts).
On considére la matrice
a —a 1
Ao=1 0 a —a |;a€eR
0 0 1

Trouver ’ensemble des valeurs de a pour lesquelles A, est diagonali-
sable.

Exercice 5 (3pts).

Soit

Prouver que

En déduire le calcul de A3%.
Exercice 6 (3pts).

Soit A € M,, (R) une matrice nilpotente d’indice k = 2, i.e., A2 =0 et
A # 0. En utilisant deux méthodes, montrer que pour tout entier m on

a

AL, +A)™ = A.
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4.9 Examen final d’Algébre 3 (2013)

i
Ex 01 (6pts) : Questions de cours
(i) Démontrer le théoréme suivant :
Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable dans M, (C).
(ii) Définissez les notions suivantes :
(a) Sur le calcul de A*; k> 0.
(b) Exponentielle de matrice, cos(A),..., f(matrice).
(c) Systeémes de suites avec les relations de récurrence.
(d) Systeémes différentiels et matrices diagonalisables.
(e) Systémes différentiels et matrices non diagonalisables.
(f)

f) Polynome minimal.

Ex 02 (8pts) : Partie I :
Soit A € My (R) une matrice diagonalisable. Supposons que les élé-

ments propres de A sont

(M (a,0),,) et (Ao, (c.d),,) -
(v0) =(v o)

A= >\1G1 + )\QGQ, ol Gl, GQ S MQ (R)

Posons

Montrer que

9. Cet examen final a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar en 2013 & 'université 08 Mai
1945, Guelma.
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avec GG1, G5 sont définies par :
a c
G1:<b)(a’ c’)etng(d>(b’ d)

Partie II.
Soit A € M,, (R) une matrice diagonalisable. Supposons que Sp (A) =
{/\17 /\27 ) )\k ) k < n} :

(I1.1) Vérifier que
cos? A+sin? A =1, (4.1)

(IL.2) Pour toute fonction f définie aux points (i), ;,, montrer le

résultat suivant

k

FA) =) F(N)Gi; Gie M, (R) (1<i<k)

=1

(I1.3) En utilisant la formule (4.1]), vérifier que
k
> Gi=1,
i=1

(IL4) Si [A| > |A2] > ... > A1, Mgy .y A Pour tout entier positif m,

posons f (z) = ™. Prouver que
A m
1i — ] =G

Am||7
AT

m——+00 |>\1|

(IL5) Etablir que

1.
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Ex 03 (6pts) : (a) Trigonaliser la matrice

a=(173)

Puis, calculer les puissances A™; n > 0.

(b) Soient A, B € M,, (R). En utilisant la définition de ’exponentielle

de matrice et la formule de binéme, montrer que
AB = BA = B = 4B = eBeh.

Good Luck.
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4.10 Examen de Rattrapage d’Algébre 3 (2013)
[

Ex 01 (7pts) :

1. Est-ce-que la démonstration suivante du théoréme de Cayley-Hamilton

est vraie?

pa(x) =det (A —xl) = pa(A) =det (A— Al) =det (0) = 0.

2. Soit la matrice
—4 1 1

A= 1 -1 =2
-2 1 -1

En utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton. Calculer I'inverse de

la matrice A.

3. Soit A € M, (R) telle que Sp(A) = {A}. Montrer que :

(A—\,)° N (A—\L,)" !

A _ A
= I, + (A—= )\,
et =e + ( ) + 50 + (= 1)
4. Résoudre le systéme différentiel
X' = AX.

Ex 02 (6pts) : On définit la suite (u,) par

Up+2 = Unp+1 + Unp,,
{ Uy = Uy = 1. (42>

10. Cet examen de rattrapage a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar en 2013 & 'université
08 Mai 1945, Guelma.
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Ecrire (4.2) sous la forme matricielle suivante :

(“"“ ) :M( tn ) . M e M, (R).
Unp+2 Up+1

1+v5\  [1-v5)
2 - 2
NG

Ex 03 (7pts) : Si M et N des matrices carrées qui commutent (c’est-

Montrer que

Uy = ;n e N.

a~dire qui vérifient M N = NM). Prouver que

En déduire que

Soient u et v des Endomorphismes d’un espace vectoriel £. Montrer
que u o v et v ou ont les mémes valeurs propres.

Soit p, € R, [X] un polynéme de degré n. Démontrer que :
u [ker p,, (u)] C kerp, (u)

Good Luck.
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4.11 Micro-interrogation D’Algébre 3 (2014)

[

Exercice 1 (2pts).
i) Soit & € R—{0}. Prouver que
B~al,< B=al,.

i1) Veérifier que

1 00 1 01
11 3 |~1011
217 3 1 2

Exercice 2 (5pts).

Une matrice A est dite nilpotente, s’il existe un entier k& (I'indice de A)
tel que A¥ = 0. Soit N € M, (R) une matrice nilpotente, montrer que
a) Sp(N) = {0}

b) I — N € GL, (R)

-1 1 -1
Application. N = 10 1
1 -1 1
Exercice 3 (3pts). Calculer le polynome minimal de la matrice
200 1
1 20 2
A= 00 2 -1
000 1

Probléme (10pts).

: A0
SmtAE/\/ln(R).PosonsB:(A A)'

11. Ce micro-interrogation a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar en 2014 a I'université 08
Mai 1945, Guelma.
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1. Calculer B* ; k > 0 (utiliser la démonstration par récurrence sur

2. Etudier la diagonalisation de la matrice

Aa,ﬂ:(g ﬁ) a,B €R.

3. Résoudre le systéme différentiel

' =ax+ Py
y'=pr+ay

4. Prouver que A, 3 est nilpotente < a = 5 = 0.

5. Calculer ijﬁ; k>0, ou

A, 0
Coup = ( Aa:Z Aag > € Mu(R).

Good Luck.
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4.12 Examen final D’Algébre 3 (2014)
[

Exercice 1 (3pts).

Questions de cours.

(¢) Définissez les notions suivantes : Matrice Trigonalisable, Matrice
Nilpotente, Exponentielle de matrice, et Produit Scalaire.

(17) Soit D € M, (R) une matrice diagonale. Calculer le polynéme
minimal mp ().

Exercice 2 (3pts). Soient

1 2 -1 1
(1) e (1),

Montrer que A ~ B.

Exercice 3 (7pts). Considérons la matrice A définie par :

2 -1 1
A=|1 0 1
1 -1 2

1. Quel est le polynéme minimal de A?
2. Montrer que pour tout n € N, il existe deux réels «,, et 5, tels que
I’on ait
A" = a, A+ B.1;.
3. Calculer «,, et 3, en fonction de n. On en déduit alors la forme

explicite de A™ pour tout n € N.

12. Cet examen final a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar en 2014 & 'université 08 Mai
1945, Guelma.
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Exercice 4 (7pts). Soit

Aa,ﬁz(g g) a,feR.

a. Etudier la diagonalisation de la matrice A, .

b. Résoudre le systéme différentiel
' =ar+ By
Yy =B+ oy
c. Prouver que kETmA‘];’ﬁ =0eac]-11letfe]-1—-a,1—aqf.
d. Supposons que |a| >> |f], calculer blim eAes
a,f——00
e. Résoudre le systéme de suites
Tnpr =+ By +1 -
yn+1:5xn+ayn+2 y <0 » Yo .

Remark. Please, don’t forget to use the methodical manner of mathe-

matics.

Good Luck
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4.13 Examen de rattrapage d’Algébre 3 (2014)

[

Exercice 01

(a) Déterminer les réels a, b, ¢ et d pour que la matrice

1 b d
01 ¢
0 0 a
soit diagonalisable
(b) On considére la matrice
a 1 1 1
1 a ... 1 1
A, = L s a€eR
1 1 a 1
1 1 1l «

En utilisant deux méthodes. Prouver que A,, est diagonalisable.

Exercice 02

(i) Soient A € M,, (R) et o ¢ Sp(A). Prouver que

1
A —«

Ar =)z e (A—al,) 'z = x.

(7) Soit A € M,, (C). Prouver que

A€ Sp(A) & \e Sp(AY).

13. Cet examen de rattrapage a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar le 11 Juin 2014 a
P'université 08 Mai 1945, Guelma.
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(7i) Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable. Vérifier que

lim A* =0« max (|\]) <1

De plus, si A1, Ag, ..., A\x sont des valeurs propres de A avec |A\;| >

[A2| > ... > |A\g], A1 # 0. Montrer que
) L
(Al = Lim [JA™][™ .
m—r+00
Exercice 03. Soit la matrice

A:<_@_%>;a+ﬂ#0

o

Calculer les éléments propres de A. Prouver que
At A\t Aot 3
e =€ G1—|—6 GQ, ou )\1,)\268}7(14) et G1,G2€M2(R).

Résoudre le systéme différentiel X’ = AX.

Exercice 04. Soit la matrice

0 1
A_(let{%)JeR

Ecrire A sous la forme : A = PDP* avec D diagonale et P orthogonale.
Good Luck.
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4.14 Micro-interrogation d’Algébre 3 (2015)
[

1. Soit A € M, (R) une matrice nilpotente, prouver que
A diagonalisable = A = 0.
En déduire la diagonalisation de la matrice
= (0 1),
2. Soit A € M,, (R). Montrer que
A ~ 2A = A est nilpotente.

3. On considére la matrice

-7 0w
A= 72r —27r
2 2

Calculer cos? A et sin? A.

4. Soit la matrice
00 0 ... 0 —a
10 0 ... 0 —ag
0 1 0 ... 0 — 0y

A= R : e M, (R) et (O‘i)ogignfl €R.

00 0 o 0 —ay9
00 0 1 —any

Calculer py ().

14. Ce micro-interrogation a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar le 13 Janvier 2015 a
Puniversité 08 Mai 1945, Guelma.
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5. Soit A € GL,, (R). Posons

A = (Com (A))!

det (A
et soit (A, z) un élément propre de A. Montrer que ( ¢ )\( ),m) est

un élément propre de A
En déduire que Ae GL, (R).
Good Luck.
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4.15 Examen final d’Algébre 3 (2015)
[

Exercice 01 (2pts). Donner pour chacune des matrices suivantes le
polynéme caractéristique et le polynome minimal. Ne faites pas de

grands calculs.

0 1 a 1 1
M, = ( >;a,bER,M2: 0 b1 ];abceR
0 b
0 0 ¢
a 1
a 1
M; = ;a€eR.
a 1
a

Exercice 02 (8pts).

Partie I. Définissez les notions suivantes :
— Norme et espace vectoriel normé

— Produit scalaire

Partie II.

Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale, si et seulement, si
A'A = AA" = 1,.

1. Soit A € M,, (R) une matrice orthogonale. Prouver que det (A) =
+1.
2. Soit A € M,, (R) . Montrer que les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

15. Cet examen a été réalisé par Dr. Dj. Bellaouar le 29 Janvier 2015 a 'université 08
Mai 1945, Guelma.
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(i) A est orthogonale
(i) Vo e R": [|Az| = ||z]]
(iti) ¥V x,y € R": (Az, Ay) = (z,y)

3. On considére la matrice

Pour tout 6 réel, prouver que

oA _ [ cos 0 —sinf
~\ sinf  cosf
Qu’en déduire ?

Exercice 03 (7pts). Considérons la matrice M définie par :

2 -1 1
M=11 0 1
1 -1 2

1. Quel est le polynéme minimal de M 7
2. Montrer que pour tout n € N, il existe deux réels «,, et (3, tels que
I'on ait
M"™ = a,M + 5,13
3. Calculer «,, et 3, en fonction de n. On en déduit alors la forme

explicite de M™ pour tout entier n.

4. Résoudre le systéme différentiel
X'=MX.

Exercice 04 (3pts). Soit A € M,, (R). Prouver que

a. det (A) =0 = 0 est une valeur propre de A.
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b. A2 = A = A est diagonalisable.
c. ma(x)=(r—a)(xr—>);as#b= A" s’écrit en fonction de A et I.
Good Luck!
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4.16 Examen de Rattrapage (2015)

[

Exercice 01. En utilisant deux méthodes, montrer le théoréme de

Cayley-Hamilton pour une matrice (2,2).
Exercice 02.

Pour toute matrice A € M3 (C), montrer que A est trigonalisable.

Exercice 03.
Soient A et B dans M,, (R). On suppose qu’il existe A € R tel que
MB+ A+ B=0.

Prouver que A et B commutent.

Exercice 04.

Considérons la matrice A définie par

0 -1 -1
A= -1 0 -1 | eM;®).
-1 -1 0

— Quel est le polynéme minimal de A7
— Montrer que pour tout n € N il existe deux réels «,, et 3, tels que
I’on ait

— Pour tout n € N, calculer «, et 3, en fonction de n

16. Cet examen de rattrapage a été réalisé par Dr. Dj. Bellaouar le 29 Janvier 2015 a
Puniversité 08 Mai 1945, Guelma.
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- Si Ae M, (R) avec a;; = —1 pour i # j, 0 pour ¢ = j. Dans ce cas,

prouver que A est diagonalisable.

Good luck
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4.17 Micro-interrogation d’Algébre 3 (2016)

[
Ex 01 (05pts).

1. Calculer le polynome minimal de la matrice

Al

Al

A= ] ) ,ou A € R.
A

nxn
2. Résoudre le systéeme différentiel X' = AX.
3. Calculer A*; k> 1.

Ex 02 (05pts). Soient A, B € M,, (R). Prouver que
0¢Sp(A) = AeGL, (R)
b. A~ B =-det(A) = det (B)
det (A) =det(B) » A~ B
d. A~ B= Sp(A)=Sp(B)

$p(4) = (1) = et = 5T AT
Remark. Try by yourself. Don’t be deceiver !
Good Luck!

8

o

o

17. Ce micro-interrogation a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar le 09 Janvier 2016 a
Puniversité 08 Mai 1945, Guelma.
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4.18 Examen final d’Algébre 3 (2016)
[

Ex 01 (4pts). Résoudre le systéme de suites avec les relations de ré-

currence donné par

Tpal = Ly — Yp + 1
{ ot ow) = (0.-1), acR

Ex 02 (4pts). Expliquer comment résoudre un systéme différentiel
X'=AX, ou A e M, (R).

Ex 03 (1pt). Calculer les valeurs propres de la matrice

o010 0 --- 0

oo1 0 --- 0

ocoo0o0o 1 -0
P, =

o000 - 0 1

100 -~ 0 0

Ex 04 (4.5pts). (a) On considére la matrice d’ordre n suivante

01 0 ... 0
00 1 .0
K=t 0
00 ... 0 1
00 ... 00

Prouver que K,, est nilpotente, puis calculer I’exponentielle de K,,.
b. Soient N une matrice nilpotente d’indice n et x € R" un vecteur

non nul tel que N" 'z # 0. Montrer que la famille

B = {I:z:, Nz, Nz, ...,N”flx}

18. Cet exame final a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar le 21 Janvier 2016 & 'université
08 Mai 1945, Guelma.
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est une base de R".

c. Soient A, B € M,, (R) et A € R. Montrer que

— A~ B=det(A—\l,) =det(B—\I,)

- AeSp(A) = e e Sp(e?)

~ det (e?) = e,

Ex 05 (1.5pts).

(i) Soient A € M,, (R) et o ¢ Sp(A). Prouver que

Ax:)\x(:)(A—ozIn)_lm:)\ ! x.
-«

(i) Soit A € M3 (R) une matrice diagonalisable. Vérifier que

lim A* =0« max (|\]) < 1.

Ex 06 (5pts). En utilisant 2 méthodes, montrer le Théoréme de Cayley-
Hamilton sur Mj (R).

Remark. Try by yourself. Don’t be deceiver !
Good Luck!
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4.19 Examen de rattrapage (2016)

[

Ex 01 (08pts). Soit la matrice

a 1 0
Myp=1| a+b 0 1-0 pa,beR
a+2 1 =2

1. En utilisant le polynéme minimal de M,, trouver les valeurs de a
et b pour lesquelles M, soit diagonalisable.

2. On consideére la suite (u,), .y définie par

Up+3 = 2uy, + Up41 — 2un+2
ug=—1,uy =1letuy =5

Calculer A"; n € N, ou A = M, puis en déduire le calcul de u,, en
fonction de n.

Ex 02 (05pts).

a. Démontrer le Théoréme de Cayler-Hamilton pour une matrice A €
M, (R).

b. Soit A € GL,, (R). Posons

B = (Com (A))"

det (A
et soit (A, z) un élément propre de A. Montrer que ¢ )\( ),m) est

un élément propre de B. En déduire que B € GL, (R).

Ex 03 (07pts).
0 1
=50

a. Soit
19. Cet exmen de rattrapage a été effectué par Dr. Dj. Bellaouar, le 13 Juin 2016 a
Puniversité 08 Mai 1945, Guelma.
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Pour tout @ € R, calculer 4.

b. Soit A une matrice carrée. Prouver que

et — 1

1m
t—0 t

= A.

c. Soit A € M,, (K). A quelle condition nécessaire et suffisante la ma-

trice B = ( i 21 ) de My, (K) est-elle diagonalisable ?

d. On suppose connu le fait que cos 2% est irrationnel. Soit A € M3 (Q)
vérifiant A° = I3. Montrer que A = I5. Donner un exemple de matrice
A € M3 (R) telle que A% = I3 et A # I3.

Good Luck!
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4.20 Solution (Examen final 2009)

Exercice 01. Soit la matrice

-3 1
)
—6 6

A:

1. Calculons P € GL3 (R) telle que

a 0
PAP=T=1[ 0 B
0 0
Polynome caractéristique de A
—3—x 1 —1
pa(x) -7 5b—z -1
—6 6 —2—x
—2—-z 0 —1
—2—x 4—=x —1
0 4—x —2—=

-1
—1
—2

0
1 ; «, B a calculer.
B
—-2—=x 1
=| 2—2x b—=zx
0 6
— —@2+a)(4—2)

2+z)(4—2x).

Valeurs et vecteurs propres :

A1 =4, v.p simple, Ey, = Vect{(0,1,1)}
Ay = —2, v.p double, E\, = Vect{(1,1,0)

}

-1
-1
—2—z
10
11
01

—1
-1
—2—zx

La matrice A n’est pas diagonalisable. Soit v3 = (a,b,c) € R3 tel que

4 0 0
{v1,v9,v3} libreet A~ | 0 =2 1
0 0 =2
ie., (A4 2I)v3 = ve. Ce qui donne
-1 1 -1 a 1
-7 7 -1 b | =11
-6 6 O 0
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D’ou a = b et ¢ = —1. Par exemple, il suffit de prendre v3 = (0,0, —1).

Maintenant, posons

01 0
P = 1 1 0
1 0 -1
Finalement, on obtient
-1 1 0 -3 1 -1 01 0
PlAP = 1 0 0 -7 5 —1 11 0
-1 1 =1 -6 6 —2 1 0 —1
4 0 0
= 0o -2 1 =T
0O 0 =2
DouA~T.
2. Calculons A™ : On écrit
4 0 0 0 0 0
T"=D"+nD" 'X,ou D= 0 =2 0 et X=[00 1
0O 0 =2 0 0 0
avec DX = XD et X? =0. On obtient
4n 0 0 gn—1 0 0
™ = 0 (=2 0 +n| 0 (=2)""
0o 0 (=2 0 0o (=2
4n 0 0
n n n
- (2" —5(-2)
0 (—2)"
Par suite
n n n n n n n
5V YT Y Y
A":PT”P_lz g(_Q)n+(_2)n_4n 4n_g(_2)n 5(_271
(—2)" =47 4" —(=2)"  (=2)"
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3. Le calcul de A~! en fonction de I3, A et A%. On a
pa(z) = —2® + 122 + 16

Ce qui donne
1

~ 16

Exercice 02. Solution du systéme différentiel

A7t (A —12L3).

X'(t)=AX (t)

avec A est la matrice de 'exercice 01 :

1 (t) (ct +d)e
Xt)=| 2@ | = ae®® +(ct+d)e™® |; a,bc,deR.
x3 (1) ae*t — ce™?t

Exercice 03. Soit la matrice

a 1 0
Myp=1 a+b 0 1-0 pa,beR
a+2 1 =2

1. La diagonalisation de la matrice M, est donnée dans I'Examen de

Rattrapage [4.35] on a la conclusion suivante :
Conclusion.
M, est diagonalisable < {a # —2, -3 et be R} oua=—-3 et b=1.

2. De méme, le calcul de A"; n € N, ot A = My, puis en déduire le

calcul de u,, en fonction de n, ou

Unp43 = 2un + Upy1 — 2un+2
ug=—1, u3 =1 et ug = 5.

Voir la solution de I’Examen de Rattrapage [4.35|
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Exercice 04. Soit f € End (E), ot dimE =n et rg (f) = 2. On sup-
pose qu'il existe u,v € £ — {0} t.q f (u) =u et f(v) = —v. Montrons

que f est diagonalisable. Tout d’abord, on a
{ flu)=u (4.3)

Sin =2, d’apreés , A1 =1 et Ay = —1 sont deux valeurs propres
distinctes de f. Donc f est diagonalisable.

Sin > 2, or dimE = dimImf + dimker f, alors dim Imf = n — 2;
c’est-a-dire ker f admet une base de (n — 2) vecteurs propres associés

a la valeur propre a = 0;

ker f={zx e E /f(z)=0}.

Comme u et v sont deux vecteurs propres associés a \; = 1 et Ay = —1,
respectivement, f est donc diagonalisable.
Exercice supplémentaire (Facultatif, 1.5 pts). Sans calculer, ni

valeurs propres ni vecteurs propres, montrons que

1
A=1 3
2

W = DN
— N W

1
et B = 2
3

N = W
=W N

sont semblables.
Soit f : R® — R3 définie par
f(r,y,2) = (x+2y+32,3x+y+ 22,20+ 3y + 2)

et soit By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} = {e1, €2, e3} la base canonique
de R3. On voit que
A= M (By)
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Posons B = {(0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)} = {ea, e1,e3} = {€], €5, €5}, on

a
f(e)=£(0,1,0) = (2,1,3) = €] + 2¢}, + 3¢}
f(ey) = f(1,0,0) = (1,3,2) = 3¢} + €}, + 2¢}
f(eé):f((),(),l):(3,2,1)226/1+3€/2+eé

D’ou

1 3 2
M;B=|213]|=8B
3 2 1

Par suite, A ~ B.

4.21 Solution (Micro-interrogation 2012)

Exercice 01 (4pts). Soit A € M,, (C). Montrons que

det (A) = Mg\, ot \; € Sp(A).

Comme A est trigonalisable, il existe donc une matrice inversible P telle
que P~'AP soit triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux
sont des valeurs propres de A. Posons P"'AP =T, ie., A= PTP~!

Donc

det (A) =det(T) = [] X

AESP(A)
On en déduit que, 0 ¢ Sp(A) = det (A) #0 = A~! existe.
Exercice 02 (4pts). Résoudre le systéme différentiel

¥=ux
Yy =z+y
d=rx+y+z

La matrice du systéme proposé est

10
A= 11
11

_ o O
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c’est une matrice triangulaire inférieure posséde une valeur propre d’ordre
3, A = 1. Dans ce cas, la solution générale du systéme différentiel

X'=AX est
1
et — e”{13+(A—/\Ig)t+§(A—)\13)2t2}

- et{]3+(A—]3)t+%(A—13)2t2},

ou

0 00 0 00

A-ILi=[ 100 ) et (A=X)*=[0 0 0

110 1 00

Donc
et 0 0 1 c et

X(t)=eMtC= tet et 0 c | = teret + coet

st2eh +tet tet ¢ s ¢ (t+ 3t%) €' + teae! + caet

Exercice 03 (4pts). Soit le systéme de suites (a,), (by) :

{ Qpi1 = Aap + 2b,

b — b s ap=0,bp=1et A #0.
n+1 — n

Sous la forme matricielle, on a

(i), - G ) () - ()
borr Sy N0 A b ) e ), T 1)

Ce qui donne U,, = A" 10, ou
o~ (MON (A0 "o 2
- 0 A 0 A 00
(0N, (X0 02\ [ A 2pant
- 0 A" 0 vt 00/ 0 A" ’
Donc
G (AT 2 (0 _ (2na
=0 e )L )70 e )
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Exercice 04 (4pts). Soit A € M,, (C) une matrice diagonalisable pos-
sede une valeur propre unique A. En utilisant deux méthodes, montrons
que A = \I,.

1¢*Méthode. Voir le Corollaire 2.2.6

2°m¢Meéthode. Supposons que A € M,, (C) une matrice diagonalisable
posséde une valeur propre unique A\ et que A # AI,. De plus, on a
pa(z) = (x —N)". Comme A — \I,, # 0, alors ma (z) # x — \. D’ou
A n’est pas diagonalisable car la racine A de m4 n’est pas simple. Une
contradiction.

Exercice 05 (4pts). Etudier la diagonalisation de la matrice suivante

1 a b c
0 1 d e
A= 002 f| a,b,c,d,e, f € R. (4.4)
000 3
D’aprés (4.4)), on voit que A\ = 1 est une valeur propre double. De plus,

on a

r4+ay+bz+ct==x

- 4 y+dz+et=y
El - (x7y727t) ER ) 22+ft:Z
t=t
ay =0
= S (zy,z,t) ERY; 2=0
t=20

On distingue deux cas.

Sia # 0, dans ce cas y = 0. Donc
Ey={(z,y,z,t) ER"; y=2=1t=0} = Vect{(1,0,0,0)}.
Ce qui donne dim F; = 1, donc A n’est pas diagonalisable.
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Sia =0, dans ce cas on a
Ey={(z,y,2,t) eR*; 2=t=0} = Vect{(1,0,0,0),(0,1,0,0)} .

Ce qui donne dim E; = 2, donc A est diagonalisable.

4.22 Solution (Examen final 2012)

Exercice 1 (2pts). Soit la matrice

Ay =

S O N

1
0 ;€ R,
Q@

o, S N R

Calculons I'ensemble des valeurs de a pour lesquelles A, soit diagona-

lisable.

On voit que les valeurs propres de A sont \; = a. et Ay = 2. On distingue
deux cas :
a. Sia = 2, dans ce cas A\; = 2 = Ay est une valeur propre d’ordre 3.

Puisque

Ay =

S O N
S NN

1
0 | #2r.
2

D’apreés le Corollaire 2.2.6] A n’est pas diagonalisable.
b. Si o # 2, dans ce cas, \; = a v.p simple et Ay = 2 v.p double.

Maintenant, calculons E), :

2r+ay+ 2 =2z
E\, = (x,y, 2) e R?: 2y =2Y
az =2z

- 3. ay=20
= {(w,y,z)eR, L — 0 }
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On distingue deux cas :

b.1.Sia=0,0na
E,\Q:{(x,y,z)E]Rs;z:O}

Donc dim E, = 2 = l'ordre de \,. Par suite A est diagonalisable.

0.2. 851 a#0,0n a

_ 3. y=0
EAQ—{(x,y,z)ER, Z:O}

D’ou dim E), = 1 # l'ordre de \o. Par suite A n’est diagonalisable.
Exercice 2 (4pts). Soit A € M,, (R) une matrice posséde une seule
valeur propre A. Calculons e?’; ¢t € R. En effet, d’aprés le Corollaire

3.4.1| 'expression de e? est donnée par

n—1

k
et = M Z (A=, %
k=0
Solution du systéeme différentiel
¥r=x4+y+z
Y =y+z (4.5)
2=z

On écrit (4.5)) sous la forme matricielle suivante

T 11 1 T
Yy’ =10 11 Yy
2 ) 001/),\2/

On voit que la matrice A posséde une seule valeur propre A = 1. Il

vient d’aprés (3.5)) que

2
et = ¢t (]—I—t(A—[g)—i-%(A—Ig)Q).
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De plus, la solution générale de ([A.5)) est X () = e*.C, ot C est une

constante.
Maintenant, calculons e :
011 011 011 0
A-Iy;=[ 00 1 |, (A-L)’=]00 1 001 |=(o0
0 0 O 0 0O 0 0O 0
D’ou
1 00 011 2 0 0 1
et = ¢ 0010 J+t{ 001 f+=(000
0 01 0 00 0 0O
et tet (%tz—l—t) et
= 0 € tet
0 et
La solution du systéme (4.5 est
et tet (%t2 + t) et 1
X(t) = 0 ¢ tet 2
0 0 et c3
cret + catel + 3 (te! + te’)
= coel + catel . C1,0,03 € R,

csel

Exercice 3 (2pts).

— Trouver la relation entre les éléments propres de A et ceux de P~1AP.

Soit (A, z) un élément propre de A, i.e., Az = Ax avec z # 0. Ceci
implique

pLAP (P_lx) =\ (P_lx) .

Donc (A, P71x) est un élément propre de P~1AP.
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— Montrer que les matrices semblables ont le méme polynéme caracté-

ristique (utiliser deux méthodes).

1¥r*Méthode. Voir la deuxiéme partie du Théoréme [2.1.1]

2¢meMeéthode. Soient A et B deux matrices semblables, i.e., il existe

P € GL, (R) telle que A = PBP~!. On écrit donc

A€ Sp(A) < M, — A¢GL, (R)
Puisque A, — A= P (\,, — B) P7!; car A ~ B. On en déduit que
A€ Sp(A) o Mp—A¢ GL, (R) < M,—B ¢ GL, (R) < A € Sp(B).

D’ou Sp(A) = Sp(B), et par conséquent py (z) = pp ().
— Soit A € M,, (R) une matrice diagonalisable avec Sp (A) = {—1,1}.
Montrons que A~! = A. En effet, il existe une matrice P inversible

telle que A = PDP~!, ou

+1
+1

+1
Ce qui donne D~ = D. Par suite,
A = (PDP Y = PD'P = PDP! = A.
Exercice 4 (6pts).

Démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton : V A € M, (R) :
pa (A) = 0. Voir le Théoréme m
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Est-ce-que la démonstration suivante du théoréeme de Cayley-Hamilton

est vraie?

pa(x) =det (A—xl) = pa(A) =det (A— Al) =det (0) = 0.

Rép. Non, car ps (A) € M,, (R) ¢’est une matrice, mais det (A — Al) =

det (matrice nulle) = 0 € R.

Exercice 5 (3pts). Calculons le polynéme minimal de la matrice

Le calcul de py (z) :

pa(z) =

A:

1—x
8
-8
—-3—ux
—3—z
0

1 -4 -4
8§ —11 -8

-8

—4
—11 —=x
8
0
—3—x
3+x

+
-1 0

= B+’ _1 -1

0 1

8

5

—4
-8
5—x
—4
-8
5—=x

+
—4
-8

5—x

&1
1

61+CQ

= (B4 2 (= (=5+z+8) —4(-1))

= 3+z)°(1-2).

On en déduit que

(31 + A) (I — A) =

ma ()

4
3
-8

B+2)(1-2)

ou

(3+x)* (1 — )
Maintenant, calculons (31 + A) (I — A) :

-4 —4
-8 -8
8 8
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D’ott ma () = (3+ 2) (1 — ). La matrice A est donc diagonalisable ;

car les racines de my () sont simples.

Exercice 6 (3pts). Soit le déterminant

+ -+

2 -1 0 0 O ... 0 O
-1 2 -1 0 0 ... 0 O
o -1 2 -1 0 ... 0 0

o 0 0 0 0 - 2 -1
O 0 0 0 0 0 -1 2

+
“1 -1 0 0 0 0
0 2 -1 0 0 0
+
0 1— 2 -1

— 2D, |+
o 0 0 0 - 2 -1
0O 0 0 0 0 -1 2

= 2Dn—l — Dn_g, ou n > 3.
Notons que

, 2 -1 0
Dlzdet(2)22,D2:det< ):3etD3:det -1 2 -1

0 -1 2
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Le calcul de D,, en fonction de n, ou

Dn = 2Dn—1 - Dn_g, ou n 2 3. (46)

On écrit sous la forme matricielle suivante

D, _ (2 -1 D, 4 ol X — Dy _ (3
Dpr ) L0 J,\Dus )y 77 72 D 2
Ceci implique

Xn = Aanl = AZXTL,Q = ... = An72X2.

Maintenant, calculons A" 2 avec A = ( % _01 ) .

Polynoéme caractéristique :

2—x -1

pA(l’)Z‘ | !

—x l—2 —=x = (-2 1 —z :(1_@2'

_‘ 1—z -1

Donc A = 1 est une v.p double de la matrice A. Puisque A # \I, alors

A n’est pas diagonalisable.

Vecteur propre gssocié :

B 9 2r—y=ux
E}\—{(I,ZJ)GR7 r=vy

D’ou v = (1, 1) .
Soit vy = (a,b) € R? un vecteur quelconque tel que {vy,vs} est une

base de R2. 1l suffit de prendre vy = (1,0) . Posons

p:(} é):[vl v |
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Implique
~1
P (1) (2 (0)
_ (0 1 )(2 —1)(1 1):(1 1>:T
1 -1 1 0 10 0 1
On voit que T est une matrice triangulaire supérieure avec ty; = tgg =
A = 1. Puisque P7'AP =T, alors A = PTP~'. D'ou A" = PT"P~!.
Le calcul de T™, ou T' = ( L1

01
la forme de Dunford suivante

10 0 1
=(4), (o),
01),7\0oo0),

avec N2 =0 et DN = ND. D’aprés la formule de Bindome, on a

) . En effet, on peut factoriser T sous

™ = (D+N)" =0 C;D"”Ni =D"4+nD" N =1+nN
1 0 0 1
- (o) (o)
_ 1 n
- 01

Par conséquent

A" = pT"P

Finalement, on a
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Donc D, =3(n—1)+2(2—n)=n+1.

4.23 Solution (Exam de rattrapage 2012)

Exercice 1 (5+2pts).

a) Questions de cours

Résoudre le systeme différentiel linéaire homogéne a coefficient constants

2y (1) = anwy () + appxs (t) + ... + agpxy, (1)
Ié (t) = a91T1 (t) + a99x9 (t) + ...+ AonTy (t)

z (1) = ap1xy (t) + anoza (t) + ... + appy (1)
ol a;; sont des constantes complexes, et ou les fonctions x; sont des

fonctions dérivables inconnues & valeurs complexes.

On écrit sous systéme sous la forme

!
Zq ay; a2 ... Qip T
/
T a a Lo.oa X
2 21 22 2n 2
= _ ' (4.7)
!
€y, X Ap1 Ap2 ... QApp A Tn X

La solution général de @ est X (t) = eA.C, ou C € K". De plus, si
A est diagonalisable, i.e., dim F), = l'ordre de J\;, la solution de (4.7)
est

X (1) = c1eMVi + Vo + ... + eV,

ot (A, Vi) <<, sont les éléments propres de la matrice A.

b) Résoudre le systéme différentiel

T -3 -6 7 T
y | = 1 1 -1 Y
2 -4 —6 8 z
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Calculons py (z) :

3—z —6 7 ‘
pa(z) = 1 l—2 -1 "
—4 -6 8—=x €1+ €3
4—x —6 7 1 -6 7 A
= 0 1-2 -1 |=4—-2)|0 1—2 -1 !
4—z -6 8-z 1 6 8-az| h—1l
0 0 -1+
= 4—-2)|0 1—-2 -1
1 -6 8-z
+ = -
0 0 1
= @-2)@-1]0 1-2 -1
1 -6 8-—x

= d—2)(z—1)(-142)=(A—-2)(z—1)".

Calculons les éléments propres de la matrice A :

—3r—6y+T7z==x
By = {(z,y,2)€R’;  aty-—z=y
—4x — 6y +8z ==z

= {(z,y,2) eR®; z =2z =2y}

= Vect{(2,1,2)}. Donc v; = (2,1,2).

De méme, on a

—3x — 6y + 7z =4x
E, = {(z,y,2) eR?; r+y—z=4y
—4dx — 6y + 8z =4z

fmaew: 70

y=0
= Vect{(1,0,1)}. Donc vy = (1,0,1).

La matrice A n’est pas diagonalisable; car dim F; = 1 # 'ordre de la

valeur propre double 1.

190



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Maintenant, soit v3 = (a, b, ¢) € R? un vecteur non nul tel que {v, vo, v3}

est une base de R3. Par exemple, pour vz = (0,0, 1), la matrice

210
P=1100
2 11
est inversible. De plus, on a
0 1 0
Pl=( 1 -20
-1 0 1
et aussi, on a
1 0 -3 -6 7 210
P'AP = 1 —20 11 -1 100
— 1 -4 —6 8 2 11
10
= 0 4
0 0

Nous avons X' (t) = AX (t) = PTP7'X (t). C'est-a-dire

X'(t) = PY'(t) (4.8)

Y'(t) = TY(t) (4.9)

Y(t) = P'X(t) (4.10)
avec x(t) " (t)

@ (t) 1 0 -1 xy (1)
n | =104 9 Y (t)
21 (t) 00 1 21 (t)
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Ce qui donne
() == (1)
w1 (1) = 4y () + 92 (2)
7y (1) = 21 (t) — 21 (1)

Donc

z21(t) = ae';a€R
Yo (t) = 4y (t) + 9ac (4.11)
() = z1(t) —ae (4.12)

Solution de ’équation différentielle (4.11)) :
On a

vi (t) =4y (1) = o (t) = be™
En utilisant la méthode de variation des constantes, i.e., posons y; () =

b(t)e*. Ce qui donne
Y, (1) =V (t) e +4b(t) et (4.13)
D’aprés et (4.13), on a
V(t) e +4b(t) e* = 4y, (t) + 921 (1)
D’ou b (t) = —3ae™3 + ¢;. Donc la solution de 1’équation est
y1 (t) = (—3ae_3t + cl) et

Solution de ’équation différentielle (4.12))
On a
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De méme, posons z; (t) = ¢ (t) €', ce qui donne
d(t)e +c(t)e =c(t)e —ae.

D’ou ¢ (t) = (—at + ¢o) €'. Par suite

I'équation (4.10]) implique X (t) = PY (¢), c’est-a-dire

210 (—at + cq) €'
Xt)=1100 (—3ae 3 4 ¢1) et
2 11 ae’

T (t) = 2c9€’ + 1t — 3ae! — 2ate!
y (t) = ce! — ate
2 (t) = 2c9et + cre® — 2aet — 2ate!

Exercice 2 (3pts). Soit la matrice

-T 7
A= 72r —27r
2 2
Calculons cos? A + sin” A.
Polynome caractéristique
—_— — X — —T 5
pa(z) = 2 T —7r2 = —T
— — —x —-r — —
2 2 2
s
= x - 2 x (E +x+ —)
B 1 T T\2 2
2
= z(x+m).

Les v.p de A sont \; = 0 et Ay = —x. Dans ce cas, A est diagonalisable.
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Vecteurs propres :

—T s .
B-{wner: 3 2
§x—§y:0
Dou vy = (1,1).
—T ™
E,={@yer: . 2
2" YT

Dou v, = (—1,1).

Maintenant, posons

(1 -1 (0 0 1
P_(l 1)etD—(O _ﬂ)avecP =

Puisque A = PDP~! alorscos A = Pcos DP~!etsin A = Psin DP~ L.

l\:>| |l\3|»—
—
N | —

11 vient

1 —1 1 0
COSA—(1 1)(0 _1)
1
) (1 -1 0 0 )
SmA_<1 1><0 0) -1
2

Ce qui donne

9 .9, (01 01\ (10
cosA+smA—(10)(1O>—(01).

D’ou cos? A +sin® A = I,.

N | O | =
I
N
)
O =
~_

et

N | O | =
I
N
o O
o O
~_
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Exercice 3 (3pts). Montrons le résultat suivant : Soit A une matrice
diagonalisable, alors il existe une base B = {x1,x9,...,x,} de R"™ for-
mée par n vecteurs propres de A. La démonstration de ce résultat est
donnée dans la 2211

Exercice 4 (242pts). Soit A = (a;;) une matrice complexe

1<ij<n

carrée d’ordre n telle que pour tous 1 < 17,7 < n, on ait

1
‘CLZ']'| < ﬁ

1. Montrons que la suite de matrices (B,,),,oy définie par :
Bn=1,+A+ A%+ ..+ A"
est convergente.

en effet, on a

m

> A

k=0

1Bl =

m m
<2149 < D141
k=0 k=0

o
ou

1Al = laiot] + |aige] + - +lain] <154 € In

m

Donc la suite a,,, = 3 ||A]|%, est convergente et par conséquent || B, ||
k=0

I’est aussi.

2. Montrons que I, — A est inversible d'inverse la matrice lim (B,,).
m—r+00

Soit A € Sp(A), il existe donc un vecteur non nul z tel que Ax = Ax.
Donc

1Az]lo = [|Az]l o < N[l - 7l
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Ceci implique

Al < flA]l <1

On a montré que pour tout A € Sp(A), [N < 1.

Maintenant, supposons par l'absurde que I, — A ¢ GL, (R). Ce qui
donne 0 € Sp (I, — A). 1l existe un vecteur x # 0 tel que Az = z. D’ou
1 € Sp(A). Une contradiction.

Le calcul de lim (B,,) :

m—r+00

Puisque [|A]|, < 1||A]|, < 1, implique A™ — 0 lorsque n tend vers

+o00. D’autre part, on a
AB,, = A+ A2+ A3+ ..+ A™H!

Autrement dit
B, — AB,, = I — A™!

ie.,

(I —A)B,, =1— A™"

11 vient

Bp=(1—-A)""(I-A™")

En passant a la limite lorsque m — +o00, on obtient

lim (Bp) = —A)"";car A = 0.

m—-+00

Exercice 5 (3pts). Voir la solution de I’Examen final
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4.24 Solution (Micro-interrogation 2013)

Exercice 1. Soit la matrice

2 -2 -
A= -1 3 4
1 -2 -3
Nous avons
2 -2 -4 2 -2 —4 2 -2 4
A= -1 3 4 -1 3 4 |=1-1 3 4 |=A
1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 -3
D’ou A™ = A pour tout n > 1.
Par définition, on a
A A2 A"
A — — QE— JR—
e TRt o s
1 1 1
= I+A<1+§+§+...+m+...)
= I+A(e—1).

Solution du systéme X’ = BX, ou

2 =2
p=(43)
Les éléments propres de B sont

)\1:1, U1:(2,1
/\1:4, UQZ(—]_, )t

X(t):clet<?>+0264t( _11 ) i cp, 00 € R
)

Exercice 2. Pour toute matrice A € M,, (R) on a

At A:( At A%? Ann

D’ou

I+= + + ..+ + ... | A= Ae™.

1! 2! n!
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Donc

% (efAt) = —e M = _Ae™ A,

Si A€ GL, (R), on a

+o0 +o0
/ e~ Atdt = / e MAAT L
0 0
A~

/ (e dt} A

e—At} too A1

1

Exercice 3. Montrons que e4*? = e4.e8. En effet, on a

eA+B _ eP(DA—i—DB)P—l _ PeDA+DBP_1

= PePaePlepl (car ePaTPB = Paels)

= PePApTipePrpT!

eel.

Exercice 4. On voit que

A1 = 1, c’est une valeur propre simple,
Ao = «, c’est une valeur propre double (« # 1)

Dans ce cas on a

ar —ay +z=ax
Ey, = ((@y,2)eR; ay—az=ay
Z = Qz

- {(x,y,z)E]Rg; 2=0 }

ay =0
Donc pour o ¢ {0, 1}, on a dim E), = 1. Par suit A, n’est pas diago-

nalisable et pour @ = 0, on a dim F), = 2; i.e., Ay est diagonalisable.
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Pour le cas « =1, on a

1 -1 1
A= 0 1 =1 | #I
0 0 1
Donc A; n’est pas diagonalisdable.
Exercice 5. Soit
1 11
A:(IO?’ g);C’:% 111
111

En utilisant la démonstration par récurrence, montrons que

I
k_ (13
A _< :
Pour k=1, on a A' = A.

Is kC
0 C

EC
c )

Supposons que A* = ( >, il vient

I; C I kC Is kC + C?
B+l 44k 3 3 B 3
= (0 ) ()= (5 AT,
ot C? = C. D’ou le résultat.
En particulier, on a
1 0 0 100 100 100
0O 1 0 100 100 100
0O 0 1 100 100 100
1 1 1
A300 — 0 00 % % %
0O 0 0 % % %
R N

Exercice 6. Soit A € M, (R) une matrice
2. Montrons que A (I + A)™ = A, Vm > 0.
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Soit m > 0. D’apres la formule de Binéme, on a
AT+ A" =A™ CLA = A(I +mA) = A+ mA? = A

La démonstration se fait par récurrence sur m; pour m = 1 on a
AT+ A=A+ A2=A.

Supposons que A (I + A)™ = A, donc

AT+ A™ = AT+ AT+ A)=AT+A) =A+ A=A
D’ou le résultat.
Exemple. Pour la matrice

=00

On voit que A est nilpotente d’indice & = 2; car A% = 0. Donc pour

tout m > 0, on a
AL+ A)™ = A.

4.25 Solution (Exam final 2013)

Ex 01 (6pts) : Questions de cours.
(i) Démontrer le théoréme suivant :
Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable dans M,, (C).
Voir le Théoréme
(ii) Définissez les notions suivantes :

(a) Sur le calcul de A% ; k > 0. Ceci voir les deux Sections et[3.8.1]
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b) Exponentielle de matrice, cos(A),..., f(matrice). Voir la Section [2.4]

(
(c) Systémes de suites avec les relations de récurrence. Voir la Section

*

—

d) Systeémes différentiels et matrices diagonalisables. Voir la Section

S

(e) Systémes différentiels et matrices non diagonalisables. Voir la Sec-
tion 3.4

(f) Polynome minimal. Voir la Définition et la Remarque [3.2.1]
Ex 02 (8pts) : Partie I :

Soit A € My (R) une matrice diagonalisable. Supposons que les élé-

ments propres de A sont :

(A1s (a,0),,) et (Ao, (cd),,) -
(vo) =(v o)

A= /\1G1 + )\2G2, ou Gl, GQ S MQ (R)

Posons

Montrons que

avec (G1, Gy sont définies par

G1:<Z>(a/ c’)etng(fl)(b’ d).

En effet, on a

)\1G1+)\2G2 = )\1(2)(&’ b/)+)\2<§)(0/ d/)

Aad + Aacd  alb + Aacd
Alba’ + )\de/ Albb/ + )\2dd/

(4.14)

201



UNIVERSITE 8 Mar 1945-GUELMA, PorLycoriE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

D’autre part, on a

A

Comparant (4.14]

= PDP!

(
(
(

a ¢ A O
b d 0 Ao

Aa  Aaoc a
b ad v

a
vood
Cl
d/

Aad + Aaed ab + Mqed
AMba’ + Nodd AU + Nodd'

et (4.15) on voit que A = A\ Gy + A Gh.

(4.15)

Partie II. Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable. Supposons
que Sp (A) = {)\17 )\27 7>\k7 k < n} .

(I1.1) Vérifions que

cos? A+sin®A=1,

Puisque A = PDP~!, alors

cos? A+sin® A =

P <C082 D + sin? D) p!

= P

= 1,

cos? \; + sin? \;

cos? A\ + sin? )\

(4.16)

cos? A\ + sin? )\

(I1.2) Pour toute fonction f définie aux points (\;);.,.,, montrons le

résultat suivant :
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D’aprés la partie (I), on a
A= )\1G1 + )\QGQ + ...+ )\nGny ol Gl € Mn (R)

On en déduit que pour toute fonction f définie aux points (\;), <i<n ONL

a

F(A) =) J(N)Gi; Gie My(R) (1<i<k).

(I1.3) En utilisant la formule (4.16)), vérifions que

k
» Gi=1,
=1

Posons f (x) = cos? x + sin” x, implique

k
I, =cos® A+sin® A = Z (cos2 \; + sin? Ai) G; = Z G;

i=1 =1
k
Dou 3G = I,
=1
(IL.4) Si [M| > |A2] > ... > A1, Mg, ..oy A Pour tout entier positif m,

posons f (z) = ™. Prouver que
: AN\™
s (x) =G
Tout d’abord, on a
A" = A['"Gy + A\J'Gy + ... + NGy,

Ceci implique

AN A\ A\

— ) =G =) Go+ .. — | G

()\1> 1+()\1) 2 +(/\1> *
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Par conséquent

, AN\ A2 Ak
Z) =Gy car 22,20 <1
mngrrloo ()\1) Gl, cat )\1’ ’ )\1 =
(IL5) Etablir que
1
A™||m
lim —H I _

=1.
m—+00 ‘)\1 ‘
Posons

_ [1A™]
[Aa™

m

On a

o (2) e ()

m = m=Gi+ |+ ) Go+..+ |+ ) G

v |/\1| 1 A 2 A k
|Gl + |Goll + . + [[Gil[ = v

C’est-a-dire

_ AT
| A1l

33

U

3~

<ym — 1

Donc

1
JamE

4.17
x| o
D’autre part, soit x un vecteur propre de A associé a A1, alors
A"y = A"z
Il vient
AT ]| = [ [™ [J]) = |A™ ]| < LA™ [|]
D’ou
1
[Auf < [[A™ ][ (4.18)

Combinant (4.17)) et (4.18]) on trouve

Ar] < [JA™[ < A
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Finalement, on a

1
A™||m
lim —H H

m——+00 |)\1|

=1.

Ex 03 (6pts) : (a) Trigonalisation de la matrice

a=(173)

Puis, calculons A™, o n > 0. Voir I’Exercice [3.8.1]
(b) Soient A, B € M,, (R). En utilisant la définition de ’exponentielle

de matrice et la formule de binébme. Montrons que
AB = BA = A8 = 468 = ePe,

En effet, puisque AB = BA, on a

400 +o0 n
6A+B _ ZO (A —:L'B Z ZC'LnAan i
too 7 At Bn—i
h 2 ZZ; il (n—1)
+oo 400 AT BS

=22

r=0 s=0
X AT X s

= >
r=0 s=0 s
GABB.

4.26 Solution (Examen de rattrapage 2013)

Ex 01 (7pts) :
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1. Est-ce-que la démonstration suivante du théoréme de Cayley-Hamilton

est vraie?
pa(x) =det (A —xl) = pa(A) =det (A— Al) =det (0) = 0.

La réponse a cette question est donnée avec un détail dans la

Remarque |3.1.1

2. Soit la matrice
—4 1 1

A= 1 -1 =2
-2 1 -1

Calculons l'inverse de la matrice A. D’aprés un calcul simple,

pa(x) = 23+ 622 + 122 + 8. En utilisant le théoréme de Cayley-

Hamilton, i.e., pa (A) = 0, et ceci implique

~1
ATl = §(A2+6A+12])
A TR -4 1 1 6 4 1
= 5|t -1 L=l =2 ) —of 1 -1
-2 1 -1 -2 1 -1 -2 1
100
12
<(oro
001
3 2 -1
~1
= < 5 6 -7
-1 2 3

3. Soit A € M,, (R) avec Sp(A) = {\}, Pexpression de e suivante

(A =\, N (A—\L,)"

A_ A
— M |1, + (A -\,
et =e + ( ) + o + = 1)

est prouvée dans le Corollaire |3.4.1]
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4.  De plus, la solution générale du systéme différentiel X' = AX
est semblable & celui de ’'Exemple |3.4.2]

Ex 02 (6pts) : On définit la suite (u,) par

Up+2 = Un+1 + Uy (*)
U = ug =1

Sous la forme matricielle suivante
w ), () G, =)
= ; Uy =
< Un+-2 )Un+2 ( 11 A Up+1 Unin 2 1
On en déduit que
Upio = A"U;  (notons que U; n’existe pas)

Le calcul de A™ :

D’aprés un calcul simple, on a

1+V5 “1+V5

, U1 =

AL =

2 2
A = 1-v5 Vg = —1-v5 1
1 — 2 ) 2 — 2 )
Posons
—14+vV5 —-1-+5
P = 2 2
1 1
D’ou
pl— %\/5 %\/5—}-%
S NCRENCIENCEE

Finalement, on obtient
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145\ [1-v5\
2 B 2
NG ;n > 1.

Ex 03 (7pts) : Si M et N des matrices carrées qui commutent (c’est-

Up =

a~dire qui vérifient M N = NM). Prouver que

D’ou

Soient u et v des Endomorphismes d'un espace vectoriel E. Montrer
que uwov et v owu ont les mémes valeurs propres.

Soit (A, z) un élément propre de u o v. On écrit

(A, z) un élément propre de uov < (uow)(x)= Ax
& (vou)(v(z)) = Av(z)

& (A v(x)) est un élément propre de v ou
Soit p, € R, [X] un polynéme de degré n. Démontrer que :

u [ker p,, (u)] C ker p, (u).
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Nous avons

w(z) € ulkerpy (u)] = = € kerp, (u)
= pa(u) (2) =0

= u(pn(u)(z)) =0

N

(uopn (u)) (x) = 0.

Puisque p,, est un polynome, il vient u o p, (u) = p, (u) o u. D’ol

(pn () o) (x) = pn(u)(u(z)) =0

= u(x) € kerp, (u).

4.27 Solution (Micro-interrogation 2014)

Exercice 1 (2pts).

i) Soit @ € R—{0}. Montrons que B ~ al, < B = al,.
(=) Supposons que B ~ «l,, il existe donc une matrice P inversible

telle que
al, = PBP'.
Ceci implique B = P~ (al,) P = ol,.
(<) Supposons que B = al,. Puisque B = I, (al,) !, implique
B~ al,.

i1) Veérifier que

1 00 1 01
A=111 3 |~ 011 ]|=8B
2 17 3 1 2
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D’aprés un calcul simple, on trouve det (A) = 4 # det (B) = —2,
donc A = B.
Exercice 2 (5pts).

a) Soit N € M,, (R) une matrice nilpotente d’indice k, montrons que
Sp(N) = {0}. En effet, soit (A, z) un élément propre de N, ceci
implique

0= NFx = Nz,

Comme z # 0, alors \¥ = 0. D’out A = 0. Par conséquent Sp (N) =

{0}.
b) Montrons que I — N € GL,, (R). Soit = € R"™ tel que (I — N)z = 0.

D’ou Nz = x et par récurrence on trouve
0= NFz=NF1g

Puisque N¥~! # 0, on a nécessairement = = 0.

-1 1 -1
Application. Soit la matrice N = 1 0 1 . Comme
1 -1 1
1 0 1 000
N°=| 0 0 0 |etN=[000
-1 0 -1 000

Alors N est nilpotente d’indice & = 3; car N? # 0 et N = 0. De plus,
le polynome caractéristique de N est py (z) = 23, donc Sp (N) = {0} .

Maintenant, calculons (I — N) :

00 —1
I-N=101 0
1 0 2
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On voit que I — N € GL3 (R); car det (I — N) # 0.

Exercice 3 (3pts). Calculer le polynoéme minimal de la matrice

200 1
1 20 2
A=1002 1
000 1
Nous avons
2—z 0 0 1
1 2—x 0 2
pa@)=| 0 9—gz 1 =2-2)0"1-2)
0 0 0 1—-x
Donc
(2—x)(1—x), ou
ma(z) =4 (2—a)*(1—2x), ou
2—2)*(1—x).
Comme (21 — A) (I — A) #0 et (21 — A)* (I — A) =0, alors m4 (z) =
(2—x)°(1—2x).

Probléme (10pts).

: A0
801tA€./\/ln(R).PosonsB—<A A)'

1. Calculer B* ; k > 0 (utiliser la démonstration par récurrence sur

Calculons B¥ ; £>0.On a
B2 _ A0 A0 _ A2 0
A A A A 242 A?
On en déduit que

k
Bk—(A 0>;k20. (4.19)
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2. Etudier la diagonalisation de la matrice

Aaﬁ:(g g), a, B €R.

Calculons le polyndéme caractéristique

_|a—z B _la+pB—-x B
Paws (€)= f a—z| |a+f—z a—=x
= (a+f-z) 1 aéx

= (a+pf—2)(a—p—2x).

Les v.p. sont Ay = a+ et Ay =a — f.
Sia+ B # a— 3, alors 8 # 0. Donc la matrice A, g est diagonalisable.
Sia+p=a—0,ie., =0, alors

a 0
Aa’o_(O a)

qui est une matrice diagonalisable (voir le Corollaire[2.2.6), A = ol < A
est diagonalisable).

3. Résoudre le systéme différentiel

= ax+ By
Yy = pr+ oy

(7). =(50)..0),

Calculons les vecteurs propres de la matrice A, s :

B Car+fy=(a+p)x
Ey = {(:p,y)GRQa Br+ay=(a+B)y }

Nous avons

Donc v; = (1,1).

B Car+ Py =(a—p)x
E/\Q_{(,’L'7y)€R27 5;p+ay:(a_ﬂ)y }
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Donc vy = (1, —1).

Maintenant, la solution générale du systéme différentiel X' = AX est

X (t) = crel@t® < 1 ) 4 egelaBlt ( _11 > 7
c’est-a-dire

€T (t) = Cle(a"_ﬁ)t + Cze(a_ﬂ)t
y (t) — 016(0‘+6)t _ 02€(O‘_B)t

4. Montrons que A, s est nilpotente & o = [ = 0. Tout d’abord,

; c1,c0 € R.

calculons A% ;. Posant

pe(14)sr-(4),
Ak, = (1 jl)((azﬁ)k (a—oﬁ)k)<

On en déduit que

NI NI

1 ok 1 E_
SOBRICR (AONF D
(a+B)"=0
o {@lils
a+ =0
< {a—ﬂzO
& a=p0=0

5. Le calcul de C’fjﬂ; k > 0 avec

Aa 0
Cavﬁ = ( Aa:Z Aa’ﬁ > E M4 (R) .

On conclut grace a (4.19)) que
AF 0
Cap = ( o’ k > -
B kAL s A

213



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

4.28 Solution (Examen final 2014)

Exercice 1 (3pts).

Questions de cours.
(¢) Définissez les notions suivantes : Matrice Trigonalisable, Matrice
Nilpotente, Exponentielle de matrice, et Produit Scalaire. Voir les

Définitions [3.8.1] [3.5.1], 2.3.T] et [T.7.1], respectivement.

(77) Soit D € M, (R) une matrice diagonale. Calculons le polynéme

minimal mp (). Supposons que
Sp (A) = {)‘17 )‘27 ) >\k} :
Comme A diagonalisable, alors les racines de m4 (x) sont simples.
D’ou
ma(x) = (z— A1) (x— o) ... (x— Ag) .
Exercice 2 (3pts). Soient
1 2 -1 1
(12 an=( 1)
Montrons que A ~ B.

Tout d’abord, calculons pa () :

I RS A B B (O
palt) = 3 92—z | | 142 92—z
— to)| L =)@

Les v.p de A sont A\ = —1 et Ay = 4. La matrice A est diagopnali-
sable ; car ses valeurs propres sont simples. De méme, la matrice B est

triangulaire supérieure ses valeurs propres sont \; = —1 et Ay = 4, elle
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est donc diagonalisable. De plus, on a Sp (A) = Sp (B). On en déduit

qu’il existe deux matrices inversibles P et () telles que
A= PDpP! LD -1 0
B=0opQ' " "* = 0 4 )
Finalement, on obtient
A=PDP' = PQ'BQP™' = PQ™'B(PQ™) .

Donc A ~ B.

Exercice 03 (7pts). Considérons la matrice M définie par :

2 -1 1
M={1 0 1
1 -1 2

1. Quel est le polynéme minimal de M 7
Le polynome caractéristique de M est py (z) = (z — 1) (z — 2). Puisque
(M — 1) (M —2I) =0, (4.20)

alors

my (z) = (x—1) (z —2).

2. Montrer que pour tout n € N, il existe deux réels «,, et (3, tels que
I'on ait

M"™ = a,M + B,I5

En utilisant la démonstration par récurrence sur n. Pour n =1, on a

M'=M=M+0.1I3=0,M+ 115, 0t 0q =1 et B, = 0.
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Maintenant, supposons que M" = «o,, M + (8,15 avec «,, 5, € R. Donc
M™M= M.M"™ = M (a,M + B,15)

= a,M?*+ B, M.

D’apres (4.20]), on a
M? = 3M — 214

Ceci implique

M™M= a, (3M —2I5) + B,M

= (30% + 671) M —2a,13 (4.21)
= anp1 M+ Buiils, (4.22)
ol Qi1 = 3, + By et Bri1 = —2a, sont des nombres réels.

3. Le calcul de ay, et 3, en fonction de n, puis la forme explicite de M™

pour tout entier n.

D’aprés (4.21]) et (4.22), on obtient

Bn—i-l = _2an7 ap=1let ﬁl =0

Sous la forme matricielle, on a

(), = () ()
P+t Un+1_ =2 0/, \ B /y,

Ce qui donne U, = A"~'U,. De plus, d’aprés le calcul, on a

. g+l 1 9n
A —(2—2”+1 2—2”)’”20

C’est-a-~dire o, = 2" — 1 et B, = 2—2"; n > 0. Finalement, on obtient
MP=@2"-1)M+(2-2")13; n>0.
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Exercice 4 (7pts). Soit

Aaﬂ:(g g) a,B €R.

a. Etudier la diagonalisation de la matrice A, .

Voir micro-interrogation 2014. Nous avons

~ Pa,s (@) =(a+f—-z)(a-F—1)

~ Lesvpsont \y =a+8, a=a—p

— Si B #0, alors Ay # A\s et ceci implique A est diagonalisable
— Si B =0, alors la matrice A, = ( o 2 ) est digonalisable.

0
b. Résoudre le systéme différentiel

' =ax+ Py
Yy = pr+ oy

X (t) = crelethlt ( 1 ) + coelaP ( _11 ) cc,00 €ER

Pour # =0, on a

at 0 at
xi-ene= (50 ( @)= () e

c. Montrons que lim Af ;=0 ae]-1,1[et fe]-1—a,1—af.

k——+oo

Voir la solution de la micro-interrogation 4.27] on a

(@+8) +(@—p)" (a+B8)"—(a—p)

ko 2 2
5= (@a B S8 (4P +(a—B)
2 2

Puisque Ag,ﬁ = PD*P~1 alors

lim A ;=0¢ lim D* =0,

k——+o0 k——+o0
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ole:(OH_ﬁ 0 ).Cequidonne

0 a— 0
la+ 8l <1
klika:O<:> et sac]-1,1etfe]-1-a,1—af.
d. Supposons que |a| >> ||, calculons lim efas
a,B)—(—00,—0)
Nous avons
eler = pePp!
5 1 1
11 et 0 2 9
-G ) A
2 2
_ ( %eaeﬁ + %% %eo‘eﬂ — %% )
gete’ — 35 e’ +55
De plus, on a lim e“e? = 0. Comme |o| >> |3], alors lim -
(e,8)(~00,~00) (e.8)=+(~o00,~00) €F
0. On en déduit que
lim eAaﬁ:(O O).
(2,8)=(~00,~00) 00
e. Résoudre le systéme de suites
Tpt1 = aTp + Py, + 1
;o =1 =0.
{yn+lzﬁxn+ayn+2 > o » Yo

Sous la forme matricielle, on obtient
)G n), G (2)
= +
yTL"rl Un+1 /8 « Aa,ﬁ y?’L Uy, 2 C

U, = AaﬂUn_l-f—C

D’ou

= A Upa+ (Aap+1)C

= ALUo+ (Al + AL+ ..+ A+ 1) C
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Le calcul de AZ:,J} + AZ’_BQ ot Agp+ 1

On écrit
woo_ la+p)" 11 (a=p)" (1 -1
A“’B_T(11)+T(—1 1)
(O‘zﬁ)nUﬂo‘;ﬁ)nv,omU:(} 1) etV:(_ll 1
Il vient
1n—1 ) 1n—1 .
I+Aap+. + A = 5) (@+B)'U+5) (a=H)'V
1=0 =0
_ 1 (1—(a+p)" 1/1—(a—p)"
- 2( l—a-p )U+2< l—a+f )V
_ 1(1—(a+5)" L1y,
2\ 1-a-p 11
1(1—(a—ﬁ)” 1 -1
2 l—a+p -1 1 '

Finalement, on obtient

Tp n 1 e 1
(yn):Aavﬁ<0>+(I+Aa75+...+Aaﬁ1)<2).

4.29 Solution (Examen de rattrrapage 2014)

Exercice 01

(a) Déterminer les réels a, b, ¢ et d pour que la matrice

1 b d
01 ¢
0 0 a
soit diagonalisable.

On distingue deux cas
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— Sia#1,ie., A\ =1 est une v.p double. Dans ce cas
r+by+dz=v

Ey, = ((z,y,2) €R’;  y+ez=y
az = z

by =0
_ 3.
B {(SE,y,z)eR T z2=0 }
Si b # 0, implique y = 0. Donc
x . quelconque
B\, =X (z,y,2) € R?; y=0
z=0
D’out dim F, = 1, ce qui donne A n’est pas diagonalisable.
Sib=0,o0na
E)\l = {(IL’,y,Z) € R37 Z:O}

D’ou dim F), = 2, ce qui donne A est diagonalisable.
— Sia=1,ie., A=1 est une v.p d’ordre 3. Dans ce cas, on a
A diagonalisable & A=M <b=c=d=0.

(b) On considére la matrice

a 1 ... 1 1
1l o ... 1 1
A, = ; a€R
1 1 a 1
1 1 1 «

En utilisant deux méthodes, montrons que A,, est diagonalisable.

1¢reMéthode.
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On a
«a 01 . 1
« 1 0 . 1
a ), 11 ... 0 5

On peut facilement prouver que les matrices

01 1
32:((1] (1]),33: 101}, ..
110

sont diagonalisables, i.e., on peut écrire B,, = PD'P~! ou D’ est dia-
gonale et P inversible. Ce qui donne
A, = al,+B,=al,+PDP!

= P(al,+D)P "
D’ou A, est diagonalisable.

2¢m¢Méthode. Notons que A, est symétrique. En vue de [9], pour
toute matrice A € S, (R) (ou S, (R) désigne I'ensemble des matrices

symétrique a n lignes et n colonnes a coeffients dans R) on a
1. Sp(A) CR,
2. A est diagonalisable,

3. Il existe une base orthogonale formée par n vecteurs propres de

A.

Exercice 02
(i) Soient A € M,, (R) et a ¢ Sp(A). Montrons que

Ar =)z e (A—al,) 'z = x.
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Soit (A, z) un élément propre de A,on a

(A—al)z = (A—a)x
1
A=«

s (A-al) 'z= x.

(ii) Soit A € M,, (C). Montrons que A € Sp(A) & X € Sp(A*), on
AF = (Z)t = A!. Notons que det (A) = det (A*).

On écrit

A € Sp(A) e 0=det(A— )

& 0=det(A—AI)

& 0=det((A— ")
& 0=det (A" — )
& A€ Sp(AY).

(73) Soit A € M3 (R) une matrice diagonalisable. Vérifions que

lim A* =0« max (|\]) < 1.
k—>+00 AESP(A)

De plus, si A1, Ag, ..., A\x sont des valeurs propres de A avec |A\| >

[A2| > ... > |A\g], A1 # 0. Montrons que
IA1] = lim |JA™||™ .
m—+00

Voir la solution de ’Examen [4.34]

Exercice 03. Soit la matrice

A:<_Oéa _%) ca+ [ #£0.
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Les éléments propres de A sont
>\1 = 07 Uy = (é71)
o
)\2 = —x — ﬁ, V1 = (—1, 1)

Puisque o + 8 # 0, alors \; # A\y. D’out A est diagonalisable.

Montrons que

et = MG + MGy, ot A, Ay € Sp(A) et Gi,Gy € My (R).

D’aprés ce qui précéde, on peut écrire A sous la forme : A = PDP~!,

ou

B
S [ —a=p5 0 R —a f
P_<1 (f)’d_( 0 O)thl_wrﬁ(a Oé)

Ceci implique

a1 —1 s e~(@ft —a B
© = a—+p 1 (f 0 1 a o«

g B

_ 1 | Pt P
a+ 3 _ @
@ elatp)t a elat+p)t

. 1 +f B B —(a+pB)t a —f
S (e ()]

= €>\1tG1 + BAQtGQ,

ol 8 8 N 5
Gy = ozblé-ﬁ ag;ﬁ et Gy = O‘jaﬁ agﬁ
at+f a+p a+f a+p

De plus, on voit que G; + Gy = .
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Solution générale du systéme différentiel X' = AX :

s —1
X (t) = cleo't Q + Cgei(aﬁg)t < 1 ) .
1

Exercice 04. Soit la matrice

0 1
A_(1 et_e_t),teR

L’écriture de la matrice A sous la forme : A = PDP* avec D diagonale

et P orthogonale. Tout d’abord, les éléments propres sont

A =c¢t, v = (1€
Ay = —e7 ! vy = (—€', 1)

De plus, on a

[v1lly = [Jvall, = V1 +e* =c

D’ou
1 —ét 1 €
_ c ¢ c. c
a=le ) (5 —) — 1
c ¢ P c ¢/ pt

Notons que P est orthogonale, car PP! = P'P = I,.

4.30 Solution (Micro-interrogatio 2015)

1. Soit A € M, (R) une matrice nilpotente, montrons que
A diagonalisable = A = 0.

Puisque A diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que
A= PDP™!. De plus, si A est nilpotente il existe un entier & (non nul)
tel que A* = 0. D’ou D* = 0, et par conséquent A = 0.
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0
00

(10) (5 0)=(on)

Donc A n’est pas diagonalisable.

2. Soit A € M,, (R). Montrons que

On voit que la matrice A = ( ) est non nulle et nilpotente d’in-

dice k = 2 car

A ~ 2A = A est nilpotente.

Comme A ~ 2A, alors Sp (A) = Sp(2A). Donc pour toute A € Sp(A),
A =2\ D’ou A = 0, et par conséquent ps (x) = x". D’aprés le Théo-
réme de Cayley-Hamilton, on a A™ = 0. Donc A est nilpotente.

3. On considére la matrice

—T
A= 72r —27r
2 2

Calculons cos? A et sin? A. Voir la solution de I’examen de Rattrapage

4. 2]

4. Soit la matrice

00 O 0 —og
1 0 0 0 —o
01 0 ... 0 —a
A= . . . . . : € M, (R) et (ai)pcicn1 € R
00 O 0 —ay_9
00 O 1 —ay,_1
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Déterminons p4 (x). D’aprés un calcul simple, on trouve

0 —
Ay = (1 a0)=>pA2(x):x2+a1x+a0
0 0 —Aayg
As = 1 0 —aq = pa, () = 3 + a2x2 + a1x + ag
0 1 —Qa2
0 0 0 —ag
A, = L o0 —a = pa, (v) = 2" + a32® + ap2® + a1z + ap.
01 0 —ae
0 01 —as

Dans le cas général, on en déduit que

pa(z) = 2" + ap_12™ 4+ agr? + a1 + ag.

5. Soit A € GL,, (R). Posons

A = (Com (A))'.

det (A
Soit (A, z) un élément propre de A. Montrons que ( e)\( ),x) est un
élément propre de ;1 En effet, de (3.1) on a
(Com (A)' z = det (A) A~ 'z
En utilisant le Corollaire [I.5.2] on trouve
¢ det (A)
(Com (A)) =z = S L
D’ou le résultat.
~ det (A) .
Comme les valeurs propres de A sont de la forme 3 # 0 (grace

au fait que A est inversible), alors Ae GL, (R).
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4.31 Solution (Examen final 2015)

Exercice 01 (2pts). Calculons le polynoéme caractéristique et le po-

lynéme minimal des matrices suivantes :

0 1 a 1 1
M, = ( >;a,b€R,M2: 0 b1 ];abceR
0 b
0 0 ¢

a 1
a 1
a 1
a
En effet,
fla=x)(b—2x);a#b
le(x)—{ (a—z);a=0
Comme M; = 8 2), alors myy, () = pay (). De méme, on a

M, (.T}) = PMm, (LC) :

Finalement, on a
Py () = (@ — )" =ma, (7).

Exercice 02 (8pts).

Partie I. Définissez les notions suivantes :
— Norme et espace vectoriel normé. Voir la Définition [1.6.1]

— Produit scalaire. Voir la Définition [L7.11

Partie II.

Une matrice A € M,, (R) est dite orthogonale, si et seulement, si
AtA = AA" = 1,,.
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1. Soit A € M,, (R) une matrice orthogonale. Montrons que que det (A) =
+1. Voir le Corollaire [L.10.1]

2. Soit A € M,, (R). Montrons que les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) A est orthogonale

(1) Vo e R": [|Az] = ||z

(71) V x,y € R": (Az, Ay) = (z,y)

La démonstration est donnée dans le Théoréme [LI10.11

3. On considére la matrice

Pour tout 6 réel, montrons que
OA _ cosf) —sin6
~ \ sinf cosf
Tout d’abord, le polynéme caractéristique est pa () = 1 + 2. Ses
éléments propres sont

/\1 = —i, V1 = (—Z,l) et /\2 :i, (e (Z,l)

La matrice A est diagonalisable dans My (C), i.e., A= PDP~! ou

7

o -t (=t 0 1 9
P—(1 1),0_(0 Z.)etP -1 &
2

N | —
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D’ou
. i1
0A —Z Z e v O 5 Py
€_<11)(0 eei)—_li
2 2
i 1 o0 i b
B 9 - 9 [ cosf —sinf
- el — et ol 0l ~ \ sinf  coséd
2 2

On en déduit que A et ¢4 sont orthogonaux.
Exercice 03 (7pts).

1,2,3. Voir exercice 3, examen 2014.

4. Résoudre le systéme différentiel

X'=MX.

Les éléments propres de M sont

)\1:1:>{ :((if) Do =2=u3=(1,1,1)

)
)

Comme la matrice M est diagonalisable, alors
X (t) = cre'vy + caetvy + cze?us,

de sorte que

x(t) = cre! — coel + cze?
y (1) = cret + cze* ;1,03 €R.
2 (t) = coe! + c3e?

Exercice 04 (3pts). Soit A € M,, (R). Prouver que
a. det (A) =0 = 0 est une valeur propre de A.
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D’apreés la Proposition [2.2.2, on a

det(A)=0= [ rX=0=0 €Sp(A).
AESP(A)

b. A2 = A= A est diagonalisable.

Puisque A? = A, implique A(A —1I) = 0. Ce qui donne, mu (z) =
x(x —1). Donc A est diagonalisable; car les racines de my (x) sont
simples.

c. Si my(z) = (x—a)(x—>); a # b, montrons que A™ s’écrit en

fonction de A et I. Voir le Corollaire [3.2.11

4.32 Solution (Examen de rattrapage 2015)

Exercice 01. Montrons le théoréme de Cayley-Hamilton pour une ma-

trice A € My (R).
1%7¢ méthode. Soit

A:(i Z)EMQ(R).

Puisque

a—x b

— 2 _ _
e da|T% (a+d)z + ad — cb.

pa(z) =
D’aprés un calcul simple, on obtient

pa(A) = —(a+d) A+ (ad — cb) I

a b a b 1 0
( )(C d)—(a+d)<c d)+(ad—cb)<0 1)
B a?+bc ab+ bd + —a®? —da —ab—bd N ad — bc
o ac+cd d? + be —ac —cd —d? —ad 0
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Dot pa (A) = 0.

2¢m¢ méthode. Soit A € M, (R). En utilisant le Lemme [3.1.1] (pour
n =2),ona

A(Com (A))" = det (A) I (4.23)

Posons

a b
A_(c d) et B=A—xl,

En remplacant A par B, I'égalité (4.26]) implique

(A —z1,) (Com (A — zL,)) = pa (z) I,

a— b
A_'IIQZ( c d—:c)
et

. (d—xz b\ [ d —b 1 0
(Com (A —zb)) = ( —c a—x>_(—c a >+I< 0 —1)
= Bo + JZBl, ol Bo, Bl € M2 (R)

ou

On en déduit que
(A—JZIQ) (Bo+$Bl) = PpAa (I) ]2. (424)
Notons que py (z) = 22 + 1z + ¢g avec ¢y, ¢; € R. De (4.24)), on a

(A — $[2) (BQ + fEBl) = ZEQIQ + 01[2 + 00[2.

AB(] = C()IQ
ABl — BO = 61]2
B =1
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Ce qui donne

PA (A) = C0[2 + ClA + A2 = ABO -+ (A2Bl - AB()) — A2Bl

= 0.

Exercice 02. Pour toute matrice A € Mj3(C), montrons que A est
trigonalisable. Voir la démonstration du Théoéme |3.8.2] en posant n =
3.
Exercice 03. Soient A et B dans M, (R). On suppose qu’il existe
A € R tel que

MB+ A+ B =0.

Montrons que A et B commutent.

Si A =0, c’est évident. Sinon, on écrit (A + 1,,) (AB + I,,) = I,, donc
(M + 1,,) est inversible et son inverse est (AB + I,,). Comme toute
matrice permute avec son inverse, on obtient AB = BA.

Exercice 04.

Considérons la matrice A définie par
0 -1 -1
A= -1 0 -1 e M; (R) .
-1 -1 0
1. Polynéme minimal de A,

2. Montrons que pour tout n € N, il existe deux réels «,, et (3, tels que
A" = a, A+ B,15.

3. Pour tout n € N, calculons «,, et 3, en fonction de n. Ces trois

questions sont trouvées dans la Micro-interrogation (3.8.2

232



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

4. Si A e M,, (R) avec a;; = —1 pour ¢ # j, 0 pour ¢ = j. Dans ce cas,

prouver que A est diagonalisable.

Dans ce cas, on a

A, = <_01 _01>:>m,42(:l:):(x—1)(x+1),

0 -1 -1
Ay = -1 0 -1 |=muy@=>@-1)(x+2),
-1 -1 0
0 -1 -1 -1
-1 0 -1 -1
Ay = 1 -1 0 -1 | T ma () =(x—1)(x+3).
-1 -1 -1 0

On en déduit que
A= . [ =ma@=E-)(@+n—1). (4.25)

Dans (4.25) les racines de my () sont simples, A est donc diagonali-

sable.

4.33 Solution (Micro-interrogation 2016)

Ex 01 (05pts).

1. Calculons le polyndéme minimal de la matrice

Al
A1
A, = ) ) ,ou A € R.

nxn
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D’aprés un calcul simple pour les matrices

A 10
Agz(g i),Agz 0A 1|,
0 0 A

On en déduit que my, (x) = (z — \)".
2. Solution général du systéme différentiel X’ = A, X. En effet, pour

n=3,o0na

¥=Xr+y
X' =A43X<<{ vy=N+=2
2=z

Dot z = cze™, y = (cst + o) eM et & = (L2 + ot + 1) €M ; €R
pour i = 1,3
Dans le cas général, la solution est

(
Ty = Cpet

Tno1 = (Cal +cn1)e
Tp—1 = (%tz + Cn_lt + Cn_Q) 6)\t

At

i €R pouri=1,n

= (o™ et et ) o

| 71 = ot et P et o) e

3. Le calculer A%; k> 1.

AN CENRTZ CRNRS L O
DU G/9 SN -9 LN O/ L
i DU G/ L OO U
AF = . . _ k> 1.
X O
)\k

Ex 02 (05pts). Soient A, B € M,, (R). Montrons que
a. 0¢ Sp(A) = A € GL, (R), voir le Corollaire [3.8.1]
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b. A~ B =-det(A) = det (B), voir le Corollaire [2.1.1
c. det (A) =det (B) # A ~ B, voir la Remarque

d. A~ B = Sp(A)=Sp(B), voir2.1.2

nl (A — AL
e. Sp(A)={N}=et=eY %, voir le Corollaire [3.4.1
k=0 -

4.34 Solution (Examen final 2016)

Ex 01 (4pts). Soit le systéme de suites avec les relations de récurrence,

{ Y J:l: —r +ayy 49 0 (o,y0) = (0,—1), a € R. (4.26)

On écrit le systéme de suites (4.26]) comme suit

o) (o) )+ ()

— + ,
Ynt1 oy oo 1o J,\ v )y, 2 )¢
c’est-a-dire U,, = AU,,_; + C. 1l vient

Uy=A"Ug+ (A" '+ A"+ + A+ L) C, ou Uy = ( _01).

Maintenant, calculons A" ;n >0 :

Les éléments propres de A sont

)\1205—1, ’Ulz(l,l)
A=a+1,v=(-1,1)

La matrice A est donc diagonalisable. Ainsi on écrit

1 1
e (N ) B

(a+1D)"+(a-1)" —(a+1)"+(a-1)"

2 2
—(a+D)"H(@-D" (a+1)"F(a-1"
2 2
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Calculons A" ! + A"=2 + ..+ A+ I,. En effet, on a

n—1 . n—1 . n—1 . n—1 .
Yo+ + > (a=1) =3 (a+1)'+ > (a—1)
n—1 1=0 i=0 i=0 i=0
ZAl - n—1 2 n—1 . n—1 . 2 n—1
i=0 > @+ + ¥ (e-1)" Y(a+1)'+ ¥ (a—1)
i=0 =0 i=0
2 2
(a+1)n—1+(a—l)n—1 (a+D)" = +( ) —1
- 2a oa—2 200 _
_lat )1 (a1 (et D)o +(a_1)"
2¢ o—2 2a a—2
Il vient B
U, =A"Ug+ Y _A'C
i=0

D’aprés un calcul simple, on trouve

1 (@—-1" 3 1 1 T ;
= — 43 _ S a—1)"4= D" — — (a—1
x 2?+1)9_21 a§2 %(a )+%(a+) 21&(04 )
a_
_gE=) -2 g —1)"— = " 4+ — 1)"
=3 T Ta—s g@ ) mglet )4 (at])

Ex 02 (4pts). Expliquer comment résoudre un systéme différentiel

— AX, ott A€ M, (R).

Considérons un systéme différentiel X' = AX, on A € M, (R). Ily a

deux cas

1. Si A diagonalisable, i.e., il existe une base {vy, v, ..., v, } de R" telle
que Av; = \wv;, pour ¢ = 1,2, ....,n. La solution général est donnée
par

= Zcie’\itvi ou X (t) = e.C = PeP'P7IC.

2. Si A n’est pas diagonalisable. Dans ce cas, A est trigonalisable dans

M., (C) (on peut écrire A sous la forme : A = PTP~! avec T est
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triangulaire supérieure). La solution général du systéme X' = AX

est X (t) = PY (t), on

car X' = PTP'X.
Ex 03 (1pt). Soit la matrice

010 0 -0
001 0 -0
000 1 -0
Pr = O .o € M. (R)
000 -+ 0 1
100 --- 0 0
Les valeurs propres de P, sont
21
{1,w,w2, ...,w”_l} ,ollw=e N aveci®=—1.

Ex 04 (4.5pts). (a) On considére la matrice d’ordre n suivante

01 0 ... 0
00 1 .0
00 ... 0 1
0 0 0 0

La matrice K, est nilpotente d’indice n; car K"~ ' # 0 et K" = 0.

Donc

I T T (e )1

b. Soient N une matrice nilpotente d’indice n et x € R™ un vecteur

non nul tel que N1z # 0. Montrons que la famille
B ={Iz,Nz,N*z,..,N" 'z}
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est une base de R™. Voir le Théoréme [3.5.1]
c. Soient A, B € M,, (R) et A € R. Montrons que A ~ B = det (A — \I,,) =
det (B — AI,,). En effet, si A ~ B, il existe donc une matrice P inver-

sible telle que A = PBP~!. D’ou

det (A —AI,) = det

— Montrons que

A€ Sp(A) = et e Sp(e?). (4.27)

Voir le Corollaire 2.3.21
~ Montrons que det (e?) = ", Puisque det (A) = [[A, ot A €

Sp(A), dapres ([4.27), on a
g ) i Ai
det (GA) = Z et = eimi = IT(A)
i=1

Ex 05 (1.5pts).
(i) Soient A € M,, (R) et o ¢ Sp(A). Montrons que

Az =X e (A—al,) 'z = x.

Voir la solution de ’examen final [4.29]

(7) Soit A € M3 (R) une matrice diagonalisable. Vérifions que

lim A* =0+ max (|\]) < 1.
k—-oo AE€Sp(A)
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Comme A diagonalisable, il existe donc une matrice inversible P telle

que A = PDP~!. Donc

lim A* = 0« P lim D*P'=0
k—-+o00 k—-+o00
Af
A5
< P lim P1=0
k——+o0
)\k
lim A¥
k—4o00
lim A}
& P hrheo Pt=0
lim AF
k—+oco

& Nl <1,pouri=12,..,n

max (|\]) < 1.
Ai€Sp(A)

Ex 06 (5pts). En utilisant 2 méthodes, montrons le Théoréme de
Cayley-Hamilton sur M3 (R).
1°*Méthode. Soit A € M3 (R). Cest-adire

aijx Qa2 a3
A= Q21 Q22 23

a31 32 a33

Tout d’abord, calculons p4 (z), puis, en ermplacant x par A, on trouve
pa(A) =0.

2¢meMéthode. Voir la démonstration du Théoréme , il suffit de
prendre n = 3. On peut aussi voir la solution d’examen de Rattrapage

4.32]; c’est le méme cas seulement pour n = 2.
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4.35 Solution (Examen de ratrapage 2016)

Ex 01 (08pts). Soit la matrice

a 1 0
Myp=1| a+b 0 1-0 a,beR
a+2 1 =2

1. En utilisant le polynéme minimal de M, ;, calculons les valeurs de a
et b pour lesquelles M, soit diagonalisable.

Calculons le polynome caractéristique de M, .

a—zx 1 0 1
P, () = | a+b —x 1-0 !
a+2 1 —-2-—x c1t+c+cs
a+l—2z 1 0 1 1 0 c1
= la+l—2 -2 1-b |=(a+1—-2)|1 —2 1-0 "
at+l—2z 1 —-2-—2z 1 1 -2—=x €1 —C

0 1 0
= (a+1—2z)|14+2 —x 1-0
0 1 -2-x

0 1 0
= (a+1—2)1+2)|1 —x 1-=0b
0 1 —-2-=x

= (a+1—2)(1+2)2+x).

La matrice M, est diagonalisable < les racines de myy,, (z) sont
simples.

sSa+1¢{-1,-2}

On distingue deux cas :
Sia¢ {—1,—-2} et b € R, A posséde 3 valeurs propres distinctes, elle

donc diagonalisable.
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Sia=—-2o0u—3,ona
A est diagonalisable < myy,, (z) = (z +1) (z +2).
Pour a = -2, on a

My, (M_gp) = (M_gp+ 1) (M oy + 21)

b—2 1 1-0b
= b—2 1 1—0b | #0.
b—2 1 1—-0
Pour a = —3, on a
b—2 0 1-0b
mar_,, (M_3p) =1 0—-2 0 1-b | =0&b=1
b—2 0 1-0

On en déduit que myy,, (z) = (z+1)(z +2) pour a = —3 et b = 1.

Dans ce cas, A est diagonalisable.
Conclusion.
M, est diagonalisable < {a # —2, -3 et be R} oua=—-3 et b=1.

2. On considére la suite (u,) _y définie par

neN

Up4-3 = Qun + Upy1 — 2un+27
ug=—1, u3 =1 et ug = 5.

Calculons A" ; n € N, o A = M. On a
Lpa(z)=1—-2)(14+2)(2+2x)

2.\ =2, E,, =Vect{(1,-2,4)}, \a = =1, E), = Vect {(1,-1,1)}
et \y =1, By, = Vect{(1,1,1)}
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3. L’expression de A" = PD"P~"! est donnée par

n 1 1
) 111 (-2)" 0 0 -5 0
An = | —2 -1 1 0 (=" 0 L3 3
4 1 1 0 0 1 o
(1" =32+ d A b 3D - (-
= 5(=2)" —4( 1) +§ ?(—11) ts Z(_l)n_§<_2)n
(=D)"=3(=2)"+35 5—5(=1" 5(=2)"=35(=1)
Le calcul de u,, en fonction de n. On a
Up+1 01 O U, -1
Uno =10 0 1 Upt1 , o Xg = 1
s ) N2 1 =2 ) N /o 5

Comme X, = A" X, d’aprés le calcul on a
up, =2(=2)" —4(=1)"+1,oun>0.

Ex 02 (05pts).

a. Montrons le Théoréme de Cayler-Hamilton pour une matrice A €
M,, (R), voir la démonstration du Théoréme [3.1.1]

b. Soit A € GL,, (R). Posons

B = (Com (A))"

et soit (A, ) un élément propre de A. Montrons que

det (A) ;
————= x| es
)\ Y

un élément propre de B. Puis, on en déduit que B € GL, (R). Ceci

voir la solution de la micro-interrogation [£.30}

Ex 03 (07pts).
0 1
=50

a. Soit
Pour tout # € R, calculons ¢’4. On a
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1. pa(z) =22+ 1.
2. Sp(A) ={—i,i}.
3. La matrice A est diagonalisable dans M5 (C).

4. E; =Vect {(1,i)} et E_; = Vect {(1,—i)}.

Maintenant, posons

N[O | =

N

. N
.

Comme A = PDP~!, alors

0i
4 = PeHDP1:<1. 1.)(6 9%)(
T —1 0 e

NI

DO [—= |

< N
~.

61’9 + 672‘9 61’9 _ 6710
— 2 . .
629 - 6719 619 + 6719
2 2

B cosf —sinf
o sinf  cos@ :

b. Soit A € M,, (R) une matrice carrée. Montrons que que

etd— 1
lim

t—0 t

= A.

(voir la Proposition [2.3.2]).

c. Soit A € M, (K). Condition nécessaire et suffisante pour que la

matrice B = ( j{l 1(31 ) de My, (K) soit diagonalisable. En effet, une

démonstration par récurrence immédiate montre que
Ak 0
: BF = .
VkeN ( BAF Ak
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Par linéairité, on a donc
VPGK[X],P(B)z( P(4) 0 >

Supposons maintenant la matrice B diagonalisable. Il existe un poly-
néme annulateur de B qui est scindé et n’a que des racines simples.
Or,

P(B)=0& P(A)=AP' (A)=0.

Comme P est scindé et n’a que des racines simples, les polynomes
P et P’ sont premiers entre eux. D’aprés le Théoréme de Bezout, il
existe donc deux polynomes U et V tels que UP + VP’ = 1. D’ou
XVP+ XVP =X, puis

A= AU (A) P (A)+V (A) AP' (A) = 0.

La réciproque est évidente. En conclusion, B est diagonalisable si, et
seulement si, A (donc B) est nulle.

2
d. On suppose connu le fait que cos % est irrationnel. Soit A € M3 (Q)

vérifiant A° = I5. Montrons que A = I5.

On voit que A est diagonalisable dans M3 (C) (polynéme annulateur
2° —1). Supposons A # I3. Les racines de py sont 1, A\, X avec A\ = e

T -~ 2
ou A =e5.Doutl+A+A=Tr(A) € Q. On a donc cos% €

2
Q (absurde) ou cosg7T € Q (également absurde car alors COS% =

8 4
cos% = 2 cos? <%) -1€Q).
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La matrice suivante A est réelle, vérifie A> = I3 et A # I :

1 0 0
21 21
A— 0 cos— —sin—
5 5
0 s 27 2
sin —  cos —
5 5)

4.36 Problémes sans Solutions

Ex 01. Soit f € Endg (F), «a valeur propre de f. Montrer que
f (Va) C VOM

i.e., V, est stable par f avec V,, est le sous-espace propre associé a a.

Ex 02. Trouver les valeurs et vecteurs propres de f, ou
f  R,[X]—=R,[X]
p = .

Ex 03. Soient A € M; (R) et «, 5 valeurs propres de A.

i) Si o # (B, montrer que
A" =a"A; + /BTLAQ, ou Al, Ay € My (R) .

Dans ce cas, calculer A; + A, et en déduire A, et A,.

it) Si o = (3, montrer que
A" =" +na"t (A —al).
Ex 04. Soient E un espace vectoriel et f € End (E) avec

2+ f+idg = 0.
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1. Montrer que f n’est pas diagonalisable sur R.
2. Montrer que f est diagonalisable sur C, puis calculer ses valeurs

propres possibles.

Ex 05. Soit A € M,, (R) une matrice inversible.

a) Trouver une relation entre le polynéme caractéristique de A et celui
de A7L.

b) En déduire que si A est valeur propre de A alors % est valeur propre

de A=! avec le méme ordre de multiplicité.
Ex 06.

a) Soit D : p — p’ lopérateur de dérivation sur R, [X]. Déterminer
les valeurs propres de D et les sous-espaces propres associés. L’endo-
morphisme D est-il diagonalisable ?

b) Soit E = C*°(R) l'espace vectoriel des fonctions indéfiniment déri-
vables de R dans R. On pose d(f) = f' pour f € C*(R) . Montrer
que d est un endomorphisme de F. Déterminer les valeurs propres

de d et les sous-espaces propres correspondants.

Ex 07. Soit f,g € End(E) t.qgo f = fog et dimFE = n. Soient
a une valeur propre de f, et V,, le sous-espace propre associé a a,
I C F un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que g (V,) C V,

2. F stable par f = ¢ (F') stable par f

3. ker f et Imf stables par g

4. Si dimV, =1, alors u € V,, = u vecteur propre de g
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5. Si f admet n valeurs propres distincts, montrer que f et g ont les
mémes vecteurs propres et f et g diagonalisables dans la méme base.

Ex 08. Soit lmatrice

1 -1 1
A= 0 1 =2
0 0 1

et N=A— 1, ou I est la matrice identité d’ordre 3.

1. Calculer N? et N3. En d “eduire N™ pour n entier, n > 3.

2. En d’eduire une formule exprimant A" en fonction de I, N et N?
pour n entier naturel.

3. Déterminer des nombres a, b et c tels que la matrice B = al +bN +
cN? vérifie : AB = I. En déduire la matrice A~ (inverse de A) en
fonction de I, N et N2.

4. Calculer A™" pour n entier positif. En déduire A* pour k entier

relatif quelconque.

Ex 09. Prouver que la matrice

2 1 1
A= 2 1 =2
-1 0 -2

n’est diagonalisable ni sur R, ni sur C.
Ex 10. Calculer les valeurs propres, puis determiner les sous-espaces

propres des matrices suivates

1 2 3 1 00 011
(ég),(gg), 0 2 3 , 12 0], 0 00
0 0 =5 1 0 2 0 00
et
2 00 a 2 3
1 2 0 ], 0 2a 8 ,a€eR
0 3 2 0 0 3a
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Ex 11. Dire si les matrices suivantes sont diagonalisables ?

11 2 320 111 ‘11}1}1
21 1), [ 1oo ) L)y
01 3 00 1 111 L1

Ex 12. Soit p4 le polynome caracteristique de A. Dire dans quel cas,

on peut décider de la digonalisation (K = R ou C)

pa(z) = z(x—1)(x+1), pA(x):a:(4—x2), pa(z) =27 (3 —2)

palz) = —2*+1,pa(x)= (2 +1) (2" +1), palz) = —2*

Ex 13. SoientA:(g il)))etB:(_O2 g).MontrerqueAwB

(i.e., il existe une matrice P inversible telle que A = PBP™').

Ex 14. Etudier la diagonalisation de la matrice

1k k
Av=| -1 1 -1 |, keRr
10 2

Ex 15. Trouver les valeurs et les vecteurs propres de la matrice

a 1 0
A= a+b 0 1—-b |,a,beR
24+4a 1 =2

Etudier la diagonalisation selon a et b.

Ex 16. Soit la matrice A définie par

(1)

— Montrer que A posséde deux valeurs propres distincts A; et As.

— Trouver les vecteurs propres associés a A; et Ag.
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— En posant

E\, = Vect {(ug,uy)} et Ey, = Vect {(vg,vy)}

B Uy Uy
Calculer P~1

Vérifier que A = PDP~'ou D = ( )E)l )(\) )
2
— Calculer A"; n e N
A1
— Calculer e?; ot e4 = PePP ! et P = ( 60 @9\2 ) )

et soit

— Reésoudre le systéme différentiel

r=x+2y+1
Yy =3r+2y+t

Ex 17. Soit A une matrice carrée, A € M, (K) (K = R ou C). On

rappelle que la trace d’'une matrice est la somme de ses coefficients

diagonaux et que Tr(BAB™) = Tr (A).

Tr(A) dans les cas suivants :

Démontrer que det (eA) =e
1. A diagonalisable.

2. A triangulaire supérieure ayant une diagonale de zéros.
3. A trigonalisable.

4. A quelconque.

Ex 18. Soit A une matrice symétrique réelle a n lignes et n colonnes

telle qu’il existe un entier k vérifiant A* = I,,. Montrer que

A% =1,.

Ex 19. Soit A une matrice 5x 5 réelle dont le polynéme caractéristique
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est
pa(z) = (x+1)2(a:—2)3.

1. Quelles sont les valeurs propres de A7

2. A est-elle diagonalisable ?

3. On suppose de plus que les sous-espaces propres sont de dimension
2. Que conclure?

Ex 20. Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espaces propres, le

polynome caractéristique et le polynéme minimal de la matrice

1 0 -1
A=11 1 =2
1 -1 0
Peut-on diagonaliser cette matrice ?
Etudier le rang, 'image, le noyau, les sous-espaces propres, le polynome

caractéristique et le polynéme minimal de la matrice

0 7 —6
A= -1 4 0
0 2 =2

Peut-on diagonaliser cette matrice ?
Etudier le rang, 'image, le noyau, les sous-espaces propres, le polynome

caractéristique et le polynéme minimal de la matrice

0 0 4 2
21 4 1
A=19 0 2 0
—4 0 8 2

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

250



UNIVERSITE 8 MaAl 1945-GUELMA, PoLycoPIlE D’ ALGEBRE III. Dj. BELLAOUAR DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Ex 21. Etudier la diagonalisation des matrices suivantes :

11 ...11 a B ... B B 00 ...01
11 ...11 B a ... B 0 0 10
ST N A I I ot e ML (R).
11 ...11 BB ... a B 0 1 0 0
11 ...11 B B ... B «a 10 00

Ex 22. Dans chacun des cas suivants, déterminer si la matrice A €
M., (C) est diagonalisable. Si oui, trouver une base de C* formée de

vecteurs propres de A et calculer A™ pour n € N.

5 —3 2
A= 6 —4 4
4 —4 5
-1 1 0
A= 0 -1 1
1 0 -1
-2 =2 1
A= -2 1 =2
1 -2 =2
0 10
A= -4 40
-2 1 2

Ex 23. On considére la matrice
011
A= 1 01
1 10
1. Vérifier que A2 = A+21. En déduire I'expression de A~ en fonction

de Aet I.

2. En utilisant la démonstration par récurrence sur n. Prouver que
A" =a,A+ 0,1,

ou
Qpy1 = Qp + bn .

by =0, 20 (4.28)

an, b, € N tels que {
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3. Ecrire le systéeme (4.28)) sous la forme matricielle.

4. Calculer a,, et b, en fonction de n. Puis, en déduire I'expression de
A",

5. Calculer le polynéme minimal de la matrice A. Qu’en déduire ?

6. Résoudre le systéme différentiel, X' = AX.
4 -3
(1)

3n—-1 3-3"
A" = Iy; n>0.
9 + 9 2,71_0

Ex 24. Soit la matrice

Démontrer que
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Polyndme Caractéristique

Valeurs propres, vecteurs propres d'une matrice carree
Ex 01 : a) Trouver le polynéme caractéristique de la matrice

11 1
A = [ 1 1 1
1 1 1

rép : pafe) =2 (3 - )
b) En déduire le polyndme caractéristique de la matrice

1 1 --- 1
11 --- 1
An — . . . . €Mn (R)
1 1 1
Ex 02 : Verifier que
7 —6 -2
A= 2 0 =1 |, palz)=(z—-23)°
2 =3 2

Ex 03 : Soit A € M, (R). Demontrer que
77

pra(x) =1"py (;) ;1 # 0

Ex 04 : (i) Soient A et B deux matrices telles que :
A?=B?=(AB)* =1,

Démontrer que AB = BA.
(if) Soient A, B € M, (R) . Supposons que A est inversible. Montrer que

Ex 05 : Soit la matrice

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

H M =401 = (2,3)
Rép| : TR
{/\2_17U2(1:_1)t

Ex 06 : Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes

2



; M=1=—F,, =1{(1,0
B { s B o)
2) A = (2 6 A = 2(valeur propre d'rdre 2) = Ey = {(1,0)}
02
12 3
3) A= (o 2 3 )
00 -5

)\1:1:>E,\1:{(100)}

Rép )\2:2:>E/\2—{(210
)\3:*5:>E/\2:{(56

100
A=1120
102
MN=1=E, ={(-1,1,1)}
: { Ay = 2 (valeur propre d’ordre 2)
= By, = {(0,1,0),(0,0,1)}
011
A=1000
000
o A = 0 (valeur propre dordre 3)
e { iE/\—{(lp()é)) (0,1,—
200
1 20
03 2
A
A = 2 (valeur propre d’'ordre 3)= F; = {(0,0,1)}
10
10
0 2
[Rép] ;
AM=0= E, ={(-1,1,0)}
{ Az = 2 (valeur propre d’ordre 2) —:> E,, = {(0 0,1),(1,1,0)} Rép .
a 2 3 { Alza:>E)\lf{(]2,O,U)}
— )\2:2&:>E)\2:{(a,1,0)}
8 4 8 Qoa 38a ack da=30=E, ={((3a+16),8 1)}
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Ex 01 : (a) Enoncer la définition de deux matrices semblables A, B € M, (R) (Dans ce cas,
on note A ~ B).

(b) Prouverque :A—AIh~B=>A~ 1Ih+B.

(c) Soit A et B deux matrices semblables; i.e

A= PBP
et soit (4,X) un élément propre de A. Montrer que (4,P~x) est un élément propre de B.
(d) Soit f, (zr) = ap+ a1z + ...+ a.xz" un polynéme de degreé r. Si B = P 1AP. Prouver

que

Ex 02 : En utilisant deux méthodes. Prouver que les matrices semblables ont les mémes
valeurs propres.

Ex 04 : On considere les deux matrices

21 0 2
A(Q 3) etB(_Q 5)

Montrer que la matrice A est semblable avec la matrice B.
Trouver une matrice C telle que

que 4 =1

[@n il \VRN e )

Ex Q7 :
Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable avec sp(A) = {-1,1}. Prouver que A-! = A.

4




Ex 08 : Soient A et B deux matrices diagonalisables avec P™*AP = D, et P™1BP = D, pour
une matrice inversible P. Prouver que

Ex 09 : a) Etudier la diagonalisation de la matrice

300
A= 412 ]:aeR
a 0 3

Rép: A est diago = a=0
b) Soit la matrice

1 0 0
Ala)= | a =2 3 | ,aeR
I =1 2

Trouver les valeurs propres de A(a).
Trouver les parametres a de R, pour lesquels la matrice A(a) soit diagonalisable et effectuer
dans ce cas la diagonalisation.

Ex 12 : Soit

p — f(p)=3xp— (:r2 — 1) P
On note par B = {1,x,x?,...,x"} la base canonique de Ps[x]. Calculer M; (B)
f est-elle diagonalisable ? si oui, effectuer la diagonalisation.
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Exponentielle de matrice, cos(A), sm(A) log(matrice)
Sur le calcul de A pwssance k ( A*)

Ex 01 : Définissez la notion suivante « Exponentielle de matrice »
CaICUIer e[]:matricc nulle
Soient A € M, (R) et A € R. Prouver que

eMr A = M4

Ex 02 : Soit la matrice

Montrer que A est diagonalisable.
En déduire exp(A).

Ex 03 : Montrer le théoreme suivant : Théoréme : Soit A € M, (R), la série

k!
k=0
est absolument convergente. (donc convergente).
Ex 04 : Soit A une matrice carrée. Prouver que
e — I
lim = A.
x—0 T
Ex 05 : Soit la matrice
1 3 =3
A= 1 3 —1
—2 2 0

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A.
En déduire que A est diagonalisable.
Calculer exp(A).

Ex 06 : On consideéere les deux matrices

()7

Vérifier que




Ex 08 : Soit A une matrice diagonalisable; i.e A= PDP™1, prouver que
lim A* = P. lim D P!

k—00 k——o0

Soit la matrice
1 1
— 2 2
A= 1 3
4 4
Calculer lim A*,

Rep: =
lim A* = P.klim DE.p1

k—o0 00

_ (1 -2y, ¥ 0 1
-l ko ()
- i1z

o3\ 1 2 )7

Ex 09 : Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice suivante

(%)

Lol by
\-_-/

Pour tout entier k, Calculer A%,
Rép :

. 4 M= L= By ={(-1,2)
rép : { A= 2= By, = {(—1,1)}

2k+1_1 2k_1
Ak_<22k+1 22k>;k€N

Calculer 4”;n e N

gn 0 0
A" — 4m —gn 4" )
1-9* 0 1
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Systemes de suites avec les relations de récurrence
Systemes différentiels et matrices diagonalisables
Théoreme de Cayley-Hamilton.
Systemes différentiels et matrices non diagonalisables

Ex 01 : Résoudre le systeme de suites avec les relations de récurrence suivante

$n+1 = SCEn — yn . B
{ Ynil = —Tp + 3Yn (o, y0) = (1,2)

Rép :

Ty = PA (3 —2")
no>
{ Yp = 2n—1 (3 + 2(&) = 0

Ex 02 : Soit le déterminant

D,, = det

Ex 03 : Soit la suite (x,,) définie par :

$n+2:1 1 cxg ., x1 >0

Calculer

Ex 04 : Résoudre le systeme différentiel :

1 0 0
X' =AX:;A=|1 2 0
1 0 2

Al = 1, v = (—1.1,1)
Ay =2, vy =1(0,1,0) et v3 = (0,0,1)

Résoudre le systeme différentiel :

8



Il
o~
A
oo %
A W
D ™
w % |
++ 8
S8 |
o
)
5
SN———
D
M
S

Ex 05 : En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton. Calculer I'inverse de la matrice

1 1 0
M= -10 0
2 0 -1

Ex 06 : Soit 4 M, (R) avec
pa(z)=co+crz+ ...+ Coo1 " ey o # 0
Prouver que

Ex 07 : Soit A € M, (R) une matrice posséde une seule valeur propre A. Prouver que.
n—1

Résoudre le systeme différentiel

“=(v)=(2)(0)

Résoudre le systeme différentiel

7 (t) —4 1 1 1 (7)
rh(t) | = 1 -1 =2 xs (1)
'y () —2 1 -1 r3 (1

Soient A € M3(R) une matrice non diagonalisable et 4, 4, « les valeurs propres de A avec A # x. Montrer
que :

pt At LM

tA At € € 2 €

Py H_/\(A—M)z.

Résoudre le systéeme différentiel

(1) 2 -1 2 xy (t)
( b (t) ) = ( 10 =5 7 ) ( xs (1) )
'l (1) 4 -2 2 x3 (t)
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Ex 01 : Calculer le polyndme minimal de la matrice

A—m

Vérifier que les matrices de la forme

ne sont pas diagonalisables.

0 1 1 4 1 1 9 _1
a) A= 0 0 0 |, b)A=| 1 4 1 ,c)(1 0)
0 0 0 1 1 4
Ex 03 :Si ma(z) = (z —a) (z —b). Alors, A s'écrit en fonction de Aet | ?

Ex 04 : Calculer le polyndme minimal de la matrice
(A )
1 A

A= AER

A est-elle diagonalisable ?.

Ex 05 : Soit la matrice
a b b
A=\ b a b ;a,beR
b b a

Montrer que A est diagonalisable.

Ex 06 : Prouver que la matrice

10



11 1
11 1
A= .. 7 | eM@®)
11 .01
Est diagonalisable.
Ex 07 : Trigonaliser la matrice
(2 -1 pa(z) = (z - 3)*
(1)
Calculer 4~
Ex 08 : Trigonaliser la matrice
2 —1 2
A — 10 _5 7 palx) = .rl_[)Q .r'_-‘r]:) ? =2?(r+1)
4 _2 2 4 2 ax—2
Calculer A4~
Ex 09 : Trigonaliser la matrice
7 —6 —2
A=12 0 1] ;pa(a)=(z-3)°
2 —3 2
Puis, calculer 4.
Ex 10 : On considere la matrice
0 1 1
A= 1 0 1
1 1 0

1) Vérifier que A2= A + 21. En déduire I'expression de A™* en fonction de A et I.
2) En utilisant la déemonstration par récurrence sur n. Prouver que

A" =a, . A+0b,.1
ou

Ap41 — An + bn .
{an, by € N et { bt — 2ay, n >0 ..., (S)

3) Ecrire le systéme (S) sous la forme matricielle.

4) Calculer ay, et by en fonction de n. Puis, en déduire A~

5) Calculer le polynéme minimal de la matrice A. Qu'en déduire ?
6) Résoudre le systeme différentiel :

X'=AX

11




Remarque 1. Comprendre la question = 1/(2-¢) de la réponse, ou £=0 positif.

Remarque 2. Il n'est pas necessaire de traiter tous les exemples en TD, I'enseignant choisira
les exemples qu'il veut traiter, il appartient a I'étudiant le soin de faire le reste.

GOOD LUCK !

12



Université 08 Mai 45 Guelma
Département de Mathématigues

Ex 01 : Trouver les polyndmes caractéristiques

[ 4 2 -1 [ 13 =12 —6
A = 2 7 -2 |,4=| 6 -5 -3
\ -1 -2 4) \ 18 —18 -8
( 1 -1 -1 /4 1 -1
Ay = -1 1 -1 ],A =125 =2
\ -1 -1 1 \1 1 2
pa, () = (37.1:);2(971)
pay (z) = (1—2)* (-2 - 2)
pag(r) = —(1+x)(2- 1)2
pa(x) = 3—2)°(5—2)

Ex 03 : On considére la matrice

Az(iz)eMﬂM

Vérifier que le polyndme caractéristique est donné par :
pa () = 2> — trace (A) x + det (A)

Ex 04 : Soit la matrice

_ o O O
oo O =
o O = O
o = o O

Vérifier que le polynéme caractéristique est donné par :

pu(z) =2 — 1




Ex 05 : Prouver que

4 2 =2
(1 5 —1),@4(»@) — (-2 (x -4
1 3

a 1 0
(a+b(]1—b),pd@ = —(a—z+1)(2*+3z+2)

at+2 1 =2
2 00 1
1 2 0 2 3
V202 @ - @-D@-2)
000 1

1 1 1
=l a b c
a® b* ?
Montrer que A = (b-a)(c-a)(c-b). Geénéraliser ?.
Ex 07 : Soit
1 0 0
A= 1 2 =3
1 —1 0

Vérifier que

Ex 08 : Soit

5 8 16
A= 4 1 8
—4 —4 —11

Prouver que

Ex 09 : Calculer le déterminant

1
1 1+ 1
A = 1 1+
1 1 1 . 14+ x

Rép A = :L_'n.—l; n e N*_




Ex 10: Soit A € M, (R) . Vérifier que
(com (A — x[n))t — By + aBy + ... + 2" 'B,_1 ;B; € M, (R)

2) Sur I'inverse d'une matrice A
Soit A € M, (R), si det(A) # 0, alors, A™1 existe, de plus

Ex 11 : Soit la matrice

Prouver que

1 -2 1

Alt=1 -4 5 =2
8 _8 1
3 3

a) Prouver que (1 - A2 =0.
b) En déduire I'expression de A™* en fonction de I, A et A2
c) Calculer A7t par deux méthodes.

Ex 14 : Soit la matrice




1 —«
A —
1l —«
\ 1)
Montrer que
1 a o? a1
/ 0 1 « a2 \
A_l _ .
0o 0 .. 1 Qv
\0 0 .. 0 1

Ex 15 : Soit B une matrice antisymétrique, montrer que la matrice A = | - B est inversible.
Rappel : (A estinversible) & (Ax=0 = x=0).

Ex 16 : Prouver que v A € M, (R) :
A. (com (A))" = det (A) .1,

3) Valeurs propres, vecteurs propres d'une matrice carree
Valeurs propres, vecteurs propres d'un Endomorphisme

Ex 17 : Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice :

41 1 1
1 4 1 1
A= 11 4 1
1 11 4
M =7, By, ={(1.1,1,1)}
{ X =3, By, = {(=1.1,0,0),(=1,0,1,0),(=1,0,0,1)}




i.e les matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique donc les mémes valeurs propres.
Vérifier que la réciproque de ce théoréme est fausse.
b) Prouver aue ¢ Deux matrices semblables A et B ont méme déterminant’.

c) Soit
2 1 5 2
A_(_l _1)et3_(4 1)

EXx 19 : Montrer le Théoréme suivant :
Théoréme : Soient A et B deux matrices semblables i.e

Prouver que A +~ B.

A=PB.P!

alors, pour tout entier k € N,

AF = pBFp1

Soit A € M, (R). Posons 7;,(A) = P 'AP , Prouver que :

D) To (L) = I, Tp(A+B) = Tp(A)+Tp (B)
2) Tp (AB) = 1Tp(A)Tp(B), Tp(rA) =rTp(A)
3Ty (4) = (), Tr (A7) =

)

Ex 20 : Montrer le théoréme suivant :
Théoréme : La relation "~ similarité ' est une relation d'équivalence.

Ex 21 : On considére les deux matrices

1 0 4 1 01
A=111 3 eteB=| 0 1 1
2 17 3 1 2

Montrer que A + B ; i.e A et B ne sont pas semblables.

5) Matrices diagonalisables
Diagonalisation d'une matrice

Ex 22 : Soit A € M, (R). Montrer que :
[A est diagonalosable <= A" est diagonalisable]

Ex 23 : Soit A une matrice diagonalisable. Supposons que pour toute valeur propre A de A on
a A2 = 2. Prouver que




A? =24
Soit A une matrice diagonalisable, Montrer que

det (A) = Mo d = [ N

Ex 24 : Soit A = P.DP™ une matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont données par
la matrice
D — d’LCLg {Aly A% cees An}
Calculer f(A) Pour toute fonction f(x) définie aux points (A );<<, .
Vérifier que

( AF = PDFPV; f (2) =
VA= PVDP; f(z)=
< cos A= P(cosD) P! ; f(x)=cosx
= PeP Pl log A = P(log D)P™Y  [(x) =¢
L
Ex 25 : Déterminer le réel a pour que la matrice -
000 O
1 00 1
A= 010 a
00 1 —a

Soit diagonalisable.

1 0 1 1 10
Ai=1 01 0 |, A=10120
0 0 2 0 0 2
Rép : A;) Oui, Az) Non
Ex 27 : Montrer que la matrice
2 2 -2
A= 1 3 -1
-1 1 1

est diagonalizable

Ex 28 : Vérifier que la matrice




Ex 29 : Soit f un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel E. Montrer que
E =ker (f)® Im(f)

Ex 30 : Soit f un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel réel vérifiant (¥ — jd,
pour un certain entier naturel k. Montrer que :

f? =idp
Soit M une matrice carrée complexe vérifiant A/* — I pour un certain entier naturel k.
Montrer que M est diagonalisable.

Ex 31 : Montrer que
—-13 -8 —4 -1 0 0O
12 7 4 ~ 0 3 0
24 16 7 0 0 —1

Ex 32 : Etudier la diagonalisabilité de la matrice suivante

112
A=1211
013
Rép pa(z)=2(1—2z)(x—4)
Ex33:Soitlamarice
(0100)
0010
M= 0001
\1 000

Ex 34 : Si (4,x) est un élément propre de A, alors (exp(4),x) est un élément propre de exp(A).
Soit




I 1 3

B = 5 2 6
-2 -1 -3
Calculer B2, B3. En déduire eB .
Rép
e = I+B+§—|2+O

Ex 35 : Soit A une matrice carrée possede n valeurs propres distinctes. Posons

MO .. 0
0 X ... 0

D - . . . .
0 0 ... A
Démontrer que
eM 0 0
0 e 0
el = ]
0 0 e

Soit la matrice P définie par
P = [xl Ty ... :I}n] c Axy = A V1l <i<n

Prouver que A.P =P.D

En déduire que
AF = P.Dk.P_l; keN
A1 =P D' P71 et
et = Pel Pl

Ex 36 : Veérifierque V A € M, (R),V¢e€R, ona:

Aelt =t A
On considére la matrice




Prouver que

—sino  COS v

i _[4. ()" = (

cOSy  Sin«
n—-s-+oo

Ex 37 : Si M est une matrice réelle d'ordre n, on note par cosM la partie réelle de ¢ et
sinM sa partie imaginaire.
Montrer que cosM et sinM commutent et que
(cos J\ff)z + (sin ]\4)2 =1,
Soit 8 un réel, calculer

Ex 38 : On considere les deux matrices

e

F

Calculer : e, e® En déduire e ol
1 1 0 O
0O 0 0 O
F= 0 0 1 -1
0 0 0 O

Ex 39 : Soit

Calculer exp(A).

Ex 41 : Soient les matrices suivantes dont les termes sont des nombres réels
110 010

M=]1011 etT'=| 001

001 000

a- Montrerque T2 =0

b- Montrer que M =1+ T ; | est la matrice unité d'ordre 3

9



c- On en déduit alors la forme explicite de M~ pour tout entier n.

Soit
2 ¢
A((} 2),0#0

Al
A:(O A),)\ER

En utilisant deux méthodes. Prouver que.
AR
Ahz(o N RS

Ex 43 : Soit la matrice

Calculer A* .
Ex 42 : Soit la matrice

A= . Calculer A*

Ex 44 : Soit la matrice

Prouver que

ISR
n__ = e >
A 2(1—311+W)’” !

4 -3
=)
n_ 1 _an

3 A+3 3

Soit la matrice

Démontrer que

Ex 45 : On considere les suites (), s (0n),en €6 (wn), o définies par leurs premiers
termes Uy, Vo et Wy et les relations de récurrence

Upi1 = Up + 20, — 2w,

Upa1 = 2Uy + Uy — 2w,

Wyl = 2Uy + 20, — 3w,
Ecrire ces relations sous la forme :

10



ou M est une matrice que I'on déterminera, et U, une suite de vecteurs de R3
Calculer (un),,cn > (Vn) e €t (wn), ey €N fonction de n et de ug, Vo et Wy.

Ex 46 : Montrer que les matrices strictement triangulaires sont nilpotentes.
8) Systemes de suites avec les relations de récurrence

Ex 47 : Soit le systéme de suites () , (y») défini par
{ Tpy1 = G110y, + A12Yy +C1
Yn+1 = 21Ty + A22Yy + Co
Ecrire (S) sous la forme matricielle X,.;1 = AX,, + B .
Prouver que

; (20,90) € R?

Xp=A"Xo+ (A" '+ A" ?+..+A+1)B
Résoudre le systeme de suites avec les relations de récurrence suivante

Ln :23371 — Yn — 1
{ Y J:lrl: —x, + 2y, + 2 ; (20,v0) = (0,—1)

Rép :
2n — 3" +1
Ty =
on 435 i n=0
=

Ex 49 : Soit la suite (x,,) définie par
*) Tntk = QoTp + A1Tn41 + oo+ Ap—1Tntk-1

Ecrire (*) sous la forme matricielle
V., = A"V, ; AEMk(R)

Montrer que

Ex 50 : On définit la suite (u,,) par :
Up4+2 = Up41 + uy, (*)
U = ug = 1
Ecrire (*) sous la forme matricielle suivante

( Hntd ) — M. ( tn ) .M € M, (R)
Up+42 Up+1

Montrer que

11



Un+1 — M" 1

() -(%°) .
\/5 ’
9) Systemes différentiels et matrices diagonalisables

Ex 51 : Donner la forme générale d’un systéme linéaire homogéne d'équations différenticlles du premier
ordre.

En déduire que

Up =

Ex 52 : Supposons que A est diagonalisable. Résoudre le systéeme différentiel

;

/
€Ty = aney + a9y + ... + A1,y
/
Ty = a21T1 + A22T9 + ... + A2, Ty ,
¢ ] — u = Au

!
| T = AT + ApoTo + .. + Qppy

Etudier la diagonalisabilité de la matrice suivante :

12
(52

Calculer A* pour tout entier k .
Résoudre le systeme differentiel

X' =AX
Résoudre le systeme differentiel
(2 (1) =y (1)
] ¥ ) =z()
7 (t) =w(t)
| W' (t) =z (1)

10) Theoreme de Cayley-Hamilton.
Ex 53 : Demontrer le théoréme de Cayley-Hamilton suivante :
VAeM,R):ps(A)=0.
Est-ce-que la démonstration suivante du théoréme de Cayley-Hamilton est vraie ?
pa(z) =det (A —xl) = pa(A) =det (A — AI) = det (0) = 0.

Ex 54 : Soit la matrice
a b c
A=10a b |;a#0,b,ceR
00 a

En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton. Calculer I'inverse de la matrice A
1¢p : pa(x) =2 — 3ax® + 3a’x — o°

12



Ex 55 : Trouver le polyndme caractéristique de la matrice
4 1 1 1

A:

—_

4
1
1

— s
= = =

En déduire le polynéme minimal. vop t pa (@) = (3—2)° (7T — 2), ma (2) = (3— 2) (T — 2)

Prouver que la matrice

11 1
11 ... 1

Est diagonalisable.

Le calcule de e .
Ex 56 : Résoudre le systeme différentiel

r=rx+y+z
Yy =y+z
7=z

EXx 57 : Résoudre les systemes différentiels

[\ (11 2\ [=x

1) (y’) = (2 1 1) (y) . sp(A) = {1,0,4}
Z 0 1 3 z
x’ -3 -6 7

() (17
7 -4 —6 8
a 3 2 =2

3) (y’) — (—1 0 1 ) ( )sp(A){l,l,l}
Z 1 1 0 z

Ex 58 : Soit la matrice

Calculer le polyndme minimal. Qu'en déduire *

13



rép: my(z) =z (r—2)
Calculer le polynd6me minimal de la matrice

1 -4 -4
A= 8§ —11 -8
-8 8 9

Qu’en déduire ?.

30 0 30 0
NA = [130],24=(130
00 4 00 3

30 0 010
130,49 ]001

01 3 1 00

13) Matrices Trigonalisables

Ex 60 : Théoreme : Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable dans 1z, (C)
Corollaire : Pour toute matrice A € M, (C) ona:

det (A) = Adodn= ] M

Ai€Sp(A)
OU (Ai)i<i<, sontdes valeurs propres de A.
Ex 61 : Trigonaliser les deux matrices
(5 —4 =3\ ({7 —6 —2)
A=|(2 -1 -1 |, B=[2 0 -1
1 -1 0 2 —3 2
Ex 62 : Considérons la matrice M définie par
2 —1 1
M=1|1 0 1
1 —1 2

Quel est le polyndme minimal de M.
Montrer que pour tout n € N, il existe deux réels o, et 3, tels que l'on ait

M" = a, M + 8. I

Calculer a,, et 3, en fonction de n. On en déduit alors la forme explicite de A pour tout
entier n.

14



Ex 63 : On considere la matrice
3 2 4
A= -1 3 -1
-2 -1 -3
Trouver les valeurs propres de A, puis ses vecteurs propres
Trouver le polynéme minimal de A : m 4 (z) , et étudier la diagonalisation de A
En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton. Calculer A~ en fonction de I3, A et A2
Trouver une matrice inversible P telle que :
v

0
P LAP-= 3 — B
0

o = O

0
0
Ecrire B sous la forme D + X, ot D diagonale et X2 = 0, puis vérifier que : DX = XD.
En déduire le calcul de B” en fonction de n

3 2 =2
B = -1 0 1
1 1 O

n'est pas diagonalisable.
En utilisant le theoreme de Cayley-Hamilton. Donner I'expression de B en fonction de I, B

et B2
b) Soit la matrice :

Myp = ca,beR

S g
o= O
o = O

- Déterminer les valeurs a, b pour lesquelles la matrice donnée soit diagonalisable.
- Pour b = 0, calculer le polyn6me minimal. Qu'en déduire ?.
- Montrer que

Mo~ =T

o O R
o O
T = O

- Calculer 7™

Indication : Ecrire T sous la forme : T =D + X ol D est diapgonale et X
nilpotente (e X* =0)

- Calculer M7y

15



Remarque 1. Comprendre la question = 1/(2-¢) de la réponse, ou €=0 positif.

GOOD LUCK !
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Université 08 Mai 45 Guelma
Dépantement de Mathématigues
lgebire 3 Examen final 2011 - 2012

2 o 1
A, = 0 2 0
0 0 «

Ex 02 (4pts) : SoitA € M, (R) une matrice posséde une seule valeur propre A. Calculere” .
Résoudre le systeme differentiel

r=rv+y+=z
Y =y+z
2=z

Ex 03 (2pts)

(i) Trouver la relation entre les élements propre de A et ceux de P AP.
(if) Montrer que les matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique. (Utiliser 2 méthodes)
(i) Soit 4 € M, (R) une matrice diagonalisable avec sp(A) = {-1,1}. Prouver que A-! = A .

Ex 04 (6pts)

Démontrer le théoreme de Cayley-Hamilton suivante :
VAeM,(R):ps(A)=0.
Est-ce-que la démonstration suivante du théoreme de Cayley-Hamilton est vraie ?
pa(r) =det (A —xl) = pa(A) =det (A — Al) = det (0) = 0.

Ex 05 (3pts) : Calculer le polyndme minimal de la matrice

1 -4 -4
A= 8§ —11 -8
-8 8 5

Qu’on déduire ?

Ex 06 (3pts) : Soit le déterminant

D, = det

Démontrer que D, = 2D, , — D,,_,. Calculer p, en fonction de n. Good luck



Université 08 Mai 45 Guelma

Département de Mathématiques
Ulgebre 3 Examen de Rattrapage 13 juin 2012

Ex 01 (5+2 pts) : a) Questions de cours
Résoudre le systeme différentiel linéaire homogeéne a coefficient constants

( 33’1 (t) = a1 (t) + aA12L9 (t) —+ ...+ A1nLp, (t)
33’2 (t) = U911 (t) —+ 999 (t) “+ ...+ asnx, (t)
| zl (t) = apzy (t) + anoo (t) + ... + apnzy ()

ou a;; sont des constantes complexes, et ou les fonctions x; sont des fonctions dérivables
inconnues a valeurs complexes.
b) Résoudre le systeme différentiel

7N\

x -3 —6 7 x
J =1 1 1 =1
z —4 —6 8 z

Ex 02 (3 pts) : Soit la matrice

Calculer cos2A+sin2A.

Ex 03 (3 pts) : Montrer le résultat suivant

Soit A une matrice diagonalisable, alors il existe une base B = {z;, x5, ..., 2, } de R" formée
par n vecteurs propres de A.

Ex 04 (2+2 pts) : Soit A = (ajj),, ;-, une matrice complexe carrée d’ordré n telle que
pour tous 1 <i,j <n, on ait

1
laij| < 5
Montrer que la suite de matrices (13,,), ., définie par :

B,=I+A+A*>+ ...+ A™ converge.
Montrer que I,, — A est inversible d’inverse la matricelim (B,,) .

D, = det

Démontrer que D,, = 2D,,_; — D,,_,. Calculer p, en fonction de n. Good luck



Université 08 Mai 45 Guelma

Wgebne TIJ Micro-inteviogation 10 janvier 2013 1h+20mn
Ex 01 (5pts): Soit la matrice
2 -2 —4
A=| -1 3 4
1 -2 -3

Calculer A2, puis, montrer que e = J5 + A (e—1).
Résoudre le systeme différentiel :

Ex 02 (3pts): Soit A € M, (R) . Est-ce-que

% (e_At) — e M Aou — Ae M ,

Si A est inversible, Montrer que

Ex 03 (2pts): Soient A, B € M, (R) deux matrices diagonalisables. Supposons que AB = BA et soit P € GL, (R)
(i.e P inversible) telle que

PAP = D, = diag {\;, A2, ..., A} et
P7IBP = Dy = diag { iy, fla .., f1,, }

Montrer que

pATB — oA B
Ex 04 (4pts): On considére la matrice
a —a 1
A,=1 0 a —a |;aeR
0 0 1

Prouver que

En déduire le calcul de A3%

Ex 06 (3pts): Soit A € M., (R) une matrice nilpotente d'indice k = 2; i.e A2 = 0. En utilisant deux méthodes
Montrer que pour tout entier m,

AT +A)™ = A
Good fuck



Université 08 Mai 45 Guelma
Wlgebre 111 Examen Final 29 janvier 2015 2 h

Ex 01 (2pts): Donner pour chacune des matrices suivantes le polyndme caracteéristique et le
polyndme minimal. Ne faites pas de grands calculs.

a 1 a 1 1
M, = (0 b);aabER? My=1| 0 b6 1 |, abcelR
0 0 c

Ex 02 (8pts): 1) Définissez les notions suivantes :
1) Norme et espace vectoriel norme.
2) Produit scalaire.
I1) Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale, si et seulement, si

A'A=AA" =T,
1) Soit A € M, (R) une matrice orthogonale, prouver que det (A) = + 1.
2) Soit A € M, (R) . Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est orthogonale.
(i) VoeR" ||Az| = |||
(i) Vx,y € R, (Az, Ay) = (2,y)

0 —1
= (1)
ga [ cost) —sind
~ \ sinf cosé

3) On considere la matrice :

Pour tout & réel, prouver que

Qu’en déduire ?

1



Ex 03 (7pts):

Considérons la matrice M définie par :

2 =11
M=1|11 0 1
I -1 2

1) Quel est le polynéme minimal de M.
2) Montrer que pour tout n € N, il existe deux reels «,, et [3,, tels que I'on ait

M" = a,M + 8, I

3) Calculer «, et 3., en fonction de n. On en deduit alors la forme explicite de A" pour tout
entier n.

4) Resoudre le systeme différentiel :

Ex 04 (3pts):

Soit A € M, (R) , Prouver que

a) Sidet (A) =0 = 0est une valeur propre de A.

b) Si Az2=A = Aestdiagonalisable.

c) Sima(r) = (x —a)(x—">0); ab., alors, 47s'écriten fonction de Aet 1.

ood fuck
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Ex 01 (6pts) : Questions de cours

(i) Démontrer le théoreme suivant :
Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable dans iz, (C).
(ii) Définissez les notions suivantes :

(a) Sur le calcul de A*; k>0.

(b) Exponentielle de matrice, cos(A),..., f(matrice).

(c) Systemes de suites avec les relations de récurrence.

(d) Systemes différentiels et matrices diagonalisables.

(e) Systemes différentiels et matrices non diagonalisables.

(f) Polyndme minimal.

Ex 02 (8pts) : Partie I: Soit A € A, (R) une matrice diagonalisable. Supposons que les éléments propres de A

sont :
()\1j (Cl-. b)Ul) et (AQ, (C, d)’t’2)

-1 ! /
a c [ d c
(5a) =(5 %)

fli:iAl(;1'+'A2(;2 ;(;1,(;2 € Ajé(ﬂg)

Posons

Montrer que

Avec G4, G, sont définies par :

G1:<Z>(a’ d)etGQ:(fi)(b’ Z)

Partie 11 : Soit A e A7, (R) une matrice diagonalisable. Supposons que sp (A) = {A1, Az, ..., Ax 5 b < n}.
(11.2) Vérifier que

cos’ A+sin® A = I, ()
(11.2) Pour toute fonction f définie aux points (A;),.,.,. Montrer le résultat suivant

)
FA) =T (N)Gi5(Gi)yciop € My (R), k<

(11.3) En utilisant la formule (). Vérifier que :
k

ZGi:In

=1
(1.4) Si |A1| > |A2| > ... > |\;|. Pour tout entier positif m, posons f (z) = =", prouver que

(11.5) Etablir que :

Ex 03 (6pts) : (a) Trigonaliser la matrice

Calculer A4~

(b) En utilisant la définition de exponentielle (matrice) et la formule de binéme. Montrer que
' Good luck
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Ex 01 (7pts) :

Est-ce-que la démonstration suivante du théoreme de Cayley-Hamilton est vraie ?
pa(r) =det (A —zl) = pa(A) =det (A — Al) = det (0) = 0.
Soit la matrice
—4 1 1
A= 1 -1 -2
-2 1 -1

En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton. Calculer I'inverse de la matrice A.
Soit A € M, (R) telle que sp(A) = {A}. Montrer que :

(A —\L,)" !
(n—1)!

et =M+ (A= M) + ...+

Résoudre le systeme différentiel :
/
X =AX
Ex 02 (6pts) : On définit la suite (u,,) par :
Upto = Upt1 + Uy (*)
U = us = 1
Ecrire (*) sous la forme matricielle suivante :

(“ﬂﬂ ) :M.( tn );MEMQ(IR{)
Up 42 Up+1

OO
J

Ex 03 (7pts) : Si M et N des matrices carrees qui commutent (C'est-a-dire qui vérifient M.N =
N.M). Prouver que

Montrer que

Uy =

M+N _ M N _ _N M

€ € €

M1 —-M
(") =e
Soient u et v des Endomorphismes d'un espace vectoriel E. Montrer que uev et vou ont les

mémes valeurs propres.
Soit p, € R,, [X] un polyndbme de degré n. Démontrer que :

u [ker p, (u)] C ker p, (u)

€ €

En déduire que

Good luck
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