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Inl;roduction G6n6rale

Durant les dernibres ann6es,, plusieurs auteurs se sont attaqu6s aux ques-

tions relatives ), I'existence globale et le cornportement asymptotique de

solutions des systbmes d'orclre n des 6quations aux d6riv6es partielles de

type parabolique. Ces problbmes sont cl'un int6ret particulier pour les

6quations provenant de modbles math6matiques en physique, biolog;ie,

chimie; etc..

Notation : Dans la suite, ,A - )l # r"otelsente le Laplacien sur Nl,,
k:7 "* k

f,) est; un ouvert born6 conn(lxe de R' clont ia lrontibre 0f) est r6gulibre,
0u 

^^,.r^^ l^ -r t-:--t^ -^^ -- -r 1 ,. . 0u
^ d6signe la cl6riv6e normale de z ext6rierire h af), on montre r0n'^"."U'rv 

r(, \rurrvss lIwIllldJlt; (rU (, Ur(trUIIUtlI'e A, UJLi OII lllonf,fe qlle 
An:

V.d oi fi, est le vecteur unitaire de la normale ext6rieure a Ofl et V -( a a a \I --- =1 ) d6sisrre le Gradient.
\drt' o*r') ) ar.) 

uvurs'rv r

On s'int6resse aux divers aspects d'un systbme cle r6action-diffusion h delx
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com.posantes :

ou,A
tu - d'1AU =ot
ou,a
At - d,2AU =

0u 0u
norl on

u(0, r) : lto

g('u,u)

l'@, r)

t)

dans ]0, +oo[xQ

dans ]0, +oo [x Q

dans ]0, +ooIx0C]

(lsr)

Nous supposons, en outre,

n6ga,tives et sont dans une

u(0, r) : I)o dans ft.

que les donn6es initiales sont continues. non

r:6gion d6finie par

et

Deux des suppositions fbndamentales, d6velopp6es dans le chapitre 3, as-

socidres au systbme (Sr) son,t :

1. La pr6servatiLon de la positivit6

2. La conservat.ion de la masse totale.

Ainsi, nous supposons que la condition de la balance est satisfaite ce rlui

signifie pour notre systbme , f (u,u) + g(u,u) :0. Le terme de Ia r6actiLon

/ sera une fonction sur R]- non ndgative, non lindaire et continfrment

differ:entiable et vdrifie en plus :

I

s
[],
t-
L{;:
ln(1 (t', t)) I

Vs)0

Yr>-o

et Vus e L2(o))
(

E:t(uo,uo)=R2*: Yuo

1u"
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ou

q*: thd2
nlluoll*(dt - dz)r'

Les systbmes de r6action-diffusion apparaissent comme modbles pour irlu-
sieurs ph6nombnes vari6s d'applications, allant des systbmes 6cologiqles,
la fcrrmation d'6chantillons biologiques jusqu'aux r6actions chirniques.

Malgr6 les efforts consentis ces dernibres ann6es, il est surprenant que des

quesitions concernant I'existence globale des solutions du systbme (lS2)

demeurent ouvertes jusqu'i une date r'6cente. Ainsi,

r Si dr - dz: Les solutions non n6gatives de (S2) existent globallement

en temps. En effet, si nous ajoutons les deux 6quations du

systbme (S2) on obtient l'6quation de la chaler 0u'Lrr: at-
d1A,w : 0 ave,c,rr :lL* u et lt)o : uo * uo. En appliquant

la condition de la balance avec le principe du maximum, il
s'ensuit une L'o-estimation de u et u puisque llr(t)ll-,cr (
llroll"",n. Ainsii, 1'6xistence globale est assur6e.

D'autre part, l''existence d'une fonctionnelle convexe de L,ya-

punov L assure I'existence globaie d'une solution (Voir chapitre

3).

r Si dr * dz: La situation dervient un peu plus d6licate :

Alikakos : Avec des conditions de bords homogbnes de Neumann,

Alikakos N. D. (Voir c/. [1]) avait 6tabii I'existence g]obale et la

L*-bornitude des solutions pour des donn6es initiales positives en
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utilisant les injections de Sobolev lorsque

f(u,u) - -tuF et I < lJ <n+2.
n

Masuda : Masuda K. (\roir cf. [tt]) a montr6 que la solution globale
de (S2) existe pour tl > t et converge vers une constante lorsrlue
t -+ +oo'

Harraux et youkana : un r6suitat Anarogue a 6te6tabri par Hareuux
A. et Youkana A. (\/oir c/. [Z]) lorsque f(u,u) : up(u) sous la
condition d! - 0, or) ,p est une fonction continfiment diff6rentiable
non n6gative et non polynomiallement born6e mais elle est supposde
croitre exponentieliement, pierre et smith ont montr6, dans un
exempie c6lbbre, que lorsque la r6action / est porynomialreme,nt
born6e, la condition de la barance et ceile de ra pr6servation de ia
masse totale ne sont pas suffisantes pour assurer l,existence giobaule

de ia solution.



Elg.4u mrdmoire I

ce m6moire est subsdivis6 e:n 4 chapitres r6pa,rtis comme suit :

Dass-le_ahapttre_l :

On t:raite quelques exemples de mod6lisation da,ns divers domaines d,appli-
cations math6matiques pour montrer toute la f6condit6 et l,apport cons6-
quent d'un domaine aussi rir3hs que celui des 6qpations aux d6riv6es par_
tielles de type paraboiique.

on abordre les d6finitions indispensables pour r6soudre les systdmes de
r'6action-diffusion.

Darui_ te Shapitre B :

Les rtisultats pr6liminaires srrr les systbmes de r6action-diffusion, seront
abord6s, d6cortiqu6s et anaiy.s6s.

Dans le clharritre 4 :

On d6montre un r6sultat sur les existences locale et globale d,une solution
du sys;tbme de r6action-diffusion consid6r6e.

On r6'sume les outils de bases indispensables pour le contenu de ce mmoire.
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Chapitre 1

Mod6lisatio,n des ph6nombnes
naturels et

systbmes de r6action-diffusion

1.1.

La mod6lisation et I'analyse math6matique cles systbmes biologiques sont
d'un grand int6r6t pour mieux comprendre notre environnement ainsi qle
son 6volution dans le temps. De nombreuses analogies entre les r6acteurs
chimiques et certains systbn:Les biologiques ont conduit les chercheurs b,

introcluire des modbles de type "r6action-cliffusion"dans la description cle

ceux-ci.

Les 6quations de r6action-diffusion ont 6t6 propos6es par A. Turing (1gbl))
pour la mod6lisation de ph6nombnes de morphogbnes c'est-i-dire le d6velop-
pement des fbrmes/structures.

Un m<ldble d'intdraction d'dspbces ou d.e substances chimiques est donn6
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par .[e systbme d,6quations a,ux d6riv6es partielles

or) zi (r,t) repr6sente la denr;it6, resp. la concentration de la substance z :

t La matrice D - cliag(d1 ,d2,...,drn) est dite cle diffusion. Les
termes de r6action Qti mod6iisent l'int6raction des substances (in-
hibition, cataryse). Irs peuvent cl6pendre de (*,t) et d.es concenrra_
tions ui de fagon non lin6aire.

r Les termes div(davui,r,i - r, )m, repr6sentent Ia d,iffusion <re

la substance d, travers le systbme.

En fo.nction du choix d.e d,i e:t ei, ies concentrations u2 p€uvent donner
lieu h des motifs locaux :

0n moddlise ainsi ra ptigmentation des coquilIages, )e pelage den
animaux (zdbt'e, gu6pa.rd, ...) et des rlactions chimiques cycliques.

I.2. Quelques exemp

Dans les modbles, en biologie ou en dynamique des populations, on s,int6-
rdsse A' la concentration d'uner substance chimique ou i la densit6 d,unt:
population (particules, cellules) et son 6volution au cours clu ternps. L,inc.n-
nue ?/ elst fonction de (r,t) e nR" x IR+.

1. Equations de Fisher (1992) :

Pour u(r,t) : lR x R+ *+ R, cette 6quation est un moddle de dispersion, en

div (,d6V u1)
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une dimension spatiare, c|un morphogbne f'avorable dans une populat.ion.
Elle s'6crit

Le terme de cro'issance rogi,sti,que cl6pencl de ra constante de reproduc-
tion lin6aire r, de la capac;Lt6 de l'environnenle nt c et du cefficient de
dispersion de la population, k.

2. Itrquations FitzHugh-Nagumo :

Elles prennent la forme

( 0u 02u

) a: a*'+f(u)-u
I a, -o2u
t At 

: d gp 1- rttt' - l3u,

5,a,0€R+.

Ces 6quations sont utilis6es pour mod6liser la transmission d,impulsions
nerveuses le long d'axones ou des r6actions chimiques cycliques cie Belousov-
Zhabotinsl.ly.

3. Conc,entration de rnorphogbnes :

Posons c == u(r,y,t) ra concentration de rnorphogbnes au point (r,y) e,n

un temps t' L'1quation de r6action-diffusion cl6crivant cette concentration
est

0u
At 

: azA,u - bu+ R, (*,a,t) e [0, 1]2 x p+

oil o est le taux de diffusion, b le taux cle clissipation et AC le Laplacie:n
dans IRI'2. La fonction,R est la fbnction de r6action de la concenftationC,.

I2
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Ainsi, notre modble intbgre, trois processus (les trois termes b droite) :

o La diffusion d6crit le transfert des morphogdnes des points
de fbrte concentration vers cles points cle faible concentration.

o La dissipatiorl concerne la cl6composition des morphogb:nes
causant des concentrations, en I'absence d'autres influenc:es.
qui s'effritent exponentiellement vers 0.

o La r6action dr3crit re taux de production des morphogbnes.

En pratique : Posons h le pas d'une discr'6tisation uniforme du carr6,

[0, 1]". Notons par c;,i la valeur de la concentr.ation au point (i,, i). Le
Lapler,cien de C;3 s'6crit

Lo,.j : A,Ca,i = Au

13

En fait Ar,i est d6crit comme

tion sur les sommets du carrti

ia convolution des yaleurs

discr6tis6 de c6t6 h par Ia

de la concentrra,-

matrice

;)':#(i
1

-4
1

En multipliant le Laplacien p,ar a2 et en

on obtient la matrice symdtrique

tenant compte du terme -bCr,,r.,

a2

-4 - h2b
,

o,-

0\

Z,)#(,?M_
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-\

Ainsi, on a la f.orme matricielle de l'6quation d$crivant la concentratic,n :

iT.
i

T

.T

't

:-l
I

r-'1ll
I

t--

I

l-"

"Y:M*C*&,
o'[ x d6note la convolution discrbte.



S2.1. Espaces de Sobolev et in6galit6s 15

'Chapitre 2

R6sultats pr6liminaires Sur Les

Systbmes rCe R6action-Diffusion

2.'.L. EspAces de Sobolev et in6galit6s

Soit p un entier naturel t;el que 7 < p
de lR.'. I,'ensemble Lp(Q, R') d6signe i'espace de Banach des fonctions

measurables (au sens de Lebesgue) sur C) d, valeurs dans lR', muni cle Ia

norme :

/.n ," \ 
t/o

ll/llo,n : ( t I lt,@)led'r) v1 (p(oo'
\-./sz /

Pour p : oo, on pose Lo" (f), IR') I'espace de Banach des lbnctions mesura-

bles/:Q+R'tellesque
rL

r nlr \-\. (
ll/ll.",n : Linf I ,k ,lJo(*)l < k, pour preique tout r €

;-1 t ")

tfs.distributioToutes les d6riv6es consid€rr6es seront au sens des

( oo.
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l

1-r

fl

I

Po,sons

Da

\na
o1) O,; : Aa avec a : (er, e.,2,

Pour pllet k) 0,posons

L'espace

- 0?'Ao' ...7on

"',o,"-) et lal - eL * 6,z+... * qn.

norme

\ 1/p
\--\ IL lD* f l'a* |lol<r' /

Wl (q,sera muni der la

ll/lt;iil : 
l'rl,

I

I

Pour F = 2, On note

C'est un espace de Hilbert. Notons que, I'on a

Ho(C,) _ L2(Ct).

Une suite (ro),.g e Wl(f,)) converge vers u €

'B ll"' - ullwi(') - o'

On 6crit, dans ce co,sr un 1u €aW:@).

Wr(q - {/: CI + lR : Dal existe pour tout o:, tel que lol < k}
Wt(nl = {f € Wk(CI) , D*f € Lo (CI) pour tout cv, tet que lol < k}.

W! (,e), si



$2.f-. Espaces de Sobole.,,, et in6galitds

Thdorbme Z.L-L (La Tbace dans wr,p(o)). II existe T , wr,p(e)
Le@A) tuIte que :

Tu:u1un pour uewr,p({-l) nc(o)
llTullp,sz < lrll"ll wt,p(a)

pour tout u e w,,o(Q), oil ra constante K d'pend seulement de p et Il.
On dit que Tu esf la trace de u.

Th6orbme 2-L.2 (La 0-ftace dans w.,o(e)). suppos ors que u e
W|,o (e) . Akors

L7

0 Exemple 2.1.1. Soit B(0, 1), ia boule

u(r)_l*l-o,, r€

unitti ouverte de IR.', et

,(1, r f 0.

? Pour cela, notons que u
L'on se demande alors, si z e

diff6rentiable en dehors de 0, ert

w;@)
que

est;

0, , , -dr;
-ldl 

-
,__dtri' ' lrl"+z

et lDu(r), : #,*t' avec r l o.

Soit cp € Cf (fl)' Fixons e ) 0. Alors, d'aprbs la formule de Green.

t uP-4* - - [ 9u ,^,^ r
-/o1m10,.; 

- 0*J* - ./ntur o,,1 0*o?dr + 
Juuro,rugu'dS,

ot) u = (r',' ' ' ,u") est re vecteur normar int6rieure sur dlE(O, e). si a*r

u e W],e(Q) si eft seulement si Tu:0 sur dCI.
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n, lDu(r)l e Lt(e). Dans

lr I

I I ,eroasl 4
l./ am(o,e) 

I

Ainsi,

:- 
In#ro"

si 0 ( a < n - L De plus lDu(r)| _ ---isl_ .\ / ' lrlo+t
(o -F I)p > n. Par cons6que nt, u e Wl,o (e) si et

En particulier, u f Wt,n(0) pour tout p ) n, I

on note par wt,o(Q ia f'ermeture de c""" (e) dans w: @). suivant
le th6orbme de la O-trac€, o,rr interprbte l,espace

I'ensemble des fonctions u e W!(Cl) v6rifiant :

Wt,o(Q) comme 6tant

ce cas

llell'" 
.[ouro,n

1,,,,#0,

e-"dS(Ce"-t-*+0.

pour tout g e C"- (f)),

to(CI) si et seulement si

seulementsia <n-P.
p

ll?ll - sup llrrll* - sup
llrllx=r r#o

I D"u -0 pour tout lal < /, - Ll

2.2.

Soit X un espace de Banach r6el ou

lltllr. On d6signe par L(X) l,espace

continues de X dans lui-m6me; t(X)
norme T -+ ll?ll d6finie par

complexe muni de la norme tr _)

vectorjel des applications lin6airers

est un espace de Banach pour la
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Soit {7(l)}r>o une familie ii un parambtre d'op6rateurs lin6aires bor:r6s
de X dans iui-m6me.

D6finitian 2.2.1. (semi-groupes continus). La familre {T(t)}Ds est
d'ite sem,i-groupe sur X s,i :

t T(ts) _ T(t) + Z(s) pour tous t,s € lR+

o T(0) - Ida.

On dit que le semi-groupe {"(/)}r>o est fortement continu ou serr:ri-
grouBe de classe Co si et seulement si

,1t'"llrft)f -fllx -o,V,f €x.

Proposition 2.2.r. soit {11(t)}r>o un semi-groupe d.e classe €0 sur._Ii,
alors

t -+ llT(t)ll est b'orn6e sur tout intervaile compact [0, o].

Pour tout r € x, la fonction t -+ T(t)r est continue sur rR1'.

Il existe des cont;tantes rlelles w et M telles que

On dit que tre semi-groupe {T(,!)}r>o esf de
pourtoutl€R+.

contraction si : llT(t)ll < r

a)

b)

c)

On appelle g6n6rateur d'un semi-groupe

A : D(A) -+ X tel que pour tout / e

{T lt)} t>0, i'application lin6airer

X, Ia fonction t -> T(t)/ soit

ll7(r)ll
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ddrivable pour tout f ) 0 :

D(A): 
{r € x : Af :ng1.. l@#e,*jste da,,, xl

)

L'ensemble D(A) v6rifie les propri6t6s suivantes, f € Rr. :

' D(A) est un s-espace vect,criei cle rsi f e n6), T(t)f e D(A).

20

. .qr'(t) f - T(t)Af .

. D(A) est dense dans X.

De plus, on

Ainsi, I'op6rateur

Exemple 2.2.L.

d.. *LT(t)fl: AT(t)f .dt-
. L'op6rateur A est f'erm6.

soit '\ € p(A), la r6sorvante cre |op6ra,1;crrr ,21 (voir appencrice). t)n cr6firLie
un op6rateur .R; : X _+ X par

l"t()rdx -A)-'tl
suiva't le th6orbme du **,nu;;" _* D(A)c x esr un
op6rateur lin6aire born6 qui commutent avec A :

ARxf -RxAf si f e t-t1a1.

montre que si 
^ 

>, 0 alors 
^ 

e p(A) et pour tout / € X,

,R1 est la tra.nsform6e de Laplace du {T(t)}rro.
La solution de l'6quation

-A.u*su:f,, s)0, danse

- ^t1 1t . 

y dt,
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est lil r6solvante est la solution de l'6quation de la chaleur

- 0 dans Qx]0, ooI

dans fi x {l - 0}.

Th6<rrbme 2'2'r (Hille-)fosida) . Soit A un op'rateur lin*aire fern6
sul X (pas n6cessait'ement bornd). A?ors, A est un g6n6rateut. d,,un senti-
groutr)e de contraction si et s<>ulement si ; ]0, oolc p(A) et ll%l ll a 1 pour
)>0.

Le choix de I'espace x d6p,:nd du type des r6sultats cherch6s, ou des
propr'i6t6s de r6gularit6 des donn6es initiales. Ainsi, si la r6action et 1:s
donn6es initiares sont continues le choix naturel de x sera X : c(o). r;i
la r6action est dans Lo([0,oo[, e) et les donn6es initiales sont dans Lr(e),
le choix sera port6 sur X - t,o(f)).

Exemple 2,2.3. [semi-groupe de ra chaleur]. r,osons X : Lo(R'),
1 ( p ( oo, et d6finissons un op6rateur sur X par la formule de Gauss-
Weierstrass

Rr@) ot u

{?-,. t

g(t)f)(r) ,=

et

(4nt7'12
f lr-ut2

J*^"---Z= f @)da: LLt* f (r), oi r € R',t > 0

On

X.

Ft : (anl-n/2 e-lnl2 /+t et t Ft(r)d,r - 1.
/lR.

pose QQ))f (r) :0' La famile e(t))ps esr un c0-semi-g:oupe sur
En effet, puisque Ft € s(R')[tj, l'int6grale existe pour f e x.Der

rtl r'' .-:.-Fr l,'espace de Schwartz des fonctions,f , lR, _+ lR telles que lrl* IDB f (dl
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plus, d'aprbs I'in6galit6 de ]foung, on a

Ilr(t)f llo ( llp, llr.llf llo : llf llo.

Donc

T(f) e X er ll"llo < 1 pour rour r ) 0.

Rem,,rquons que s(R') est invariant sous T(t) et qu,' est dense dans
Lp(R") car il contient Cf (R:")[2]. D,autre parr, on a

T(p, * f) : 2tr"/2 T(Lrr).g(f)

ou "f e E(iR'). Alors y(f) e s(JR"). Dn d,autres termes, ra tansformde
de Fourier applique (T(t)lr1o.;)126 dans un semi-groupe multiplicatif s,r
s(R") qui est continu pour rer, topologie usuelre de s(R"). Le g6n6rateur
(d6riv6e a, droite en 0) de ce s,:mi-groupe est rop6rateur de murtiplication

Ss(f)(*) - -l*l'y(f)(*), vf e s(R").

En appliquant T-r et en observant que la toporogie de s(R") est plus finrl
que ceJre induite par Lr(JR'), on peut cl6cruire arors que (7(r))r>oest urr
c0-serrri-groupe sur X dont le g6n6rateur coincide avec le Lapiacien A,
comme Ht et toutes ses cl6r.iv6es sont dans c,,o(R') nLp(R"), 1 < p < oo,
il s'en r;uit que le fbnctionu(t,r): (T(t)f)(r) est dans c."(]0,oo[xrR,),

tend vers 0 lorsque lrl tend ve.rs *oo pour to,rrffi

t2l l,'espace
compact ./'' nR" $soronctions 

;ind6flnim6ment diff6rentiabres a, supports



l-'

92.2. Semi-groupes cont:inus

puiqu'on peut ddriver sous le signe int6grale. ^ 0u,
Uomme ;O : Ap4, ce

s,emi-g.roupe r6soud l'equaticrn de la chaleur sur ]0, oo[xJR', ) savoir

(a
I *"@'t) - Au(r,t)

Ir u(r,0) : fo(*). I

"t
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C)hapitre g

Sur les systbmes des dquations
aux d6riv6es partielles de type

* f(u(r, t)), r € f,), t

r e )Q,t

6quation aux d6riv6es

(S-)

>0

)0,

oir D '= diag(dt,dz,"',drr),est la matrice de diffusion, diagonale eb

d6finie positive. La solution, sri elle existe, est une fonction

u(r,,t):(ut(*,t), , u,n(r,f)) :fl xlR+ +lR-.
Le terrne de r6action f : lR- -+ lR- est une application localemenl;
lips,chitzienne.

R6action-Diffusion

3.1. fntroduction et d6finitions

On appelle systbme de r6action-diffusion une
partielles parabolique semi-lin6aire de ia forme

0u.
* (r, t) - D A,u(r, t)

0uo
;j :0, k: I,
oq

un(0,.) : uo*
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Le systbme (s*) est pos6 sur un domaine born6 f) c R', auquei on
adjoint des conditions aux bords, ies conditions homogbnes d.e Neuma,nn

0u: 
an- - 0 sur' 0f). La donnde initial€ uo - (uo)T:, est continue et nLon

n6gative sur O- Ces conditions assurent le r6sultat, trbs connu (Voir cf.

[12] et [29]), suivant :

Th6orbme 3'1"'l- Il exist Z.,'u* €]0, +oo] ter que re syst'me (s,,') adnrct
ttne siolution globale sur [0, ?k"*[r.O. En plus, si flrr"* ( foo, a]ors

_.1y, lin(r,.)ll.",o - clc.
v! r max

Dans ce cas, la solution n'est Pas globale et on dit quela solution explorse
en termps fini Trrru* ou bien qu,elle cesse d'existet..

3.2. Positivit6 et Rd@

Ddfirrition 3.2.1. (Positivit6). Une foncti,on f :
est d,i,te quasi-positiue s,i et seulement s,i, pour tout

ffn)T:r: R.- -+ R-
k:Ir'..rm,on(L

Proprrsition 3.2,r, Lotsque f est quasi-oositive, Ies solutrons du
systdnre (Sr,,) sont non n1gatives terme A, terme.

Preuve. D6signons par (sr,')* le systbme (s,,) or) on a remplaq6 f (u)
par f (u+) avec ?,1* : max(u,0) et u- - min(z,0). comme / est localler
ment lipschitzienne, le terme ,f ("+) I'est aussi. Le thdorbme 8.1.r assure
I'existence et I'unicit6 de la solution du systbme (S^)*. Multiplions la,
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6eme 6quation de ce systbme par ur et intdgrons sur ]0, t[xf,), on obtient

Ir' Ir,;ffa,d,t - Ir' Ird*uia,upd,rdt* [^' [^,;fp(u[)dndt.JO JA

l{otons que

(un), : -(ui)t et Lup : -Aui si u; > 0.

En'ermplagant et en int6graint par parties, on trouve que

r f, -rD, ft f, ft f-t J*@*)"dr - o* 
Jo Jnlo"i12d,rdt 

* J, Jn"i f1,(u+)dndt.

Puisque /a est quasi-positive, on

ui fn(r*) -

Ce qui donne

7 f .-, Jr@r)"dr ) dn

Il vient que z* - 0, D'oir u : u[
s'en suit, par unicit6 de la sollution. q

n6gatives. I

D6finition 3.2.2. (Masse t;otale).

du systdmr (S,,') , d, l',instant t, est Ia

7tr
I l lv"il2 d,rdt.

JO JQ

qui est une solution de (S,-). il
ue toutes ses composantes sont non

a

IO si tr. t- 0
\
|.>o si z(o

:rl
7'Jn

La masse totale des composants

quanti,t6,

-r[(S")] un(t,, n)dr.
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Pour: que la masse totale dr, (S*) ne croit pas,

supposer que
b tout instant l, on d.oit

l"}ur,(t,r)dr* / fr"r(o,r)d,r, 
vt > o.

En fait, on doit chercher une condition n6c6ssaire pour que (") s,oit
r6alis6e. Pour cela, on intbg'e la composante up sur ]0, t[xo pour obte:rir

f f ftf rtr
J rur(t,, 

r)dr- 
J n"r(O, 

r)d,r : 
.1 o J narm1,(.s, 

r)d,ror* 
Io [rr*(s, r)ctrd,s.

Par une int6gration par parl;ies et en tenant compte cles conclitions a'x
bords, on a

[' I d"1,a,u1,(s,r)drd,s: o.
JO Ja

En remplagant et en prenant la somme pour k: rr.. ,ffi, on obtient

f*rnl
I Lur(t,r)d,r _ [ L,,un(,,r)d,r+ [' I \,fn(u(r,r))d,rds.Jsz/1 J"?_r, 'v\-)-/*w' Jo J*r:,

Par cons6quent, en posant n == u(s,k) la condition cherch6e sera

(:*)

rn

Dfo,(') ( o vu e R[.

Ce qui justifie la d6finition su:ivante :

D6finition 8.2.8. (Loi de la balance). On
(f n)T=t: R' -+ R" ud,ri,fi,e la t!,oi, d,e Ia balance

di,t qu'une fonct,ion f ==

Iorsqu'i,I eri,ste des con-
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stantes cn ) 0 telles que

rn
\-
/J

k:L
c6fi,(u) ( 0, Vo e Rf .

On obtient Ie r6sultat suivra,nt :

ProposiLtion 3.2.2. Lctrsque les ceffi,cients de diffusion (d)pt sont

tous 6gaux d, d. et que la fonction f est quasi-positive et v4rifie la loi tle la

balance, alors la solution a.u systdme (S") exjste globalement.

Preuve" Remarquons, torrt d'abords, eu€ les composantes de u sont non

ndgatives puisque / est qua,si- positive. Posons * : fl cteuk En utilisant
i;:1

la loi de la balance et les 6quations de (Sr-), on obtient

Eur

* <dAw, 0<t<T*u*

?*:0, reo{l,t>0,
dr7

w:w0 r€o, t:0,

rlL

or) ws == f "ruo* 
el d" : d7, pour tout k - 1, . .. )m. Ceci nous permet

k:I
d'appliquer le principe du tnaximum, pour obterrir ll*(t,.)ll"",sz ( ll*oll""

pour tout 1 < t < ?rr,r*. Par cons6quent, u(t,r) est uniform6ment bcrn6e

et d.'aprbs le th6orbme 3'1,1 on a fr'"* : oo' t

Une d.ernibre supposition d6rivant de certains modbles physiques est de
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supposer que :

Dans le cas or) Ies cefficients de diffusion sont diff6rents, I'exemple donn6

par .Flollis, Pierre et Smith rrontre que cette supposition en plus de la loi

de ler, balance et la positivitti ne garantissent pas, pour autant, I'existe:nce

globale de la solution du systbme (S,,,).

3.3. Technique de l.ryapunov

La rLotion de quasi-positivit6 a 6tA introduite pour garantir que les so-

lutions, dont les valeurs initiales sont dans Rl., restent dans R]. Cleci

justifie I'id6e plus concise der Ia notion de r6gion invariante. En fait, on

cherche un sous-ensemble 1 de iR.! tetle que toutes les solutions restrant

dans 1.

D6finition 3.3.1. 0.IJn pa,rtie I c IRI est dtte r6,gion inuariante pour

le systdme (Srrr) si, et seulement si u(t,n) e I pour tout t € [0, T,,.u*11. et

r € fl kt'rsq'ue uo e C([0, T^u*1xO, f).

D6finition 3.3.2. (Fonctionnelle de Lyapounov). Soi,tT une r6,gictn

'inuariante pour le systd,me (S,.) . Une fonct'ion L : I -+ [0, xl est u:,ne

fonction de Lyapunou s'i

1) L est une fonct'ion conuere qui, admet une rac'ine un'ique.

lf (r)l soit born6e polynomiallement.
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2) L peut s'dcrire sor"rs ta forme

L(u) : D 4(u),
i

t,i e C2(I) et V.L(u)./(z) ( o Vz € I.

Proposition 3'3'2' Lorsque les ceffi.cients de diffusion sont tous 6gamx
et que ]e systdme (s-) admet une r6gion invarianter et une fonctionne>lle
de L;yapunov L, alors ra soruttion du systdme (srr) existe globarement,

Preuve. soient L une forrction de Lyapunov et r0 une racine de L.
Notons que l'o' @) 2 0 pour tout r € r et vl(r) I 0 si r t' no. supposons
que les cmfficients de diflusion sont tous 6gaux d d > 0, i.e D _ d.I,*,
alors

DA,u + f (") : d.Au + f (,u).

De plus, on a

dL(u)

0u
at

.0u
- Y ul,lu). *

et

L,L(u) - V,.V,L(u)rl *u, : L,L(u)lV *ul, * V,L(u).L*u.

Il vient que

dL(u) \ _ 0u
-,i. - d. A" L ( u) : y 

"L 
(u) :;; _ d.V,L (,u). A 

" 
u _ d. A,L (u) .l L,ul,

Donc

dL(u\
if < d,A"L(") +y"L(u).f (").

a!,t

( !'L(z) f @)l
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0, et eulors

( ry,q ( d.A'L(z)
)at
I atrrl - vr (d.* _ o.I k--u"1 d,rt

le principe du maximum, que L(u) est born6e. l

Ainsi V 
"L(u) 

.f (")

Ce qui donne, d'rp

r

,.7

'l
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Existence Grorbare de sorutions d,unsystbme d* R6action-oiffusion

consid6rons, maintenant, le systbme de r6action-diffusion d deux conr_
posan.bes :

0u
0t - dlAu

0u

At - d2A,u

0u 0u
or1 ort

u(0,r) : lto

: g(u,r)

: J'(u, r)

:0

et u(0, r) : ?)o

dans ]0, +oo[xe

dans ]0, +oo[*e

dans ]0, +oo[xdS-l

dans 0.

(Sr,)

Les donn6es initiales sont conti:rues et se trouvent dans la r6gion invariante

et Vus e l,r(O)).
(E: { (uo,uo) e R.i :

t

La r6action l' est une fonction sur R| non n6gative, non lin6aire et con_
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tinument diffe

I
I

rentiab

/(0, r)

lim
s-+*oo

v6rifie

1- f (r,s

qul

0 vs)o

(a* yr20
(4.L)

(4.i2)

ou

a* == 8dtd2
nlluoll;@:afr

4,1, Existence Local,@

L'espace g(R) est un espace de,Ba1u.h muni cre ra norme llrll"" : ,up ru(*)r.
La norme d6finie par c€Q

II(u, r) l lr - ll"ll* + llrll*
fait de f : 8(O) x e(O) un espace produit de Banach. posons w(t) =.(u(t),u(t)). On peut convertir. le systbme (Sr) en un systdme abstrait;
de premier degr6, sur f, cle la forme

t *t*(r)l - rrw(t)+ F[w(r)], , > o
I( *(0) : *o : (uo,us) € X

avec (**)

F[u'(r)] == (_f (u,u), f (u,,u))
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i'e F est une fbnction rocailement ripschitzienne sur f. L,op6rateur

H : D(L) x D(A) _+ ff
est d6finie par la matrice

(arx o \
\ o d'l)

oir

D(A) : {u€ e(O) : a,ue e(O) et * : o}.I 
t sv\usl 

on )
si d > 0, I'op6rateur dA enge'd.re un semi-groupe analytique d,op6rateu::s
cornpa,cts su'i'espace €(o). sri ^gr(t) et sz(t) sont res semi-groupes s,nar;r_
tiques engendr6s, respectivem,ent, par d,1a, et d,2a,,sur l,espace €(o), alo's
I'op6ra'teur H engendre un senni-groupe anarytique d,op6rateurs compacts
sur l'espace X. donn6 par

,s(r) == (t'!) ^0.\\ o sr(D)'
L'existtlnce d'une solution loca,le du systbme abstrait (**) dans un inter-
valle maximal [0,4naxI avec cles conditions initiales est une cons6quencer
de certains ar.guments stanclarrls (Voir cJ. pazy A. t43]).

4.2. Existence globale

Reppelons que ia bornitude de: la premibre composante z de la solution
est garantie par le principe du maximum dont l,une des versions est :

Th6orbme 4-2.L (principe du maximum). si Ia premidre composante



S4.2. Existence globale rle Ia solution en temps 35

u v6rifie

alors

-drAz(0
0u

6 <0

(tu

1''l

dans ]0, flr.*[xe

dans ]0, ?h.*f xdCI

u(n,t):( ma;< uo(r): llzoll"..

La m6thode utilis6e, dans ce tndnroire, est bas6e sur une technique f.aisa't
appei a' la fbnctionnete de Ly'apunov dont ia d6finition g6n6rale est :

D6fin:ition 4.2.1. (Fonctionrnelre de Lyapunov). (Jne fonctionnere
de Lyapunov L po,ur le systdme d,e r,6action_di,fJrus,ion (Srr) , est une
fonct'ion cont'inil,ment d,iffdrenti,abre non n6,gati,ue L: R+ _+ R+ d,efi,ni,,e
par L(t) _ L(u(t,*)) teile que

0L,,,, _ 0Llu1(t, *),.,.
0t r*t - -------0'

, u*(t, *)l
<0

pour toute soluti,on u(t, *) : lut(t, *), . . . , u*(t, *)l d,u systd,me (S*).
Le r6suttat principal, de ce cha,pitre, est :

Th6orbme 4'2'2 ,supposons que (u(t,x) , u(t,x)) est une solution du
systdme (Sr), alors

est une tonctionelle dlcroissanr;e sut, r,intetvarle [0,?*[ si /es constantes
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0,12 0 sont choisies telles que

Ltvt <, .. , 4d''d''-

ldt - d,rP of M est tel que lLroll"" < M. (4.')

Preuve' En ddrivant la fonctionelle L par rapport d, c et en utilisant les
6quat;ions du systbme (S2), on obtient

dL f a /.
E : Jnil ltM - u(t,n)l-t 

"[7'u(t'"tl) an : r * J,

oi
f, : 

Jnwil(M - u)-"y-r"0u 6,l- \dz(M _ u)-t"E,6uld,r

t : 
/nUi(M - u)-i -- i(M - u)-t-rl.f .ep,d,r.

Pour calculer -r, on utilise la lb.rmule de Green pour obtenir

I - - [ gltzu,vu)(M -u)-t-zeg,d,rJa v\

ou

Q (Y u, Vu ) - fi,1 (7 * r7 lv ul2 t- 0 t @ t + dz) (M - u)v uv u * 92 d,2 (M _ u), lv u l, .

on d6duit que e est une forme quadratique en yu and Vu de ra forme

Q(r, y) : rr11fr2 * 2a,pry * azzaz

avec

alt: tdt(t+ 1), &12: h@:&U--g-
2 et a22 : 0, d,r(M _ u)r.

Pour qr-re -I soit n6gative il sufEt que g soit une forme quadratique non
n6gativtl c'est-d-dire que tous Les d6terminants principaux de la matrice
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symritrique

0t@t +
2

7'dr(M - u)'

associ6e h, Q doivent 6tre non n6g;atifs.

Le p'emier d6terminant d'ordre 1 de cette matrice est d,n(l * r)
positif.

Le second est

37

d2)(M - u)

u)

dn?v * 7)

r * dz)(M0t@^r:(

qui est

t^ , g2letI_u)2. 
-'iAQl : 

- 
4-L4dd2 - 7@r - dr)rl

qui est non n6gatif si

'Y {  dtd'z\ 
Gi - dt!'?'

Pour que -/ < 0 il suffit que p(M - u) - r ( 0. D,aprds re principe du
maxirnum, la premibre composante u de la solution v6rifie 0 < u < a4,.
Donc on a P(M - u) -z ( 0 si, b fort iori, pM { 7, Ainsi, on a 6tablit
que f :( 0 er -r < 0 t." # ( 0 si (4.g) est satisfaite.

En fail;, on peut trouver un r6sultat plus pr.6cis, en utilisant, pour. c, eb

b e Ri, i'indgalit6 :

ar2 + brv * caz < -g-gl lf - *1, pour tour r,v € rR.
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Ceci dit, observons que

I : I lalyul2* l,\7u.V u * clvulrl@ - u)-t-z"F,o,

oil I'on a pos6

a--dt1(z+t;, b:-7t,ki: ad,z)(tul -u) et "__rrdr(M _u)2.
Pour ces valeurs, l,in6galit6 pr6c6dente s,6crit

r(vu,vu) - alvul2*bvu.yu*clyul2 * - 
(b2 -.44c) il}f _, lVzl2]2 L +" ' k )'

Puisqrre j > j/4,1'in6galit 6 (4.8) est v6rifi6e, a, fortiori, si d,1d,2 - j(dt._
dr)2 > 0. Ainsi

(b2 - 4ac), tJd,z _ ild,1 _ 41128a-'ffi-m2)0.
Dans le m6me ordre d'id6es, et puisque 0 < u < M pour tout ud,aprdrs
le'principe du maximum, on obtient :

/r O

\0' - 4ac) .v(d, rl, _ ,(rh _ dr)r)& '--fu:m1 )0.

Ce qui donne

/ < - [^l*rlYul' * mzlvrl'] w - u)-t-z 
"F, 

d,r I 0.ln'
Utilisons I'in6galit6 7 > BM e>t le fait que principe M _ u ( M, pour
obtenir

38

/ ( -(r - BM).M-6+t) [ t@,u).ep, d,r.Ja".
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Posons C

nalernent,

Ce qui termine la preuve.

:(7
on il

- PM)'M-o+r) qni est une consrante non n6gative. Fi-

SI

En fait, nous avons 6tablit que L(l) ( k pour une certaine constante rb.
Par cons6quent

(M - u)-t ett, € L- ([0, ?. [, Lt (CI)).

Comme (M - u)-"Y 2 M-t II vient que

"ou 
e r,-([0, T*[, Lr(CI)) (4.4)

D'aprbs (c/' smoller [ro]), Il est 6vident que la rdgion E est invariantr:
pour ler systbme (sz)' ceci arisure la stabilit6 pour que la solution rest*
non n6gative quelque soit le temps. comme la r6action / est continue sur
Rf et par le principe du maxi:rrum , i.e 0 1 u 1 M, rrs,en suit que pour
tout r €[0,M] on peut choisir a e rR+ pour obtenir , d.,aprbs (4.L),

( a ( a*.
+

s

(1logrim I.s++oo 
L

f(r,s

Alors, il existe 7
r € [0, M]. D'aprbs

€ R+ teile que f (r,r)
I'in6galitd cu { a*, on obtient

n
,a<

4dad2

# . - /rlm1!Y 
ul2 * mzlv ulrl (rur - u) -t-|"gu4r _ C 

f
lnf @,u).eB"dn 4 o.

llroll* (d, - dr)2'

pour tout s
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choosissons p € Nf tet que p > | soitsuffisament proch u ae |ter que

pa<1ffi
Posons 0 ,* ps pour obtenir

0l''rroll"" < r,noto? - .- (d, - d)2'
D'apr:ds (4'2) et comme B -' pa et f (r,r) ( 7eor, nous d6drrisons nrra .

D'aprbs Henry D. (voir "f t6.), on vient de d6montrer le r6sultat suivanl; :

Th6orbme 4'3'1 si / € g""(Rl ) est une fonction continttment diff|ren-
tiable non ndg'ative telle que f (0,s) : 0 poul tout s ) 0 qui satisfait d,la condition (a.l) alors toutes les solutions d.e (Sr) avec ies conditionts
initiales dans Ia t'6gion E, sont globales en temps et uniformtment born6e,s
dans [0, *oo[xf).

40

ddduisons que

La p-norme llf (u, o) llo est uniform6ment estim6e sur Itl rttx r[U,r-[pourp>t.
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Appendices

soient; E et F creux espaces de Banach de dimension querconque. u.n
op6rat;eur T : E -+ .F, i.e T e.L(E, F), est dit lin6aire si

T(au + 0u) - aT(u) + /T(u) a,0 € R et u,u e E.

Un op6rateur ? : E -+ F clit; born6 si ll"ll :: sup{ Il7ull, : llzllp s(
1)' < cn' Il est facile de d6montrer qu'un op6rateur born6 est continue.
L'op6rirteur ? est dit ferrn6 si (ua)6 qui converge vers u dans E et (T(u1))
converge vers u alors T(u) _ 7,.

Th6orbme b.1.1 (Graphe ferm6). si r : E -+ F est un oplrateut:
lin.4aire ferm6 alors T est born6.

Proposition 5'1.1. Tout sous-espa ce vectorieJ de dimension finie X de,
E est un ferm6 de (E,ll ll").
Preuve' Corame X est de dirnension finie, ses fermds bornds sont com-
pacts. Sii (r")r, est une suite de X qui converge dans E, ,l!g frn : ln e E,
elle est bornde dans (8, ll 11") r:t donc dans (8, ll lls). or peut donc ex-
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traire une sous-suite (r",* )*.=N qui converge dans x, /jL trnk : {x e x
et ce poun, toute suite cle ll ayant une limit e (n dans ,8. Donc X r:stferm6. t

r un op'6rateur z : E -+ F est dit compact si et seulement siT(8"(0, 1)) est relativement compact of BB(0, 1) _ {r € E:
Il'lle < 1] , ra boule frerm6e de centre 0 et de rayon 1. ce qui verntdire: pour toute suite born6e (u*)f:, € E,lasuite (T(rn))f:, €rstpr6compacte dans F i.e il existe une sous_suit e (un)p1 telle que

la suite (T(un,))F, converge dans .p.

Notons pat'K(8, -F) l'ensemb,re cles op6rateurs compacts cle Edans ,,. Lerdsultat suivant dit que :

la bouie unit6 fermrSe d'un espace vectoriel norm6 nres.tjamais compact en dimension infinie.
Th6orbme 5'1'2 (RrEZ)' soit E un espace vectoriel norm6. La boul*
unit6e .Bp(0,1) est compact si et seulement si E est d.e dimension finie,
Preuve. La proposition pr6c6dente nous d.onne que 1) :1 !). Dans
I'autre rrens, posons B : Bz(0, 1). La famile (B(r, r/z))d.onne un recou_
vrement fini d'ouverts de -8. comme B est compact, il existe rrt. . . 

, frn e
B tels que B a 

rg 
B(*o,r/2). rcn pose x |espace vectorier engendr6 par

les vecteu's r;. Ir est de cli.me:nsion finie donc c,est un ferm6 de ,8. De
plus

(o*;") _ x * #u
Bcx**uch+;
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1

et par r6currence B C X +' ,nB pour n € N. Autrement dit si r e B

1

on peut trouver nn e X tel. que d(r, rn) : ll" - "*ll < fr' On a donc

d,(r,x) - 0 ce qui entraine r ex et, puisque X est ferm6, r e x. Diens

ce cas .E tout entier est incius d.ans X qui est cle dimension finie' I

Un <rp6rateur iin6aire T : Il -+ IR. est dit forme lin6aire. L'espace ,E*

d.es .formes lin6aires sur E est dit espace dual de E. Pour u e E' et

u* €. E*, on pose 1u*,u )=='t'L*(") g R.. Le symbole

de dualit6 entre E et, -E*. L',espace.E* sera muni de Ia norme

llu- ll :- suP{.: LL* ,'tL ) : ll"ll < t}' I

Thdorbme 5.1.3 (Alternati're de Fbedholm). soient T e K(E),

alors

Ker(Idp - T) est de dimension finie.

Im(Idn - T) est fermd et Im(Ids - T) - Ker(Idu - T*)'t

Ker(IdB - r) : {0} aa 1P(/fl n - T) - E.

1)

2)

3)

h, cette alternative on obtient, pour la solutiorL de

ou bien :

4) Ker(IdB - r) - Ker(Idn - T*).

Comme interpr6tation

I'6qrratiorLu-Tu: f,,

1. Pour tout / on a unr: solution unique c'est l'alternative 3).

2. L'6quatio1 homogbnr: u -Tu:0 admet n solutions inddpendantes

et on peut r6soudre l'6quations qu'avec rz conditions d'orthogoneilit6

sur/ i.. f €ker(Icl;t-?*)''
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soit ? un op6rateur de l'espace rrectoriel norm6 E i,e T e L(E) :

r La rdsolvante de ? est I'ensemble

pg) - {) € R I g - )IdE) est bijection cle .E dans E}.

o Le spectre de ?, no1;6, o(T) est d6finit par

"g) -R\ p(r).

o on dit que .\ est valeur propre de ? si et seuiement si ker(?.-
)IdE) 10. on note qu.e I'ensemble des valeurs propre de ? est, i.e

plus souvent, inclu strir:tement dans 
"(T) sauf pour res op6rateuts

compacts priv6 de 0.

Th6orbme 5.L.4 (shaurJer, point fixe) . si A est un fetm6, born6 et
convexe d'un espace vectoriel norm6 E et T : E _> E est un oplrateur
compaet continu tel que T(A) g A, alot's il existe un point n e. A tul que
T(r) -, y"

soit H un espace de Hilbert rnuni du produit scalaire (, ). L,espac e Hr,
peut-6tre identifi6 canoniquement avec H. plus pr6cis6ment :

Th6orbme 5'1.5 (Repr6sentation de Riez) . Pour tottt u* iI existe unt

uniqueue H telque. -u*,o )'_( tr,u) pourtoutu e H. L,application
'tL* -+ u est un isomorphisme rinlaire de H* dans H.

L'op6rateur adjoint T* d.e l''p6rateur lindaire born6 T : H -+ .EI est
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d6fini par

(Tu,u\: (u,T*r), yu,u € H.

L'opdrateur ? est sym6triq*e si ? : ?* i.e (Tu,u) : (u,Tu),yu,u € )lI.

5.2. Appendice 2 ; lin6garit6s fondamentales

Dans le corps du texte nous faisons appel aux in6galit6s fondamentales <ie

: You.ng, Holder, Poincar6. Nous donnerons ci_joint des rappel succints
de ces notions ainsi que de br:bves d6montrations,

Lemrne 5.2.L. (rn6galit6 de cauchy). soient a et b e iR et r > rJ,

alors

ab( )**|u,
1

ab ( eo2 + j-b2.
4e

et

Preuve. La premibre est v6rifi6e puisque |A_ b), : *o,

ra seconde r6sulte d. ; (Ur; - #)' : ,o, -ab*fu,

- ab*iu, , ,,,

>0. il

( oo tels queLemrne
11
-+--pq

5.2.2. (In6galit6 de young) pour I < p,q

Leta,b>0, ona

ab( {*Y.
pq

Preuve. La foncti on f (r) - exp(r) est convexe i.e f (o* + ba) - af (r) +

I
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Uf (a) pour a,b e lR. Ainsi, I'on a

Lemrne 5,2.8,

tels qre 1* 1 -pq
/r

que llf ll, - ( |\'/u

lf s(")ldr (

Preuve. Par homog6n6itd, supposons que llfllr: llgllq : 1. En utilisanr!
I'in6galit6 de Young, on obtierrt

f . r /t
l-.ltn{"lldr ( | ( )vatr --!b@)1') = 1 . 1

Ju ru \P q'-' " / o 
r n: ll/llollglln' rl

Lemme 5.2.4. (rn6garitd de Minkowski) supposons que r < p < oo
et f , g a=_ Ln (U), alors

ab - exp(in a * tn b) : e*p (! r"ap +1ar)\P q/
: I "*o( 

Inae)+ 1u*p(bn)
Pq

:9o sQ

p* q' r

(In6galit6 de Holder) Supposons que I { p,q < cxc

7' soient f 'et g deux fonctions mesurab/es sur R' telJes

\ I/p

tf @)loa*) 
'' 

ut llslln : ( [ If @)l,ar) ''n 
, u,o,,/\JU/

/,

llf + sllo
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Preuve. En effet'

ll/ + sl\:,: Ir" 
* s\ed'r''= / \f + s\e-'(l/l + lgl)dr

"( [ tr + stp.,)* t(l, l/l'd')*. ([- \Jn '' / [\Jo

: ll/ + gllfl-t (ll/ll, + llgllo)' I

5.3. Appendice 3 : Formules de Green

Scrit Q un ouvert born6 d'e R' ' 
k e {1' 2' ' ' '}'

On dit que Ia frontibre 0l) est Ck sipour tout rs e afl il existe r )' 0 et

une fonction de classe Ck' t 'V: lR't-1 -+ R''' tels que

ft n B(ro ,r): {r e B(rs,r) i nn > V(" )"')*n-t)}'

rnro")*l

S'npposons que 0Q

normall ext6rieure A,

de u par

est 61 et soit p : (t t,. . . , Ltn) Ie vecteur unitaire

A$l. Soit u e CL(O), on'ddfinit la d6riv6e normle

0u
;- t: l.L.vu
op,

lorm@tuss: Soit u e Ct (Q), alors
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@: Soientt u,u e C'(A), alors

1,,o, 
d,r - lr_#ot (i)

Inrr.\7ud,r:- Inua,u* Iunfi"as riii)

f;uo, - uau)d,,: Iun"#- "#ot (:iii)

5.4. Appendice 4 : Eqrmes bilin6aires e ues

Soient E un espace vectoriel et K - IR ou C.

On appelle forme bilindaire sur .E toute application B : E x E -+ K ,qui

v6rifie

o Pour tout y e E, i'application Bo : r + B(*,g) est une forme

lin6aire sur -E;

o Pour tout r € E,l'ap,plication B" :A -+ B(*,y) est une forme une

forme lin6aire sur .U.

Soit 3 : (et) ,e,") est une base de E. Consid6rons r: (rr) , r".) et

(a: @u 'grr) 
deux vecteurs de E, alors

B(*,a) :" (: riei,Lr,",) :,*,8("0, ei)rtai

De sorte que Ia forme bilindraire B est d6termin6e de fagon unique par: la
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En consid6rant r et Y

La frtrme bilin6aire B sur I) est dite sym6trique si, pour tous 6l6ments

fi,a € E, on a B(*,il : B(a,*). on montre qu'une bilin6aire est

syntr5trique si et seulement l;i sa matrice associ6e est sym6trique'

Soit IHI un espace vectoriei norm6 pour la norme ll'llnn'on note lH[* sont

dual topologique et ( . ) lc crochet de dualit6 entre IHI et HI* '

On rlit que la forme bilin6a,ire B : IFil x Ifil + K est born6e s'il existe 'une

constante k>0 telleque

on appelle forme quadral,ique sur .E toute applicatior| Q : E + K telle

qu'i[ existe une forme bilin6aire B v6rifiant Q@) - B(r,r) pour tout r

dans E. Ainsi, avec les notations pr6cedentes, on a

QQ,) - t B("u,ei)riri.
LtJ 

- 
L

matrice

Les formes quadratique sont

de degr6 2 : Elies v6rifient ,

^2Q@).

Ms : (B ("0,e3 )) rgr,ig",)

comnle des colonnes X et Y, alors

r-
I tl(r,a) :tXMtsY. 

It_-

donc les fonctions polynomiales homogi)nes

pour tout r € E et ) e IR', I'6galit6 Q(.\r) -

lB(u, u)l
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Th6orbme 5.4.r si e est une forme quadratique, iI existe une u4iqueforne bilin6aire sym6trique B v,rifiant B(r,r): e@). EIre est d.o4n;,6epar la formule de polarisatio.n

on l'appelle forme bilin,aire sym*trique associ*e a, e.

ttl

B(*,u) : ttq@ + y) _ e@) _ a@)1 .
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