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Introduction Générale 5

Introduction Générale
T R R

Durant les derniéres années, plusieurs auteurs se sont attaqués aux ques-
tions relatives & l’existence globale et le comportement asymptotique de
solutions des systemes d’ordre n des équations aux dérivées partielles de
type parabolique. Ces problémes sont d’un intérét particulier pour les
équations provenant de modeles mathématiques en physique, biologie,
chimie; etc..

n '
. : 0 , ,
Notation : Dans la suite, A = g 52 représente le Laplacien sur R”,
4

€ est un ouvert borné connexe de R"™ dont la ‘rontiere 9 est réguliere,

ou ., . 5 s L. 5 B ou
—— désigne la dérivée normale de u extérieure & 99, on montre que — =

877 677
V.7t ou 7 est le vecteur unitaire de la normale extérieure & 99 et YV =
0 0 . .
4 ey o1 ) désigne le Gradient.
0x1’ Ozo a1

On s’intéresse aux divers aspects d’un systéme de réaction-diffusion & deux
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composantes :

ou

f a—dlAu = g(u,v) dans |0, +oo[x$
ov ;
E_@Av = f(u,v) dans )0, +oo[x§2

< (S2)
) SR S dax
el ans |0, +oo[x 012

Cu(0,2) =up et v(0,z) =vy dans 0.

Nous supposons, en outre, que les données initiales sont continues, non

négatives et sont dans une région définie par

E= {(uo,vo) S ]Ri : Vug et Vyg € LQ(Q)}.

Deux des suppositions fondamentales, développées dans le chapitre 3, as-
sociées au systeme (S2) sont :

1. La préservation de la positivité

2. La conservation de la masse totale.

Ainsi, nous supposons que la condition de la balance est satisfaite ce qui
signifie pour notre systeme : f(u,v)+ g(u,v) = 0. Le terme de la réaction
f sera une fonction sur Ri_ non négative, non linéaire et contintiment

differentiable et vérifie en plus :

£(0.5) =0 Vs >0

lim lln(l + 0 8>>} <o Vr >0

S=¥00 S
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ou

" 8dyds

a nHUOHOO(dl — d3)? .

Les systemes de réaction-diffusion apparaissent comme modéles pour plu-
sieurs phénomeénes variés d’applications, allant des systémes écologiques,

la formation d’échantillons biologiques jusqu’aux réactions chimiques.

Malgré les efforts consentis ces derniéres années, il est surprenant que des
questions concernant l'existence globale des solutions du systéme (S2)

demeurent ouvertes jusqu’a une date récente. Ainsi,

e 5id; =dp : Les solutions non négatives de (S3) existent globallement

en temps. En effet, si nous ajoutons les deux équations du

ow
systéeme (Sz) on obtient 1'équation de la chaleur : Fri

diAw = 0 avec w = u + v et wg = ug + v9. En appliquant
la condition de la balance avec le principe du maximum, il
s'ensuit une L>-estimation de u et v puisque ||w(t)|/0o.q <

||wo|so,0- Alnsi, I'éxistence globale est assurée.

D’autre part, l'existence d’une fonctionnelle convexe de Lya-
punov L assure ’existence globale d’une solution (Voir chapitre

3).
o Si dy # dy : La situation devient un peu plus délicate :

Alikakos : Avec des conditions de bords homogeénes de Neumann,
Alikakos N. D. (Voir cf. [1]) avait établi I'existence globale et la,

L*-bornitude des solutions pour des données initiales positives en
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utilisant les injections de Sobolev lorsque

, + 2
f(u,v) = —uvf et 1</5<n—+—.
n

Masuda : Masuda K. (Voir cf. [11]) a montré que la solution globale
de (S2) existe pour 8 > 1 et converge vers une constante lorsque

t — “+o0.

Harraux et Youkana : Un résultat Analogue a été établi par Haraux

A. et Youkana A. (Voir cf. [7]) lorsque f(u,v) = up(v) sous la
condition a* = 0, ot1 y est une fonction continiiment différentiable
non négative et non polynomiallement bornée mais elle est supposée
croitre exponentiellement. Pierre et Smith ont montré, dans un
exemple célebre, que lorsque la réaction f est polynomiallement
bornée, la condition de la balance et celle de la préservation de la

masse totale ne sont pas suffisantes pour assurer l’existence globale

de la solution.
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Plan du mémoire
e e

Ce mémoire est subsdivisé en 4 chapitres répartis comme suit :

Dauns le chapitre 1 :

On traite quelques exemples de modélisation dans divers domaines d’appli-
cations mathématiques pour montrer toute la técondité et I’apport consé-
quent d’un domaine aussi riche que celui des équations aux dérivées par-

tielles de type parabolique.

Dans le chapitre 2 :

On abordre les définitions indispensables pour résoudre les systémes de

réaction-diffusion.

Dans le chapitre 3 :

Les résultats préliminaires sur les systemes de réaction-diffusion, seront

abordés, décortiqués et analysés.

Dans le chapitre 4 :

On démontre un résultat sur les existences locale et globale d’une solution

du systéme de réaction-diffusion considérée.

Dans les appendices :

On résume les outils de bases indispensables pcur le contenu de ce mmoire.
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Chapitre 1

Modélisation des phénoménes

naturels et
systemes de réaction-diffusion

1.1. Introduction sur la modélisation

La modélisation et I’analyse mathématique des systémes biologiques sont
d’un grand intérét pour mieux comprendre notre environnement ainsi que
son évolution dans le temps. De nombreuses analogies entre les réacteurs
chimiques et certains systémes biologiques ont conduit les chercheurs &
introduire des modeles de type “réaction-diffusion” dans la description de

ceux-cl.

Les équations de réaction-diffusion ont été proposées par A. Turing (1952)
pour la modélisation de phénomenes de morphogenes c’est-a-dire le dévelop-

pement des formes/structures.

Un modele d’intéraction d’éspeces ou de substances chimiques est donné
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par le systeéme d’équations aux dérivées partielles

% =div (d; Vu;) + Q;, lgig m,‘{

ou u;(z,t) représente la densité, resp. la concentration de la, substance 7 :

o La matrice D = diag(dy,ds, -+, dp) est dite de diffusion. Les
termes de réaction @; modélisent I'intéraction des substances (in-
hibition, catalyse). Ils peuvent dépendre de (z,t) et des concentra-

tions u; de fagon non linéaire.

* Les termes div(d; Vu,),i = L.+, m, représentent la diffusion de

la substance & travers le systeme.

En fonction du choix de d; et Q;, les concentrations u; peuvent donner

lieu & des motifs locaux :

On modélise ainsi la pigmentation des coquillages, le pelage des

animaux (zebre, guépard, ... ) et des réactions chimiques cycliques.

1.2. Quelques exemples de modélisation

Dans les modeles, en biologie ou en dynamique des populations, on s’inté-
resse & la concentration d'une substance chimique ou & la densité d’une
population (particules, cellules) et son évolution au cours duy temps. L’'incon-

nue v est fonction de (z,t) € R™ x R,
1. Equations de Fisher (1937) :

Pour u(z,t) : Rx R, — R, cette équation est un modele de dispersion, en
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une dimension spatiale, d’un morphogene favorable dans une population.

Elle s’écrit

Le terme de croissance logistique dépend de la constante de reproduc-
tion linéaire 7, de la capacité de I'environnement C et du coefficient de

dispersion de la, population, k.

2. Equations FitzHugh-Nagumo :

Elles prennent la forme

8u 0%

5t = ogz T /W v

a 821} 6,0&,,6 S R+.
8: 0 7 I i~ G,

Ces équations sont utilisées pour modéliser la transmission d’impulsions
nerveuses le long d’axones ou des réactions chimiques cycliques de Belousov-

Zhabotinsky:.

3. Concentration de morphogeénes :

Posons C' = u(x,y,t) la concentration de morphogenes au point (z,y) en
un temps ¢. L’équation de réaction-diffusion décrivant cette concentration

est
ou
c%

ou a est le taux de diffusion, b le taux de dissipation et AC le Laplacien

= a?Au — bu + R, (z,9,t) € [0,1)? x RT

dans R?. La fonction R est la fonction de réaction de la concentration C.
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Ainsi, notre modele intégre, trois processus (les trois termes 3 droite) :

e La diffusion décrit le transfert des morphogeénes des points

de forte concentration vers des points de faible concentration.

» La dissipation concerne la décomposition des morphogenes
causant des concentrations, en I’absence d’autres influences,

qui s’effritent exponentiellement vers 0.
e La réaction décrit le taux de production des morphogénes.

En pratique : Posons A le pas d’une discrétisation uniforme du carré

0,1]*. Notons par Cj; ; la valeur de la concentration au point (7,7). Le
7.7

Laplacien de C; ; s’écrit

a1 g g 5 4 C; s e 1 = .
A"I;,j = AC'I,7 ~ 7’+1’J + lyJ 7]23‘1 + )J 1 +1,] )

En fait A; ; est décrit comme la convolution des valeurs de la concentra-

tion sur les sommets du carré discrétisé de cOté h par la matrice

0 1 0)
Eeae |1 —2 1
2
Plo o1 o

En multipliant le Laplacien par a2 et en tenant compte du terme —bC; ,,

on obtient la matrice symétrique

<
Il
|
S
I\
l
=~
E
o
S
S
O .o
[
o
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Ainsi, on a la forme matricielle de I'équation décrivant la concentration :

oC
ot

ou * dénote la convolution discréte.

=MxC+ R,
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LChapitre 2 I

Résultats préliminaires Sur Les

Systemes de Réaction-Diffusion

2.1. Espaces de Sobolev et inégalités

Soit p un entier naturel tel que 1 < p < oo et  un domaine borné
de R™. L’ensemble L?(2,R"™) désigne 'espace de Banach des fonctions

measurables (au sens de Lebesgue) sur Q a valeurs dans R™, muni de la

norme

n 1/29
[ fllp.2 = <;/ﬂ’fi(l‘) dﬁv) V1<p<oo.

Pour p = 00, on pose L>°(§2, R™) ’espace de Banach des fonctions mesura-

bles f: Q — R™ telles que

n
[flloo,2 = Zinf{k .| fi(z)| < k, pour presque tout z € Q} < 0.

=1

Toutes les dérivées considérées seront au sens des distributions.
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Posons
D™ = 92952 ... gom

. o,
ol &; = 5., avec a = (ar, 0y, - -

Z;

n-

Pourp>1letk> 0, posons

WEQ) = {f: Q2 > R: D*f existe pour tout a, tel que |a| < k)

Wy (Q) ={feW*Q): D*f ¢ L?(2) pour tout c, tel que |a < k).

L’espace W}(Q) sera muni de la norme

/ 1/p
1£1155 = /QZ]D“fV’aZx) .

\ T la<k

Pour p = 2, On note

| H(Q) = WH©), k=o0,1,

C’est un espace de Hilbert. Notons que, l'on a

LHO(Q) — 12(Q).

Une suite (Un) e € WE(Q) converge vers u e WEF(Q), si
lim ||u, — ullwr(q) = 0.
n— oo P

On écrit, dans ce cas, u,, — u € WE(Q).
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Théoréme 2.1.1 (La Trace dans WLP(Q)). II existe T wWhr(Q) —
L?(09) telle que :
Tw = w,, pour ue WLP(Q)n C(Q)
1Tullp,e < Kjullprsq
pour tout u € WhP(Q), ou la constante K dépend seulement de D et Q.
On dit que Tu est la trace de Bis

Théoréme 2.1.2 (La 0-Trace dans wtr(Q)). Supposons que u €
WLP(Q). Alors

E g Wol’p(Q) si et seulement si Tu = () sur 8Q.ﬁl

¢ Exemple 2.1.1. Soit B(0, 1), la boule unité ouverte de R"”, et
u(z) = lz|™%, zeQ, z %0,

L’on se demande alors, si u € Wpl(Q) ? Pour cela, notons que u est

différentiable en dehors de 0, et que

du —az; o
E)—;;—(x) = W et lDU,( ) = m(m, avec x # 0

Soit ¢ € C(9). Fixons & > 0. Alors, d’aprés la formule de Green,

/ 890 = ——/ —_— d33+/ upv'ds,
Q\B(0,¢) B:rz Q\B(0,¢) aﬂfz OB(0,¢)

)

ouv = (v', -+ ™) est le vecteur normal intérieure sur OB(0,¢). Sia+1 <
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n, [Du(z)| € L1(Q). Dans ce cas

/ upv*dS| < ||l / 48 & e 4,

J OB(0,¢) JOB(0,¢)
Ainsi,

0 0
/u-"oda::—- ugoda:
o Oz a 0z
pour tout ¢ € C°(2), si 0 < o < n — 1. De plus |Du(z)| = ]’]LI-H
x (64

LP(92) si et seulement si (o + 1)p > n. Par conséquent, u € WLHP(Q) i et
n —

seulement si o < — £ Fp particulier, u ¢ WHP(Q) pour tout p > n. M

On note par WEo(Q) la fermeture de Ce°(R2) dans WF(Q). Suivant

le théoréme de la O-trace, on interprete l’espace Wﬁo(ﬂ) comme étant

I'ensemble des fonctions u € WE(Q) vérifiant :

D%u =0 pour tout |a| < k — 1.

2.2. Semi-groupes continus

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme z -
|z]x. On désigne par L(X) I'espace vectoriel des applications linéaires
continues de X dans lui-méme; L(X) est un espace de Banach pour la

norme T' — ||T’|| définie par

ITI = swp |Tallx = sup IZ2lx.
]| x =1 20 [zllx
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Soit {T'(t)};>0 une famille & un parametre d’opérateurs linéaires bornés

de X dans lui-méme.

Définition 2.2.1. (Semi-groupes continus). La famille {T(t)},>q est

dite semi-groupe sur X si -
® T(ts) = T(t) + T(s) pour tous t,s € Rt
L T(O) = IdE

On dit que le semi-groupe {T'(t)}+0 est fortement continu ou semj-

groupe de classe C" si et seulement sj

Jim IT(0)f - Fllx =0,9f € X.

Proposition 2.2.1. Soit {T'(t)}+>0 un semi-groupe de classe @° sur X,

alors

a) t — ||T(t)|| est bornée sur tout intervalle compact [0, o).
b) Pour tout x € X, la fonction ¢ —s T(t)x est continue sur R™.

c) Il existe des constantes réelles w et M telles que

IT()|| < Me*t, teRT,

On dit que le semi-groupe {T'(t)}1>0 est de contraction si : 1T <1
pour tout t € R,
On appelle générateur d'un semi-groupe {T'(¢) };>0, ’application linéaire

A D(A) — X tel que pour tout f € X, la fonction ¢t — T(t)f soit
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dérivable pour tout ¢ =20:

h—0+ h

D(A) = {f €X:Af = lim T -1 existe dans X}

L’ensemble D(A) vérifie les propriétés suivantes, t € RY. -
* D(A) est un s-espace vectoriel de & Si FEDA), TH)fe D(A).

d
o AT()f = T(1)Af. o SIT(Wf = AT(1) .
® D(A) est dense dans X. » L'opérateur A est fermé.

Soit A € p(A), la résolvante de Popérateur A (Voir appendice). On définie

un opérateur Ry : X — X par

| Baf = (AT - A1 |

Suivant le théoréme du graphe fermé R, : X — D(A) C X est un

opérateur linéaire borné qui commutent avec A :
AR\ f = R\Af i feD(A).

De plus, on montre que si A > 0 alors A € p(A) et pour tout fex,

Ryf = /Oooe‘”T(t)fdt, o HRAH<§.

Ainsi, l'opérateur R, est la transformée de Laplace du {T(%) }i>o.

¢ Exemple 2.2.1. La solution de I'équation

—Au+ sy = §, $>0, dans
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est la résolvante Ry (v) ol v est la solution de I'équation de la chaleur

—g—: —Av =0 dans Qx]0, o0]
W ==F dans 2 x {t = 0}. [

Théoréme 2.2.1 (Hille-Yosida). Soit A un opérateur linéaire fermé

sur X (pas nécessairement borné). Alors, A est un générateur d’un semi-
; . . 1
groupe de contraction si et seulement si : ]0,00[C p(A4) et ||Ry|| < Y pour

A>0.

Le choix de l'espace X dépend du type des résultats cherchés, ou des
propriétés de régularité des données initiales. Ainsi, si la réaction et les
données initiales sont continues le choix naturel de X sera X = C(Q). Si
la réaction est dans LP([0, oo, ) et les données initiales sont dans LP(Q),

le choix sera porté sur X = L?(Q).

¢ Exemple 2.2.3. [Semi-groupe de la chaleur]. Posons X = L?(R™),
I € p < o0, et définissons un opérateur sur X par la formule de Gauss-

Weierstrass

(T()f)(z) = W /R e fly)dy =+ £(2), ohz Rt 0

et

py = (dmt) "™ 2e 1ol /4t o / Ll jdm =1,

n

On pose (T(0)) f(z) = 0. La famille (T'(2))¢>0 est un C%-semi-groupe sur
X. En effet, puisque p; € S(R™)IU, Iintégrale existe pour f € X. De

I L'espace de Schwartz des fonctions [ R™ — R telles que |z|*| D# f (z)]
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plus, d’apres I'inégalité de Y: oung, on a

IZ@ Nl < Nesella-Nl £l = )£,

DOnC

T(f)eX et IT]l, <1 pour tout t > 0.

Remarquons que S(R™) est invariant sous T'(t) et qu’il est dense dans

LP(R"™) car il contient Cs°(R™)PI. Drautre part, on a

Flue * f) = 202 F (1) F(f)

ou f € §(R™). Alors F (f) € 8(R™). En d’autres termes, la Transformée
de Fourier applique (Tt s (R.n))t>0 dans un semi-groupe multiplicatif sur
8(R™) qui est continu pour la topologie usuelle de 8(R™). Le générateur

(dérivée & droite en 0) de ce semi-groupe est 'opérateur de multiplication
SF(f) (@) = ~[zPF(f)(z), Vf e SR™M.

En appliquant 51 et en observant que la topologie de S8(R™) est plus fine
que celle induite par LP(R™), on peut déduire alors que (T°(¢))¢>0 est un
Co-semi—groupe sur X dont le générateur coincide avec le Laplacien A,
Comme p; et toutes ses dérivées sont dans C*R")NLP(R™), 1 < p < 00
i s’en suit que le fonction u(t, z) = (T(t)f)(z) est dans C> (]0, co[xR™),

tend vers 0 lorsque |z| tend vers 4+oo pour tous multi-indices o, 3.

& 17 eupace des fonctions indéfinimément différentiables 3 supports
compact f: — R.
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. : : 0
puiqu’'on peut dériver sous le signe intégrale. Comme —;Tf = Ay, ce

semi-groupe résoud ’equation de la chaleur sur |0, co[xR"™, & savoir
5 ) bl

0
au(xﬂ t) = Au(z,t)

u(z,0) = fo(@). ]
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l Chapitre 3
L (]

Sur les systémes des équations
aux dérivées partielles de type

Réaction-Diffusion

3.1. Introduction et définitions

On appelle systéme de réaction-diffusion une équation aux dérivées

partielles parabolique semi-linéaire de la forme

( %—?(55, t) = DAu(z,t) +f(u(z,t)), z€Q, t>0
0
4 %%:O, k=1,---'m T € 00Q,t >0, (Sm)
(- ug(0,.) = ug, b= ],
ou D = diag(di,ds, -+ ,d,,) est la matrice de diffusion, diagonale et

définie positive. La solution, si elle existe, est une fonction
u(z,t) = (ur(z,t), -, um(z,1)) : Q x R,y — R™,

Le terme de réaction f : R™ — R™ est une application localement

lipschitzienne.
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Le systetme (S;,) est posé sur un domaine borné O C R"™, auquel on

adjoint des conditions aux bords, les conditions homogénes de Neumann

ou
i 72— = 0 sur 9. La donnée initiale up = (1 v est continue et non
0 Ok k=1

on
négative sur Q. Ces conditions assurent le résultat, trés connu (Voir cf.
[12] et [29]), suivant :
Théoréme 3.1.1 I exist Tyyay €]0, +o00] tel que le systéme (Sm) admet

une solution globale sur [0, Tmax[xQ. En plus, si Tinax < 400, alors

lim |[|u(t,.)]|eo,n = 0.
teTn_iax

Dans ce cas, la solution n’est pas globale et on dit que la solution explose

en temps fini T},,x ou bien qu’elle cesse d’exister.
max

3.2. Positivité et Région invariante

Définition 3.2.1. (Positivité). Une fonction f = (fe)i, : R™ 5 R™

est dite quasi-positive si et seulement st, pour tout k =1,---,m, on a
fx(v) >0 st vy =0 pour tout v = (vy, -, v, - ,Um) € R
Proposition 3.2.1. Lorsque f est quasi-positive, les solutions du

systéeme (Sm) sont non négatives terme & terme.

Preuve. Désignons par (Sp,)" le systéme (Sm) ol on a remplagé f(u)
par f(u™) avec uT = max(u,0) et u~ = min(u,0). Comme f est localle-
ment lipschitzienne, le terme f(ut) l’est aussi. Le théoréme 3.1.1 assure

'existence et I'unicité de la solution du systéme (Sm)™. Multiplions la



26 Existence globale de solutions des systémes R-D

k®™ME ¢quation de ce systéme par u,, et intégrons sur ]0,¢[x, on obtient

9
/uk ﬂdmdt / /dkuk Aukd:z:dt+/ /uk fe(u)dadt.

Notons que
(ur)e = —(ug ): et Auy = —Au, s oup > 0.

En remplagant et en intégrant par parties, on trouve que

1 [ ‘ 2 :
2 Jq 0 Jo 0 Jo

Puisque f) est quasi-positive, on a
0 si u>0
ug fio(u™) =

=20 si u<g0

Ce qui donne

i _ & .
__2./(uk)2dx>dk/ /]Vuk 1’ dzdt.
Q 0 JQ

Il vient que upy = 0. Dot u = uy qui est une solution de (Sm).
s’en suit, par unicité de la solution, que toutes ses composantes sont non
négatives. [ |

Définition 3.2.2. (Masse totale). La masse totale des composants

du systeéme (Sm), & Uinstant t, est la quantité

mr[(Sm)] = ]; /Q w5, z)dir:
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Pour que la masse totale de (Sm) ne croit pas, & tout instant ¢, on doit

supposer que

/Zuk (t,z)dz < /Zuk(o,mdx, V¢ > 0. (*)
Q Q k=1

k=1

En fait, on doit chercher une condition nécéssaire pour que (*) soit

réalisée. Pour cela, on integre la composante u;, sur 10, ¢[x 2 pour obtenir

t t '
/uk(t,x)dx—/ uk(O,x)d:c:/ /d’kAuk(s,a:)dxds—{—/ /fk(s,a:)da:ds.
Q Q Jo Ja 0 /o

Par une intégration par parties et en tenant compte des conditions aux

bords, on a
t
/ / drAuy (s, z)dzds =
0 JQ
En remplacant et en prenant la somme pour k =1,---,m, on obtient
/YLthxdx—/ZukOx £+//ka u(s, z))dzds.
Q Q
k=1 k=1

Par conséquent, en posant v == u(s, k) la condition cherchée sera,
m
D> Al <0 Wwe R™.
=d

Ce qui justifie la définition suivante :

Définition 3.2.3. (Loi de la balance). On dit qu’une fonction f =

(fr)ies : R™ = R™ vérifie la loi de la balance lorsqu’il existe des con-
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stantes c, > 0 telles que

m

S enfu(v) €0, Yo eRYT.

k=1

On obtient le résultat suivant :

Proposition 3.2.2.  Lorsque les ceefficients de diffusion (d;)iZ, sont

tous égaux a d et que la fonction f est quasi-positive et vérifie la loi de la

balance, alors la solution du systéme (Sm) existe globalement.

Preuve. Remarquons, tout d’abords, que les composantes de u sont non
m

négatives puisque f est quasi- positive. Posons w = > cxug. En utilisant

k=1

la loi de la balance et les équations de (Sm), on obtient

(%—tédﬁxw, 0t < T
ﬁ%—‘;’:O, z € 80,t > 0,
(| W = Wy ze, t=0,
m
ol wog = Y. Crlo, €t d = dj pour tout k =1,---,m. Ceci nous permet

k=1
d’appliquer le principe du maximum, pour obtenir |[w(t, Moo,z < [|Wolloo

pour tout 1 < ¢t < Trax. Par conséquent, u(t, z) est uniformément bornée

et d’apres le théoréeme 3.1.1 on a o |

Une derniere supposition dérivant de certains modzles physiques est de
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supposer que :

| f(v)| soit bornée polynomiallement.

Dans le cas ol les ccefficients de diffusion sont différents, I’exemple donné
par Hollis, Pierre et Smith montre que cette supposition en plus de la loi
de la balance et la positivité ne garantissent pas, pour autant, existence

globale de la solution du systéme (Sy,).

3.3. Technique de Lvapunov

La notion de quasi-positivité a été introduite pour garantir que les so-
lutions, dont les valeurs initiales sont dans Ri, restent dans Ri. Ceci
justifie I'idée plus concise de la notion de région invariante. En fait, on
cherche un sous-ensemble I de R/ telle que toutes les solutions restent

dans I.

Définition 3.3.1. ().Un partie I C R} est dite région invariante pour
le systéeme (Sm) si et seulement si u(t,z) € I pour tout t € [0, Thax| €t
z € Q2 lorsque uy € C([0, Trmax[x2, I).

Définition 3.3.2. (Fonctionnelle de Lyapounov). Soit I une région
invariante pour le systéme (Sm). Une fonction L : 1 — [0,00] est une

fonction de Lyapunov si

1) L est une fonction conveze qui admet une racine unique.
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2) L peut s’écrire sous la forme

Eu) = > i(u), b€ CX(I) et Vub(u).f(u) <0 Yuel,

Proposition 3.3.2. Lorsque les coefficients de diffusion sont tous égaux
et que le systéme (Sy,) admet une région invariante I et une fonctionnelle

de Lyapunov L, alors la solution du systeme (S, ) existe globalement,

Preuve. Soient L une fonction de Lyapunov et zy une racine de L.
Notons que Z; (z) > 0 pour tout z € I et VL(z) # 0si & # x,. Supposons
que les ceefficients de diffusion sont tous égaux & d > 0, i.e D = d.l,,,

alors

% =DAu+ f(u) = d.Au+ f(u).

De plus, on a

et
AzL(u) = Vo Vo L(u) Vau = AL (w)|Vul? + V.E(u).Au.

Il vient que

de(t“) —d.AL(u) = vuL(u>.-‘Z—?—d.vuL(u)-Azwd.AuL(u)-leuF < VL(u)-f(u)-l
Donc
dL(u)

S d.AzL(u) + Vi L(u). f(u).

dt
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Ainsi V,L(u).f(u) < 0, et alors
dbL(u)
—— < d.AL
7 S d-AgL(y)
OL(u) ou
—— =VL — = 0.
dn (v) dn
Ce qui donne, d’apres le principe du maximum, que L(u) est bornée. M



32 Existence globale de solutions des systémes R-D

Chapitre 4

Existence Globale de solutions d’un
Systéme de R.éaction-Diffusion

Considérons, maintenant, le systéme de réaction-diffusion 3 deux com-

posantes

- Ou ,

[ 5 " dijAy = 9(u,v) dans |0, +00[x )
AL do A "(u, v) dans ]0, +oco[x
a1 U = U, > y .

J ot : (Sz2)
i -, 2 = 0 dans ]0, +o00[x 90
on  9n

Cu(0,2) =uy et v(0,z) =vy dans Q.

Les données initiales sont continues et se trouvent dans la, région invariante

E = {(uo,vo) € ]R‘.i : Vug et Vo € Lz(ﬂ)}.

La réaction f est une fonction sur Rf_ non négative, non linéaire et con-
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tiniment differentiable qui vérifie

f(0,5) =0 Vs >0
(4.1)
lim [ln(l + F(r, SDJ < a* Vr >0
S—+00 S
ou
o 814, (4.2)

" nlluolloo(ds — d3)2°

4.1. Existence Locale des solutions

L’espace C(Q2) est un espace de Banach muni de la norme [u]loo = sup [u()].
zeQ

La norme définie par
1092 = [l |oo + [[0]]oo

fait de X = @(Q) x C() un espace produit de Banach. Posons w(t) =
(w(#),v(t)). On peut convertir e systeme (Sz) en un systéme abstrait

de premier degré, sur X, de la forme

%[W(t)_] = Hw(t)+ Flw(t)],  ts0

w(0) = wo = (ug,v0) € X
(**)
avec

Flw(t)] = (= f(u,v), f(u,v))
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i.e F est une fonction locallement lipschitzienne sur X. L'opérateur
H:D(A) x D(A) - x

est définie par la matrice

di A 0
0 dyA
ou

D(A) = {u €C): Aue C(Q) et Ou = O}.

Sid > 0, 'opérateur dA engendre un semi-groupe analytique d’opérateurs
compacts sur l'espace C(Q). Si S, (t) et Sa(t) sont les semi-groupes analy-
tiques engendrés, respectivement, par d; A et d2 A, sur I'espace (‘?(ﬁ), alors
I'opérateur H engendre un serni-groupe analytique d’opérateurs compacts

sur I'espace ¥ donné par

L’existence d’une solution locsle du systeme abstrait (**) dans un inter-
valle maximal [0, Tmax| avec des conditions initiales est une conséquence

de certains arguments standards (Voir ¢f. Pazy A. [43]).

4.2. Existence globale de la solution en temps

Reppelons que la bornitude de g premiere composante u de la solution

est garantie par le principe du maximum dont I'une des versions est :

Théoréme 4.2.1 (Principe du maximum). Sila premiére composante
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——————© &0Dbale de la solu

u Vvérifie
Ou
i diAu<0 dans |0, L | 5550
ou
— <0 dans ]0, Trinax[ %09
on
alors

Lu(x,w < max uo(z) = HuoHoo]

La méthode utilisée, dans ce ménioire, est basée sur une technique faisant

appel & la fonctionnelle de Lyapunov dont la définition générale est -

Définition 4.2.1. (Fonctionnelle de Lyapunov). Une fonctionnelle
de Lyapuncv £ pour le systéme de réaction-diffusion (Sm), est une
Jonction contindment différentiable non négative L : Rt 5 R+ definie

par E(t) = L(u(t,*)) telle que

0L OLlui(t,%),- -, u,, (¢, %)]
b <
gz (W ot 0
pour toute solution u(t, *) = [u, (&%), um (2, )| du systeme (Sim).

Le résultat principal, de ce chapitre, est

Théoréme 4.2.2 Supposons que (u(t, *) , v(t,*)) est une solution du

systéme (Sz), alors

t— L(t) = / [M = u(t, 2)] 7 eB-(t:2) gy
Q

est une fonctionelle décroissante sur I'intervalle [0, T*[ si les constantes
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8,7 = 0 sont choisies telles que
4dy.d;
— dy)?

BM < v < ou M est tel que [luolloo < M. (4.3)

Preuve. En dérivant la fonctionelle I, bar rapport & ¢ et en utilisant leg

équations du systeme (S2), on obtient

I, 9
L7 ) BN, _
- /Q = (1M = u(t, ) Vo =1+

ou

I= /g2 [vd1 (M — u)=7~1eBv Ay, o+ Bda(M — u)~7eP¥ Av)dz
= /Q[,B(M =) (M = u)TY 7 f.eBY
Pour calculer 7, on utilise Ia, formule de Green pour obtenir
I=— /Q Q(Vu, Vu)(M — )7 2e8v gy
ou
Q(Vu, Vv) = vd, (’y+1)[Vu[2+5’7(d1+dg)(M~u)Vqu+52dg(M——u)ZIVvlz.
On déduit que Q est une forme quadratique en Vu and Vv de la forme

&2, y) = ano® 2a12xy + a22y2

Ve

By(dy + do)(M — )
2

a1; = 7031(7 .y 1)7 a1z = et Gop = 52d2(M—u)2.

Pour que I soit négative il suffit que @ soit une forme quadratique non

négative c’est-a-dire que tous les déterminants principaux de la matrice
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symétrique
di + dg)(M —
diy(y+1) i 22)( )
Ap =
ﬂ’}/(dl +d2)(M—U) Bde(M_'UJ)2

9
hnd
associée & @ doivent étre non négatifs.

Le premier déterminant d’ordre 1 de cette matrice est diy(y + 1) qui est

positif.

Le second est

2 _ 2
gl =B Wﬁ D l4dydy — ~(dy — d2)?]

qui est non négatif si

__ 4did

Pour que J < 0 il suffit que B(M —u) —~ <0. D’apres le principe du

maximum, la premiere composante v de la solution vérifie 0 < u < M.

Donc on a S(M —u) —~ <0 si, a fortiori, BM < 7. Ainsi, on a établit
dL e

que I £0et J<O0i.e I < 0 si (4.3) est satisfaite.

En fait, on peut trouver un 1ésultat plus précis, en utilisant, pour a et

b € RZ, I'inégalité :

az? + bry + cy? < —

(b2 — 4ac) z? P
4c  4a

5 + ——} , pour tout z,y € R.
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Ceci dit, observons que
I = / [alVu? + 0V Vo + | Vo[ (M — u)=7=2e8v g,
Q
ou l'on a posé

a=—diy(y+1), b= —Bv(d: +do) (M — u) et c= —B2d2(M —u)?.

Pour ces valeurs, 'inégalité précédente s’écrit

Vo | [Vup I

2

2 —_—
T(Vu, Vo) = a| Vul? +-5Vu. Vo4 | vy 2  — &° = 4ac) [ ’ :
a &

Puisque v > /4, I'inégalité (4.3) est verifiée, & fortiori, si d;dy, — ~v(d; —
d2)? > 0. Ainsi

(62 = 4@0) > dldz — ’}/(dl - d2)2

= 0.
8a 2dy (v +1) me >

Dans le méme ordre d’idées, et puisque 0 < u < M pour tout u d’apres

le principe du maximum, on obtient :

(b* — 4ac) o Y(didy — y(d; — dy)?)

_ 0.
Sc 24y 3202 . &

Ce qui donne
I'g —/ [m1|Vul? + ma| Vo] (M — u)~72¢8%gy < 0.
Q

Utilisons I'inégalité v > BM et le fait que principe M — u < M, pour

obtenir

J < —(y = BM).M~O+D) / f(u,v).eP?dx.
JQ
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Posons C' = (y — B\ ) M=+ qui est une constante non négative. Fi-

nalement, on a

OL
E < - /[mﬂVu]Q + mQIVv]2] (M — )™ 1ebvg, _ C/ flu,v).ePldz < 01
Ja Q

Ce qui termine la preuve. [ |

4.3. Discussion et résultats

En fait, nous avons établit que L(t) < k pour une certaine constante k.

Par conséquent
(M —u)™7ePv ¢ L=([0, 7], L*()).

Comme (M — )™ > M~7 11 vient que

e’ e L*®([0, 7%, L'()). (4.4)
D’aprés (cf. Smoller [16]), I est évident que la région E est invariante
pour le systeme (S2). Ceci assure la stabilité pour que la solution reste
non négative quelque soit le temps. Comme la réaction [ est continue sur
IR?,_ et par le principe du maximum ,i.e 0 <u < M, Il s’en suit que pour

tout r € [0, M] on peut choisir o € R+ pour obtenir , d’apres (4.1),

Fog(l + f(r,s))

lim
S§—+00

J<a<a*.
S

Alors, il existe v € R telle que f(r,s) < ve®* pour tout s > 0 et
r € [0, M]. D’aprés 'inégalité o < a*, on obtient

n 4d1 d2

2% ™ Tuolloa(dr —da)?
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. n n
Choosissons p N tel que p > = soit suffisament proche de 5 tel que

o< 4ddydy
P ol (@ — )2

Posons 8 = pa pour obtenir

: 4d;ds
Ul oo < ==
B]( O“ (dl _d2)2

D’apres (4.2) et comme B =paet fluv) < 7%, nous déduisons que :

LLa p-norme ||f(u,v)||, est uniformément estimée sur [0, 7*[ pour p > 121-7

D’apres Henry D. (Voir cf. [6]), on vient de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 4.3.1 Si f ¢ G”(Ri) est une fonction contintiment différen-
tiable non négative telle que f(0,5) = 0 pour tout s 2> 0 qui satisfait &
la condition (4.1) alors toutes Jes solutions de (Sy) avec les conditions
injtiales dans la région E, sont globales en temps et uniformément bornées

dans [0, +o00[x Q.
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Appendices

5.1. Apendice 1 : Opérateurs Linéaires compacts

Soient F et F deux espaces de Banach de dimension quelconque. Un

opérateur T': E — F, i.e T & L(E, F), est dit linéaire sj
T(au+ fv) = o (u) + BT(v) o,fER et uwve k.

Un opérateur T : E — F dit borné s; ITI := sup{||Tu|lF : lullg <
1} < oo. 11 est facile de démontrer qu'un opérateur borné est continue.
L’opérateur T est dit ferrné si (uk)x qui converge vers u dans E et (T'(ug,))
converge vers v alors T'(u) = v.

Théoréme 5.1.1 (Graphe fermé). SiT: E — F est un opérateur

liréaire fermé alors T est borné.

Proposition 5.1.1. Tout Sous-espace vectoriel de dimension finie X de

E est un fermé de (E, || ||g).

Preuve. Comme X est de dimension finie, ses fermés bornés sont com-

pacts. Si(z,), est une suite de X qui converge dans E, nlg{)lo Tp ={lg € E,

elle est bornée dans (E, || ||5) et donc dans (E,1 ||g)- On peut donc ex-
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traire une sous-suite (2, ) kcN qQui converge dans X : kli)m Tn, =€x € X
(e}

et ce pour toute suite de X ayant une limite ¢g dans E. Donc X est

fermé. [ ]

* Un opérateur T : E — F est dit compact si et seulement sj
T(Bg(0,1)) est relativement compact ou Bg(0,1) = {z € E -
lzllz < 1}, la boule fermée de centre 0 et de rayon 1. Ce qui veut
dire : Pour toute suite borade (ue)2, € F, la suite (T'(ur))g2, est
précompacte dans F i.e i existe une sous-suite (ukj );’il telle que
la suite (T(ukj))j‘;l converge dans F.

Notons par X (E, F) 'ensemble des opérateurs compacts de & dans F. Le
résultat suivant di que :
la bouie unité fermée d’un €space vectoriel normé n’est

Jamais compact en dimension infinie.

Théoréme 5.1.2 (RIEZ). Soit E un éspace vectoriel normé. La boule

unitée Bg(0,1) est compact si et seulement si E est de dimension finie.

Preuve. La proposition précédente nous donne que 1) = 2). Dans
l'autre sens, posons B = Bg(0,1). La famille (B(,1/2)) donne un recou-

vrement fini d’ouverts de B. Comme B est compact, il existe zy, - - - y Tp €
n

Btelsque BC |J B (z5,1/2). On pose X espace vectoriel engendré par
i=1

les vecteurs z;. Il est de dimension finie donc c’est un fermé de E. De

plus

1 1 1 1
BCX+§BC}L+§<}Z+;—B>:X+2_QB
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1
et par récurrence B C X + —DB pour n € N. Autrement dit si z € B

1
on peut trouver z, € X tel que d(z,zn) = ||z — zx|| < on On a donc

d(xz,X) = 0 ce qui entraine z € X et, puisque X est fermé, z € X. Dans

ce cas F tout entier est inclus dans X qui est de dimension finie. ||

Un opérateur linéaire T : £ — R est dit forme linéaire. L’espace E*
des formes linéaires sur F est dit espace dual de E. Pour u € E et
u* € BE*, on pose < u*,u >=u*(u) € R. Le symbole < . > est dit crochet

de dualité entre E et E*. L’espace E* sera muni de la norme

[u*|| := sup{< u*,u>: [Jul| <1} |

Théoreme 5.1.3 (Alternative de Fredholm). Soient T' € X(E),
alors
1) Ker(Idg — T) est de dimension finie.
2) Im(Idg — T) est fermé et Im(Idg — T) = Ker(Idg — T*)*.
3) Ker(Idg — T) = {0} <= Im(Idg —T) = E.
4) Ker(Idg — T) = Ker(Idg — T™).
Comme interprétation & cette alternative on obtient, pour la solution de
I’équation v — T'u = f, ou bien :
1. Pour tout f on a une solution unique c’est l'alternative 3).

2. L’équation homogene u —Tu = 0 admet n solutions indépendantes
2 z 92 . ) o 0 9 v, 7
et on peut résoudre I’équations qu'avec n conditions d’orthogonalite

sur f i.e f € ker(Idp — T*)*.
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Soit T un opérateur de I'espace vectoriel normé E i.e T € L(E) :

¢ La résolvante de T est I’ensemble

p(T)={ eR | (T- Aldg) est bijection de E dans E}.

° Le spectre de T, noté, o(7T') est définit par

o(T) =R\ p(T).

e On dit que \ est valeur propre de T si et seulement sj ker(T" —
Aldg) # 0. On note que I’ensemble des valeurs propre de T est, le
plus souvent, inclu strictement dans o(T) sauf pour les opérateuts

compacts privé de 0.

Théoréme 5.1.4 (Shauder, point fixe). Si A est un fermé, borné et
convexe d’un espace vectoriel normé E et T - E — E est un opérateur
compact continu tel que T'(A) C A, alors il existe un point x € A tel que
I(Z)=a

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (,). L’espace H*
peut-étre identifié canoniquement avec H. Plus précisément :

Théoréme 5.1.5 (Représentation de Riez). Pour tout u* il existe un
unique u € H tel que < u*,v >=< u,v > pour tout v € H. L’application

u* — u est un isomorphisme linéaire de H* dans H.

L’opérateur adjoint 7* de Popérateur linéaire borné T : H — H est
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défini par
(Tw,v) = (u, T*v), Yu,v € H.

L’opérateur T est symétrique si T = T i.e (Tu,v) = (u, Tv), Vu,v € H.

9.2. Appendice 2 : Inégalités fondamentales

Dans le corps du texte nous faisons appel aux inégalités fondamentales de
: Young, Holder, Poincaré. Nous donnerons ci-joint des rappel succints

de ces notions ainsi que de bréves démontrations.

Lemme 5.2.1. (Inégalité de Cauchy). Soient a et b € R et £ > 0,

alors

4 2 4e

1 1 1
[abg g2+ =l et ab < ea® + —b2,

1 1 1
Preuve. La premiére est vérifiée puisque 5(@ —b)? = §a2 —ab+ 51)2 >0,

1 b \?2 1
la seconde résulte de = <a 2e — ——) = ea’®—ab+ ZEb2 > 0. [ |

2 V2e

Lemme 5.2.2. (Inégalité de Young) Pour 1 < p,q < oo tels que

1 1
—+—-=1eta,b>0,0na
q

p

Preuve. La fonction f(x) = exp(z) est convexe i.e f (ax+by) = af(z)+
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bf(y) pour a,b € R. Ainsi, I'on a

1
ab = exp(lna + Inbd) = exp <— Ina? + 1bq’>
p q

1 1

= —exp(lnaP) + = exp(p?
5 p(In aP) . p(b?)
p q

Lemme 5.2.3. (Inégalité de Holder) Supposons que 1 < D,q < o

1 1
tels que - + — = 1. Soient f et g deux fonctions mesurables sur R™ telles

aue ||f]l, = ( |11 lpdx> " et lglle = (f tf(:v)lqu>l/q, alors

/ Fa(@)ldz < [ £1lllgll.
U

Preuve. Par homogénéité, supposons que ||f||p = ||gll; = 1. En utilisant

inégalité de Young, on obtient

1 p_ 1 q\ _1 1___
f,rowde < [ (2i5wpr~ Lo )= ot = sl m

Lemme 5.2.4. (Inégalité de Minkowski) Supposons que 1 < P <00
et f,g € LP(U), alors

1 +gllo < 1I£1lo + llgllp-
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§5.3. Appe

Preuve. En effet,

I + g8 = /Q \f + glPdz < / F 4 g (] 4 lgDdz

<(/[ lf+g\pdcc\)%l K [ \f\pdxf ([ \g\deﬂ

—\1F + B2 (1Al + lglle): u

5.3. Appendice 3 : Formules de Green

Soit Q un ouvert borné de R™ ke{1,2, -}

On.dit que la frontiere 92 est C* si pour tout zo € O il existe 7 > 0 et

une fonction de classe ck . ¥R = R", tels que

QN B(zo,7) =1{z € Blzo,r) t xn > ¥Y(z1, , Tn_1)}-

Supposons que OS1 est Ol et soit p = (/,Ll,---,un) le vecteur unitaire

normal extérieure & 0§2. Soit u € C1(Q), on définit la dérivée normle

de u par

ou
_8_;; = ‘LLVU

Formule de Green-Gauss : Soit u € C*(£2), alors

Ou / dsS, i=1
_— = ULL; ; = ] e,
Q 81137; o9 H v B
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Formules de Green : Soientt u,v € C%(Q), alors

u
Ay dxj= / ——§ i
§e o0 Ou (1)
- ov s
/ Vv . Vudzr = — / ulAv +/ —udS (ii)
2 /0 aq O
ov ou
ulAv — vAu)dr = / u— — v—dS.
/Q( : on Op  ou (iii)

5.4. Appendice 4 : Formes bilinéaires et quadratiques

Soient E un espace vectoriel et K =R ou C.
On appelle forme bilinéaire sur F toute application B : E x F — K qui
vérifie
» Pour tout y € E, Papplication B, :  — B(x,y) est une forme
linéaire sur E;
» Pour tout z € E, application B, : y — B(z,y) est une forme une

forme linéaire sur F.

Soit B = (e1,- -+, e,) est une base de E. Considérons = = (21, --,zy) et

(y = (y1," -, yn) deux vecteurs de E, alors

Blz.y) = B Zmiei,Zyjej = Z Bles, e; ) &5
i=1 j=1

,5=1

De sorte que la forme bilinéaire B est déterminée de facon unique par la
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matrice

Mg = (B(ei, €5))1<i4<n)

En considérant z et y comme des colonnes X et Y, alors

B(z,y) =*XMgY.

La forme bilinéaire B sur E est dite symétrique si, pour tous éléments
z,y € E, on a B(z,y) = B(y,z). On montre qu'une bilinéaire est
symétrique si et seulement si sa matrice associée est symétrique.

Soit H un espace vectoriel normé pour la norme ||.|[p, on note H* sont

dual topologique et < . > le crochet de dualité entre H et H".

On dit que la forme bilinéaire B : H x H — K est bornée s’il existe une

constante k > 0 telle que

|B(u,v)| <k ||ullg Ilbllg,  wv el

On appelle forme quadratique sur & toute application @ : E — K telle
quil existe une forme bilinéaire B verifiant Q(z) = B(z,z) pour tout

dans E. Ainsi, avec les notations précedentes, on a

n
Gllm) = Z Blep, & )z
i,j=1
Les formes quadratique sont donc les fonctions polynomiales homogenes

de degré 2 : Elles vérifient , pour tout z € E et A € R, I'égalité Q(A\z) =
X a)-
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Théoréme 5.4.1 §j Q est une forme quadratique, il existe une unique
forme bilinéaire symétrique B vérifiant B(z,x) = Q(z). Elle est donnde

par la formule de polarisation

| B(e,2) = Qe+ 1) — a(a) - QW) |

On lappelle forme bilinéaire symétrique associée & 3,
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