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S Inlroduotion

Le pr6sent travai|;'inscrit dans le cadre de l'analys.e spectrale des op6rateurs elliptiques dans le cadrehilbertien' oi les ingr6dients *"*J-Jqrr., ,riilir6, ,orrt r.r'espaces de sobolev er la th6orie deRiesz-Fredholm d,:s 
:lir"r:"r, *r"_"J;.i"ts ) r6solvant" .o_p""r..On commence notr(

r6,e,,ri.r,, .;;;;;;; i;:::fJ',:lrT:H:fi';"1?ilil:Ji,,l::::;l.ni:j:1;,o;,:J:n"i,l
compacte' ensuite on donne une d6monstration du piincipeie Min-Max pour les op6rateurs auro-adjoints born6s int6rieurement, ce q;i;;;r permer 3e car^ctiriser les vareurs propres situ6es en des-sous de la borne irLf6rieure d,, ,p..ir. .rr*ri.l 9"--;;;i.rriorr, o' er.rj;.-tlrld.u^ propresdu Laplacien dans le cas de .orrair;or* a. Oir;.lrt"t et de N*_urrr.on considi:re aussi une crasse de probram:r,"rr* ,r"t"rrJproil* g6r6r"ris6s. via la th6orie de vein_berger et sous des conditio,,, d.'"o-p".ira, on monrre des th6orlmes de diagonalisation, et ondonne des r:aract6r:isations q,r"rir"rivesi., urt.u., p;;;;.r;. ..rt.in, probrames eliptiques.

Yrtlioili)^t-.opdrate'rars 
awto'adjoints, rdsolvante compacte, spectre essentiel, thzordme d.e weyl, principe

H. Maaichia et H. Sillni Ddpartement de Math6madques @201117Guelma



cnapitrelq f
NZ Rqppets er notqrions

Lobjectif de ce chapitreest de rappeler quelques notions et r6sultats qui seront utilis6s rout au long
de ce trivail. Pour plus de d6tailsl ies ,6f6rerrces ) la litt6raturp seront syst6matiquemenr donn6es.
on se place dans un cadrehilbertien (I!r.- (r),.?n H, estun espace de Hilbert sur K - IR. ou c,muni de la norme ll.ll; er le produit scalaire t.,)0, t; 7 t,,Z).

1.1 Eldments de th6orie spectrale

Q Rdfarences
tr H. Brezis; Analyse Fonctionnelle, Th6orie et Applications, Masson (1993).

tr R' Dauray, J'-L' Lions; Analyse math6matique et calcul num6rique. Tome 5 (spectre des op6rateurs), Edt. Mas-son, (1988). [S3.prg. 136,-1S0].

n E.B. Davies ; Linear'operato r and theit Specrra, cambridge university press (2002).
tr i' Gohberg, S. Goldberg and M.A. Kaashoek; Basic Classes of Linear operarors, Birkhiiuser (2003).
tr D. Huet; D€cornposition Spectrale er Op6rateurs ,PTJF (1976)..

n P' L6vy-Bruhl; Intioducdon ) la Th6orie Spectrale : Cours et Exercices Corrig6s, Dunod (2003).

7.1.1 . Opdrateurs lindaires

unop6rateur lin6aire,est une application A : D(A) g Hr 
- 

Hrlmt'pire, oi D(A)esr le domaine
de d€finition de l'appli11io1lin6aire A, ql:.r, urr'r*r-op".. o."*ii!f a. F/,, qu.i,orr rupporr-.r,
g6n6ral dense dans l{r.Iiop6.rateur A z n(e1- Ht 

- 
Hr'estdit born6 si t" qu"rriit 6 - -

lpll = sup {llA,allr,, u e D(A), llull", - r}

H, Maaichia et H, Silini D6partement de Math6matiques @2011,lTGuetma



1.1 El6ments de th6orie spectrale

est finie' Dans ce cas 
'4' est une application lin6aire conrinue sur_D(,,4), et lorsque D(.4) esr densedans fl,, ,,4 s'6tend de manidre.""li". ;"" op6rareur U"r"J ,r, a.' Tour c'p6rateur,4 esl :ompratem.nt dJfit t p:I ::: ,r** "rr) 

qui est un sous_espace ve*orier
l"^1:.1 lj:dffini ea1. c.(A) _ {(v, au1,-- o e'o@)}.o 

r "- --

rour rour. op6ratcur lin6aire Ai D(A) ! ll, _ Hr,'onnore par:

N(,,4) = {h e D(A), Ah =o}(noyau d,e A),

R(,,4) = {hr= Ah' h, e D(A)} (image de,4).

1,.1..2 ()p6rateurs born6s
on note 'g(H1,rt,) (resp' 9(Hr)) I'espace vecroriel des op|ratewrs lin2aires continusde fl, dansH, (resp' 

'Jes 
endoioopiit*i, tiirin,it'arll,) muni a. r;'r"p"r"gie de la convergence uniforme :

B e g(H,Hr), llBllrw,,r,t=,#1,0, W
D6finition 1'1'1' on 

9it ny-y:: application lin6aire continue S e g(Hr,Hr) est inversible ssi jlexisre une applicarion S, e g(Hr,l{,) telle que

S'o"l=1O, gog'=Inr.

IJapplicati,rn .!'si elle existe est unique. On notera .!, = .S-1 et

Inv(Hr,Hr):- {S e g(HDH2), S inversible }.
,*.i:,:::-,1 

1;1. Jtnuordme des isomorphismes de Banachl
toute btJectLon lin'aire continue S e g(Hr,Hr) est inaersibie.

D6finition 1.1.2. Iioit A e g(H). on appelre ensembre r4sorrantde -4, r,ensembre

p(A) :- 
{,1 

e c' A1- ()I-,4) est inversible (++ 6;,..r.rry.
son compl6mentai'e da's re pran complexe s,appell e re spectre d,e A etsera not6o(A):-a\p(/).
on appelle rdyon slrectrdl (not6 spr(,4)) la borne sup6rieure du spectre en module, i.e.,

spr(.4) 
'= rl]lr,lil.

) Le spectre d'un op6rateur born6 est un compacr non vide.
Le spectre ponctuel de,4 (not6 o o@)) est r'errsimbt. a., ie c ters que,4.i soit non injectif :

)e or(A)=+N(,4r) #{ol
Un 6l6ment )..e or(A) est dit valeurpropre de,4, il lui correspond un o I h ell tel que Ah - )hque l'on appelle ,recte.r, propre correspond ant i ).

H. Maaichia et H. Silini D6partement de Math6matiques . ro' U 
Guelma



1.1 El6ments de r

D6finit:ion er proposirion 1.1.1. soit .r ,,y!H:,Hl). Alors.il existe un unique op6rareurs. e g(Hz,Hr), appelladjoint de.s, qui v6rifie la relarion survanre :

(Shph)2= (hr,S* h2)1, V h, e H, V h, e H".
De plus, on a les propri6t6s suivanres :

llsil= llS-ll, S** = (.!.)* _ S.

Si S est bijectif (_-> inversible), alors S* l,esr aussi, er (S-)_, = (.r_,)..
D6finition 1'1'3' Soit ll un espace de Hilbert. on dit que,4 e g(H) est auto-adjoint siA- A-.

A=A* e(Ax,y)=(x,b), Vx,y eH.

1.1.3 rOp6rateurs non-born6s
D6finitic'n 1'7'4' onal' q"-tl oplrateur Aest ferm6e si son graphe G(,4) est ferm6 d,ans H, x Hr,';i;Ytrt.tute suite (d € D@) telle que un -'--'+ t4dans ll, et Aun ---+ n d.ans H2, alors u € D(A)

) IJop6rateur ferm6 
'4 

peut 6tre co'sid6r6 .?,*:. u1 op6rateur born6 de son domaine de d6finirionD(.4) muni de la norme du graphe Qlr!|",_llrllu,;iirli"j aans H,.

II;:;::rrJ:' trhlorame du graphe ferm6l si l'opdrateurferm| A est d6fni sur tout t,espace H,,

(A ferrnd et D(A) _ Hl+ A bornQ.

D6finitio' et Proposition r.r,2. soir ',4 : D!A)-c .Ht --r H, unop6rareur non-born6 ) domainedense' on peut d6finir r'op6rateur non-borr,6,4i ,a;oi", d.ilp6rrr.urr4, comme suit :

A. : D(A.) C Hr____-+ H,

D(A.) - {a e Hr:1c > O tel que l(2, Ar)l< rllrllr,, V, eO@)} .

Dans ce cas Ia fonctionnelle E(u) =,!o,-Au) ,ellese.prolonge de fagon unique en une fonction-nellelin6ai;re f 'Hr----+K.telre qi'ti@tiirlr[,,""{;;H, parsuite f en,r=Hr.onaparcons6quent la relation forrd"menirt. qui fi. A et A*

(zt, Au) or= (A*v, w) p,, V w e D(A), V v < g(A.).

> si ''4 : D(A) C H, -* H, estun op6rateur non-born6 ) domaine dense, alors A* est ferm6.
D6finition 1.1.5. o'dir qu'un oplrateur A: D(A) C H ----+ll est sym6trique lorsgue

Y u, v e D(A), (Aw, o) - (w,Av)

H. Mqqichia et H. Silini D6partement de Math6matiques @2or1g Guelma



1.1 El6ments de th6orie spectrale

D.finition 1.I.6. Llop'rateur A : g(A)C ll __r ll est dit auto_adjoin t si A _ A., i.e..
D(A) - D(A.) et (zt, Au) = (Av, u), V w,a e D(A).

Th6orarme 1'1'3' [caract6risation des op6rateurs i image ferm6]

iti,i,t)rtn;:;,,;,:oo#:#,^no,bo,n6,ffiJ,'),,,-i1o1_u,(,) R(,4) estferrn1, (ii) FtW) ,,r/r*A, (iii) R(A)= N(,{.)r, (ia) R(A.)= N(1)a.
Le r6sulrat qui suir esr une caract6risation ur'e des op6rateurs surjectifs.

I)";::;;:,ii;l;,!i!!"!;ri,S),f,f : - H, wn op,rateur non born,i, ferm6, o,,,d@ = H, Les
(a), A ut swjectif, i.e., n1,l)_ Hrj, 

-

(b/ tr enste une constdnte k > olelle aue

llrlls kl!A.v!1, ya e s(A_),

O N(A.)- {O} ettR(,,4-) estferm6.

corollaire l'l'l' soit A : D(4) a ur-,- * ,., op|rateur non-born6, ferm6, oo* D@ - H2.
::rfrw'A 

ad'met un inperse bo*a alt sur Hr ri rt rrrtr*,rnt s,il ,*lrri d|ro ,onstantes rr71 et m2

llrll3 m,llAull, V w e D(A),

llrlls mrl\.rll, V, eg(A.).

1"1"4 spectre et r.sorvante d'un op'rateurnon born6
Soit.'4 : D(A) c ll --r H un oplrareur non born6 que l,on suppose ferm6 12 3 et) domaine dense.
Ddfinition r.r.7. onappelle ensemble rdsolaantde14, l,ensemble

p(A) = {,1 e A : Atr = )I - Aest bijectif}.
son compl6menraire dans re pran comprexe s,appell e Ie spectre de A etsera nor6 o(A) _c\p(/).
o on note que si ) 

1c{a.),1'inverse RQ;A) -.A;t est d6fini sur rour l,espace er esr ferm6. par leth6orAme dri graphe ferm6' il est born6 ) t""',' n-t € zg7. co op6."r.rr est appel6 Ia risoraante de

L hypothdse de fermeture .r, tr...rr.ir[our faire une th6orie spectrale raisonnabie.
li4 "'.ll pas ferm6, alors p(A) - A . 

r - -' r*r4v

Si,4 -/*, alors o(A)10 it'"(e)gW.

1.

2.

H. Maqichia et H. Silini D6partement de Math6matiques ,rorrUGuetma



1.2 Thdorie de Riesz-Fredholm

' Iiensemble r6solvanr p(A) estun ouverr du plan comprexe et l,app.ricat ion p(A) f ,r -___+ Re;A):'J'1|lJj::: 'ri:"*xi;;::E:';:;;;;:;;"d;;aj l, ie',"r*";e sa,israi, ! i,Ji,",;o,., ronc,ion.

RQ:;A) - Rer;A) = ()r_ )r)Rer;A)Rer;A).

;"::rtffTt"t'4 
est donc un ferm6 de c, et si de plus I'op6rateur,4 est born6, arors o(.,4) est un

Examinons ) pr6senr de plus pr6s la srructure du specre.o Le premier sous-ense-bl. itd.;;;;;r ,p..tr. .rt re spectre ponctwer :

or(A) - {2 e C:A1n,esr pas injectif}.
Un6l6ment )deou(A)esrdit va-reurpropred,eA,ilruicorrespondun olg eD(A)telqueAlg _Q,
,9ue 

l'on appelle 
"i't'u, propr, (on.tion propre quand.Il.rt u' espace de fonctions) correspondant

t si / e o(A)\o r(A).donc A^ estinjectif mais non surje*if. Deux cas se pr6sentenr :' si R("4,r) n'est pas dense, o'd;, d;rr ;;" ).e o,(A) re spe*re r'sid.wer de A.. Si R(,4,r) est dense, o'dir d;;;;;l 
".1r1le spectre continu de A.

1.2 Th6orie de Riesz-Fredholm

1'2'1 oonvergence faibre dans les espaces de Hilbert

*1?H:'l1i;"?:j:**:ffiT"'jffiTT d'un espace de H'bert H et xun 6r6ment de rl
v h e H''!\{h' x') = (h' x)'

On utilise alors la notation x, ^ x ou x, J_, x.

3.H':;:d'un 
espace,r..rori.l nor^t 1E,ll.ll), o'dit que la suite (*,) cE converge faiblement

Vl eE',1(*,)- (xn,l)u"u, -- l(x)= (x,l)r,2,.
unicit6 de Ia limite faible' si (r,) converge faiblement vers deux rimites x etr,alors .r = i.
*'::;:1'2'1' 

soient (x,) et (y,) d.ux suites d,'un espdce de Hilbert H et x, y deux 6l6ments d,e H.

xn - x + (x,) est born1e etllxll< Iiminf 
f f 
r,ll.

X, 
- 

16 -$ Xr- X.

(*n ^ x et llx,!l- llrll) 1 x, ___+ x.
(*n- x et ynrT) -1 (*,,y,) -___, (x,y).

(1)

(2)

(3)

(4)

H, Maaichia et H, Silini D6partement de Math6matiques . ro' U Guelma



L? :hdgrtgd. Riesz-Fredholm

Remarque 7'2'1' En dimension finie, la convergence faibre est 6quivarenre ) ra convergence forte.D'apras le thdorame pr6c6dent, Iu to',u..rg.nce forre entraine roujours ra convergence faibre. R6ci-Proquement' suPPosons.que I'espa.. hilb.?;i;;;ril.'ji-.r,rior. nr,;;;;.ns nous une base
orthonormale (ep'" 

'eo)-deH, tt un. suite faibleme;;.;;u.rg. nte (x,).Soit x sa limite faibre. on

Il*, _ *llr= i Ik, _ r, rn)lr.

Parconvergencefaible,ona,lim 
(x r-x,rS=',otrourtout j-1,.. .,p.Donc,rILllrr_"ll=0.

,:,::"i'::;i2ii,;);,i:it c un ensembte convexe d'e t'espace d, uub,,t , ;:,;,, hs d.ewx 6nonc6s
1. I'ensemble C estferm6;
2' pour towte suite (',) c c faiblement conoergente ,uers x, la timite faible x est d.ans c.

:;::::::,:;hi;l*,;:H::;';li!o', De toute suite bornbe d,'un espace d.e Hitber,, on peut extraire
un exprime ce r1sultat en disani que "la boule wnit6 fermQe de H est faiblement compacte,,.

ITr'::::"1;1*.f"* un espace de Banach r6flexif,,our. r,,u. o"r"l{r'"i0"^r;':'.::"rr-rrites 
faible_

1'2'2 Diagonalisation des op6rateurs auto-adjoints compacts
D6finition 1'2'2' on dit qu'un oplrateur K e g(Hr, Hr) est compact si K(Br,(0,1)) esr relali-vemenr compact pour Ia topologie fo.l"..-on d6signe pur.tr1rtr,llr) I,.rrr._fr'. des op6rareurscompacrs de fl, dans H, etin pise ,%(H, nrj-=V(i;;.",
> La compacit. d'un op6rateur T e g(Hr, Hr) est caract'ris.ecomme suir :

T e,ff(Hr, Hr) gV(x,) c Hr, x,- 0 (faiblement) _; Txn _,0 (forrement).

: ;:1'U ft; ;;: "1-*, ;::;)l;,Banach 
Si s, e v (8, F) et S, € .y (F,G) (resp S, e .tr(E, F)

> | r heorerne de shauder] Si K est compact, alors K* esr compact. Et r6ciproquement.Th6or.me 1'2'3' [Alternative de Fredhorm : vl] s"u i .-y(H). on a1. N(T),=R(7.)r, N(2.) _R(7.)r.
2. N(T)r =R{-)-) N(I-)t =R(n

X6:rlrne 
1.2.a. fillternative de Fredhol m:y2] Soient T e g (H) un opdrateur compact et ) + o.

1. N(T - )I) est de dirnensionf.nie et dim(N(T _ nD= dim(N(Z. _jD).2. R(T - )I) est sous.espace ferm6 d.ans H.
3. R(T - )D-R@= N(7. _jDt.
4. H - R(z - )r7 s N(7. _lt1={o} ++ N(z _ il) _{o} 

=1R(2.

H. Maaichia et H. Siliili D6partement de Math6matiques . 
'o' U 

Guetma



1.2 Th6orie de Riesz-Fredholm

1"2.3 D6composition spectrare d,un op.rateur auto-adjoint compactThdorAme L2.5. Soit K e tr(H) avec dim(H) = _. Alors on a :(a) 0 e o(K),
(u) o(r<)\{o} = oo(K)\{o},
(c) I'une des sitwations sw);ioantes :. ou bien a(K) = {o},. ou bi.en a(,K)\{o} istfni,
. ou brcn o(l()\{0} efi une suite qui tund vers O.

Thiordme r.2.6. rThl.ordme spectrar et rdsorution or r,r!r-\::*J on yw1,_1.7ue H est s'parabre.::;',::of";f;);i; .1*n*, 
oi,o-)a1otn, ,o*po,,." i;;,'; ad.met une basi Hitbertienne form,e de

Y x e H, x = xa*I,r, ep)ep, xse N(,4), T x _ 
r.\r)nen.

o Ddcomposition spectrare d'un op6rateur auto-adjoint i r6sorvante compacte
D6finition 1'2'3' Soient o u:espace de,Hilbert co.mprexe, et A: D(A) c H -+,H un op6rateurnon bornd ) domaine dense. on d'it que A.st ) ,6solv"'rrt.-ll-pr.r. ,ir. p(g la;

2. pour tout 2 e p(A), Re;A)esr compacre.

f?;(6:;1"?i;",i'r*r;f,fl":11,XT"1i:jf::,:.mpacre, arors R();A) est compacte pour rour

Rer;A) _ Re;A)=(io _ ))R(),;A)R(),A), V )0, )e p(A),
ona

RQ;A) - R()r;A)- (to _ ))Reo;A)Re;A),
et comme R()^;A)
nrjJj'.',;HJri:n'#J::':.',:"1(*1i.::?m;;j;:s R(,ro;,4)R (),A) es,compacte D,or)

Th6orAme t.2.7. Soient lI un espdce ae njt!,ery 
2omglexe, u A : D(A) C H __, H un opiratewr non';r:',96f,'ffi:;:;:;;,,, r;,;j)at t a, ;,;;-,,i'; ,a,"u,n,, ,o*p)i,i ssi t,injeuion de

il;:il-:r:';l Y! r8,n;T"TfiLTT,'J 
pour ra norme du graphe, i.e.,rM> o telre quellAw,lt+

ll(A - )I ) w,ll < UIll r,ll + llA w,ll I max(tur,l,l 
I ) = cr.

Il s'en suit que ((A - )I)w,) est born6e dans 11. comme Re;A)esr compacre, alors.ra suite (u,) -
'i'l:fl{!",!!):lr:i^'i'un"";':;;'onversenre 

d",,, i, ce qui sisnifie que .Er. s,injecte dans
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1.2 Th6orie de Riesz-Fredholm

Inversement, pour tout ,l e p(A),on peut 6crire

Y1\!) pq) J--, u, Re;A)- j oRe;A),
oi 7 est I'injection canonique de D(A) dans 11. comme cette injection esr compacre (par hypo-
t|:Tl: 

alors R();A) est compacte en or,, q.r. compos6e d'une application comp acte etun op6rareur

7,1"::Xr_1.2.8. 
Soit A: D(A)C fl _> H un op4rateur auto.ad.joint. Ators

t^,t " rvrJ - vt
(z) 

" 
(A) == o p(A)u a.(,,4) c R,

(3) A>0eo@)c10,*1.
Dans Ia suire, on suppose que H est un espace de Hiibert s6parable.

Th6orAme 1'2'9' Sroit A t D(4),. I -! 
un.opdratewr awto-ad,joint et positif, on suppose qwe0 e p(A) et que A-1 compact, A'rors A est.diagonrh;;t;,- ;;.,";';;;;;';;";"i;';;:lbrrhenne dans H,(r^)*>r c D(A), et une iuite de r6els ().)*rr" rrttrr-qrr-' 

"'-''

0( 2, S )r<.'. < )*--+*oo, Ar_- )*e*, m:1,2,...
o D6composition en vareurs singuliares d'un opdrateur compact (svD)
D6finition 1'2'4' soient H, Hrdeux espaces de Hilbert s6parables et T e ff(H, Hr). onappellevaleur singuliAre de l'op6rateur I, Ie r6eiposirif , = {j,oj I .r, une valeur propre de l,op6rateurK = T*T : H, --+ Hr.

Th6orlme l'2'lo' fD6composition en valeurs singulidres (svD)] sozt T e .T(H1,H2) etpro laproiection orthogonale t', N177. Alors il ,xiste uni ,rit, d) vahurs singwlidres (s,) et d.ewx systdmesorthongymAt {gr, gz, ...1 c Hr', {r!r, ,!p...} c n, trt, qr', ,-"
1. (t") est ddcroissante, s, --__+ e n __-_+ @.
2' Tge= sp{p, T.(/p= spgp.

3. vh eH1, h _\th, g)pe*r>roh.
h>1

4. Vh eH, Th _7,see,gr){r.
k>1

s. VI e H, 7.7 -Z,ue,Qe)pe.
h>1

Le systime {(tp qt,Qe)le>, est appel| le systime singulier d.e T. La famitte (g) est une base hilber-
tienne de N(Z)r, lafamille (Q,) est une base hirbertienne ae@s 

r' \r n/ -"

Remarqae L'2'4' Le calcul des valeurs. singulidres et l'6tude de leur vitesse de d6croissance peut doncfournir des renseignements sur le critare ie r6solubilit6 de..ririn, problames J"-1"]or-. Ku = x,,K e,tr(H).
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^f/ -LtaaiL-n cl
lr, W'vLt UU, C/ 1r L-f ----'- --i..***.=

NZ cqrqcr6risotion du specfre d,un op6roteur
qufo-odioint

2.1 Spectre essentiel et spectre discret
D6finition 2'1'1' Soit,'{ t D(A) C H -+ H unop6rateur non born6. Une suite un d,6l6ments de
.F/ est dite singulilre pour r{ en ,l e lR si elle vdrifie les propriitds suivantes :

i) llu"ll-r.
ii) wo n'apas de sous-suite convergente.

iii) (,4 - )I)uo*a.
On appelle spectre essentiel de l'op6rateur auto-adjoint.A l'ensemble des r6els ,l tels qu,il existe une
suite singuliAre pourz4 en ,1,, on le note or,r(A) .

Le r6sultat suivant connu sous le nom de critlre d; \reyl pr6senre un grand interet pratique pour
la d6termination du specrre d'un op6rateur auto-adjoint. 

r -'

Proposition 2.1.1. soit A un opirateur auto-ad,joint, on defnit I'ensemble d comme suit :

i _ g€C:tuoeD(A),llu,ll_ 1, jk ll@_ )r)u,ll=ol.

Alors le specte de A est donnd par :
o =d.r- 

Pour d6montrer ce r6sultat, on introduit le lemme suivant.

kmme 2.r.1. A-t existe et born6 efc > 0 telle que llenilz cllrll,v w e D(A).

H. Maaichia et H. Silini D6partement de Math6matiques @zorlgGuelma



Spectre essentiel et

D6montrons mainrenant la proposi tion 2.1.L

iiiil,i; 
]4ontrons I'in'lusio" 

'-;";:;:)f 
o arors(A- )11-,exisre er born6e, et d,apras re remme

ll(A - )r) ull >,llrl!,V u e D (A) e llrllS 1 
t tfe _ )r ) wll,V w e D (A).

Donc il n'existe pas aucune suite u.,,

9. qli prouve que ) f d.
Pour l'inclusion inuers" o C F, soit

Si (2.1.1) esr vraie, il r6sulre alors :

1) A-,U est injectif,

2) R(A- )r) -uffi1t - u(e_ )r)r_ {o}r _H.
Notre but est d6montrer.que^l'op6rarcur Atrest bijectif. comme il est injectif, il nous resre alorsqu') monrrer qu,il 

:::i:-1i:i:tf, .:glli:"i.l,, a,#a,lj alio',,.., que R(,,4 _ i1) est ferm6e. soit
!;F#li,-rr.ll;t:fi','xiste u' ebgjt'il' q"" '")"-'Q"-"4,) ,'-- 

""' /'! /

ilr. _ r,ll < rll(A _ )I)(u* _ u,)ll-* 0 lorsque ,,lh _+ gp,

'^:"!!,;!!)::-,=#b'"',j,!"JJ,iJ?'!;P|7: {'sest une suite de cauchy dans r,.(espace compret),

(A - ) r ) w, z ?, 4 zt ce quii mpl i qu e r, "i : ; r;,j#? ;:T;: : ; J: ;;**;tm
Il est clair par le *tr::: jr^y:*le le spectre essentier esr conrenu dans re specrre.La proposirion suivante d6crir so'co-pr6mentaire.

Proposition 2.1.2. Soit A auto-adjoint et )e o\._
) est alors isol1e d.ans re spectre et ,'rrt ,r, ooir", )Iipo a, murtipricit\ fnie.
Preuve.

i) Soit ) e o, on suppose que ,l est non isol6e
i.e : ,l .- )\),, )) e o,'),r,on ur"rior,r,rir..
Par application du critare de veyr, on rrouve une suire un de vecteurs unitaires(ilr"ll= 1) telle que :

Vn,l!(A- ),r)u,ll<U- ),1 
.

n
supposons que (w,) ait une sous-suire convergente de rimite w alors :

telle que ll",ll= r et j13 !l@_ )r)u,ll=0.

) f F alors i.l existe c ) 0 telle que :

Ilrll3,l!(A- )I)ull.
Q.1.1)

Q.1.2)
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\fu,,r)l< 
1 

.

Ce qui enrraine que : 
n

l(r,, r)l -- 0, quand n --+ 6.
Mais 6valu6e sur Ia sous-suite de la limite u,Ia suitedu produits scalaires a pour limllull, - td'oil une contradiction. Donc il n'existe p;, ";. ,;;:r;;; (;,"r\-;'l;,;L,,. 

nu. (u,n) estconvergenre. Il en r6sulte donc que ) e o),,.
it si 'l ! o\o,,, alors par le critd'e de veyl, il existe une suire un d,evecteurs uniraires telle que(A - ),1)u, -- 0, et on peut supposer que cette suite est convergenre .

;".:',T: ii::il*,.", v6rifie que (A'- ),ii;:;@, A est rJrm6). on a donc prouver que

iii) Si l'espace propre 6tajt de dimension infinie, une suite (u,) orthonormale de cet espace esr

::3:ff:i':11,"'3::jl'^, -)!'rtt= 
1 et 1e- i'11'- ="0"o': k;;;';;;tl' *.,.u,, propres

D'apras.te r"ti:iiriiTi:1.|;, 
"", sous-suire conversenre d: ,n donc ,l e o,,,.rr en r6sulteque, si'l € o\'",, alors la dimension d" r';;p;;;;r"'lxr"rriori.iia a" ,rl 

"rin"r..
LI

frt;:lr.o'2'1'1" 
Soit A: D(A) c H -' H wn opdrateur auto-adioint, arors re spectre essentier o,,,(A)

r on appelle specrre discret de A eton nore oa;,r(A) l,ensembre des valeurs propres de,,4 de murtiplicit6 finie et isoldes dans le specrre.
D'aprds ce qui pr6cdde on a :

D

llrll=1 er Jrm II@ __ ),t)u,ll= 0 <+ )X@_ )nr1u,=0 <+ (A_ )r)u =0.Il en r6sulte que ((A _ )I)u,, u) = (un,(A _ )I)u),et donc on a :

(r,,(A_ (,1+ ), _ ),)I)u) _ 
O <+ (r,,(A_ ),1)u) _ (r,,()_ ),)u)_ Q s;

(r,,(A- ),t)u) = (,1- ),)(r,,u) e ((A_ ),ISun,k) _ ()_ ),)(w,,u).
D'aprAs l,in6galit( de Cauchy Schwarz et e.1.2), on a:

IKA - )nr)un, w)l _ l) _ ),ll(r,, u)l S IIA _ ),r)u,llllull

Enfin, on obtient :

l)-)l
<' nl

o,,,(A)u oa;,,(A) _ o(A) et o,,,(A)fi oa;,,(A) _ A.
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2.2 Propriltds des o Ilteuls non born6 auto_adi int i r6solvante compacte

2'2 Propri6t6s des oplrateurs non born6 auto-adioint i r6sor_vante compacte

ThdorAme 2.2.1. Soit A wn op1ratewr sym1trique tel que R(I + A) = H alors :le domaine de A est dense et A'est auto-adjoznt.

Preuve. Montrons tous d'abord que D(A)esr dense dans H.
ff?;ru:'io::;'.;Tflf]t = i;i P"' hv;";d;; Re +a)=.Er, arors 

' 
existe z e D(A)

(rr, r) - (Az * z, u) - (Az, w) + (2, w) = (z,Au) + (r, w) = (z,Au * u).
Soit

II en

za e D(A)L :

r6sulte que :

(*, r) := 0 €) (z,Au + r) - O,V w e D(A).

z eIm(I +A)t =Hr-{o}donc z =,u)-0=+ D@)r={o} 
=+ @ _u.

Pour que / esr auro-adjoint, il suffit de d6montrer r,inclusio n D(A.) c D(A) .Soit z e.D(A.),posons u = A*a * v e H.
L hypothdse RQ + A)- Il implique qu,il exisre z e D(A)tel que : (A * I)z = Az * z = zo.DoncVu eD(A),ona:

(zt,Au + ") - (a,Aw) * (r:,w) = (A*zt, u) + (zt,u) = (Az * z,w) = (z,Au * u),
ce qui implique que

(a,Au + r) - (z,Au + r) - (a - z,Au * r) - O,V u e D(A),
d'ori

(, - z) IR(1 +A)- H + a - z =o+ o = Z e D(A),AinsiD(,,4.)cD(A). \ /' 
tr

D6finition 2'2'1' TJnop6rateur auto-adjoin t A estdit inf6rieurement born6 (ou minor6) s,' existeune constanrc T e IR. telle que : (Ax,r) 2 fll*llr, Vr € p(i!.--
D6finition 2.2-2. Soit A un op6rateur auto-adjoinr, on d6finit l,ensembre :

0(A) :- {(Au, w), u e D(A),llrll =1} c R.
0(A) est appel6 I'image num6rique de l,opl.rateur A.

*.fn::tt 
0(A) est convexe (th6orlme de Toeplitz), et si ,{ est auro-adjoint alors g(A)esr un
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i6tis des op6rateurs non born6 auto-adjoint i r6solvante

Th6ordme 2,2.2. soit A wn op,lratewr auto-adjoint, 0(A) r,image num,rique d.e A. on a ;

o@)c@.

lJ,-rT":ilfi:!?; par le critlre de vevr, il existe une suire de vecreurs t4n, denorme 1 dans le

Ce qui entraine que :

)'*ll@- )I)w,ll-0.

l:*t/^ r'\
,'1'J\\^ - At )un, u,) =0, Q.2.1)Car ((A-.)I)u,,u ,1 - (Au,, u,) - ). Donc

I(Ar,, ",) - 4 _ I(A _ )I)u,, u,)l < IIAI, _ )w,!l___, O,
(d'aprds Cauchy-Schwartz), d'oi (2.2.1) e Im (Awn,?tn) =i. Ce qui signifie que : i e ;;leS tr

:i:i:T;,X'' si t'opdrateur A est auto-ad'ioint et (Au,u) 2 T,llrll = 't,w e D(A),y € R, ators

Preuve. Comme (Au, w)) 7,, alors 0(A) c[f,_f
etpar cons6quent:

et d'aprAs le th6orAme 2.2.2 on a:
0(A) c [r,-f.

o(A) c lr,*1.

Thiordme 2'2'4' Soit A : D(A) C H --+ H. un opdrateur auto--adjoint inferieurement bornd * aI.s,olaante conxpacte et o e p1a) Aurt A est diagon)i;,^ii, r",i.".,"'it ,ilr* ,;,r;;;-;;;;;;rrtienne dans H,\e)n2t c D(A) et une swite r1elle ()_)*>, tellis que

{tt,l st^,, 
=v,I.. 

.sv_l+ oo.

lAe* - )-€*, 7n = 1,2,....
Preuve. On a

{o^. 
,rn, (e-, existe er born6;

1 l.rr 
) r6solvante compacre =+ { e_, esr compacr;

\ 
A est auto-adjoint 

le-t est auto-adjoint.
D'apras le th6ordme de diagonalisation des op6rateurs zuto-adoints compacts, 1 existe une base hifbertienne (r,),>, de ,Il con"stirrr6. a.rr".*urs propres d,e A_1 , A_, ,, = F,€n.
si p' est une valeur propre de A-1 (auto-adjoint compact) 

^Iors 
:,rrr n+1r s llr,r et rrt,r-* 0. De plus,

A-ten= pnen, olJencore €n=AlJn€ndoncAer= !r_c.).d: -1. 
' ' 't n

a : 
- -n 'Lrnwn'evtr' 

/r, lL 
est une valeur propre de 

'4 et on
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I

C- 
oo quand n --+ @'

.1
Jr on note A, = - 

on obtient :
It
tnn

l),*rl> V,l)),| * - et Ax =\)n*urn.
h>1

D

|,f,Hrlhtttlit6 
des raisonnements' on introduit la version 6quivalente de la d6finition du spe*re

D6finition 2'2'3' soit | : D(A) C H -'-+ H un oplrateur auro-adjoint, on appelle specrre essentiel1"!: ff,toll,o",:(,4) le sous.,.*-bl. du specre d6finit ainsr:

h"^lrff !*'rssr 
rl exrste une suite u, e D(A) telle que ll4lo = t,llAwn - )r,llo--+ 0 er h, - o dans

La suite (w,) est appel6e une suite singuliAre.

Lemme 2'2'r' soitA:D(A)cH 
-'--+ H wnop,rateurnon born6.Arorssi )ep(A):

€ e "11a- il'-tr<+ (i + l) e,@).
I

Preuve. En effet, on v6rifie ais6ment que :

(A- )1]r-t _{r __€(A_ )r)-t@_p,+);4.
e

tr
corollaire 2'2'l' soit A: D(A) C H --'+ H wn opdrateur at4to-ad.joint et soit ) e p(A)ntr., arors :

ll(A-)D-Ill=' j 
-.d,rst(A,o(A))

preuve' IJop6rateur (A- )r1-' esr born6 er auto-adjoinr, on a donc :

ll(A- tr)-,ll=s"p{l{I, { eo11a_ )D-\1. e.2.2)
(car :si r4 est born6 et auto-aC: , ,, . ,,

D'aprAs le lemme 2.2.1 on, l'ottt' 
alors : i4il = lttp lpl' p e o(A)|).

€ e o11a- /)-')<+ (,1+ 
f l 

e o(A),)e p(A).
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2.2 Propri6t6s des teurs non born6 auto_ad i r6solvante compacte

on pose : p = ()+ ]l e o(A), ona alors | _ B_ ,l =; l{1 =, 5 e r>l
donc :

ll/i l'\-tr, 1,

|\1"t - ^r 
) 'll = suplr z-.-__ , p e olay _

tP_^l

1

d-,p eo(A).
IP_^I

inf{lp-)l,Beo(A)}

Lemme 2.2.2. Soit A: D(A) C H ---+ H un op|rateur auto.ad.joint, alors;

info(A) =inf0(A) = inf (Au,u)u
ueH,wfo IIrllL

supcr(,4)=sup 0(A)= sup 4.!,11" 
.

ueu,ifo IIrilL
Preuve' D'aprds le th6ordme 2.2.2 on a o(A) c linf 0(A),sup 0(A)l.Il est claire que

infa > (A)jnf 0(A).

supo ( (A)sup?(A).
Posons a - inf o(A), arors pour tour p > o,(. - p) e p(A),er d,apras re cororlaire 2.2.1

!t@-@- Ir)-,il=1.p
Par cons6quenr, pour tout u e D(A) :

Il,llo < 1ro, _(a _ F),llu,P
d'oi:

F llrll' S lVrlll - 2@ _ C)@r, u) n * @ _ hrll,lll,
et par suite on a :

ry r\ro,,w) -2(Au,,) -*U,U, +za!1u112.t' p p,'
En faisant tendre p versoo) on voit que :

(Aw,u) > ollrllr, V u e D(A).
d'ori Ia premilre 6.ga[it6.,on d6monrre de m6me ra seconde.

1

=-
di s t(),"(A))'

D

D
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2.3 Perturbation compacte

2.3 Perturbation compacte

II n'est pas toujours facile de d6terminer directement le spectre essentiel d'un op6rateur auto-adjoint
,4,' Souvent, on essaie de montrer que ,4 peut s'6crire sous la forme A - B +K; ol: f est un op6rateur
auto-adjoint dont on sait calculer le spectre essentiel par des techniques simples er K est,rn op6r"r.rr.
sym6trique admettant cerraines propri6t6s de compacit6.
On dit que,4 et B diffArent d'une perturbation compacte. G6n6ralement, on sait alors monrrer que :

o,,,(A) = o,,,(B).

Th6orlme2.3.l.SoitB:D(B)CH-+Hwnopdratewrawto-adjointetsoitK:H--+Hwnopdrateur
compact auto-adjoint, alors I'opdrateur A: D(A) C H ---+ H ddf.nit par :

I ofol - D(B)

\VzeD(A):Au-Bw*Kw
est auto-adjoint et o,,,(A)= o,,,(B).

Preuve.

1) Montrons tout d'abord que A est auto-adjoint. Soir o € D(A.), cela signifie que :

1 w e H,V w e D(A) : (Au,o) o - (r,.) n.

Y w € D@) t (B u i Kw,n) n = (u,w) 71,

Comme K est compact, il existe une sous-suite encore not6.e (u,) telle que Kun -- v dans H.
Mais comme untend faiblement vers 0, on a pour tout a) e H :

(Kun,w)s-(u,,Kw)H-0,
d'oi r,- 0. il en r6sulte queAun- )r,- Brn- )rn+Kwn-* 0, donc ,!.n est 6galement une
suite singuliAre pour A et ) e o,,,(A). On a ainsi montr6 que o,,,(B) c o,,,(A).

On montre de m6me I'inclusion r6ciproque.

17

Ceci s'6crit aussi :

ou encore :

Y w e D(B) : (B u,v) p - (w,za - Kr) r.
Il r6sulte de cette derni8re 6galit6 que z € D(B) et qte Bv - @ - Kv (car B esr auro-adjoint).
Autrement ditYv eD(A),Av =Av =w.

2) Soit ) e o,,,(B), il existe donc une suite singull|re (w,) telle que :

I w" e D(B) llr,lln = 1,t"
\u,-0 dans H,

\Br,- )u,-- 0 dans H.
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2.3 Perturbation compacte
18

Th6orlme 2'3'2' soit B : D(B) C H -+ H un op,lrateur awto-ad,joint bornd inferieurement,i.e.;

37, > O'telle que (Bu,w)p +fll"llL) O, v u € D(B).
S.o1t K.un opdratewr syly(.riqu1 tel que K soit B_compact.
Alors |op4ratewr A: D(A) C H _._+ H d6prr, po, ,

Iotot _ D(B)

\VweD(A):Au=Bu*Kw
est auto-adjoint et o,,,(A) = o,,,(B).

Pour d6montrer ce th6ordme, nous aurons besoin du :

Lemme2'3'1'soitB:D(B)CH--+Hw.nopbrateurawto-ad,jointetK:D(K)CH--+Hun
opdrateur B-compact. Alors powr tout € > O, il ,*L* ,, ) O"ri* qr, ,

Yw e D(B) llKrllr 3r,ll"llr+ ellBwllo.
Preuve. Soit e fix6. Supposons par r'absurde qu,il exisre une suite (w,) c D(B)te1e que :

llku,llo- Iet 
"llw)ln+llBw,!1, <llku,llo _r.

Il en r6sulte que un rend vers 0 dans H.Deplus, comm e llBw,lloest born6, et K est B_compact, lasuite hun admet une sous-suite convergente que nous noterons encore Kun: Kwn-* z dans 11. Mais
Pourrour w€D(K)

(Ku,,w) = (u,,Ku) _- O,

donc z = 0.

Par ailleurs llz,lla =limllhw,ll,1= 1, d'oil la contradiction.
D6montrons maintenant le lh6orAm e 2.3.2.
Preuve.

1) Montrons rour d,abord que,4 esr auro_adjoint.
Soit ,l ) y alors, par hypothAse B + )I estinversible. On a donc :

A + )I = (B + )r) + K _ (r + K(B + )r)-t)@ + )r).
Nous allons montrer que A+ )I est inversible pour 2 assez grand. pour cela, il suffit de v6rifierque' pour ) assez qtt:d., K(B +,U)-1 est ,r' op6rrr.ur born6 de norme strictement inf6rieure) 1. Or on a, d'aprds le lemme Z.l.t:

llK(B + )r)-1 ullp S c,ll(B + )r)-1ullo + ellB(B + )r)_1ull, y w e H.
et, d'aprds le corollaire 2.2.1 :

ll(a + )I)-1 wllo 
= 
llpilr,A-v

I
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2.4 Le principe du min-max
1,9

))_
llB(B + )r)-'wll, s.#llrll, .

A-Y " "tr

En choisissanr 6 < I or* ) assezerand, on obtient le r6sultat cherch6. ,.
On conclut .n uppli-q.r"nt le th6orb me 2.2.1.

2) Pour montrer que o",,(,4) = o,,,(B), on suit exactemenr la m6me d6marche qu,au th6orAmep16c6dent.

n

2.4 Le principe du min-max
Le principe de Min-Max s'applique aux op6rateurs auro-adjoint born6s inf6rieurement; il permerde catact''riser par diverses foi-ul.s dites ;de Min-max" les valeurs pr.pr;; ri;;6"]^"., d.rro,rs de laborne inf6rieure du spectre essentiel.
soit '4 un op6rateur auto-adjoint non born6 de H et D(r\) son domaine. on suppose que,4 estborn6 inf6rieurement,i.e. :

3c > Orel que (Au, w), + cllulli ) O,V w € D(A)

-o1:"o3att 
que, d'aprds les r6sultats de la section pr6c6dente, tout point du spectre de 14 qui 

',ap-partlent pas au spectre essentiel est une valeur propre isol6e de multiplicit6 finie.

,?ffi;,t*uresser 
au spectre de l'op6rate"r 1e)o(lS):Aw - ).w. onien'i, l. l.rot;",rt de Rayleigh

(Au. u\ -!na@) = -T. ,u-,V w e D(A),, I o.
llull.H

On pose alors, pour tout entier m,m ) I :

P-(A)=,, -jl!^,",, sup TnQy
" ne "m\u\ )) w€V.,uf0

o:T*(x) d6signe I'ensemble des sous-espace vecroriels de x de dimension m .

On pose 6galemenr pour rour entier m ) | :

F_(A) = sup inf g 
^( 

u\.
at ,...,a__t eH lot ,...,v^_tlror^r,ulo

lr',. . ., r*-tfto,,) - {, e D(A); (r, r,) o= 0 I = L, m _ 1.1.

On d6montre alors les r6sultats suivanrs :

Th6orlme 2.4.1.

(2.4.1)

Q.4.2)

ou on note :

@2orlgGuelmaH. Maaichia et H, Silini D6partement de Math6matiques



2,4 Le principe du min-max
)n

1) L'6galit6 suivante est satisfaite :

lt*(A) = ii^(A), pour tout m > L

2) Principe dw Min_Max
Notons )"(A) la borne in/driewre d.w spe:tr: essentiel d.e l'op1rateur A et Jr@) h nombre d.e aa-leurs propres de A strictement inferieured ),(;l k;;;;r")rrr rrr^ ord,r, d) *rjtipticit6). Arors :. lr-(A) < )"(A) si et seulement si 'f (A) > *' nrir, ,, cas,pr(A),lrr@)...1r*(A) sont exacte_ment les.m pyemilrelztaleurs propo, il t;opr*rrrrli.

;yf) - ),(A) si et seulemeit si ,r(A) . *, fro^ ce cas, rr,(A) - ),(A) pour tout entier

on considare tout d'abord le cas oil,'4 est. d€fini positif. Dans le cas conrraire, on peut roujours6tudier I'op6rateur rranslat6 Ap =A*,€1,oi p .rr.ioil; oJ;;" que Arsoit d6fini positif.Pour 6tablir ce th6oram", ,ror^ ailons d6montrer d"r* l.rrr-.s prdlimin"ires ,

Lemme 2,4,1. Les suites 1t_(A) et p_(A) sont croissantes, d.e plws on a :

Preuve' Pour 6tablir Q'+.1), consid6rons,un.sous-esp. a3e v- de D(A)de dimensio n rn et (* - r)6l6ments de ll not6s Dl ,' . . , !*-1 . Alors il exisre un Zle^r-^i a de v-orthogonal ) tous 1., o,. prl
effet, on cherche 6, avec 6 =f ci,)i etla condition 6 e lot,. ..,r--rfrimpose m - Iconditions
lin6aires aux coefficient c1, ,r,'. .),c*.parcons6quent :

sup 9,o@)/ i"! eo@).a€V-,a*o uelar,...,t'*-tlf,,or,ufo

ceci 6tant vrai pour tout v* er pour rous 21, . ..,o-,1'in6galit6 e.4.3)s,en d6duit. n
Lemme 2.4.2. On a:

F*(A)Sp*(A) Vm>1,.

p*(A)< ),(A) Ym> t.

Q.4.3)

Q.4.4)
Preuve' Pour 6tablir 

.Q'4.4),on remarqu e que ),(A)appartient au specrre essentiel de A.parco.ns6-
quenr, il existe une suire singuliAre (ur)-tellique:

| 
,0. D(A) etlluolln = 1,pour tout p;

1 
,o - 0 faiblement dans 11;

\Ar, - ),(A)u 
o -.' 0 fortemenr dans 11.

Le sous-espace de H enge'dr6 par ceme suite esr de dimension infinie.
En effet, si tel n'6tait pas le cas, il existerait une sous-suite convergeant forrement dans ll vers 0.
Or ceci est impossible car llwolln = 1, pour tout p. On peut donc trouvet pour tout r srricremenr
positif, m entiers pt, pz,. . ., p* pour lesquels :

H. Maaichia etH. Silitri D6partement de Math6matiques @2011|.f_ 
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Le principe du min-max

1) IJespace V* engendr6 par uor,,pr,..., ur. estde dimension m.
2) lVrp, - ),(A)r p,lln < tpour I = 1... m.
3) l(rp,,rr)lo<e pourif j.

Soit w = f diup. un6l6ment de V*. On v6ri6e que :

m

> (1- 2-"\\r-2.
_ \. -''.. '/ / 

'a:)

- 

I

Par cons6quent, il existe une constante K*(A) ind6pendante de e telle que, pour rour w 6l6ment d,ev'm'

9o@)< ),(A)*K_(A) e .

Lamapration Q.4.4) s'en d6duit .

Nous pouvons mainrenant d6montrer le th6ord me 2.4.I :

Preuve. > Le cas m=1.
o Nous d6montrons tout d'abord le principe du Min-Max appliqu6 i pr(A). On a d,aprls le lemme
2.2.2:

pr=inf o(A).

d'aprds Q.4.4), deux cas peuvent se pr6senrer :

i) pr(A) - ),(A).
11) pr(A) < )"(A).

Dans le cas (l), il est clair qu'il n'existe aucune valeur propre de ,4 strictement inf6ri eure ). ),(A)
$t, = ),(A) - inf o(A)), et on a,X(A)- o < 1 .

f)ans le se9o1d cas, pr(A) n'appartient pas ) o,,,(A). C'esr donc une valeur propre de I'op6rateur,4,
et on a Jf (4>1.
> Le principe du Min-Max dans le cas m > I.
o Supposons q:e ,I(A) est sup6rieur ou 6gal), m.
soient alors ,11, )2, . . . , )* les m premiEres valeurs propres de I'op6rateur,4 :

)r1)r...< )*< ),(A),

et€1>€2t...,€*desvecteurspropresassoci6stelsque:(e,,e)=trj i,j=I,7n..
En choisissant Vna= f,et,€2s. . .>e*], on a:

Vr, r) - (A>o,',,71a 
1e ) =Zo? Vrl r,)
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2.4 Le principe du min-max

Donc on a:

tr_(A)<)*<),(A).
Parailleurs,posons F =1e1,'..,r*-r]l etsoit Aorarestrictionde r'op6.rateurA)l,espace

Ao : D(Ao) _ D(A)ftF __r F.

on v6rifie que Ao est auto-adjoint. par cons6quent, d'aprds le lemme 2.2.2, on a :

,.0nff[or,,ro9o@) - inf o(A) = )*'

oi o(,4o) d6signe le spectre de l'op6rare ur Ao. On a par cons6quent :

F*@)= )*,
de Q.a3),Q.4.5) et Q.4.6), on d6duit finalement :

u_(A)= F*(A) _ ).

o Supposons mainrenant que ,,((A) est inf6rieur ou 6gal it, (m _ L).

I Si rf @) esr nul, on a d'aprbs ce qui pr6clde :

n7

s )*Zo?.

Q.4.s)

F:

Q.4.6)

Q.4.7)

ur(A)= Fr(A) _ ),(A).

d'or)

lr p(A) - p p(A) - ),(A),V p > r.
D'aprds les lemmes 2.4.1, et 2.4.2 .

ii) Supposons donc que ,,{(A) est non nul er posons : G - le1,€2t... te,]r, oil n = r(A). on a
cette fois :

,."n't[n ,,-oRo@) - inf o(A") - )'(A)'

oi,,4" d6signe la restrictio n de A ) G. Il r6sulte que :

F"*r(A)> ),(A). e.4.8)

De Q.4.3),Q.4.4) et Q.4.8), on d6duit dans ce cas :

pp(A)-Fp(A)- ),(A) Vp> n.
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du min-max

n./ On se donne deux espaces de Hilbert W et H avec:

Iw '- n + etant .o-p".r, 
*

\ \trzdense dans F1.

Soit a(w,v),w,v € IV'une forme sesquilin6aire coercive, hermitienne er continue sur \V x
nie comme suit : r'

t,
Jo(r,a) _(Aw,v)Vw eD(A) v €V,
\Ofal - {, aW,r,-' a(w,r)esr.conrinue sur \Z pour la topologie deHl .

2.4.1 La formule du Min-Max
l. '!

J[d 
parttr du principe du du Min-Max, on a directement les formules suivantes :

)- - min max 
a(w' u) 

."' V.eV.(D(A))uev^.ulo llrll, '

)*= . max. min 9.,', .,t'-L€H lrt r..,o.-rl|U),rlO llullt

w d6fr,-

Q.4.e)

Q.4.r1)

tr

Q.4.r2)

2.4.2 comparaison des valeurs propres de deux opdrateurs
Proposition 2,4.1. Soient a(u,v) et b(w,r.,) deuxformes sesquilindaires, hermitiennes continwe.s sur
V x V et coerci,ues sur V.
On suppose qwe:

a(u,w) 1 b(w,w) pour tout u €V. Q.4.r0)

l1signo.ns 
par ),(A) (rup. ),(B)) la.nid^" valeur propre de I'opdratewr A (resp. B) associ| ) a(w,v) (resp.

b(w,v)), comptde suivant sa mwltiplicit|. Alors

)"(A) < ),(B) pour tout n.

Preuve. Cela r6sulte imm6diatement de la formule e.4.9) et e.afi).
corollaire 2,4.1. soit'w un sows-espacefermd de v dense dans H, d|signons par :

IIJ tf swite des oalewrs propres d.e I'opdrateur ddfinit par (V , H , a(w , v))";
{ p el Ia suite des aalewrs propres de I'opdrateur ddf.nit par (W , H , a(u , v)) ;
on a alors t 

^p 

1 1t ppourtout a.

le corollaire 6tant imm6diat.
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cnapitre3{ f
M Voburs propres d,un problBme eiliptique

3.'/., Rappels

Ce chapitre est consacr6 i l'6tude des valeurs propres d'un problAme elliptique modlle.
On commence par rappeler quelques r6sultati pr6liminaires :

3.1.1 Notations et espaces de Sobolev

Soit f,l un ouvert born6 de IR'. pn 1ot9 par t-z(n) I'espace de Hilbert de fonctions i carr6e int6grable
sur O, et par .F/t(n) I' espaces de Sobolev d6finit par :'

H'(fi) - {u e L'(n)ret que ? . L2,i =1 ..., } .

t dxi )

IJ espaces de Sobolev Ht(n) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.) d6fnit par :

(u,o|r,- | nra*+ | vnvo a*.Jn Jn

IJespace.F/or est d6fini comme 6tant I'adh6rence de 8f dans Hl.

Thdorlme 3.1.1. Soitdl un ounert bornd rdgulier de cksse 81. AlorsHol(n) est donnd par :

Hol(n) - {, .I/t(CI), z = o sur 6e}.

/-^
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3,1.2 In6galit6 de Poincar6

Soit f,l un ouvert born6 de JR", dans une direction d'espace (ou plus). Alors, il existe une constanre
c ) 0, c = c(0), telle que :

Th6or8me 3.1.2 (th6or,bme de Reilich).
o Soit Q wn ouoert born6, I'injection l{(O) .-- Z,(fl) est conrpact.
. Sl 0 un our)ert bornd r1gulier de classe €1, I'injection H1(Q),-- L2(A) est cornpact.

Th6orlme 3.1.3 (th6orlme de Krein-Rutman), Soit A e g(H) wn opdratewr auto-ad.joint tel qwe :Si
H > f > 0,f f 0 alorsAf >0, ets; l|,4|l estunevalewrpropre, cettev;leurpropre estsimple et issociIe
) wn vectewr Propre strictement positive. Tows les ,uecteurs propres strictement positives sont colindaires
) celwi-ci. Dans ce cas -llAll n'est pds valewr propre d,e A.

Preuve. voir [1].

3.2 Op6rateur elliptique

Soient a i1, i, j - 1 ' ' 'N des fonctions born6es d6finies sur f,), et satisfaisant les hypothdses d'ellipti-
ciit6 :

N
3a>0,telque v€ =(€r,€r,---,{r)e Rt,vre e tZ.o,/r)€,€i> ol€l',1€lt=€i+€}+....r{:,,

t'J=L 
0.2.1\

Vx €0, Yi, j : o;i@)=ai;@).

3.2.1 Existence et unicit6 de la solution variationnelle d'un probllme ellip-
tique

Soit ao(x) une fonction born6e d6finie sur O, on introduit l'op6rateur lin6aire elliptique L, d|fini
sur 111(Q) par :

N A 0w
Lw = - Z |{,,p);) * ao(x)w,

i,j=| "*i "*j

(on considlre la d6rivation aux sens de distribution). On considAre le probldme suivant :

vz, e H]@), 
tnl,l' 

d,x 1c 
Jrlr,f ,..

Lu=f surf), f €Lr(q.
On cherche z solution du probllme variationnel associ6 il.Z.Z:

1 
Trouver u eV - H] et n e H; tels que :

\(r",a) - (f ,o),

(3.i.1)

(3.2.2)

Q.2.3)
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3.2 Op6rateur elliptique

ona:

le problAme

a(u,zt)-(Lr,r)=* | 0w7zt. r
;- r,a i i @ ) *-,, \o' 

+ 
J noo@) " 

(x)v (x)d x'

a(u, w)= i [ ^,,e)*!0, + | oo@)lw(x)l,d.x
F:Jn "'"dx,dx, 

Jn

.. Irlv 
wl2dx * p 

I,lu(x)12d.x

,: 
hu@)t'zax* 

p 
I,twt2dx

2 min(1, p) 
J,l,Olf 

ax = yllwlllo,.

Ce qui prouve que 4 est coercive sur 1101. D'autre part

la(w,zt)l= ., i | **@x +,, | fua)1,(x)lax'G-ln'dx;dx1' 'Jn'
< crllY ullr,llV ollr, + crllullr,llollr,
< crllV wllr,llVrllr, + ccrllV ullr,llV"llr,
< KllYullo,llV"lloJ.

D'oil la continuit6 de a.
comme d esr continue er coercive sur I/J(crl , d,aprds le th6orlme de Lax_Milgram,
Q.2.3) admet une unique solution. r

3.2.2 Probl8me variationnel abstrait
Soient (V,(.,.)) er (ll, (.,.),,) deux espaces de Hilbert r6els tels que :

I V a H avecinjection compacre,

I V est dense dans.Il.

Soit a(', ') une forme bilindaire sym6trique, continue er coercive sur V, on considbre le probllmesuivanr (probl0me spectrale variationnil) :

{T*":' 
,l.e IR et w eV \ {0} tels que :

la.\u,a)= A\utzt)n,Vr.,eV. Q'2'4)

D6finition 3.2.1. s; i a..R :: ! € y \ {o} v6rifient (3.2.4),on dit que ,l est une valeur propre de laformulation variarionne L\e Q .2.4), et qlre' u esr un vecteur propre aisoci6.
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3 "2 Op|rateur elliptique

Th6orbme 3.2.L. Les valewrs propres de Q.2.4) forment une suite croissante ())e, de rdek positrft qri
tend uers l'inf'ni, et il existe wne base hilbertienne de H formde de oecteurs propris\w)eru i.e. ;

upe V \ {O}et a(wp,a)= )p(wp,ap)o,Yv €V,

d'e plus fftl>-, est une base hilbertienne de V pour le produit scalaire a(.,.).

Preuve. On va construire un op6rateur auto-adjoint compact 7, associ6 ) la forme bllin|aire a(.,.).
Soit / e H(- L2), onconsidAre le problbme :

/ Trouver u eV telle que :{ ' 11 ?5\
\a(u,v)=(f,r), YveV.

D'aprAs Lax-Milgram, le problAme Q.2.5) admet une solution unique u €V. On d6finit I'op6rareur
,d de ll dans V par dw = f , autre^"nt dit -d est l'op6rateur qui )t f e ll associe la solution
we V de(3.2.5). Linjection i deV dansH estcontinue, donc llrllosrll"llv pourrour" eV.En
prenanr r., = -d f comme fonction teste dans Q.2.5), on obtient :

a(w,v) = a(u, d f) = (f , d f) o,

donc : 
a(v,v) -a(-4 f ,df)= (f ,df)rsllflloll'lfllr=rllfllrlld fllr,

et comme d est coercive on a :

*l[-d f lli < d(d f , a fl s'llf llolld f llr,

on en d6duit ,4 e 9(H, V). On pose alors T - i'4 < g(H) et comme I'injection i de V dans
H 6tant compacte, T e.Y(H). Soient f ,g eH,enprenant o -.dg comme fonctionresre dans
(3.2.5), on obtient:

(f ,T il " = (f , d s) n - a(-d f , d g)

- a(d g, d f) = k, d f) r = (g,T f) n,
donc Z est compact, auto-adjoint et d6finit positif dans 11. d'aprls le th6orlme de diagonalisation
des op6rateurs auto-adjoint compact, il existe une suite d6croissante (pe)e^ de r6els positifs qui
tend vers 0 et il existe une base hilbert ienne (wp) p^ de H form6e de vecteurs propres de T , ie.;

Trr- lrbuh,Vk > 1.

Deplus, up€V puisque wp= lrptTwp= lte'dwne V.Leprobllme (3.2.4)s'6critencore

n(u,rt) = )(w,v) u = )a(..4 w,v), Y v e V.

27
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3.3 Valeurs propres de Laplacien 
2g

Ce qui 6quivaut da(w - )-du,v)=O pourrour v eV,donc w _ )-du _ )Tu.Ainsi les valeurs
propres de3.2.4 sont les inverses des valeurs propres de T et les veceurs propres sont les mAme.
Pour k ) 0, on pose

)h - L et'up-
lrp

Il reste ) v6rifi6 que (vp)r, est une base hilbertienne
h,j>1,ona

I't r

a(up, u i) , (wp, u;)a(ap,vi)--#-)k#
t/ n*ni i ^P^j

Car (wp)u, est une une base hilbertienne de H. En fin on a

thogonal de (or)rr_, dans V est contenu dans l'orthogonal de

/t orr,,., u e H:@)telle que :

1 | yuvadx - ) | we)zt(x)d,x,a eH](a).
\Jn Jn

3.3 Valeurs propres de Laplacien

IJexemple type d'op6rateur elliptique esr laplacien :

N 22,,
\u -),"= 4.

E d*;

On va appliquer les r6sultats pr6c6dents pour cet op6rateur.
Laformulation faible du probldme: -Au = )u dansf), avec u =O sur 0Q estla suivante:

,n
de V pour le produit scalaire a(.,.).'Pour

_ gpj,

le r6sultat en remarquant que l'or-
@)p>, dans ll qui esr r6duit ) {0}.

n

(3.3. 1)

on obtient bien le probllme du type Q.2.4) avec H 
7 

Lt(n),v - Hl(a) er a(.,.) est la forme

bilin6aire sym6trique d6finie sur Hol(fl) par a(u,r) = I YwYvd,x. Linjection de a^l(n) dans L2

est compacte d'aprds le th6orAme de Rillich. Jn

De plus, l'espace v:(q 6tant dense dans z2(Q) et Ho1(Q),llo1(CI) est dense dans z2(fl), on esr donc
bien dans les condirions du rh6or\me 3.2.r, er on en d6duit le r6sultat suivant :

Corollaire 3.3.1. Soit{l wn ouvert bornd rdgulier de classe'€1 deR", alors il existe wne suite croissante
()r)e>, de r,lels positrft q"i tend. vers l'inf.ni, et une base hilbertienne (wp)pr, fu L' telle qwe :

Jrn.r{(CI)
\-L,r= )pupP'P dans E2.
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3.4 Probllmes aux valeurs propres g6n6ralis6s 29

Th6orame 3.3.1 (th6orAme de r6gularit6). Soit Q un ou,uert d,e R" , f o wne partie owverte r1gwlidre
declasse.Y* d, ygn b9rd, g €V*(ta) ft"p,Q eV*(lo)), f eV*(huf;),, ,r r.W;fer.Jro)
(rupJ6 ) @ U I o))t, solution d.e

alors w e 6*(flUfo).

Preuve. voir [3].

lXr-TdansD'(fi)

1, 
= p1rrrpIfi= f,)sur rs,

tr

1A, op6ruteur de Laplace,

lf : op6rateur frontibre.

[ ,, - wn: conditron de Dirichlet,

\ r, -o] t ,ondition de Neumann.
\ on

Question:
Trouver (),r),,1 e lR, r l0 et {u, € H'(Q),yu -ol solution du problAme e.a.r) tels que z ne
change pas de signe dans fl.
o Dans cette partie on adopte les notions suivanres :

, V - Ht(A) (ou llot(fl)), H - L2rl,Q),f) ouverr born6 de IR.' (n = 1,2,3),
rr

" a(w,rr)= | YwYa dx, b(u,v)- | guzt dx,
Ja Jn

, Lw=-Lu,D(L)- {reH'(A):yw -Ol,
. Qr(r) - (Lo,v)n- )l s"' d.x,.= | |rr|'a*- )f gr' d.*,

Jn- Jn' Jn"

3.4 Probllmes aux valeurs propres g6n6ralis6s

Soit CI C R', (n-1,2 ou 3) un ouvert born6 de frontidre f r6guliAre, er g une fonction mesurable )
valeurs r6elles, born6e g € Z-(0), et change de signe lg* fO, g- I O]. 

"

. Consid6rons le problAme aux valeurs propres suivant :

J -Lu(x)- ) g(x)u(x) x €o,
\i'z(s)-o s€f. (3'4'r)

oi:

1. f e A*(9), et toute ses d6riv6es se prolongenr par continuit6 i lo.
. 0w

2. u e'€'(9),"r " 
(z) existe pour rout z € fo.

dn
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3.4 Probllmes aux valeurs propre s g6n6ralis6s

f ̂ lvrl'd*. g(n)= -i;;;-r_ ,, lquorient de Rayleigh],
JaEv. dx

. Tt@) = -Aw - )gw,D(T) = 'D(L),. f.p : fonction pr.opre,

. v.p : valeur propre, v.p.p : valeur propre principale.

D6finition 3'4.1. Soit ,1 une vale,ur propre d'un probllme aux valeurs propres, on dir que ,l esr une
v.p.p si la fonction propre associ6,e ne change pas de signe.

Remarque3.4.1. Pour le probldme de Dirichlet V _ H:(A).
Pour le probllme de Neuman n V =l/t(fl).
Th6orbme 3,4.1 (th6orie de Wein,berger). Soit H-un espace de Hilbert separable, et'W wn sous.espa.ce
de H, aoec W ,-- H ('injeaion 6tamt iontinwe et d'image d.ense),
Les noymes et.les produits scalaires :;ont not6s respectiveiert ll.l[n, (., ) o,ll.llr, (.,.)r.
Considdrons le problime aux valew,,rs propres delaforme

Aw - )Bw,

oil, A et B sont des op,lratewrs auto-ad,joints allant de W d.ans H.
Soit a(., )(rnp b(.,'))laforme qwadratiqwe associ1e ) l'opdrateur A(resp. B). On suppose que a(.,.) est
une forme hermitienne continue co'erci'ue sur W , et b(., .) est wne for)*i hermitirrni ,ortinre swr W.
ir.d:

1F > otelle que lb(u,zt)13 pllwll*llvll* y(w,o) €W2,

I=o r 0 telle quela(w,v)l< allwll*llvll* y(u,v) e W2,

l.lf t 0 telle quela(w,r)lZflrll'* V w eW.

Si on swppose que A-1 est con'tpact, oit,l'injection de rX/ dans H est coftTpacte, et B bornd alors I'op1ratewr
T - A-18 est auto-adjoint compact,,

Dans ce cas, on a :

Proposition 3.4.L. Le probldme Q.4.2) admet (aw plws) dewx swites de valeurs propres rdelles ; I'wne
po.sitive croissante,uers *a :

0 . ,li S )i <,.. S )i --+ +oo quand ,/ + *oo.

et I'awtre ndgative ddcroissante ,uers -@ :

0 > ,l; > ); >..'> );---+ -oo quand .r * *oo.

(3,4.2)

H. Maqichiq et H. Silini I)6partement de Math6matiques @2orlgGuelma



3.5 Existence des fonctions propres tives d'un me de Sturm-Liouville

Remarque 3.4.2. Notons que les v.p positives (resp. n6gatives) sont donn6es par une formule de
Min-Max, oil intervient pratiquemenr :

W+t- {u eW : b(u,u) > 0} resp. W_:= {, <W : b(u,w) <Ol.

oil e,l (resl.e ,)- {E c,., W'*(resp.

1! a(u, w))!,, = max min , 
.:

J-t't vi€€! aLV j b(w, w)

1- a(u,u)),-, = min max ; )J'rt vje€. uLvj b(uru)

w-): dim(E) - 1\.

3.5 Existence des fonctions propres positives d'un problbme de
Sturm-Liouville

Soit g : la, bl ---+ IR une fonctiorL conrinue et change de signe lg* # O, S- I O).
Consid6rons le probldme de Sturrn-Liouville suivanr :

J -r"(*) - )g(x)w(x) x ela,bl,

\r(o) = w(b) -0. ,

I --'" (") = )g(x)u(x), x efa, bl,

\r'(o) = u' (b) - o.

Th6orlme 3.5.1'. Powr le problbm'e (3.5.1) il existe deux suites de valeurs propres :
L'wne positive croissante vers *oo :

0. ,li :3 ); S '.'S ,ll --+ +ooquand / - +oo.

et I'awtre ndgatizte ddcroissante ,(.)ers -@ :

o > ,l; aa ); > '.'> ,11 + -ooquand / * +*.

?tOrr:tif.l 
,i (1esp w,)associee a )l ftul ),)possbde(i -1)z6ros danslo,bL.Enparticwlier: )!

6up ),) est simple et principale.

Powr Ie problime Q.5.2) : Si I g at,x - O alors O est la sewle v.p.p.

(3.s.1)

(3.s.2)
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32
3.6 Existence des valeurs propres principales

rb
^. I,, I g d, t'O alors il exisre wne unique v.p.p 1t t'O :

(rro ,; f'* dx<o
I ta,
I fb

[r.o "j, *dx>Q

On s'int6resse ) l'existence des valeurs propres principales positives, bien evidement
I'existence des valeurs propres principales tt6griirr.r stn d6duit, en remarquant que :

Lw - )g w peut s'6crire aussi Lu == (- ))(- g )u .

. consid6rons le problame (3.4.1) avec la condition de Dirichler :

3.6 Existence des valeurs propres principales

Qr(r)> 0 Yv eD(L).

Q,6.T)

(3.6.2)

., ') est

L'(n)

(3.6.1)

/Trouver ueD(L)- b.Hr(n):w=Osurf] , ,ldit,le R telleque
I

I

\-Aw(x)=)s(x)w(x) xeQ
I
I

\r(t)-0,s€1.
Multiplions 3.6.1pa* eV = flnl(Q) et int6grons sur f), on obtient :

1 
Trouver w, ), w € D(L), w f O tels que

\a(w,v) - )b(u,o) Vv €V =llot(0),

rr
oi a(u,")= | Y wYztdx,b(w,v) - | gwzt dx.

Ja Jn
ll est facile de v6rifier qrse a(.,.) est une fonction hermitienne continue coercive sur V et b(
une fonction hermitienne continuLe sur V.
IJr:p6rateur I est un op6rateur ) domaine dense, positive et auto-adjoint, l'injection de V dans
est compacte.

Via la th6orie de Veinberger, il existe deux suites de v.p :

(0 < 2l <: ,11 < .'. < )! ---+ *oo ouand i -' -t-oo).z-

(0 > ,1; >'. ); >-..> l'; -) -oe quand / ---+ +oo).

'Ilr6orime 3.6.1 @ropri6t6s des valeurs propres principales). Si ) est une n.p.p du problbme
ahtrs:
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3.6 Existence des valeurs propres principales

P'reuve. On introduit ici l'op6rateur Ttr, er on considAre le problAme :

lT^, - 1tu -(-L- )g)r,

\"ir,l - D(L). Q'6'3)

si z est la f.p associ6e i, ), alors u est une f.p associ6e ) pr = 0 du problbm e e.6.\.
o I, est auto-adjoint, son spectre est r6el et constitu6 par une suite d6nombrable,
(ltt < Hz S "' lr j - x, quand / --+ +oo) et pl est simple et principale (th6orAme de Krein-
Rutman) laf .p u, associ6e h, p, ne change pas de signe, par cons6quent u et ulne sonr pas orthogo-
nales, donc z est associ6ei ttrc.).d que Ht=0. p1 esr donn6e par:

(T,a.v\
i-{- 

".o(rt ll"lll
Ce qui implique que :

(Tp,v) 2 t-'rllrllLZo.

,q@)2+>o d'ot i,>0.
llSll-

Th6orAme 3.6.2. Si )) )r,alors ) n'est pas une v.p.p.

Preuve. D'aprls le th6orlme 3.6,,1,L|suffit de rrouver a eD(L) tel que Qr(r)< O.

D'aprls la d6finition de ,11, il exisrte ortelle que : ,1, - 9(v).
Ce qui entraine :

)r=9(r,)-%-. ),
JnEvi

i.e.; Q1(2,)4 0, d'oil le r6sultat.

ThdorAme 3.6.3. Si 0 < ,t < )r, alors il existe a > O (depend de )) telle que :

Qr(r) > ollrll'o,Y zt e D(L).

1.e. ;

e.r(")) 0, Vv eD(L)
f

. Soit ,1, -inf{fr,(v): v e D(L) ,zt I Sr' d.x > Ol .

Jcl
Il est clair que Q1,(z) ) 0, Vz e D(L).
On sait aussi que (Lw, w) 2 frllrll'r, V u e D(L), oil 6 est la premidre v.p de L.

Par cons6quent si Vz e D(f) et I gv2dx > 0 alors :

Jn

!

tr
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3.6 Existence des valeurs propres princi

P'reuve. Pour tout 0 < ,l < ,1, on peut |crjre ) = (1 avec0<s<1.

lYwl2 d.x> trrllrllL,

oi y, est la premiAre v.p de Z. n
Corollaire 3.6.1," Si ) # ), et ):> O alors : ) n'est pas une v.p.p.

Th6orlme 3.6.4. ), est wne v'p dw problbme Q.6.1), de plus elle est simple et principale, et ta f.p corres.
pondante u peut 6tre choisie telle qiz.e u(x) > 0, Vx e 0.

Preuve. Consid6rons le problAm.e aux v.p suivant :

- s),11,

-'lQt@) - |o^,t|+, / lY wl2 d,x

Q.6.4)
JTt,, - -Au - )rgw - 1.rw dans e,

\z '= 0 sur ?0.

Il est clair que (21, zz) esr solution du 3.6.1 ssi (o,w) estsolution de e.6.a).
La premidre v.p du problame (3.6,4) est donn6e par (formule de Min-Max) :

o, - i,rf 
Qi,(l) 

> o.' |,|L -

D'autre part d'aprls la d66nitiorL de ,i,, il existe une suire (o,) cD(r) relle q". i gvl = I et

ir = lim 9(r,)= lim I Nr,f . 
JQ

' n+d) ,-* Je
Ce qui entraine )Y Q^,@,) - 0 et dt 10, donc a, - 0.

On sait que la prerniAre v.p du problbme (3.6.4) est simple et principale.

n
consid6rons maintenant le probli:me Q.a.\ avec la condition de Neumann.

. on a pas la coercivit6 de a(u,v) - | vrv, d,x sur flt(fl), mais dans l'espace i - {u e
, f 

JQ

H'(Q), I g, d*= 01, on a la coercivit6 dans le cas : I g d.* 70.Jn Jo-
Preuve. Il suffit de montrer qu'il existe c > 0 telle q.r. i lywl2 d.x, , I p1' a*.- Jn Jr,'

on raisonne par l'absurde. supposons qu'il existe(wn)telle que | fu,|' d.x - r 
", | 1v r,1, A* . !.

(w,) ttantborn6e dans t,on peur extraire une sous-suir. 1nor6'.1n core w,)r.il. 'q3. , 
n

t-

J r,^ u dansV,

\r,-, dans L2.
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3.6 Existence des valeurs propres principales 35

Ce qui implique que :

-V 
u dans D'(fl)

------+ 0 dans Lt(n),
[o,,
\Y,,

les constantes n'appartiennent pas )

n

0v )\ ^t';i-\r-vfon )

Q.6.s)

me avant on obtient les r6sultats sui-

) )r, alors ,1. n'est pas une Y.p.p"

etParsulte'ona; 
Yu-o

Ce qui entaine que u = Cte, et on obtient donc u = O, car
f

'' )rgdxfo'
er 1 - )nlr"l' 

dx ---r 0, contradicr:ion.

Soit le probldme (3.6.5) :

Irrourr., )etweD 
(

| 
(z')=11)eH2(n)

lr*otelque:
| -Au(x) == )g(x)u(x) dans fl

l#=o sur 2e

o Dans cette partie on proclde d'une manilre analogue com
VANTS :

1) Si ,{ est une v.p.p, on a Qt(,y) ) 0, Vz e D(L),

2) Soit ), - inf {t 
I 

rr' /x > o}, si ,l
.. 

t(z),veD(Lr) t, 
Jr_ )

(l 
' 
o.2o'

ttans ce qui suit on distingue deux cas : { Jf

lJ"s 
d" ' o'

u e D(Lr) tel que :

I

Pourlecas I gdx> 0,onale
Jn

Th6or8me 3.6.5. Si 
Jnt 

O* ) O, alors,l, = 0.

Preuve. Il est clair que Q1,(z) )1 0, Vz e D(LI), donc il suffit de trouver

Qlt@) < o, v,l > o.
tf

Sji I gdx> O,pour @=1,ona:Q1(w)=-,1 | gdx<0.
Jn Jnfr

Sj I gdx-0,onchoisitwe- Dt:,.L) telque I gwdx>0.
Jrt J0
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i.Q4ggglqvaleurs propres principales

SoitseiR.,alors
f

Q,r(1- sw)- s2Q)@)-2s) I g* d* < 0 pour s suffisamment petit et positif.
,n

36

Corollaire 3.6.2. Si I S d* ) Ct alorsv,l > O, ) n'est pas une v.p.p.
Jn

f
Pour le cas I I dx <0, la situation est diff6rente, on aura besoin du lemme suivanr :

Ja
r

Lemme 3.6.1,, Si I S a* <0, at'ors il existe c ) 0, 11> O tels que :
JN

Y,e(Lr)telque I rr' d*> -,1 l r' d*+ | pr| d.x) e l r, d,*.Jn- Ja Jo Jn

Preuve. On raison par l'absurde, supposons qu'il existe une suite (2,) c D(L),telle que :

| ,ia.= 1r:r I lor,f d*.1 ", I grld*u -1 ,vn.Jo' Jn' n Jn"" n

'un est born6e dans ,F/t(fl), on peut extraire une sous suite zp qui converge vers un 6l6ment z dans
L,(Q),

rl
Comme I lV"ul' dx < I VA, alors ap est une suite

Jnk
vers ? dans 111(Q), et on a :

ff

I a2 dx - l, I lv"lt dx = 0, on a n6cessairement
Jn Ja'f
,' I g dx <0, contradiction.

Jo

Th6or8me 3.6.6. Si I f a* l-O,alorsi, >0.

r ^ 
Jo

Preuve. Si I go'dx >0alors:
Jn

de Cauchy dans F11(f)), donc elle converge

: zt j, I o,ceci impliqu" I er' d.x -JN

n

[,,lvol' d* ,lnlvrlrd*
lrgo' d* - llgll*llrll?, - llsll-

(d'aprls le lemme 3.6.1.), ce qui erLtraine

i,ZJ;to'
llSll-

gdx<0et0< )<)l,onale
tr

D,ans la situation 
"il J
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Existence des valeurs pro

Th6orbme 3.6.7. Il existe a (ddpend de )) telle qwe :

Q,r(o) > olloll'n,Yzt eD(Lr).

Preuve. Pourtout o <,1 < ir, )peut s'6crire : )-(1-s),11, avec 0 ( s ( 1'

fr
Si I gz,2dx> -ry | v2 dx, d'ap:rds le lemme 3.6'l ona:

Jn Jct

Q,r(o) = {Qr,{r)*, i lorl' d'x > sellztll2r.
Ar J0

^. 1 ), (
sr 

Jn 
Bz- dx < -0 

lnzt' 
dx,alors Ql(z) = J {lorl' - )go'l d'x / 11 )llvlllr.

t' \ler'd*:i-nlk2*llln' '' Jn -
d'oil a(,1)= {

I ,, ,i I gr' dx >-nllo'znll'
\JN

On prend aQ) - min(,17, es).

corollaire 3.6.3. si I ra *< o, ,t > o et )f ), alors ) n'est pas une e.p.p.
Jn"

llh6orbme 3.6.8. 1) Si I g d' x ZO alors 0 est la sewle v.p.p'
JQ

r
2) Si I g dx <O alors il existe un unique v.P.P )tf 0, donnde par :

Jn

rll
), == inf 1g@:o eD(Lr)et I gv2 dx > o f '"r t- . Jn )

De plus ), est simple, et la /'p correspond.ante wr pewt 6tre choisie telle que : w(x) > 0, Vx e fl .

3.6.1 Conclusion

1) Pour le problbme de Dirichlet, il existe deux v'p'p :

,li > o et ); < o donn6es par :

n

,lf = inf \*rr, zt eD(L) ", lnso' 
d,* > oj,

i, '- r,rp 
{*nr, 

,t eD(L) r, 
lnsr' 

d.* <o},
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3.7 Comparaison des v.p du probll]me de Dirichlet et de Neumann

2) Pour le problbme de Neum.ann :

I
o Si I g d x - 0, alors 0 est la seule v.p.p,

Jo
f

. Si I g dx <0, alors il existe deux v.p.p, io = 0 et ,lf (unique) donn6e par :

Jn

,lf =inf {*@),aeD(Lt)", I gr'd">o},' I Jn- )

f

. Si I g dx >0, alors il existe deux v.p.p, ,10 = O et ,l; (unique) donn6e par :

Jn

1-- ( f ,, ^lil-= rrrp 
\*@\v 

eD(Lt) et 
)nrv' 

dx <o j .

3.7 Comparaison de,s v.p du problbme de Dirichlet et de Neu'
mann

Soient $el la suite des valeurs propres du probllme de Neumann, et Ipul l^ suite des valeurs

propres du problbme de Dirichlet on a alors :

)e 3 pe pour tout A. (3.7.1)

L,er6sultatestimm6diat,ilsuffitcl'appliquerlecorollaire 2.4.l,avec:(V,H,a(w,v))=(HI(Q),L2,1 ,rO11
Jn

pour le probllme de Neuman n, er (W, H ,a(w,v))= (1101(n), Z ' , I V ,V o) pour le probllme de Di-
JN

richlet.
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