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§ Introduction

Le présent travail s’inscrit dans le cadre de Ianalyse spectrale des opérateurs elliptiques dans le cadre
hilbertien, ot les ingrédients mathématiques utilisés sont les espaces de Sobolev et la théorie de
Riesz-Fredholm des opérateurs auto-adjoints & résolvante compacte.

On commence notre investigation par une présentation sur J théorie spectrale des opérateurs dif-
férentiels, en mettant I'accent sur des critéres pour qu’un opérateur soit auto-adjoint 3 résolvante
compacte, ensuite on donne une démonstration du principe de Min-Max pour les opérateurs auto-
adjoints bornés intérieurement, ce qui nous permet de caractériser les valeurs propres situées en des-
sous de la borne inférieure du spectre essentiel. Comme application, on étudie Jes valeurs propres
du Laplacien dans le cas de conditions de Dirichlet et de Neumann.

On considére aussi une classe de problemes aux valeurs propres généralisés. Via la théorie de Wein-
berger et sous des conditions de compacité, on montre des théorémes de diagonalisation, et on

donne des caractérisations qualitatives des valeurs propres de certains problémes elliptiques.

Mots clés : Opératenrs auto-adjoints, résolvante compacte, spectre essentiel, théoréme de Weyl, principe
du Min-Max.

u Guelma
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Chapitre]l <

Rappels et notations

L'objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés tout au long
de ce travail. Pour plus de détails, des références 3 la littérature seront systématiquement données.

On se place dans un cadre hilbertien (H, —» H,), ot H; est un espace de Hilbert sur K =R ou C,
muni de la norme [|.||; et le produit scalaire (ann e (= 1,2),

1.1 Eléments de théorie spectrale

% Références

O H. Brezis ; Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications, Masson (1993).

O R. Dautray, J-L. Lions ; Analyse mathématique et calcul numérique. Tome 5 (spectre des opérateurs), Edt. Mas-
son, (1988). [§3. page 136-180].

O E.B. Davies; Linear‘Operat:or and their Spectra, Cambridge University Press (2007).

O L Gohberg, S. Goldberg and M.A. Kaashoek ; Basic Classes of Linear Operators, Birkhiuser (2003).
O D. Huer; Décomposition Spectrale et Opérateurs, PUF (1976).-

O P. Lévy-Bruhl; Introduction 4 la Théorie Spectrale : Cours et Exercices Corrigés, Dunod (2003).

1.1.1 . Opérateurs linéaires

Un opérateur linéaire est une application A : D(A) € H, — H, linéaire, oti D(A) est le domaine
de définition de I’application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de /}, que I'on suppose en
général dense dans H,. Lopérateur A : D(A) = H, — H, est dit borné si la quantité

Il = sup {|l4nll,, « € DA), [ull,, =1}

u Guelma
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1.1 Eléments de théorie spectrale 3
=

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D(A), et lorsque D(A) est dense
dans H,, A s’étend de maniére unique a un opérateur borné sur H,.
e Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G(4) qui est un sous-espace vectoriel

de H, x H, défini par G(A)={(v,Av), ve D(A)}.
Pour tour opérateur linéaire A :D(A) C H; — H,, on note par:

N(A)={heD(A), Ah = 0} (noyau de A),
R(A)={h,=4b,, h; € D(A)} (image de A).

1.1.2  Opérateurs bornés

On note ZL(H,, H,) (resp. & (H,)) P'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de H, dans
H, (resp. des endomorphismes continus de H,) muni de la topologie de Ia convergence uniforme :

. _ o liBal,
€ L(H,, H,y), ”B”.?(HI,HZ) —~ &up L
wer\o} |2l

Définition 1.1.1. On dit qu’une application linéaire continue § € & (H,, H,) est inversible ssi il
existe une application §' € & (Hy, H)) telle que

S/oS:[Hl, SOS/:]HZ.
Lapplication §' si elle existe est unique. On notera §' = §~! et
Inv(H,, H)):={S e Z(H,,H,), S inversible }

Théoréme 1.1.1. [Théoreéme des isomorphismes de Banach]
Toute bijection linéaire continue S € & (Hy, H,) est inversible,

Définition 1.1.2. Soit A € & (H). On appelle ensemble résolvant de A, Pensemble
o(A) = { A€C; Ay = (A - A) est inversible (<= bijectif )}.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté
o(A4):=C\ p(A).

On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure du spectre en module, 1.e.,

spr(A) := /{su&) [A].
Eo

» Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.
Le spectre ponctuel de A (noté 0,(A)) est ensemble des A € C tels que A, soit non injectif :

A€0,(A) <> N(4,) # {0}.

Un élément A e 0,(A4) est dit valeur propre de A, il Iui correspond un 0 # / € H tel que Ah =
que I'on appelle vecteur propre correspondant a A.

u’ Guelma
H. Maaichia et H. Silini Département de Mathématiques ©2011



1.1 Eléments de théorie spectrale

—_— 4
Définition et Proposition 1.1.1. Sojt § € Z(H,,H,). Alors il existe un unique opérateur
$"€ 4(H,,H,), appelé adjoint de S, qui vérifie Ia relation suivante :
(Shy, by), = (hy, $h,), Vh eH, Vh, e H,.
De plus, on a les propriétés suivantes :
ISI=lisl 7= (5" =s.
S1§ est bijectif (== inversible), alors $* I’est aussi, et EF ==t
Definition 1.1.3. Soit & un espace de Hilbert. On dit que A € £L(H) est auto-adjoint si A= A,
A=A" <= (Ax,y) = (x,4y), Vx,yeH.

L.1.3 Opérateurs non-bornés

Définition 1.1.4. On dit qu’un opérateur 4 est fermée si son graphe G(A) est fermé dans H % B,
Le., pour toute suite (#,) C D(A) telle que #, — u dans H, et Au, —» v dans H,, alors » € D(A)
et v =Au.

» Lopérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de définition
D(A) muni de la norme du graphe (||u]|, := 2]l +HA%HH2) dans H,.

Théoreme 1.1.2. [Théoréme du graphe fermé]  Si Lopératenr fermé A est défini sur tout lespace ke
alors A est borné

(A ferméet D(A)= H, = A borné).

Définition et Proposition 1.1.2. Sojt A - D(A) C H; — H, un opérateur non-borné a domaine
dense. On peut définir Popérateur non-borné A adjoint de I'opérateur A, comme suit :

A" :D(A" C H,— H,
DA™y = {’U €H,:3c>0tel que v, Au)| < CHMHHI , Vu ED(A)}.

Dans ce cas la fonctionnelle # —- g(n)= (v, Au) elle se prolonge de fagon unique en une fonction-
nelle linéaire £ : H, —» K telle que |f ()| <c lulHl ,» Yu € H,. Par suite f€H ~H,.Ona par
conséquent la relation fondamentale qui lie A et A*

(v,Az/t)Hz = (A2, wy, YueD(A), Vove D(A%).
> S1A:D(A) C H, — H, est un opérateur non-borné & domaine dense, alors A* est fermé.
Définition 1.1.5. On dit qu'un opérateur A : D(A) C H —s H est symétrique lorsque
Vu,v € D(A), (Au, v)=(u,Av)

Guelma
H. Maaichia et H. Silini Département de Mathématiques ©2011 u



1.1 Eléments de théoric spectrale 5
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Définition 1.1.6. Lopérateur 4 - AV CH — H st dit auto-adjoint si A =A% ie.,
A= D(A%) et (v, Au)=(Av, u), Yu,ve D(A).

Théoréme 1.1.3. [Caractérisation des opérateurs 3 image fermé]
Soit A: D(A) c Hy — H, un opératenr non-borné, fermé, avec A =FL,
Les propriétés susvantes sont équivalentes :

(1) R(A) est ferme, (12) R(A") est fermé, (2i1) R(A) = N4, (1v) R(4*) = N(A)*.

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

—_—

Théoréme 1.1.4. Soit A - DA)c H, — H, un opérateur non-borné, fermé, avec D(A)=H,. Les
Dropriétes suivantes sonr équivalentes :

(@) A est surjectif, e, Rid)=1E,

(&) il existe une constante b > 0 telle que

Il < kiAol Voe 94,
() N(A*) == {0} ez R(A”) est fermé.

Corollaire 1.1.1. Soit A - D(A) c H —s Hy un opérateur non-borné, Jermé, avec D(A) = .
Lopératenr A admet un inverse boymg A7V sur H, si et seulement %] existe deux constantes my et m,
telles que

Il <y lAull, Ve D(a),
1ol S mll4°o]l, Vo e g4,

L.1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A:D(A)c H — H un opérateur non borné que 'on suppose fermé 123 ¢ § domaine dense.

Définition 1.1.7. On appelle ensemble résolvant de A, I'ensemble
pA)={leC 1Ay = Al —Aest bijectif}.
Son complémentaire dans le plan complexe s'appelle le spectre de A et sera noté o(A)=C\p(A).

* On note que si A € p(A), Pinverse R(A;A) = A7 est défini sur rout Pespace et est fermé. Par le

théoréme du graphe fermé, il est borné, i.c., ATl € £(H). Cet opérateur est appelé la résolvante de
A

L. L’hypoti%se de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. SiAn’est pas fermé, alors o(A)=0.
3. SiA=A",alors o (A) #Det o(A)CR.

lI Guelma
H. Maaichia et H. Silini Département de Mathématiques ©2011



1.2 Théorie de Riesz-Fredholm 6
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* Densemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et Papplication p(4) 3 ) —, R(AA)
est analytique sur chaque composante connexe de p(A). La résolvante satisfaic a I’équation fonction-
nelle suivante dite identité de I, résolvante :

R(A;;4) - R(A,;;4) = (4, = /11)R(/11§A)R(’12§A>-

® Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus Popérateur A est borné, alors o(A) est un
compact non vide.

Examinons & présent de plus prés la structure du spectre.

® Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel -

0,(A)={A€C A4, nest pas injectif}.

Un élément A de 0 ,(A) est dit valenr proprede A, il lui correspond un 0 Z ¥ €D(A) tel queA,d =0,
que Pon appelle vecteyr propre (fonction propre quand H est un espace de fonctions) correspondant

ad
* Sideo(A)\o »(A) donc A est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :

» SiR(A)) n’est pas dense, on dit alors que A€ o, (A) le spectre résiduel de A.
« S1R(A)) est dense, on dit alors que A€o (A)le spectre continu de A.

1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

1.2.1 Convergence faible dans Jes espaces de Hilbert

Définition 1.2.1. Soient (x,) une suite d’éléments d’un espace de Hilbert et x un élément de H.
On dit que la suite (x,,) converge faiblement vers x s;

VheH, lim (h,x,) = (h,x).

1o . w
On utilise alors la notation X, =X oux, —sx.
Dans le cas d’un espace vectoriel normé (E,||.||), on dit que la suite (x,) C E converge faiblement
vers x € E si

Vier, [(x,) = (x,, Dpve — I(x) = (x, Dppr
Unicité de la limite faible. S; (x,) converge faiblement vers deux limites x et %, alors x = ¥,

Théoreme 1.2.1. Soient (x,) et (y,) deux suites d’un espace de Hilbert H et x, y deux éléments de H.
On a alors

Xp = x = (x,) est bornée et |x|| < liminf||x ||. (1)
X, —x=>x,—x. (2)

(e = x et [l | — ||x][) = x, — . (3)
(6, = xety, =) =5 (x,.3,) —> (x,3). (4)

—_—

——

Guelma
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1.2 Th‘éo;rie de Riesz-Fredholm 7

Remarque 1.2.1. En dimensjon finie, la convergence faible est équivalente 3 5 convergence forte.

) \ ’ \ /7 . ¥ % Y
D’aprés le théoréme précédent, la convergence forte entratne towjours la convergence faible, Récj-
pProquement, supposons que 'espace hilbertien H soit de dimension finje e donnons nous une base

orthonormale (es... e ) de H, et une suite faiblement convergente (x,). Soit x sa limite faible. On
4

p
I, — x| =Zl<xn —x.e,)%

Par convergence faible, on a lim (x —x, e;) =0 pour tout J=1,...,p.Donc, lim llx, — x||=0.

N—=0,

Proposition 1.2.1. Soit C u» ensemble convexe de | espace de Hilbert H. Alors Jos denx énoncés
suivant sont éguivalents -

1. Pensemble C est Jermé ;
2. pour toute suite (x,) C C faiblement convergente vers x, la limite faible x est dans C.
Théoreme 1.2.2, (de compacité faible). De toute suite bornée d’un espace de Hilbert, o pent extraire

une sous-suite faiblement convergente.
On exprime ce résultat en disant que "la boule unité fermée de I o5t faiblement compacte"

Remarque 1.2.2. Dans un espace de Banach réflexif, toute sujte bornée admet des sous-sujces faible-
ment convergentes.

1.2.2 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts
Définition 1.2.2. On dit qu’un opérateur K € X2 (H,, H,)) est compact st K(B (0,1)) est relati-

/

vement compact pour la topologie forte. On désigne par ¢ (H,, H,) lensemble des opérateurs
compacts de H, dans H, et on pose HHyp )= S (H,).
» La compacité d’un opérateur 7 e “Z(H,, H,) est caractérisée comme suit :
T'€#(H, H,) <= V(x,) C H, x, = 0 (faiblement) —s Tx,—0 (fortement).

» Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si §, e ZL(E,F)et S, e #(F, G) (resp. S, € #(E, F)
et S, € L(F, G)), alors 58, € X(E,G).
» [Théoréme de Shauder] Si K est compact, alors K* est compact. Et réciproquement.
Théoréme 1.2.3. [Alternative de Fredholm : V1] $oit T e (H). Ona

L N(T)=R(T")", N(T*) = R(TY.

2 M T)l = ]TT*), N(T*)'L = R—<T_)
Théoréme 1.2.4. [Alternative de Fredholm : V2] Sosent T € ¢ (H) un opératenr compact et A # 0,
Ona

L. N(T — Al) est de dimension finie et dim(N(T - AI)) = dim(N(T* — 1]))

2. R(T — AI) est sous-espace fermé dans H.

3. R(T = A)=R(T = MI)= N(T" - ATV

# H=R(T - A) <= N(T"=1) = (0} SNT-A)={0} < R~ Tn=H.

u Guelma
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1.2 T%O_rie de Riesz-Fredholm

Théoréme 1.2.5. Soir x e K (H) avee dim(H) = 00, Alors on 4 :
(4) 0 o(K),

) oK\ [0} =0, (K)\ {0},

() Pune des situations sutvantes :

- ou bien o(K) = {0},

» on bien o(K)\ {0} est fini,

= on bien o (K)\{O} est une suite qui tend vers 0,

Théoréme 1.2.6. [Théoréme spectral et résolution de lidentité] Ox suppose que H est séparable,
Soit T € A (H) un opératenr anto-adjoint compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de

VxeH, x= % +Z(x, €.)eps % EN(A), Tx :Zike,e.

k>1 k>1
’ o . ) ’ L \ ’
U Decomposmon spectrale d’un Operateur auto-adjoint 3 résolvante compacte

Définition 1.2.3. Soient 77 un espace de Hilbert complexe, et A - D(A)C H — H un opérateur
non borné 4 domaine dense. On djt que A est A résolvante compacte si

L. p(4)#0;
2. pourtout e P(A), R(A;A) est compacte.

Remarque 1.2.3. Si ) e pP(A4) tel que R(Aj;A) est compacte, alors R(4;A) est compacte pour tout
A€ p(A). En effet, d’apres lidentité de la résolvante

R(A;A) =R(AA) =4, — /I)R(/IO;A)R(/I,A), YA, Ae e(A),
o R(AA) = R(AgA) = (A, — })R(AO;A)R(X;A),

¢t comme R(Ay;A) est compacte et R(AA) est borné, alors R(A A)R(A,A) est compacte. D’on
R(AA) est compact (somme de deux opérateurs compacts).

Théoreme 1.2.7. Soient H un espace de Hilbert complexe, et A :D(A)CH — H un opératenr non
borné & domaine dense, Op suppose que p(A) £ 0, alors A est & résolvante compacte ssi linjection de
H':=(D(4),|| |¢) est compacte dans H.

Preuve. Soit (1) c D(A) une suite bornée pour la norme du graphe, i.e., IM > O telle que [|Au, ||+
|l < M. Si A€ p(A), alors on peut écrire

ICA = D)0, 1| < (Al |+ 1w, || < max(M, |A]) = C,.

I s’en suit que (4 — A7 )#,) est bornée dans H. Comme R(A;A) est compacte, alors la sujte (n,) =
(R(AANA= A1 )u,) admet une sous-suite convergente dans H, ce qui signifie que H' s’injecte dans
H de fagon compacte.

-

—_—

u Guelma
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Inversement, pour tout A € P(A), on peut écrire

R(AA

H -—>)D(A) L H, R(LA)=; oR(AA),

ou 7 est I'injection canonique de D(A) dans H. Comme cette injection est compacte (par hypo-
these), alors R(A; A) est compacte en tant que composée d’une application compacte et un opérateur
borné.

Théoréme 1.2.8. Soit A :D(A) C H — H un opératenr auto-adjoint. Alors

1) o (4)=0)

() o(#)=0,4) U0 4)CR

B3) A> 0 < 0(4) C [0, 00[.

Dans la suite, on suppose que A est un espace de Hilbert séparable.

Théoréme 1.2.9. Soit A D(A) C H — H un opératenr anto-adjoint et positif: On suppose que
0 € p(A) et que A™! compact. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne dans H,
(€ )ms1 C D(A), et une suite de réels (A ) telles que

O</11 5/12 <...< }m —>+o0, Ae, :/lmem, m=1,2,--.
* Décomposition en valeurs singuliéres d’un opérateur compact (SVD)

Définition 1.2.4. Soient H,, H, deux espaces de Hilbert séparables et 7 € ¢ (H,, H,). On appelle
valeur singuliére de opérateur T, le réel positif s = /A, oit A est une valeur propre de 'opérateur

K:T*T:Hl——>H1.

Théoréme 1.2.10. [Décomposition en valeurs singulieres (SVD)]  Soit 7T € ¢ (Hy, H,) et Pr, la
projection orthogonale sur N(T). Alors il existe une suite de valeurs singulidres (s,) et deux systémes
orthonormés {,, ¢,, ---} c H,, {J,, tho; -} C H, tels que :

1. (s,) est décroissante, s, —> 0, n — oo,

2 Top=sydy, Ty =s5,0,
3 VheH, h=>(h,¢,)p, +Pr,b.

k>1

4t YheH, Th=> s(h,0),.
k>1

5 VZ;EHZ, T*Z:ZSA/),%)@.
k>1

Le systeme {(s;; 05, ¢, )} k1 St appelé le systéme singulier de T La Jamille (¢,) est une base hilber

tienne de N(T), la famille (¢,,) est une base hilbertienne de R(T).

Remarque1.2.4. Le calcul des valeurs singulieres et I'étude de leur vitesse de décroissance peut donc
fournir des renseignements sur le critére de résolubilité de certains problémes de la forme Ky — v,
K e X (H).

u Guelma
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Chapitre2 <

w Caractérisation du spectre d’un opérateur
auto-adjoint

2.1 Spectre essentiel et spectre discret

Définition 2.1.1. Soit A : D(A) ¢ H —s H un opérateur non borné. Une suite u, d’éléments de
H est dite singuliére pour A en A € R si elle vérifie les propriétés suivantes :

1) [, =1.
ii) u, n’a pas de sous-suite convergente.
i) (A—Al)u,—0.
On appelle spectre essentiel de I"opérateur auto-adjoint 4 I'ensemble des réels A tels qu’il existe une
suite singuliére pour A en A, on le note o, (4) .

Le résultat suivant connu sous le nom de critére de Weyl présente un grand interét pratique pour
la détermination du spectre d’un opérateur auto-adjoint.

Proposition 2.1.1. Soit A un opératenr auto-adjoint, on définit Pensemble & comme suit :

& ={A€C:3u, €D(A)||n,||=1, lim [|(4= Al)u,||=0}.

Alors le spectre de A est donné par :
T=a,

Pour démontrer ce résultat, on introduit le lemme suivant.

Lemme 2.1.1. A™" existe et borné <> 3¢ > 0 telle que lAn|| > c||#|| ,Yu € D(A).
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2.1 Spectre essentiel et spectre discret 11
————— "~ PeClrediscret =

Démontrons maintenant Ia proposition 2.1.1.

Preuve. Montrons I'inclusion & Co.SiA¢ o alors(A— 1 )™" existe et bornée, et d’aprés le lemme
21.14,0na:

(A= AD)ull > clju]|, V4 € D(4) & [l]] < CEH(A —ADul|,Yu € D).

Donc il nexiste pas aucune sujte u, telle que ||u || =1 et lim I(A=AD)u || =0.

Ce qui prouve que A ¢ 7.
Pour Pinclusion inverse o & » s0it A¢ & alors il existe ¢ 2 Otelle que :

llll < ell(A= A )u]]. (2.1.1)

S1(2.1.1) est vraie, il résulte alors :

1) A— Al est injectif,

*
————

N
2) RA-A)=N(A- A = NA-A =0}t =H.
Notre but est démontrer que Popérateur A, est bijectif. Comme il est injectif, il nous reste alors
qu’a montrer qu’il est surjectif, ce qu’il revient d’apres 2) de montrer que R(A— AI) est fermée. Soit
v, € R(A— AI) alors il existe #, € D(A) telle que : v, = (4 — A, ,
et d’aprés (2.1.1), on a :

1, = || < c]|(A - AL)(#,, = u,)|| = 0 lorsque 7, m — oo,

car (A— Al)u, = Un €St convergente. Dot (, ) est une suite de Cauchy dans A (espace complet),
donc elle est convergente dans 4. Soit alors # = lim #,. Comme A — AI est fermé alors on 4 -

n—oo

(A=Au,=v — v ce qui implique que # € D(A), et v = (A=AD)u € R(A=AI), d’ot le résultat.;]

Il est clair par le critére de Weyl que le spectre essentiel est conteny dans le spectre.
La proposition suivante décrit son complémentaire.

Proposition 2.1.2. Soit A auto-adjoint et A € o\, .

Aest alors isolée dans le spectre et ¢est une valeur propre de muls; licité finie.
P

Preuve,
N _ = o
1) Soit A€ 0, on suppose que A est non isolée
1.e: A= lim A, A €0, A, non stationnaire.
n—00
e g . .
Par application du critére de Weyl, on trouve une suite #,, de vecteurs unitaires

(ls2,]] = 1) telle que :
[A=A

n

Vi ll(A— A, 1) || < ) (2.1.2)

Supposons que (,) ait une sous-sujte convergente de limite # alors :
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2.1 Spectre essentiel et spectre discret

=] 12
\\\\\

ll#]| =1 et nll_g”(/l ~ AN ||=0< lim (A=A I, =0 A-Au=0.

n—00

I en résulte que ((4 — AD, ) = (u, (A~ A )u), et donc on a :
(s (A= (A4 4, = A)D) = 0.6 (1, (A - Au)) = (1, (A= A, )u) = 0=
(#,, (A= A, D)u) = (A= AN, 1) < (A = A, 8) = () — A ), u).
D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz et (2.1.2), on a :

A=)
A= At )1 = 1= 2, o )] < 1A = 2, 23l < 22

n

Enfin, on obtient :

Ce qui entraine que :
[(#,,#)| — 0,quand 7 — co.

Mais évaluée sur la sous-suite de la limite #, la suite du produits scalaires a pour lim||«|f* = 1
d’oti une contradiction. Donc j] n’existe pas une sous-suite (#,,) C (u,) telle que (u,,) est
convergente. Il en résulte donc que A e o

u) Side o\, alors par le critére de Weyl, il existe une suite #, de vecteurs unitaires telle que
(A= A,Du, —0, et on Peut supposer que cette suite est convergente .
Sa limite # est unitaire et vérifie que (A= A,7)n =0 (car A est fermé). On a donc prouver que
Aest une valeur propre.

1) Si Pespace propre était de dimensjon infinie, une suite (,) orthonormale de cet espace est
singuliere en A . En effet, ll#,]] = 1 et (4 - ADu, =0, ot les #, sont les vecteurs propres
associés aux valeurs propres A,

D’aprés le point (7) il n’existe pas une sous-suite convergente de #, donc 1 e 0,1l en résulte
que, si A € o\, alorsla dimension de Pespace propre (multiplicité de A) est finie.

O

Corollaire 2.1.1. Soit A : D(A) C H — H un opératenr auto-adjoint, alors le spectre essentiel o, (A)
est fermeé.

* On appelle spectre discret de A et on note 04;5c(A) Pensemble des valeurs propres de A de multi-
plicité finie et isolées dans le spectre.
D’apres ce qui précede on a :

O-ess(A) u Udisc(‘A) = O-(A) et Uexs(A) n Odi:c(A) =0.
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2.2 Propriétés des opérateurs non borné auto-adjoint a résolvante compacte 13
——————— _perateurs non borne auto-a

2.2 Propriétés des opérateurs non borné auto-adjoint & résol-
vante compacte

Théoréme 2.2.1. Soit A un Opérateny symétrigue tel que R(I +A) = H alors :
le domaine de A est dense et A est anto-adjoint.

Preuve. Montrons tous d’abord que D(A) est dense dans H.
Cela équivaut & prouver que D(A)* = {0}. Par hypothése R(I+A) = H, alors il existe z e D(A)
telle que : Az + 2z = w, on a alors -

(w,n) = (Az + 7, u)=(Az,u) + (z,n) = (z,Au) + (2,8 =z, 45+ u).

Soit w € D(A)*
(w,u) =0 (z,An + u)=0,Yu € D(A).

Il'en résulte que
z€Im(I+A)* =gt ={0}donc z= w=0=>D(A) = {0}=D(A)=H.

Pour que A est auto-adjoint, il suffit de démontrer I'inclusion D(A") c D(4).

Soit v € D(A*), posons w = A*p +veEH.

L'hypothese R(7 +4)=H implique qu’il existe 7z e D(A) tel que: (A+1)z=Az + 7 = o,
Donc VYu € D(A), on a :

(v, Au+u) = (v, Au) + (v,1) = (A0, u) + (o, n)=(Az+z,u) = (z,Au + u),
ce qui implique que
(v,Au+u) — (2, Au + u)=(v—2z,An+u)=0,Yy € D(A),

d’ou
(v —-z)_LR(]-l—A):H:>v—z:O:>7):ZED(A),
Ainsi D(A*) C D(A). O

Définition 2.2.1. Un opérateur auto-adjoint A est dit inférieurement borné (ou minoré) s’il existe
une constante y € R telle que : (Ax, x) > yllx| ¥« € D(A).

Définition 2.2.2. Soit A un opérateur auto-adjoint, on définit 'ensemble :
(A) = {{An, u), n € D(A),||u]| = 1} c R.
0(A) est appelé I'image numérique de opérateur A.

En générale O(A) est convexe (théoréme de Toeplitz), et si A est auto-adjoint alors 6(A) est un
intervalle.
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—————————— 1~ “'CUI’ non borne auto-:

Théoréme 2.2.2. Soit A un opératenr anto-adjoint, 0(A) Pimage numérique de A. On 4 :

o(4) C O(A).

Preuve. Soit A e 0(A), par le critére de Weyl, il existe une suite de vecteurs #,, de norme 1 dans le
domaine de 4, telle que :

Lim [[(4 = Ay, || = .

Ce qui entraine que :
lim (A= ADu,,u ) =0, (2.2.1)
Car (A= AD)u,,u,) = {Au,,u ) — A. Donc
,<A%n’ %n> - /1’ = ’((A T /1[>%n’ %n), S ”A%n - A%nH = O’
(d’apres Cauchy-Schwartz), d’ou (22.1) < lim (Au,, #,) = A. Ce qui signifie que: Ae g(A_) O
Théoréme 2.2.3. §; Popératenr A est anto-adjoint et (Au,u) > vllell=1,u e D(A),y € R, alors
o(A) C [y,00].

Preuve. Comme (Ax, u) 2y, alors §(A) c [y,00[
et par conséquent

—_—

G(A) c [y,00[.
et d’aprés le théoréme 2.2.2 on a:t
o(A4) C [y,00[.
d

Théoreme 2.2.4. Soir A - DA)C H - H un Opératenr anto-adjoint inférienrement borné et § ré.
solvante compacte et O € p(A). Alors A est diagonalisable, Le., il existe une base hilbertienne dans H [
(€,)n51 C D(A) et une suite réelle (A ) s telles que :

{wSMQISMJ...SMMI—WO.
Ae,=A e m=12,. ...

Gz
Preuve. Ona
0€p(A4) A7 existe et borné;
A est a résolvante compacte = { A4~ est compact;
A est auto-adjoint ATD est auto-adjoint.

D’apres le théoréme de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts, 1l existe une base hil-
bertienne (e, ), .., de H constituée de vecteurs propres de A~ : A7l = e,

St 4,, est une valeur propre de A~ (auto-adjoint compact) alors it < |, | et |t4,] = 0. De plus,
1

Ay o= Hn€y OUencore e, = Ay, e, donc Ae, = —e, c.a.d: — est une valeur propre de A et on

o /uﬂ /un
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sl § | LU _\\\

1
— — oc quand 7 — oo,

n

. 1 .
Sion note A, = — on obtient :

n

Mn+1l = MnLMnl —ooet Ax :Z/I/ex/ee/e'

k>1

O

Pour la facilité des raisonnements, on introduit la version équivalente de Ia définition du spectre
essentiel.

Définition 2.2.3. Soit A D(A) € H — H un opérateur auto-adjoint, on appelle spectre essentiel
de A et on note 0,.:(A) le sous ensemble du spectre définit ainsi :

A€ 0, (A)ssi il existe une suite #, € D(A) telle que ||n, ||, = 1, lAn, — Au_ ||, — 0 et #, — 0 dans
H faiblement.

La suite (x,) est appelée une suite singuliére.

Lemme 2.2.1. Soit A :DA)CH — Hun opératenr non borné. Alors si ) e p(A):
1
feo(A- )N e A+ E) €a(A).
Preuve. En effet, on vérifie aisément que :

(A=A —ET = —E(A- Ay (A= (A+ é)]).

0
Corollaire 2.2.1. Soit A - D(A)C H — H un opératenr anto-adjoint et soit ) e P(A)NR, alors :
4=y = —
dist(A,o(A))
Preuve. Topérateur (A — AT)~! est borné et auto-adjoint, on a donc :
1A = AT = sup{|£|,€ € o ((A— A1)y, (22.2)

(car :si A est borné et auto-adjoint, alors : ||A|| = {sup |ul, u € o (A)}).
D’apres le lemme 2.2.1 on a -

Eeo((A-N e A+ g,i) € a(A), A€ p(A).
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———— £ = 71% 10n borne auto-;

1 1 1
On pose: B=()1+ =) €0(A), on a alors — =f-1=|¢|= Bea(A).
4 3 EE
donc :
N N : :
P ﬁ A’ inf{l6~ A, 5 € 0(A)} ~ dist(ho(A)’
O
Lemme 2.2.2, Soit A - D(A)CH — H un opératenr auto-adioint, aloys -
info(A)=infO(A)= inf (AM\%)
u€H,u#0 “u”H
(Au,u),,
supo(A) =supf(4) = sup  ——=
wetiugo |ull,
Preuve. D’apres le théoréme 2.2.2 on a0(A) C [infO(A), sup 0(4)]. U est claire que
info > (A)infQ(A).
supo < (A)sup 6’(/1)
Posons & = info(A), alors pour tout 5> 0,(a — 3) € p(A), et d’apres le corollaire 2.2.1 -
1
A= (a=B)1)"||==.
/ p
Par conséquent, pour tout # € D(A):
1
ol < E”A% —(a=LB)ully,
d’ou :
BNl <Aulit, = 2~ B)(As, )y + (@ = BYll«I;,
et par suite on a :
o s =200, - s 2
BT /5 B
En faisant tendre [ vers oo, on voit que :
(Anyu) > al|u|, Yu e D(A).
d’ott la premiére égalité, on démontre de méme la seconde. O
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2.3 Perturbation compacte

[l w’est pas toujours facile de déterminer directement le spectre essentiel d’un opérateur auto-adjoint
A. Souvent, on essaie de montrer que A peut s’écrire sous la forme A = B+K ; ol B est un opérateur
auto-adjoint dont on sait calculer le spectre essentiel par des techniques simples et K est un opérateur
symétrique admettant certaines propriétés de compacité.

Ondit que A et B différent d’une perturbation compacte. Généralement, on sait alors montrer que:

o,(A)=0,.(B).

ess

Théoréme 2.3.1. Soit B: D(B) C H — H un opérateur anto-adjoint et soit K : H — H un opératenr
compact anto-adjoint, alors lopératenr A : D(A) C H — H définit par :

D(A)=D(B)
VueD(A):Au=Bu+Ku

est auto-adjoint et o, (A)= o, (B).

— Yess

Preuve.

1) Montrons tout d’abord que A est auto-adjoint. Soit v € D(A*), cela signifie que :
dweH\VueDA): (Au,v)y = (n,w) .
Ceci s’écrit aussi :
YueDA): (Bu+Ku,v)y=(u,w)y,

ou encore :
YueD(B): (Bu,v)y={(u,w—Kv),.

Il résulte de cette derniere égalité que v € D(B) et que Bv = w — Kv (car B est auto-adjoint).

Autrement dit Vo € D(A),A"v =Av = w.

2) Soit A€ 7,,(B), il existe donc une suite singuliere (#,) telle que :

%nED(B) ||”n||H:1’
n,—0 dans H,
Bu,—Au,—0 dans H.

Comme K est compact, il existe une sous-suite encore notée (#,)) telle que Ku, — v dans H.
Mais comme #,, tend faiblement vers 0, on a pour tout @ € H :

(K%n’ w)H = <Mn>Kw)H - O’

d’ot v =0. Il en résulte que A, — Au, = Bu, — Au, + Ku, — 0, donc u, est également une
suite singulicre pour A et A € 0, (A). On a ainsi montré que o,,.(B) C o, (A).

On montre de méme I’inclusion réciproque. O

ess ess ess
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2.3 Perturbation compacte 18

Théoreme 2.3.2. Soit B - D(B)CH — H un opératenr auto-adjoint borné inférieurement,i.e. ;
dy > Otelle que  (Bu, )y +yllull}, >0, Yue D(B).
Soit K un opérateur symétrigue tel que K soit B-compact.

Alors Popératenr A : D(A) c H — H définit par :

(D(4)=D(B
VueD(A):Au=Bu+Ku
est auto-adjoint et o, (A) = o, (B).

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du :

Lemme 2.3.1. Soit B : D(B) ¢ H — H un opératenr anto-adjoint et K DK)C H - H un
opératenr B -compact. Alors pour tout ¢ > 0, i existe ¢. > 0 telle gue :

Vu & D(B) |IKully < c.|lully; +el|Bull,,.
Preuve. Soit ¢ fixé. Supposons par absurde qu’il existe une suite (#,) C D(B) telle que :
(Vestylley = Lot llo, |1y + 1Bt ||y < |l ||, = 1.

Il en résulte que #, tend vers 0 dans H. De plus, comme [|Bu,||,; est borné, et K est B-compact, la
suite k#, admet une sous-suite convergente que nous noterons encore Ku,, : Ku, — v dans H. Mais
pour tout w € D(K) :

(Ku,,w) = (u,,Kw) — 0,

donc v =0.

Parailleurs [|o|[,; = lim||kx,||,, = 1, d’ot la contradiction. O
Démontrons maintenant le théoréme 232,

Preuve.

1) Montrons tout d’abord que A est auto-adjoint,
Soit A >y alors, par hypothése B + AJ est inversible. On a donc :

A+ A =B+ AM)+K =(I+K(B+ AL)"Y)(B + D).

Nous allons montrer que A+ A7 est inversible pour Aassez grand. Pour cela, il suffit de vérifier
que, pour A assez grand, K(B+ A1) est un opérateur borné de norme strictement inférieure
al.Orona, d’apres le lemme 2.3.1 :

KB+ AL ullyy < cI(B+ A ull,, + || BB + A |l VueH.

et, ’aprés le corollaire 2.2.1

I8+ 1)l < =

[E1P8
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1805 + A1) u]y < 2L

.. 1
En choisissant ¢ < 5 puis Aassez grand, on obtient le résultat cherché.

On conclut en appliquant le théoréme 2.2.1.

2) Pour montrer que o, (A) = o,, (B), on suit exactement la méme démarche qu’au théoréme
précédent.

O

2.4 Le principe du min-max

Le principe de Min-Max s’applique aux opérateurs auto-adjoint bornés inférieurement ; il permet
de caractériser par diverses formules dites "de Min-max" les valeurs propres situées en dessous de la
borne inférieure du spectre essentiel.

Soit A un opérateur auto-adjoint non borné de A et D(A) son domaine. On suppose que A est

4

borné inférieurement ,i.e. ;
dec > Otel que  (Au,u),, + cllull?, >0,Yu € D(A).

On rappelle que, d’aprés les résultats de la section précédente, tout point du spectre de A qui n’ap-
partient pas au spectre essentiel est une valeur propre isolée de multiplicité finie.

On va s’intéresser au spectre de Popérateur (4, D(A)) :Au = Au. On définit le quotient de Rayleigh
sulvant :

Au,u
Ry(n)= (“)H,Vw €D(A),u #£0.
11y,
On pose alors, pour tout entier m, 7 > 1 :

PR wp B (), 2.4.1)
Hn(A) vme«//m(D(A))MEVmE#O al) |

ol ¥,,(X) désigne I’ensemble des sous-espace vectoriels de X de dimension m .
On pose également pour tout entier m > 1 :

Z,(A)= sup inf R 4(n), (2.4.2)
ou on note : _
[vl,...,vm—l]ém) ={u €D(A);(u,u' )y =0 i=1,m —1}.
On démontre alors les résultats suivants :

Théoréme 2.4.1.

u Guelma
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1) Légalité suivante est satisfaite :

Um(A) = &, (A), pour tout m > 1.
2) Principe du Min-Max
Notons A,(A) la borne inférieure du spectre essentiel de Popératenr A et N (A) le nombre de va-
leurs propres de A strictement inférienre a A (A) (comptées avec leurs ordre de multiplicité). Alors :
® u,,(A) < A, (A) si et seulement si N(A) > m. Dans ce cas, (41 (A), (45 (A) ... i, (A) sont exacte-
ment les m premiéres valenrs propres de lopératenr A.
® Un(A) = A,(A) si et seulement si N (A) < m. Hans ce cas, U,(A) = A,(A) pour tout entier

n>m.

On considére tout d’abord le cas ot A est défini positif. Dans le cas contraire, on peut toujours
étudier 'opérateur translaté Ay =A+kl,00 k est choisi de fagon que A, soit défini positif.
Pour établir ce théoréme, nous allons démontrer deux lemmes préliminaires :

Lemme 2.4.1. Les suites U (A) et I, (A) sont croissantes, de plusona:

U,,(A)< U(A)  VYm>1. (2.4.3)
Preuve. Pour établir (2.4.3), considérons un sous-espace V. de D(A) de dimension 7 et (m — 1)
éléments de H notés v',...,2™ . Alors il existe un élément ©'de V,, orthogonal A tous les o', En
m
effet, on cherche %, avec & = E ¢;v; et la condition 7' € [v,. L impose 7 — 1 conditions
) =1
linéaires aux coefficient €15Cy5- -5 C,,. Par conséquent :
sup R, (u)> inf R4(n).
HEV, ,us0 ué[vl,.--,v”’"l]lﬁw%#o
Ceci étant vrai pour tout V,, et pourtous v',..., 0", inégalité (2.4.3) s’en déduit. O

Lemme 2.4.2. Ona:
A S ALA) Ym> 1, 2.44)

Preuve. Pour établir (2.4.4), on remarque que 4,(A) appartient au spectre essentiel de A. Par consé-
quent, il existe une suite singuliere (» ») telle que :

#,€D(A)et |2,z = 1, pour tout p;
#,—0 faiblement dans H;
Au, — Ae(A)z/zp — 0 fortement dans H.

Le sous-espace de H engendré par cette suite est de dimension infinje.
En effet, si tel n’était pas le cas, il existerait une sous-suite convergeant fortement dans H vers 0.
Or ceci est impossible car ||#,]lz = 1, pour tout p. On peut donc trouver, pour tout ¢ strictement

positif, m entiers p,, p,,..., p, pour lesquels :
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1) Lespace V,, engendré par HpppWpseostt, estde dimension m.
) HA%P,- - Ae(A)upiHH <epouri=1---m
3) l(upi,up/)lH <epouriz#j.

m
Soit # = Zaiwp, un élément de V. On vérifie que :

Il > (1=2me) 3

(A, n)y < (A, (A)+e(1+2m +2m)e(A)))iaf.

=i

Par conséquent, il existe une constante K (A4) indépendante de ¢ telle que, pour tout # élément de

V. &

Ra(1) S A(A)+K,,(A) e

La majoration (2.4.4) s’en déduit . O
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 2.4.1 :

Preuve. > Lecas m =1.

» Nous démontrons tout d’abord le principe du Min-Max appliqué a u;(A) . On a d’apres le lemme
2.2.2:

u, =1nfo(A).

d’apres (2.4.4), deux cas peuvent se présenter :

1) l('ll(A) = Ae(‘A)'

1) u,(A) < A,(A).
Dans le cas (2), il est clair qu'il n’existe aucune valeur propre de A strictement inférieure & 1 (4 (4)
(U =A,A)=info(A)), etonaJV(A) Oxl.
Dans le second cas, 1, (A) n’appartient pas i o, (4). C’est donc une valeur propre de opérateur A4,
etona A (A)>1
> Le principe du Min-Max dans le cas 72 > 1.

e Supposons que A(A) est supérieur ou égal & m.
Soient alors A, 4;,..., A, les m premiéres valeurs propres de Iopérateur A :

A<y <A <A (A),

et e;,e,,..., ¢, des vecteurs propres associés tels que : (e;, e;)=27
En choisissant V, =[e,,e,,...,¢, ], ona:

(Au,u) i ,Zm:al- Za Ae;, e;)
= =

i 1, =1,m.
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2.4 Le principe du min-max 22

Doncona:
Un(A) <A, < A (A). (2.4.5)

Par ailleurs, posons F = [e,,...,e, _,]* et soit Ap larestriction de opérateur A 3 Iespace F :
Ap:D(A;)=D(A)NF — F.
On vérifie que A, est auto-adjoint. Par conséquent, d’apres le lemme 2.2.2, on a :

wernilh o Za(w)=info(4p)=1,,

ot o (Ar) désigne le spectre de Popérateur A 7 On a par conséquent :

gn(A)=24_, (2.4.6)
de (2.4.3),(2.4.5) et (2.4.6), on déduit finalement :
o (A)= 1 (A) = A 047)

* Supposons maintenant que .4'(A) est inférieur ou égal & (m—1).

1) S1./(A) est nul, on a d’apres ce qui précéde :

pi(A) = [, (A) = A (A).
d’ou
U A=, (4) = A (A p > 1.
D’apres les lemmes 2.4.1 et 2.4.2 .

ii) Supposons donc que .A'(A) est non nul et posons : G = [ey, e e, ]t ot = A(A). On a
cette fois :

inf  R,(u)=info(Ag)=A,(A),
wEGND(A), 40

ol A désigne la restriction de A & G. Tl résulte que :
B lA)2 A (4). 249
De (2.4.3),(2.4.4) et (2.4.8), on déduit dans ce cas :

wA=E,A=AA)  Vp>n.
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2.4 Le principe du min-max 23

v On se donne deux espaces de Hilbert W et H avec -

Wdense dans H.

Soit a(u,v),u,v € W une forme sesquilinéaire coercive, hermitienne et continue sur W x W dég-
nie comme suit :

{W — H < etant compact,

a(u,v) = (Au,v)Vu € D(A) ve W,
D(A)={u € W,v — a(u,v)est continue sur W pour la topologie deH } .

2.4.1 Laformule du Min-Max
a partir du principe du du Min-Max, on a directement les formules suivantes :

) a(u,n)
Am = min max BT
Vu €V, (D(A)) neV,, u#0 “%H

(2.4.9)

a(u,n)

Am: max 2
vl)...,zv'n‘leH[vl,-'-,vm_l]$<A>)”7éo |||

2.4.2 Comparaison des valeurs propres de deux opérateurs

Proposition 2.4.1. Soient a(u,v) et b(u,v) deux formes sesquilinéaires, hermitiennes continues sur
V' x V et coercives sur V.
On suppose que :
a(u,u) < b(u,u) pour tout » € V. (2.4.10)
Désignons par A,(A) (resp. A, (B)) la 0™ valeur propre de lopératenr A (vesp. B) associé & a(u,v) (vesp.
b(un,v)), comptée suivant sa multiplicité. Alors

A, (A) < A (B) pour tout 7. (2.4.11)
Preuve. Cela résulte immédiatement de la formule (2.4.9) et (2.4.10). O

Corollaire 2.4.1. Soit W un sous-espace fermé de V dense dans H, désignons par :
(A} la suite des valenrs propres de lopératenr définit par (V, H, a(u,v));
{144} la suite des valenrs propres de Popératenr définit par (W, H a(u, v));
On a alors :
Ay < w,pour tout k. (2.4.12)

le corollaire étant immédiat.
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Chapitre3 < /

lim Valeurs propres d’un probléme elliptique

3.1 Rappels

Ce chapitre est consacré & 'étude des valeurs propres d’un probléme elliptique modele.
On commence par rappeler quelques résultats préliminaires :

3.1.1 Notations et espaces de Sobolev

Soit 2un ouvert borné de R”. On note par Z*(2) ’espace de Hilbert de fonctions 3 carrée intégrable
sur (, et par H'(Q2) I’ espaces de Sobolev définit par:

%
Hl(ﬂ)z{u € LX) tel quea—uGLz,i:I---n}.

X;

L’ espaces de Sobolev H'(€2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-,.) définit par:
(#,0) 1 =f nvdx +J VuVv dx.
0 a

Lespace H, est défini comme étant I’adhérence de 6> dans H'.
Théoreme 3.1.1. Soit Q un ouvert borné régulier de classe €. Alors H (Q2) est donné par :

Hj() ={v e H(Q),v=0sur J0}.
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3.2 Opeérateur elliptique 25

3.1.2 Inégalité de Poincaré

Soit © un ouvert borné de R”, dans une direction d’espace (ou plus). Alors, il existe une constante
¢ >0,c=¢(Q), telle que :

Vo e Hj(Q), f |[v)? dxﬁcf [Vol* dx. (3.1.1)
Q Q

Théeoreme 3.1.2 (théoréme de Rellich).

© Soit §2 un onvert borné, linjection H,(€2) — L*(X2) est compact.

© 51 Q un owvert borné régulier de classe 6", injection H'(2) — L*(Q) est compact.

Théoreme 3.1.3 (théoreme de Krein-Rutman). Soit A € L(H) un opérateur anto-adjoint tel que :Si
H>f20,f#0alors Af >0, etsi ||A|| est une valeur propre, cette valenr propre est simple et associée

a un vecteur propre strictement positive. Tous les vecteurs propres strictement positives sont colinéaires
a celui-ci. Dans ce cas —||A|| n’est pas valeur propre de A.

Preuve. voir [1]. O

3.2 Opérateur elliptique

Solent a; i 1) =1--Ndes fonctions bornées définies sur €, et satisfaisant les hypotheses d’ellipti-

ciité :

N
d >0, tel gue VE =(f, 55 ,Ex) € RN, Vxe: Z al./.(x)fl—fj > a]§|2, |§|2 = 512+522+- . '-1-9(]\2,,
;=1
(3.2.1)
Vxe, Vi,j: a;(x)=a;(x).

3.2.1 Existence et unicité de la solution variationnelle d’un probléeme ellip-
tique

Soit a4(x) une fonction bornée définie sur €, on introduit 'opérateur linéaire elliptique L, défini
sur H'(Q) par :

Lu== 30, ()22 +ae)
"= ML:‘IQXiai]-xaxj ag(x)u,

(on considere la dérivation aux sens de distribution). On considére le probléme suivant :
Lu=fsurQ, fel*N). (3.2.2)

On cherche # solution du probléme variationnel associé 4 3.2.2 :

{Trouver u€V =HjetveH, telsque: (3.2.3)

(Lu,v)=(f,v),
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3.2 Opérateur elliptique 26

ona:

du v
a(u,v)={Lu,v) j a;( -——dx +f ag(x)u(x)v(x)dx
7,j=1v 12 i

(u, u)_ZL x)——dx+f ay(x)]u(x)2d x

1,7=1

> Q/L]anzdx-l—,@fﬂ]u(x)lzdx
z%f ]u(x)[zdx-f—,@J P
2 min(2,B) | swfdz=plul,

Ce qui prouve que « est coercive sur HO]. D’autre part

it du v
ol <e D[ 157 dere [ Wealtees

i, = i
< C1“V’4HL2HV’U“LZ +6flu] 2ol
<GlIVulloVells + e[ Vall 2 Vo,»
SKHVMHHOIHVZ)”HOI'

D’oti la continuité de 4.
Comme 4 est continue et coercive sur o (), d'apres le théoreme de Lax-Milgram, le probleme
(3.2.3) admet une unique solution.

3.2.2 Probléme variationnel abstrait
Soient (V,{(.,.)) et (H,{.,.),;) deux espaces de Hilbert réels tels que :

V' C H avec injection compacte,
V est dense dans H.

Soit a(.,.) une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive sur V, on considére le probleme
suivant (probléme spectrale variationnel) :

{Trouver A€R et u € V'\ {0} tels que : (3.2.4)

a(n,v)= Au,v),,Yoe V.

Définition 3.2.1. SiAcRetu €V \ {0} vérifient (3.2.4), on dit que A est une valeur propre de la
formulation variationnelle (3.2.4), et que # est un vecteur propre associé.
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3.2 Opérateur elliptique 27

Théoreme 3.2.1. Les valeurs propres de (3.2.4) forment une suite croissante (A, )i de réels posm]s qui
tend vers l'infini, et il existe une base hilbertienne de H formée de vectenrs propres (u,) s g

u, € V\{0et a(my,,v)=A,(n,,v,)y,YoEV,
de plus ( ) k1 st une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a(.,.).

V "k

Preuve. On va construire un opérateur auto-adjoint compact 7', associé a la forme bilinéaire a(., ).
Soit / € H(=L?), on considére le probléeme :

{Trouver u €V telle que: (3.2.5)

a(u,v)=(f,v)y VYovelV.

D’apres Lax-Milgram, le probleme (3.2.5) admet une solution unique # € V. On définit I'opérateur
e/ de H dans V par «/u = f, autrement dit ./ est Popérateur qui & f € H associe la solution
u €V de (3.2.5). Uinjection z de V dans H est continue, donc |||, < ¢||2||,, pour toutv € V. En
prenant v = ./ f comme fonction teste dans (3.2.5), on obtient :

‘Z(”:'w:“(”’"df):(fwdf)H’

donc:
a(v,v)=a(A [, D f)=f, 9y < lualle flly < cllflulle flly,

et comme .¢f est coercive on a :
m|| L fI}, <a( A f, D f) < c||flall fllvs

on en déduit .o/ € £(H, V). On pose alors T = i.ef € £(H) et comme injection ; de V dans
H étant compacte, T € X (H). Soient f,g € H, en prenant v = .¢/ g comme fonction teste dans
(3.2.5), on obtient :

oI u={f, dg)y=aldf, dg)
:a(ﬂg,ﬂf):(g,ﬁf)Hz(g,Tf)H,

donc T est compact, auto-adjoint et définit positif dans H. d’aprés le théoreme de diagonalisation
des opérateurs auto-adjoint compact, il existe une suite décroissante (i), de réels posmfs qu1
tend vers O et il existe une base hilbertienne (#,),>, de H formée de vecteurs propres de T, ie.

T”k = /u/e%k,Vk Z 1.
De plus, 1, € V puisque #, = u; ' Tu, = '.o/ w, € V. Le probléme (3.2.4) s’écrit encore

a(u,v)=Mu,v)y = Aa(Fu,v), YVoeV.
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3.3 Valeurs propres de Laplacien 28

Ce qui équivaut a a(# — A/ #,v) = 0 pour tout v € V, donc # = Ao/ = AT%. Ainsi les valeurs
propres de 3.2.4 sont les inverses des valeurs propres de T et les vecteurs propres sont les méme.
Pour % >> 0, on pose

1 u
k
/{k:_et‘vk:

Fi vV A
Il reste a vérifié que (v, ),5, est une base hilbertienne de V pour le produit scalaire 4(.,.). Pour
k,j>1,0ona -

a(u,,u. Uy th-
d(’l)/e,’aj): (%/e ]>:/\k< k M/)

WA wy

Car (#,);>, est une une base hilbertienne de H. En fin on a le résultat en remarquant que lor-
thogonal de (v ), dans V est contenu dans I’orthogonal de (#3)p> dans H qui est réduit a {0}.
O

=8y,

3.3 Valeurs propres de Laplacien

L’exemple type d’opérateur elliptique est laplacien :
N 9%y

d 2°
=l axl‘

Au=

On va appliquer les résultats précédents pour cet opérateur.
La formulation faible du probléme : —Au = Ax dans Q, avec # = 0 sur JQ est la suivante :
Trouver u € HO1 (2) telle que
f VuVodx = Xj u(x)v(x)dx,v € H,(Q).
Q

Q

(3.3.1)

On obtient bien le probléeme du type (3.2.4) avec H = L*(Q),V = H(Q) et a(.,.) est la forme
bilinéaire symétrique définie sur H (Q) par a(x,v) = J VuNVwvdx. Uinjection de H(€2) dans L?

0
est compacte d’apres le théoréme de Rillich.

De plus, 'espace €°°(€2) étant dense dans L*(£2) et Hol(ﬂ), Hol(ﬂ) est dense dans L4(Q), on est donc
bien dans les conditions du théoréme 3.2.1, et on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 3.3.1. Soit Q un onvert borné régulier de classe € de R, alors il existe une suite croissante
(A )s1 de reels positifs qui tend vers Pinfini, et une base hilbertienne ( #y)ps de L telle que :

—Auwu, = A u, p.p dans Q.
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3.4 Problemes aux valeurs propres généralisés 29

Théoréme 3.3.1 (théoréme de régularité). Soit Q un ouvert de R”, I'y une partie onverte réguliére
de classe € de son bord, 9 € €>(T,) (resp.p € €X(To), f € €°(QUT,) Y, et u € €%QUT,)
(resp.6 | (QUT )%, solution de

{AM = f dans D'(Q2)
] du
ku =¢(resp.— =¢) sur [y,

n
alors u € €=(QUT,).

Preuve. voir [3]. O

3.4 Problemes aux valeurs propres généralisés

Soit £ C R”, (n=1,2 ou 3) un ouvert borné de frontiére I reguliére, et g une fonction mesurable 4
valeurs réelles, bornée g € L™(1), et change de signe [g* #0,g7 #£0].

- Considérons le probleme aux valeurs propres suivant :

{--Au(x):/lg(x)M(X) XEQ,

3.4.1
yu(s)=0 sel. G41)

ou:

y : opérateur fronticre.

{A : operateur de Laplace,

y# = u : condition de Dirichlet,

du

yu = P : condition de Neumann.
n

Question :

Trouver (A, #),A € R,n # 0 et {u € H*(Q2),yu = 0} solution du probléme (3.4.1) tels que # ne
change pas de signe dans Q.

» Dans cette partie on adopte les notions suivantes :

. V= H(Q) (ou H()), H = L*2), 2 ouvert borné de R (1 =1,2,3),
« a(u,v)=| VuVodx, b(u,’u):f guv dx,
Lo —.AMK,ZD(L) ={ueH(Q):yu 20},
. Q)(v)= (Lv,fu)H—/lJ gv’ dx.:f |Vol'dx --AJ gvidx,
Q Q Q

L. f € 6%(Q), et toute ses dérivées se prolongent par continuité a T,

du
2. u€ECYN), et ;E(Z> existe pour tout z €I’y
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3.4 Problemes aux valeurs propres généralisés 30

B fQ]Vqu dx
B fn gvidx
« T)(#)=—Lu— Agu,D(T)=D(L),

. £.p : fonction propre,

- Z(v)

[quotient de Rayleigh],

» v.p : valeur propre, v.p.p : valeur propre principale.

Définition 3.4.1. Soit A une valeur propre d*un probleme aux valeurs propres, on dit que A est une
v.p-p si la fonction propre associée ne change pas de signe.

Remarque3.4.1. Pour le probleme de Dirichlet V = Hol(Q)
Pour le probleme de Neumann V = H'(1).

Théoreme 3.4.1 (théorie de Weinberger). Soit H un espace de Hilbert séparable, et W un sous-espace
de H, avec W — H (Pinjection étant continue et d ‘image dense).

Les normes et les produits scalaires sont notés respectivement -lzrs €5 -Yers |-l wrs oo - e

Considérons le probléme aux valeurs propres de la forme :

on A et B sont des opératenrs auto-adjoints allant de W dans H.
Soit a(.,.)(resp. b(.,.)) la forme quadratique associe & Popératenr Afresp. B). On suppose que a(.,.) est
une forme hermitienne continue coercive sur W, et b(.,.) est une forme hermitienne continue sur W.
C. éld .

A8 > Ortelle que |6(x,v)| < Bl#]ly|2]lw Y(u,v)e W2,

(Jor > 0 telle que |a(u,v)| < al|#||yw |||y Y(u,v) e W2,
|37 > Ortelle que la(u, u)| > y|ul, YueWw.

St on suppose que A™" est compact, oil Uinjection de W dans H est compacte, et B borné alors | ‘opératenr
T = A™'B est anto-adjoint compact.

Dans ce cas, on a:

Proposition 3.4.1. Le probleme (3.4.2) admet (an plus) deux suites de valeurs propres réelles; Iune
positive croissante vers +00 :

O</11+§/1;§---§/17—>+ooquand ] = +o0.

et l'auntre négative décroissante vers —oco :

O>/11_2/1;2---2/1;—>—ooquand j = +oo.
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Remarque 3.4.2. Notons que les v.p positives (resp. négatives) sont données par une formule de
Min-Max, ou intervient pratiquement :

Wy ={ueW:b(u,u)>0}resp. W_:={neW:b(u,u)<0}

alu,u
/W'l:maxmin (o, )
I+ \//657 MLV]' b(%,%)

a(u,n)

AT . = min max .
1 e
] Vieer vLV; b(u,u)

ou Ej_ (resp.e}._):: {E c,, W(resp. W_):dim(E) =i}

3.5 Existence des fonctions propres positives d’un probléme de
Sturm-Liouville

Soit g : [4,6] — R une fonction continue et change de signe [g* #0, g~ #0].
Considérons le probléme de Sturm-Liouville suivant :

—u"(x)= Ag(x)u(x) x€la,bl,

{%(4): o (3.5.1)
-u"(x) = Ag(x)u(x),x €la, b],

{z/(a =u'(h)=0 0->2)

Théoreme 3.5.1. Pour le probléme (3.5.1) il existe dewx suites de valenrs propres :
L’une positive croissante vers +00 :

0< );r 15/1;5 ---5/1;~—>+ooquandj—>+oo.
et l'auntre négative décroissante vers —oo :
0> A7 2 A7 >+ > A7 — —coquand j — +o0.
1 2 ]

De plus la fp u;' (resp. u]_) associée a /\;’ (resp. /1]') possede (j — 1) zéros dans Ja, b[. En particulier : /17

(resp /1]7 ) est simple et principale.
b
Pour le probléme (3.5.2) : Si f g dx =0alors 0 est la seule v.p.p.

a
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3.6 Existence des valeurs propres principales 32

b
Si J g dx # 0 alors il existe une unigue v.p.p 4 £0:

b
@>0 siJ gdx<0

b
w<0 sif gdx>0

3.6 Existence des valeurs propres principales

On s'intéresse a I'existence des valeurs propres principales positives, bien evidement
Pexistence des valeurs propres principales négatives s'en déduit, en remarquant que :
Lu = Agu peut s’écrire aussi Lu = (—A)(—g)u.

e Considérons le probléme (3.4.1) avec la condition de Dirichlet :

Trouver n € D(L)={v € H¥Q): u =0sur T}, u# Oct A€R telle que
—Au(x)=Ag(x)u(x) xef (3.6.1)

u(s)=0,s el.

Multiplions 3.6.1 par v € V = H, () et intégrons sur (2, on obtient :

{Trouver u, A n € D(L), u #0 tels que (3.6.2)

a(u,v)=Ab(u,v) Yve V=H),

oﬁa(u,v):J VMV'vdx,b(u,fv):J guvdx.

Il est facile de K\zlériﬁer que a(.,.) est ung fonction hermitienne continue coercive sur V et b(.,.) est
une fonction hermitienne continue sur V.

Lopérateur L est un opérateur a domaine dense, positive et auto-adjoint, I'injection de V dans L*(2)
est compacte.

Via la théorie de Weinberger, il existe deux suites de v.p :

O<Af < /1;5"'5/1;’—++oo quand j — +00).
(0> A7 > /12_2---2/1;—+—oo quand j — +00).

Théoreme 3.6.1 (Propriétés des valeurs propres principales). Si A est une v.p.p du probleme (3.6.1)
alors :

Q(v)>0 VYoveD(L).
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Preuve. On introduit ici 'opérateur 7, et on considere le probléme :

{TM:W:(—A—Ag)%, (3.6.3)

Stu est laf.p associée a A, alors # est une f.p associée & u = 0 du probléme (3.6.4).

e T, est auto-adjoint, son spectre est réel et constitué par une suite dénombrable,

(41 < py <o, — 00, quand ] — +00) et y, est simple et principale (théoréme de Krein-

Rutman) la f.p #, assoc1ée\:§1 p e change pas de signe, par c?nséquent u et u, ne sont pas orthogo-
*/

nales, donc # est associée a 1, c.a.d que u; =0. y, est donnée par :

(T)v,v)
== 11 “
H veD() ||o|f%,

Ce qui implique que :
(T2,0) 2 o], 0.

Le. y
Q;(v)>0,VoeD(L)
e Soit A, =inf{Z(v):v € D(L) et f gv’dx >0} .
Q
I est clair que Q; (v) >0, Yo € D(L).
On sait aussi que (Lu,u) > v, ||« ;j{, Yu e D(L), ou y, est la premiére v.p de L.

Par conséquent si Vo € D(L) et J gv’dx > 0alors:
9]
R(v)> ﬁl— >0 d'odt A, >0.
8lloo

Theoreme 3.6.2. Si A> A,, alors A n'est pas une v.p.p.

Preuve. D’apres le theoreme 3.6.1, il suffit de trouver v € D(L) tel que Q,(v) < 0.

D’apres la definition de Ay, il existe v, telle que : 4, = Z(v,).

Ce qui entraine :

_ _(Lvl,vl)
Jag@:

Le.; Q,(v,) <0, dou le résultat. O

A =Z(v,) o

Théoreme 3.6.3. S:0 < A< A, alors il existe a > O (depend de 2) telle que :

Qu(v) 2 alllly, Yv e D(L).
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Preuve. Pour tout 0 < A < A, on peut écrire A = (1 — $)Apavec0<s < 1.

A 2 2 2
Qk<v>:ﬂ—l@l<v>+sf“lv»z| deSLIVMI dx 2 syl

ou y; est la premiére v.p de L. a
Corollaire 3.6.1. Si A A, et A> 0 alors : A n'est pas une v.p.p.

Théoreme 3.6.4. A, est une v.p du probleme (3.6.1), de plus elle est simple et principale, et la fp corres-
pondante u peut étre choisie telle que u(x) > 0, Vx € Q.

Preuve. Considérons le probléme aux v.p suivant :

(3.6.4)

Tyw==Au—Agn=yun dansQ,
14:.—_0 surgﬂ.

Il est clair que (4, #) est solution du 3.6.1 ssi (0, #) est solution de (3.6.4).
La premiere v.p du probléme (3.6.4) est donnée par (formule de Min-Max) :

QAI(”) .

el

Gy =k

D’autre part d’apres la définition de A,, il existe une suite (v,) ¢ D(L) telle que f gul =1let
0

A = lim Z(v,) = lim J Vo, |°.
n—o0 n—oo [9)
Ce qui entralne lim Q,(v,)=0eta, <0, donc o, =0.

On sait que la premiere v.p du probléme (3.6.4) est simple et principale.

Considérons maintenant le probléme (3.4.1) avec la condition de Neumann. -
* On a pas la coercivité de a(#,v) = | VuVo dx sur H'(R), mais dans Iespace V = {n €
Q
Hi(Q),J‘ gu dx =0}, on a la coercivité dans le cas : f g dx #0.
Q Q
Preuve. Il suffit de montrer qu’il existe ¢ > 0 telle que J [Vul|* dx > CJ |u|* dx.
Q Q
On raisonne par I"absurde. Supposons qu’il existe (#,) telle queJ |n, P dx =1 etj [Vau |Pdx < %
Q Q

(u,) étant bornée dans V, on peut extraire une sous-suite (notée encore #, ) telle que :

{un —u dansV,

n,—u dans 12
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Ce qui implique que :

Vu, —s Vu dans D'(Q)

Vu, — 0 dans L*(02),
et par suite, on a :

Vu=0
Ce qui entaine que # = Cte, et on obtient donc # = 0, car les constantes n’appartiennent pas 3
i;, J g dx 75 0 5
Q

et 1= | |u,|* dx — 0, contradiction. O

0
Soit le probléme (3.6.5) :

d
Trouver Aet » € D(L,) = {1} € HY(Q): —é—qi\r = }
n
u 70 tel que : (5.6.5)
—Au(x)= Ag(x)u(x) dans Q -
Lr——
3, =Osur

e Dans cette partie on procéde d’une maniere analogue comme avant on obtient les résultats sui-
vants :

1) Si Aest une v.p.p, ona Q,(v) >0, Yo € D(L,),

2) Soit A, = inf {R(v),v e€D(L,) et J gvidx> O}, st A> A,, alors A n’est pas une v.p.p.
Q

J gdx>0;
Dans ce qui suit on distingue deux cas : { Y
gdx =<0

Q

Pourlecas | gdx>0,onale
Q

Théoreme 3.6.5. Si f g dx >0, alors A, =0.
Q

Preuve. Il est clair que Q) (v) > 0, Yo € D(L,), donc il suffit de trouver w € D(L,) tel que :
Q,(w)<0, YA>0.
Sjtf gdx>0,pourw=1,ona: Qﬂ(fw):—/lj gdx<0.

Jo Q

Si j g dx =0, on choisit w € D(L,) tel que J gw dx >0.
Ja 0
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Soit s € R, alors

Q(1—sw)=5'Q,(w)— ZSAJ gw dx <0 pour s suffisamment petit et positif. O
Q

Corollaire 3.6.2. S; J g dx >0alors VA >0, Anest pas une v.p.p.
Q

Pour le cas f g dx <0, lasituation est différente, on aura besoin du lemme suivant :
Q

Lemme 3.6.1. Sz J g dx <0, alors il existe e >0, > O tels que :
0

Yo e(L,)tel que f gv’ dx>—77J v’ dx:>f [Vol? desf v’ dx.
Q Q Q )

Preuve. On raison par 'absurde, supposons qu’il existe une suite (v,) C D(L,), telle que :
2. 9 i 2 1
vdx=1let | |[Vo,[fdx<—et gvidx>——, Vn.
Q Q n Q n

v, est bornée dans H'((2), on peut extraire une sous suite v, qui converge vers un élément v dans
L),
Comme | |[Vo,|* dx < 7 Yk, alors v, est une suite de Cauchy dans H'(Q2), donc elle converge

Ja
vers v dans H'(Q), et on a:

f v dx = 1, J [Vo|* dx = 0, on a nécessairement : v = ¢ # 0, ceci implique J BT dx =
) Ja Q

¢* | gdx <0, contradiction. O
Ja

Théoreme 3.6.6. Sif g dx <0, alors A, > 0.
Q

Preuve. Si J gv® dx > 0alors:
Q

fg?[valz dx . fQ|V'v[2de . £
Jagv*dx T llgllulloll, ~ gl

(d’aprés le lemme 3.6.1), ce qui entraine

Ay o2,
l18los

Dans la situation ou f gdx<0etO<A<A,onale
0
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Théoréme 3.6.7. Il existe a (dépend de A) telle que :
Q)(v) 2 allv|ly,, Yo € D(Ly).

Preuve. Pourtout 0 < A < A;, A peut sécrire: A=(1—s)A,avec0<s < 1.
Si J gvidx > ——77J v? dx, d’apres le lemme 3.6.10na:
Q Q

A
Qe =1 o)+ | [oPdx2 selel,
1

SiJ gv’dx < _OJ v* dx, alors QA(v):J (IVo]? = Agv?} dx > nA||v][3,.
Q Q Q

An st J gvidx < —77||v121||
Q
dota(l) =
es st J gvidx > —77||v]2{||.
0

On prend a(A) = min(A7, ¢5). O

Corollaire 3.6.3. S: f gdx <0, A>0et A# A, alors Anest pas une v.p.p.
Q

Théoréme 3.6.8. 1) S J g dx > 0alors O est la seule v.p.p.
Q
2) Si J g dx < 0 alors il existe un unique v.p.p A, # 0, donnée par :
Q
A= inf{%(’u) cveD(L,)et J gvidx > O} :
Q
De plus A, est simple, et la f.p correspondante w, peut étre choisie telle que : w(x)>0,Yx € Q.

3.6.1 Conclusion

1) Pour le probléme de Dirichlet, il existe deux v.p.p :
Af>0et A7 <0 données par :

AT :inf{%"(fv), veD(L)et Jﬂgvz dx > O} ’

AT =sup {;%’(’0), veD(L)et Lgvz dx < O},
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2) Pour le probleme de Neumann :

e Si f g dx =0, alors 0 est la seule v.p.p,
Q

e Si Jﬂ g dx <0, alors il existe deux v.p.p, A, =0 et AT (unique) donnée par :
A= inf{%(fv),fu eD(L,)et Lgvz dx > O} g

e Si L g dx >0, alors il existe deux v.p.p, A, =0 et AT (unique) donnée par :
AT =sup {%(v),v €D(L,)et Jﬂgvz dx < O} ;

3.7 Comparaison des v.p du probleme de Dirichlet et de Neu-
mann

Sotent {A,} la suite des valeurs propres du probléme de Neumann, et {u,} la suite des valeurs
propres du probleme de Dirichlet on a alors :

A, < u,, pour tout k. 371
Le résultat est immédiat, il suffit d’appliquer le corollaire 2.4.1, avec : (V, H,a(u,v)) = (H'(Q), LZ,J VuVv)
Q

pour le probléme de Neumann, et (W, H,a(u,v)) = (Hol(ﬂ),Lz,j Vu¥Vv) pour le probleme de Di-
Q

richlet.
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