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Résumé

Les dalles biaises sont des structures qui sont souvent rencontrées dans les
infrastructures techniques (Ouvrages d’art, Pont, Construction, etc...).

La particularité de ce type de structure, liée surtout a la distorsion géométrique de sa
forme (généralement de forme biaise) pose une problématique traduite en terme
d’analyse et de dimensionnement.

Ce travail a pour objectif une contribution pour apporter quelques réponses a cette
problématique.

Pour ce faire, Ce travail consiste en la modélisation par éléments finis d’une dalle
biaise et sa validation avec d’autres méthodes analytiques.

Pour cela nous avons analysé, dans ce travail, une structure en dalle biaise par deux
principales méthodes : La méthode de Guyon-Massonnet et celle des éléments finis.
Comme nous avons comparé les résultats obtenus avec la solution exacte donnée par
[RAZ.73].

Les résultats obtenus sont concluants et montrent que la méthode des éléments finis
est plus appropriée pour 1’analyse des dalles biaises.



Abstract

Biased slabs are structures that are often encountered in technical infrastructures
(Structures, Bridge, Construction, etc. ...).

The particularity of this type of structure, linked above all to the geometrical
distortion of its shape (generally of biased form) poses a problematic translated in
terms of analysis and dimensioning.

The aim of this work is to provide some answers to this problem.

This work consists in the finite element modeling of a biased slab and its validation
with other analytical methods.

In this work, we have analyzed a biased slab structure using two main methods: the
Guyon-Massonnet method and the finite element method. As we have compared the
results obtained with the exact solution given by [RAZ.73].

The results obtained are conclusive and show that the finite element method is more
suitable for the analysis of biased slabs.
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NOTATIONS

Les notations suivantes sont utilisées dans le présent mémoire.

| : Intégrale.

%z Dérivée partielle par rapport a x.

{ } : Vecteur colonne.

[1: Matrice .

[1" : Matrice transposé.

[1": Matrice inverse.

X, Y, Z : Coordonnées cartésiennes.

U, V, W : Déplacements suivant les directions X, y et z respectivement.
0, : Rotation autour de Oz.

& €y et g, . Déformations axiales suivant x et y et z respectivement.
Yxy» Yyz €t Y, - Déformations tangentielles.

oy, Oy et 0, : Contraintes normales suivant les directions x et y et z respectivement.
Tyys Tzy €t Ty, - Contraintes tangentielles (cisaillements).

Aet u(G) : Les constantes de Lamé.

a i : Paramétres généraux de I’approximation.

[A] : Matrice des coordonnées nodales.

[B] : Matrice de déformation.

[D] : Matrice d'élasticité.

{x} : Courbures.

[N] : Matrice des fonctions de forme.

[Ke] : Matrice de rigidité élémentaire.

{F}: Vecteur des forces nodales.

{u} : Vecteur de déplacement en tout point de I'élément.

{qge} Vecteur de déplacements nodaux.

L : La portée du pont.

2b : La largeur du pont.

b : demi-largeur de la dalle.

a: Paramétre de torsion.

0: Paramétre d’entretoisement.

p(x) : Charge appliquée sous forme sinusoidale.

k, : Coefficient de répartition transversal.

Ko et K;: Représentent les valeurs que prendrait K pour o = 0 et o = 1 respectivement.
e/b : L'excentricité relative de la charge linéaire p (x).

y/b : L'ordonnée relative du point du pont considére.

M,, M,, : les moments fléchissant.

M

yx» My, - les moments de torsion.
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p(x, y) : est le chargement de la dalle.

W : la surface de déplacement.

v : Coefficient de Poisson.

E : Module de Young.

| : L'inertie.

m; . moment resistant des aciers traversant la ligne de rupture j.

w; : Rotation des plaques de part et d’autre de la ligne de rupture
Par rapport & leur position initiale.

F; : résultante des charges extérieures appliquées sur la plaque i.
d; : Déplacement vertical de la résultante des charges sous I’effet
De la rotation de la plaque i.

m : moment de rupture.
p : charge extérieure appliquée sur le panneau de dalle.
LdR : force par unité de largeur.

CRT : Le Coefficient de Répartition Transversale
M.E.F. : Méthode des éléments finis.
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CHAPITRE | :
INTRODUCTION GENERALE

| .1- Cadre de la recherche :

Ce travail constitue une initiation a la recherche dans le cadre des études en vue de I'obtention
du dipléme de master en génie civil.

Notre travail consiste en la modélisation par éléments finis d’une dalle biaise et validation.

| .2- Problématique et objectifs :

Les dalles biaises sont des structures qui sont souvent rencontrées dans les infrastructures
techniques (Ouvrages d’art, Pont, Construction, etc...).

La particularité de ce type de structure, liée surtout a la distorsion géométrique de sa forme
(généralement de forme biaise) pose une problématique traduite en terme d’analyse et de
dimensionnement.

Ce travail a pour objectif une contribution pour apporter quelques réponses a cette
problématique.

Pour ce faire, ce travail consiste en la modélisation par éléments finis d’une dalle biaise et sa
validation avec d’autres méthodes analytiques.

Pour cela nous avons analysé, dans ce travail, une structure en dalle biaise par deux
principales méthodes : La méthode de Guyon-Massonnet et celle des éléments finis. Comme
nous avons comparé les résultats obtenus avec la solution exacte donnée par élément fini.

| .3- Plan du mémoire :

Ce mémoire est constitué d’une introduction, de quatre chapitres et d’une conclusion
générale.

La réalisation de nos objectifs, nous a amené a articuler notre travail autour des axes de
recherche suivants :

- la présente introduction,
- Quatre chapitres,
- Et une conclusion générale

* Au niveau de cette introduction, nous avons positionné le probleme sujet de notre recherche,
en précisant la problématique d’analyse et de dimensionnement des dalles biaises.

* Le chapitre deux traite, a travers une synthese bibliographique, des notions générales
relatives aux voies et aux ouvrages d’art. L’objectif recherché, est de mettre en premier plan
le domaine d’utilisation des dalles biaises, puis de montrer la nécessité de ce type de structure
dans la conception des ponts.

* Le chapitre trois constitue un prolongement du chapitre 11, en présentant quelques méthodes
théoriques d’analyse et de calcul des dalles en générales et de leur application aux dalles
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biaises en particulier. Nous avons traité la méthode de Guyon-Massonnet et la méthode des
lignes de rupture.

* Le quatrieme chapitre traite de la modélisation des dalles biaises par éléments finis. Ony a
développé les aspects liés a la théorie de plaques, a la démarche de modélisation par éléments
finis en générales et a son application dans un mod¢le d’élément fini de plaque mince ayant
un comportement purement flexionnel.

*Le dernier chapitre traite de la validation des modeles (analytique et numérique). Cette
validation a concerné une dalle biaise avec deux valeurs du biais : 60°et 40° ; pour ensuite
comparer les résultats obtenus et leur vérification par rapport aux solutions théoriques.



CHAPITRE Il :
NOTIONS GENERALES SUR LES OUVRAGES D’ART

11.1- GENERALITE SUR LES OUVRAGES D’ART

11.1.1 — introduction
11.1.2 — Buses et Dalots
11.1.3 — Tunnels
11.1.3.1 —Tunnels montagneux
11.1.3.2 —Tunnels sous les eaux (riviére ou mer)
I1.1.4 —les Ponts
11.1.4.1 —Définition
11.1.4.2 — Elément principaux d’un pont

11.1.4.3 — Quelgque exemples de ponts

1.2 - CLASSIFICATION DES PONTS

11.2.1 — Selon le matériau principal
11.2.2 — Selon la nature de la voie portée
11.2.3 — Selon leur fonctionnement mécanique
11.2.3.1 — Les ponts a poutres
11.2.3.2 — Les ponts en arc
11.2.3.3 — Les ponts a cables
11 .3—-LES PONTS

11.3.1 — Les ponts caissons
11.3.1.1 — Conception générale des ouvrages mixtes en caisson
11.3.1.1.1 — Généralités :
11.3.1.1.2 — Morphologie transversale
11.3.2 — Ponts — dalle
11.3.2.1 — Présentation de la structure
11.3.2.1.1 — Morphologie
11.3.2.1.2 — Domaine d’emploi
11.3.2.1.3 — Avantages ponts-dalles dans le cadre de leur domaine d’emploi
11.3.2.2 — Conception
11.3.2.2.1 — Profil longitudinal-élévation-coupe longitudinale
11.3.2.2.2 — Coupe transversale
11.3.2.2.3 — Biais et courbure en plan

11.3.2.2.4 — appuis-appareils d’appui
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CHAPITRE II :
NOTIONS GENERALES SUR LES OUVRAGES D’ART

11.1- GENERALITE SUR LES OUVRAGES D’ART :

11 .1.1- Introduction :

Pour élaborer des routes, on rencontre différents obstacles tels que les oueds ou riviéres, les
montagnes, les chemins de fer et les autres routes. Pour les franchir, on construit des ouvrages
artificiels, qui portent le nom : Ouvrage d’Art .Ce terme est composé de deux mots :

- « ouvrage » indiquant les constructions,

- « Art » indiquant I’importance de ’aspect esthétique et architectural dans ces constructions.

Exemple : ponts, tunnels, buses, dalots.
11.1.2- Buses et Dalots :

Ce sont des ouvrages, surtout hydrauliques et parfois routiers, en béton armé (préfabriqué ou
non) ou en acier de forme cylindrique, ovale ou rectangulaire. Ces ouvrages sont en générale
en tubes de section normalisée noyés dans le remblai a la surface du sol naturel. Ces ouvrages
sont assez employés en zone rurale, notamment pour le franchissement des petits oueds. On
distingue trois catégories :
1) Les buses rigides, de forme circulaire, en béton armé préfabriqué en usine, Ils sont
considérés comme des tuyaux. Ces ouvrages sont rarement employés comme
franchissement d’oueds.

Remblai
de route

Figure 11.2 : Buse rigide en béton armé.

2) Les buses souples, métalliques, circulaires ou ovoides, construit par assemblage de
plaques ondulées.
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Figure 11.3 : buse métallique.

,||, D ﬂb D _ﬂ

Remblai
sélectionné
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- g Ondulation de la tle
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Figure 11.4 : exemple d’une buse ovoide et forme des toles.

3) Les dalots, cadres a section rectangulaire(ou carrée) en béton armé, Ces ouvrages sont
soit coulés sur place soit préfabriqués. Dans ce dernier cas I’ouvrage est composé par
plusieurs éléments qui s’emboitent en males-femelles. Les sections sont normalisées

mais elles peuvent aussi étre préfabriquées sur commande. Les buses et les dalots
peuvent étre simples ou multiples.

Figure 1.5 : schéma d’un dalot.

Figure 11.6 : dalot préfabriqué prés pour étre installés.

Figure 1.7 : schéma d’un dalot triple.

4
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I1.1.3 - Tunnels :

Selon la destination du tunnel, on distingue principalement les tunnels routiers, les tunnels
ferroviaires, les tunnels canaux et les tunnels hydrauliques. Ce sont généralement des
ouvrages couteux, en raison de la nécessité de leur ventilation, de leur éclairage et de leur
surveillance. Leur construction n’est justifiée que dans des cas exceptionnels.

Figure 11.9 : vu a I'intérieur du tunnel.
Les tunnels sont construits pour faire passer une route a travers une montagne ou sous les
canaux et dans la ville pour réaliser des passages ou des routes souterraines. Ainsi, selon leur
emplacement des tunnels, on distingue :

11.1.3.1 - Tunnels montagneux :

Ce type de tunnels est construit quand la nécessité du profil en long rendent impossible toute
autre solution et éventuellement pour la protection de la route a 1’endroit du couloir
d’avalanches ou des terrains d’éboulis.

Figure 11.10 : tunnel ferroviaire.

11.1.3.2 - Tunnels sous les eaux (riviere ou mer) :

Ce type de tunnel est construit sous les vois navigables a grand trafic, a la place des ponts qui
génent la navigation.




CHAPITRE II NOTIONS GENERALES SUR LES OVRAGES D’ART

Figure Il. 11 : Tunnel sous les eaux.

11 .1.3.3 - Tunnels sous les routes :
Ces tunnels sont construits surtout dans les villes ou sous les autoroutes.

I -
H>0.5 m /
1<49

Figure 11.12 : Tunnel échangeur.

/|

I1.1.4 - les ponts :

11 .1.4.1- Définition :

Un pont est un ouvrage d’art pour lequel une voie de circulation franchit un obstacle naturel
ou autre voie de circulation terrestre, fluviale ou maritime. C’est le type d’ouvrage le plus

employés en Algérie.

11.1.4.2 - Elément principaux d’un pont :
Un pont comporte généralement trois catégories d’éléments : les fondations, les appuis et
le tablier avec les appareils d’appui.

Tahliar

I ] I ] Appareil d’appui

Culée
Pile

—
L i |

L J Fondation

Figure 11.13: Vue longitudinale d’un pont type.

Figure 11.14 : pont sur ’autoroute.

6
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e Fondation:

C’est un systeme au moyen duquel I’ouvrage repose sur les sols et lui transmet les charges
qu’il recoit. Suivant la nature du sol, les fondations sont superficielles (semelle isolées ou
filantes) ou profond (pieux ou barrettes). Dans ce deuxieme cas, les fondations sur surmontées

par une semelle de liaison.

Figure 11.15 : Téte des pieux en cours de recépage et Fondations superficielles du pont.

e Appuis :
Ils supportent 1I’ouvrage jusqu’au niveau des fondations. On distingue deux types d’appuis :
les culées, qui sont les appuis extrémes, et les piles, qui sont les appuis intermédiaires .Un
appui peut étre composé par un ou plusieurs voiles ou par des colonnes surmontées par

chevétre.

Figure 11.16 : appuis du pont.

e Tablier:

C’est un élément sur lequel repose la voie de circulation. Il comprend la couverture
(revétement) et la partie de 1’ossature sensiblement horizontale situé sous la voie portée. Le
tablier comporte essentiellement des dalles. En plus, il peut comporter des poutres principales
et des éléments secondaires (des entretoises ou pour les plus anciens ponts des longerons).

Figure 11.17 : Tablier d 'un pont a poutre.
Le tablier comporte aussi tous les équipements indispensables a 1’utilisation, au
fonctionnement et a la durabilité du pont. Ces équipements comportent les dispositifs de
retenue, les joints de chaussée, les systémes d’étanchéité, la couche de roulement, les trottoirs,
les corniches, les systémes d’évacuation des eaux, la dalle de transition, etc.

7
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e Les appareils d’appuis :

Le tablier repose sur les appuis a I’aide des appareils d’appui qui permettent le déplacement
horizontale et vertical du tablier sous I’effet de charges. Les appareils d’appui les plus
employeés de nos jours sont en élastomere fretté.

Figure 11.18 : Appareil d appui en élastomere fretté et Appareil d appui sous une poutre.

Un pont est souvent lié a la route par sa rampe d’accés. Si cette rampe est en remblai, elle
comporte une dalle de transition .Si la rampe estain déblai, la dalle de transition n’est pas
nécessaire.

11.1.4.3 — Quelque exemples de ponts :

e Un pont a travées indépendantes sur un cours d’eau.

Ci-dessous une vue longitudinale d’un pont isostatique a trois travées indépendantes sur un
oued ou sur un cours d’eau navigable. La partie du pont entre deux appuis s’appelle travée.
Les travées peuvent étre indépendantes ou continues.

p L >
| .

i ¢ A ¢ —f i
_I!'—fc—’ﬁ fc Pk {c | iRA
)

r""lrl'h1 PHEC r"!l!"ﬁ

| |
Travée 1 : ;'HEN : T;véy
1 i b | C
I - 1
=1
Figure 11.19 : vue longitudinale d’un pont a trois travées.
Les principales dimensions du pont sont :
= L : longueur totale du pont, c’est la distance entre les plans verticaux du fond des
culees.
= [:longueur d’une travée du pont. C’est la distance entre les axes des appuis voisins.
» [.: longueur de travée de calcul. C’est la distance entre les appareils d’appui. On
I’appelle aussi portée de la travée.
» [, : Pouverture du pont (débouchée). C’est la distance entre les parements des appuis

extrémes en considerant le fait que les largeurs des piles sont non comprises.

Dans I’étude de la conception des ponts sur les cours d’eau tel que les oueds ou les canaux
navigables, on doit disposer de certaines données hydrauliques :

8
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= PHEC : ou plus couramment connu comme le PHE : Plus Haute Eau Connue, pour les
ponts sur les oueds.
= PHEN : Plus Haute Eau Navigable pour les eaux navigables.
= PBE : Plus Basse Eau. Ce niveau nous permet de connaitre la période pour laquelle
il est recommandé d’exécuter les travaux de fondation.

Transversalement, on distingue le plus couramment en Algérie, les ponts a poutre et les ponts-
dalles. Dans le premier cas, ce sont les poutres qui sont les structures porteuses. Dans le
deuxiéme cas, c’est la dalle qui constitue la structure porteuse.

= L, : largeur roulable.
L,, : largeur du trottoir.
= LT : largeur totale (transversale).

1°" cas : Les ponts a poutres :

- 1.+
- Le 1[: L. /]V L ::I
1 Garde-corps Revétement Trottx:li.r ~ Dalle )
- 0 ~ " Poutre _ =
J- principale ﬁ
Entretoise
= = - = = b— Appareil
» d’appui
"\ Chevétre -
«<}—— Colonne §
-

Figure 11.21 : vue dessous d’un tablier et section transversale D 'un pont a poutres.
2éme cas : Les ponts-dalles :

LN’——’\H—@ h
2

z
Dalle |&
s=——ppareil d’appui

Voile |2

2

4

Figure 11.22 : section transversale d’'un pont dalle et vue de dessous d’un pont dalle.
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11.2-CLASSIFICATION DES PONTS :

La classification détaillée des ponts est établie tenant compte de divers éléments.

1) Selon le matériau principal dont ils sont constitués :
En bois, en macgonnerie, en fonte, en fer, en acier, en alliage d’aluminium, en béton
armé, en béton précontraint....
2) Suivant la nature de la voie portée :
Ponts routes, ponts rails, pont pour canaux, passerelles pour piétons...
3) Suivant leur fonctionnement mécanique :
Ponts a poutres, ponts en arc, ponts a cable (suspendus, haubans), ponts mobiles....

11 .2.1 — Selon le matériau principal :

« Les ponts en bois du plus simple arbre aux plus complexes, en poutre, a béquilles en arc ou
suspendus.

» Quelques exemples de ponts en bois :

Figure 11.24 : Pont & béquilles.
du plus simple arbre.

* Les ponts en pierre, en dalle et en volte ou arche.
» Quelques exemples de ponts en pierre :

Figure 11.25 : Les ponts en dalle. Figure 11.26: Les ponts en vodte.

10
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« Les ponts métalliques, suspendus, en arc, en treillis.
» Quelques exemples de ponts métalliques :

Figure 11.27 : Les ponts en arc. Figure 11.28 : Les ponts en treillis.
* Les ponts en béton armé ou en béton précontraint, en arc, en poutre a voussoir, en dalle.
» Quelques exemples de ponts en en béton armé et en béton précontraint:

Figure 11.29 : Les en dalle. Figure 11.30 : Les ponts en poutre & voussoir.

Il est possible de dater les ponts en les observant, Les ponts ont été réalisés d’abord en bois,
puis en pierre, puis en fer et en acier au 19°™ siécle et depuis le 20éme siécle en béton armé
puis en béton précontraint.

11 .2.2 - Selon la nature de la voie portée :

Les ponts Permettent le  franchissement dun  obstacle  (vallée, cours
d’eau, voie routiére, gorge, ...)

- Pour les piétons ou les vélos

- Pour les véhicules routiers

- Pour les bateaux

- Pour I’eau

- Pour les animaux

- Pour les trains
Chaqgue pont est adapté aux moyens de transport, aux étres vivants, aux marchandises qui
doivent emprunter la voie de communication.

La fonction principale dun pont est de permettre le franchissement

d’un obstacle pour assurer la continuité d’une voie de communication.

11



CHAPITRE II NOTIONS GENERALES SUR LES OVRAGES D’ART

2-pont routier

4-pont aqueduc 5-pont animalier 6-pont ferroviaire

Figure 11.31 : Quelgues exemples des ponts.
11.2.3 - Selon leur fonctionnement mécanique :

Il y a trois modes de fonctionnement mécanique des structures : flexion, compression et
traction. Ce qui donne 3 types de ponts :
% Les ponts a poutres : caractérisés par leur simplicité et facilité de réalisation
Fonctionnement mecanique en flexion.

% Les ponts en arc : associe la compression et en flexion.

'y

% Les ponts a cables: de type haubané et suspendu, combinent la traction, la
compression et la flexion (fonctionnement complexe).

Pont suspendu Pont a haubans

11 .2.3.1- Les ponts a poutres :
C’est la technique la plus développée en raison de leur codt (tres économique) et de la
simplicité de leur réalisation. On distingue trois types :

1. Pont en poutre-caisson :

Type d'ouvrage dont la rigidité a la torsion est assurée par un tablier constitué d'un ou
plusieurs caissons creux. Sa section droite est rectangulaire ou trapézoidale. Le raidisseur en

12
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caisson est une structure en béton précontraint, en acier, ou une structure composite d'acier et
de béton armé.

Figure 11.32 : Pont en poutre-caisson.

2. Pont poutre en treillis :
C'est un pont dont les poutres latérales sont composées de barres métalliques triangulées,
assemblées en treillis. Les treillis peuvent étre assemblés par boulonnage, par rivetage ou bien
soudés. Méthode de construction rapide et peu colteuse.

ey et = s - =
=— -

Figure 11.33 : Pont poutre en treillis.
3. Pont poutre a &me plein :

Les poutres a ame pleine sont essentiellement constituées d'une ou plusieurs parties verticales

formant I'ame et de parties horizontales appelées semelles (ou ailes) disposées de part et

d'autre de I'ame. Les matériaux utilisés sont : le bois, le métal, le béton armé ou le béton

précontraint.

& o ad
ure 11.34 : Pont poutre a &me plein.

Fig
11 .2.3.2- Les ponts en arc :

Pour franchir des bréches encaissées, larges, profondes avec des acces de chantier difficiles
sur ses franchies. Les piles du tablier reposent sur une structure en arc.

Tablier_ Piles

|
\

Figure 11.35 : Représentation schématique d'un arc a tablier supérieur.

principales Pilette
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o Les ponts en arc peuvent avoir plusieurs formes :

\ /

Pont a béquilles pont a tablier intermédiaire

Pont en arc en béton a tablier intermédiaire pont a tablier supérieur

Exemples de ponts a béquilles :

Ces types de ponts offre une vision dégagée de la voie franchie pour avoir une bonne
visibilité ; surtout sur autoroute. Il existe deux types de béquilles : simples et doubles

Figure 11.36 : Pont grande-duchesse charlotte (luxembourg1965) langueur 335m,
houteur47m, portée principale234m.

Figure 11.37 : virucide Martigues (france1972) longueur 300m, portée principale 130m.
11.2.3.3- Les ponts & cables :

Intérét et domaine d’application :

* Une libération totale de 1’espace inférieur,

= Des franchissements de tres grandes portées,

= Des tabliers élances

» Un montage facilité par la suspension elle-méme
Il existe deux principaux types :

e ponts haubanés : le tablier est supporté par un systeme de cables obliques
(haubans).
e ponts suspendus : le tablier est tenu par a un systeme de cables porteurs.

14
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1. ponts suspendus :

Les éléments porteurs principaux de ces ouvrages sont des cables auxquels les réactions du
tablier sont transmises par des suspentes. Ces cables porteurs metalliques passent au sommet
des pylones et sont ancrés dans des culées de dimensions importantes.

Portée principale
(main span) Suspente

I

| /

| Cable porteur |\

| N /‘/
|

Figure 11.38 : Ponts suspendus du tablier sur un cable porteur.
La partie de tablier suspendue est :
- soit totale et concerne a la fois la travée centrale et les deux travées latérales,
- soit partielle et limitée a la travée centrale, les travées latérales étant indépendantes.

Suspension centrale

Suspension totale
Figure 11.40 : Forme de suspension Les ponts suspendus
2. Ponts haubanés :

Un pont haubané est constitué d’un un tablier soutenu par une multitude de paires de cables
inclinés (appelés haubans) travaillant & la traction et qui sont fixés & un ou plusieurs pilonnes
porteurs travaillant en compression. Les haubans ont des longueurs différentes, selon leurs
points d'attachement sur le tablier, mais ils ont la méme tension et ils s'équilibrent de chaque
coté des pylones.
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Tablier

POt ————————————»

Figure 11.41 : Pont a haubans.
= Forme de la nappe :

On distingue trois types de nappes :

e en éventail : les haubans sont ancrés en un seul point d’ancrage en téte de pylone,

e en semi-éventail : les haubans sont ancrés sur une hauteur donnée en téte d’ancrage et se
déploient ensuite en éventail,

e en harpe : les haubans sont paralléles entre eux.

Haubanage en harpe

=+ Pylones :
Ils supportent toutes les charges affectant le tablier et les conduisent aux fondations. Plusieurs
formes se combinent avec le schéma du haubanage et le type de tablier :

» mat central unique (1),

» double mat latéral indépendant (2) ou entretoisé(3),

> pylone en V renversé (5) ouen Y renversé(4).

1 uAL

® @ ®

Figure 11.42 : Différents types de pylénes pour un pont.
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I1.3-LESPONTS:

Un pont est un OUVRAGE D *ART. Mis a part les ponts types autoroutiers, la plupart sont
des ceuvres uniques : Uniques par leur architecture, par leur mode de construction et par leur
typologie.

Nous parlant dans cette partie que de deux types de ponts : pont dalle et pont caisson.

11 .3.1- Les ponts caissons :

La particularité du pont caisson est de pouvoir s’adapter a des profils d’ouvrages de
franchissement tres surbaissés, y compris avec des formes courbes tres accentuées. La pose
peut se faire soit par langage, soit par grutage.

11 .3.1.1 - Conception générale des ouvrages mixtes en caisson :
11.3.1.1.1 — Généralités :

Les ouvrages mixtes de type caisson sont beaucoup plus rares que les ouvrages a poutres. En
effet, en 1’absence de contraintes particulicres, ils sont plus complexes et donc plus coliteux a
construire et a entretenir. Ils sont ainsi bien adaptés aux cas ou au moins I’une des conditions
suivantes est satisfaite :

-la portée maximale dépasse 90 m.

-la largeur du tablier dépasse une vingtaine de metres.

-la hauteur disponible pour inscrire le tablier est trop faible pour une structure a poutres.

-la courbure en plan est importante (portée angulaire P/R>0,2).

-formes de piles plus compactes (appareils d’appui du caisson sont rapprochés par

rapport un pont a poutres).

-résistance aux chocs de véhicules ou de corps flottants plus élevés que le pont a poutres

Figure 11.44 : Les ponts caisson.
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11.3.1.1.2 - Morphologie transversale :

1) caisson simple ouvert :

- Les tabliers en caisson les plus simples sont composés d’une dalle en béton et d’une
charpente metallique en U et largeur du tablier <15m.

- Dalle en béton+ une charpente en U (deux semelles + deux ames + une tdle de fond).

- La tole de fond est une tble d’épaisseur constante par trongons. Elle est raidie le plus
souvent par des augets, c’est-a-dire des tbles pliées en U, ou par des tés T, plat .

- Les ames sont des tbles d’épaisseur constante par trongons. Elles sont en général inclinées
par rapport a un axe perpendiculaire au fond du caisson. Elles sont le plus souvent raidies par
des plats | ou des tés T.

- Elément transversaux :

e Diaphragmes au droit des appuis (reprendre les efforts de torsion, réactions d’appuis).
e Cadres en travées (empécher une déformation transversale excessive de caisson entraxe
entre 4 et 6 m).

- Les caissons métalliques ouverts doivent présenter une hauteur minimale de 1,50m
(indispensable a la construction de dalle en béton+ inspection).

DALLE EN BETON

TOLE DE FOND

Figure 11.45 : Caisson simple ouvert.

2) Caisson simple fermé :

Les ouvrages de type caisson fermé sont identiques aux caissons ouverts a la différence que
les semelles supérieures sont remplacées par une tdle générale. Celle-ci peut étre utilisée
comme coffrage perdu lors du bétonnage de la dalle et elle est adaptée aux ouvrages courbes
(1a tole permet de s’affranchir de contreventement provisoire).

lDA\.LE EN BETON

e SR T )

A \ i M
TOLE SUPERIEURE /
CAORE \ - / AME

\ a2 T T T

TOLE DE FOND

Figure 11.46 : Caisson simple fermé.
3) Caisson a pieces de pont avec console :
Plus difficile a exécuter que les caissons simples, ils sont généralement utilisés comme suit :

v' la largeur du tablier >13-14 m.

v' la portée dépasse environ 90 m.

v les semelles, les ames et la téle du fond ont des caractéristiques similaires a celles des
caissons simples.

les pieces de pont supportant la dalle sont disposées selon un entraxe constant de 4m.
Elles sont couplées avec les cadres et sont souvent prolongées sous les parties en
encorbellement de la dalle par des consoles de hauteur linéairement variable.

AN
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1 DALLE

— =1

TOLE DE FOND

Figure 11.47: Caisson a pieces de pont avec console.
4) Caisson a piéces de pont sans console :

Ce type d’ouvrage s’apparente aux ouvrages avec diaphragmes. En effet, la partie située au-
dessus du trou d’homme fait office de piece de pont. L’entraxe des diaphragmes étant en

général de 4 m, il est possible de réduire 1’épaisseur de la dalle.
DALLE ENBETON

—

|

TOLE DE FOND

——

Figure 11.48 : Caisson a piéces de pont sans console.
5) Caisson a piéces de pont et bracons :

Cet ouvrage représente un caisson fermé avec pieces de pont, mais en ajoutant des bracons de
part et d’autre du caisson.

TOLE SUPERIEURE ‘DAlI.E

1 ME
-

VoA AL
|TOLEDEFOND

Figure 11.49 : Caisson a pieces de pont et bracons.
6) Ouvrages a deux caissons :

Il est également possible de mettre en place deux caissons. Ce type de pont est essentiellement
utilisé pour des ouvrages de grandes largeurs et de petites longueurs.

Figure 11.50 : Ouvrages a deux caissons.
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11 .3.2 - Ponts — dalle :
11. 3.2.1— Présentation de la structure :
11.3.2.1.1 — Morphologie :

+ Profil en long :
Les ponts-dalles sont constitués dans le sens longitudinal par une dalle pleine de béton arme
coulé en place, a inertie constante, a travée unique ou a plusieurs travées continues sur appuis
simples. L'épaisseur optimale de la dalle qui dépend de la répartition des travées varie entre
0.45 m et 1m. Il existe deux types de tablier :
» Le tablier de type PSI.DA (Passage Supérieur ou Inférieur en Dalle Armée) est armé
longitudinalement et transversalement.
» Le tablier PSI.DP (Passage Supérieur ou Inférieur en Dalle Précontrainte) est armé
transversalement et précontraint longitudinalement par des cables.
Dans la plupart des cas, Les appuis d'extrémité sont appuyés sur des piles-culées enterrées
dans les talus, les travées de rive ayant pour seule fonction d'équilibrer le fonctionnement des
travées principales et de franchir I'emprise du talus.

SUierE Tatiier

Figure 11.51 : Structure générale d'un pont.

%+ Profil en travers :

La section transversale de la dalle peut étre rectangulaire ou comporter des encorbellements.
La portée maximale des travées dépend de I'importance des encorbellements, qui augmentent
le rendement de la section.

Avec glissiére + garde-corps avec garde-corps seul

I | | i
It i E

f i
l o
|
[ | >
I 1 | Lk -,
e — ﬁ ET T \
I | Fes - - — 5 y —— - - —tud ek i ] !

Cas d'un passage supérieur

Cas d'un passage inférieur
Figure 11.52 : comportant deux chaussées séparées par un vide central.
+ Vueenplan:

Les tabliers-dalles sont dans leur majorité peu biais (biais moyen supérieur a 80 grades) et a
faible courbure en plan. Il faut cependant noter que I'exécution en place peut confier une
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grande liberté dans la conception des formes ainsi que la possibilité de s'adapter a toute
difficulté¢ d’implantation.

Figure 11.53 : Vue en plan.

11.3.2.1.2 — Domaine d’emploi :

Les ponts-dalles constituent une solution viable pour le franchissement des bréches de
longueur variant de 15 m a 60 m avec des portées unitaires maximales de 25 métres environ.
Il s'agit donc d'un type d'ouvrage tres fréquemment utilisé pour les passages supérieurs ou
inférieurs autoroutiers et, a un moindre degré, pour les ouvrages hydrauliques, certains pont-
rail, tranchées couvertes et passerelles pour piétons. Les tabliers du type PSI.DA ou PSI.DP
ont presque entiérement supplanté les tabliers a poutres sous-chaussée en béton armé coulés
en place compte tenu des conditions économiques.
#+ Elancement :

Le domaine d'emploi des dalles est surtout limité par leur faible rendement géométrique, qui
les rend peu adaptées des que les portées unitaires deviennent importantes.
A titre indicatif, les élancements (rapports de I'épaisseur sur la portée la plus longue) courants
sont les suivants :

1/20 1/26 1/28

122 a 1/25 1/28 (1) 1/33 (1)
1/25 (2) 1/28 (2)

(1) pour dalles rectangulaires (2) pour dalles a larges encorbellements

Ces valeurs donnent une idée générale sur I'élancement des tabliers-dalles routiers.

+ Portées unitaires :
Dans le cas de la dalle en béton armé, le domaine des portées économiques se situe entre 7 et
15 meétres pour les ouvrages a 1 ou 2 travées et entre 6 et 18 metres pour les ouvrages
comprenant 3 travées ou plus.
Les portées comprises entre 14 m et 25 m, voire 30 m, relévent du domaine d'emploi de la
dalle en béton précontraint avec ou sans encorbellements latéraux.
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% En voici quelques exemples montrant I'étendue des utilisations possibles des
ponts-dalles avec leurs divers types de travures :

a. Tabliers a1 travée :
Les ponts-dalles a travée indépendante ne sont a envisager que dans le cas d'ouvertures
modérées et lorsqu'un grand élancement est indispensable. Les culées sont de préférence a
placer en téte des talus ou a mi-hauteur de ces derniers.

i

Figure 11.54 : Travée unique sur culées massives.

b. Tabliers a 2 travees :
Deux travées donnent des résultantes différentes suivant que les culées sont perchées sur-
perchées, I’ouverture est alors trés simple, ou sur culées droites ou la perspective est limitée.

Figure 11.55 : Tabliers a deux travées.

c. .Tabliers a 3 traveées :
Pour un pont a 3 travées on dégage largement I’espace central circulé et I’ensemble gagne en
¢légance. Il convient évidemment d’équilibrer le rapport entre la travée centrale et les travées

de rives.

Figure 11.56 : Tabliers a trois travées.
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d. .Tabliers a 4 travées et plus :

Un pont a 4 travées, solution classique, présente une silhouette généralement satisfaisante
mais le paysage est trés fragmenté par les piles.

Figure 11.57 : Tabliers a quatre travées

% Envoici également les déférents cas d’emploi des ponts-dalles en passage :

Petit deblai 4 TRAVEES Remblai

'l TN P ” (il
' y% .Ir =t SRS

Remblai ou petit déblai
Biais important
Epaisseur de dalle minimale
Largeur terre-plein central suffisante (> 3 m)

Fort déblai 3 TRAVEES Fort déblai
o A
NN
h__ o " [
Fort déblai

Biais faible (¢ > 75 grades)
Largeur terre-plein central <3 m

Petit deblai 2 TRAVEES Remblai

T ﬂ LA
%{\\»‘;ﬁ " I <

T TT

Remblai ou petit déblai
Biais faible (¢ > 75 grades)
Largeur terre-plein central suffisante (> 3 m)
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Déblal modére TRAVEE UNIQUE Remblai modéré
NG S A !I}H‘il‘l m
! \~_ 3 r/’/ r | |
| \ T
/"77"\?7“\__ i —RSIRY :

Remblai ou déblai modéré
Biais modéré (¢ > 50 grades)
Plate-forme réduite

11.3.2.1.3 — Avantages des ponts-dalles dans le cadre de leur domaine d’emploi :

1- Minceur et légéreté relatives :

v" Poids propre de 1,2 a 2 t/m? selon les portées.

v' Réactions d'appui de I'ordre de 20 t (pile-culée) a 70 t (pile intermédiaire) par métre
de largeur droite de tablier.

v' Possibilité fréquente d'accepter dans ces conditions une fondation superficielle
(semelles filantes de largeur comprise entre 1,5 et 4 métres avec un taux de travail du
sol inferieur a 200 ou 300 kpa).

v" Lorsque la fondation sur pieux est inévitable, cette légereté peut permettre une
limitation du nombre ou de la longueur des pieux.

2- Construction rustique :

En raison de l'absence de retombées dans les ponts-dalles, leurs coffrages et cintres sont
plus simples que pour les structures a poutres coulées en place. Ce gain est dautant plus
significatif que la main d’ceuvre est moins importante et pas nécessairement spécialisée dans
la mise en ceuvre du ferraillage et de la précontrainte a 1'exception de la mise en tension et
I'injection.

3- Grande réserve de securite :
v’ Ces avantages qu'on trouve les poutres a ames larges ont pour effet de rendre les dalles
insensibles aux tassements différentiels d'appuis inférieurs a 2 ou 3 cm.
v C'est avantage qui fait de la dalle continue I'instrument des franchissements Iégers sur
terrains médiocres. le tassement différentiel de 6 ou 7 cm correspond a des tassements
absolus de I'ordre de 20 cm ou plus.

4- Liberté dans la conception des formes :

Enfin, les ponts-dalles, du fait qu'ils sont construits par coulage en place, s'adaptent a toute
difficulté d'implantation. Le projeteur est ainsi libre dans sa conception des formes (ponts
courbes, ponts en Y, tabliers comportant des élargissements).

11 .3.2.2 — Conception :

La conception (technique et esthétique) d'un pont-dalle comme celle de tout ouvrage d'art se
fait normalement en allant du général vers le détail, par étapes et par affinements successifs.

La conception générale (type d'ouvrage, nombre, répartition et longueur des
travées, longueur totale de I'ouvrage et silhouette...) doit précéder la conception de détail
(équipements, corniches, parements, peinture...). Il importe de le souligner, car des démarches
inverses a cette regle de bon sens ne sont pas inexistantes, particulierement en matiere de
recherche d'aspect. En somme, concevoir est une tdche complexe et on ne peut I'accomplir de
facon adéquate sans un minimum d'organisation.
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11 .3.2.2.1 — Profil longitudinal-élévation-coupe longitudinale :

Le profil longitudinal fait partie des premiers éléments a définir dans la conception d'un
ouvrage par un travail commun entre projeteurs de traceé et concepteurs d'ouvrages dart.
Le profil soiten arc de cercle soit en alignement droit, mais jamais des profils mixtes
comportant a la fois des droites et des cercles.

Dans le cas ou la voie portée est en pente, on adopte

» Un profil rectiligne de préférence a un profil circulaire.
» Un profil circulaire, on évite I'effet de "dos d'ane" en optant pour la courbure la plus
faible tout en facilitant I'évacuation des eaux de ruissellement sur I'ouvrage.

— B —— — |-i T
= ] 0|
—.[T|_['TT_ T B ﬂ P ZARER
B | ~ L ?

I

..f"'f.f A B

Profil rectiligne avec pente

MY 1T _ATT

Profil circulaire symétrique

% Choix d'une travure :
La definition de la travure qui en résulte, c'est-a-dire du nombre et de la longueur des travées
ainsi que la répartition de ces dernieres constituent une étape importante dans la conception
d'un ouvrage, puisque le choix du type d'ouvrage en dépend pour une large part.
La distribution de travées la plus harmonieuse dans la plupart des cas :
Le fait particulier que les passages supérieurs autoroutiers a trois travées sont la plupart du
temps mieux appréciés en aspect que ceux a quatre travées est significatif a cet égard.

Dans le cas d'un nombre pair de travées, I'aspect de I'ouvrage peut étre amélioré par un :
e équilibrage des deux travées centrales.

e une répartition décroissante en longueur des travées depuis le milieu du pont vers
chacune des culées.

Figure 11.58 : Cas d'un ouvrage a quatre travées bien équilibrées.

+ Longueur du tablier :
Cette longueur d'ouvrage contribue, a son tour, a la définition du découpage de l'ouvrage en
une ou plusieurs longueurs comprises entre joints de dilatation.
Ce découpage doit étre congu de fagon a limiter le nombre de joints intermédiaires sur
I'ouvrage, pour les raisons suivantes :
v ces joints, malgré leur co(t relativement élevé, nuisent au confort des usagers et
renchérissent 'entretien de 1’ouvrage.
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v le dédoublement des appareils d'appui (de part et d'autre du joint) au niveau d'un
appui intermédiaire entraine un sur épaississement soit du sommier, soit de I'appui lui-
méme.

v" sur le plan du comportement de la structure, on préfére, dans la mesure du possible, la
continuité a 1’isostatique.

C'est pour ces raisons que, méme dans le cas particulier des terrains comportant des risques de
tassements ou d'affaissements miniers, 1'hyperstatique n'est pas a proscrire d'avance.
Les dalles en béton armé :

e il n'existe pas de limite particuliere & la longueur du tablier.
e L'expansion linéaire nécessite un équipement lourd au niveau des appareils d'appui et
des joints de chaussee complexes, peu adaptés a un ouvrage aussi rustique.

Les dalles de béton précontraint :
e lalongueur totale du tablier ne doit pas excéder 80 métres.

e Cette limite peut étre étendue a 100 metres, mais le précontraint risque de se trouver
alors mal utilisée compte tenu des pertes élevées de tension par frottements.

On aura intérét a recourir a une précontrainte soit avec cables arrétés et comportant des
recouvrements soit avec cables couplés au moyen de "coupleurs".

%+ Pente longitudinale :

Leur conception n'est pas trés différente de celle des tabliers ordinaires. Mais on peut
néanmoins faire les remarques de détail suivantes :

- les tabliers-dalles présentent un meilleur aspect que les tabliers a inertie variable.

-Les appareils d'appui sont disposés horizontalement grace a des bossages ménagés a leur
niveau dans la sous-dalle.

e Bossage

Toute déformation longitudinale du tablier crée un décrochement vertical au niveau des joints
de chaussée, si les abouts du tablier sont libres dans leurs mouvements. Lorsqu'ils sont
importants (cas des pentes supérieures a 5% et des longueurs dilatables importantes).

__pente longitudinale

décrochement
vertical

1

11 .3.2.2.2 — Coupe transversale :

+ Forme générale :

La forme transversale d'un tablier-dalle est fonction de la largeur de la voie portée et de ses
dévers transversaux nécessites par I'écoulement des eaux et par la courbure en plan éventuelle.

Les valeurs minimales en présence d'une pente longitudinale :
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-Le dévers transversal minimal est de 2,5% (en double pente) pour les ouvrages
rectilignes.

-Le dévers transversal minimal est de 2,5% a 6% (en simple pente) suivant le
rayon de courbure en plan dans le cas d'ouvrages courbes.

La face inférieure de la dalle :
» Soit horizontale dans le cas d'ouvrages rectilignes et peu larges (profil bombe).

—————— —_—

L A

Profil bombe (tabliers de largeur réduite)

» soit inclinée et parallele a la face supérieure dans le cas d'ouvrages rectilignes et de
grande largeur (profil en "toit")

P —_—

= s W 2 5

Profil en toit (tabliers de grande largeur)

» dans le cas d'ouvrages courbes (profil "déversé").

— J

Profil déversé (tabliers courbes en plan)

La face supérieure de la dalle porteuse:

o La chape et le revétement de chaussee étant ensuite réalisés en épaisseur
constante.
+ Encorbellements :

La section transversale avec encorbellements latéraux se présente sous les formes illustrées ci-
dessous.

- la forme (a), qui comporte des décrochements au niveau de la face inférieure de la partie
centrale de la dalle, est de préférence réservee a des portées importantes,

(a) encorbellements minces
E:I > Encorbellements

-alors que la forme (b), d'un coffrage plus simple et plus lisse (vue par dessous), convient a
des portées plus modestes.
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(b) encorbellements massifs

-En dehors de la forme (c) due a l'architecte VICARIOT, forme qui est assez originale et
plutbt réservée a des ouvrages urbains ou périurbains.

(c)encorbellements courbes [ouvrages urbains]

Dans tous les cas, ces formes de section transversale s'imposent pour les portées supérieures a
20 m.

%+ Largeur du tablier :

» Lalargeur droite de la dalle est ; entre 5,50 et 16 meétres, encorbellements compris.

> les tabliers-dalles de largeur dépassant 15m, afin de les rendre peu vulnérables aux
effets de déformations imposées (tassements du cintre ou des appuis, gradient de
température).

%+ Mécaniguement :
-peut étre considéré un ouvrage est de grande largeur lorsque la largeur de la dalle est
supérieure a la portée dans l'une des traveées.
- Les efforts transversaux sont bornés et légérement supérieurs (de I'ordre de 20%) a ceux
d'une travée équivalente de forme carrée.
- 1l y a lieu de porter une attention particuliére aux effets du gradient thermique, qui a
tendance a modifier considérablement la répartition des réactions entre les différents appareils
d'une méme ligne d'appuis, les appareils d'appui de rive étant alors les plus chargés.

appareil
d‘appui
decharge

Figure 11.59 : Déformation et modification des réactions d'appuis consécutives a un ensoleillement.

11 .3.2.2.3 — Biais et courbure en plan :

Les ponts-dalles s'adaptent parfaitement au biais et a la courbure en plan du tracé, ce qui est
un avantage indéniable. Les franchissements biais ou courbes en plan nécessitent une
longueur d'ouvrage plus longue que pour un franchissement droit et rectiligne.
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Figure 11.60 : Pont — biais.

Cette longueur détermine bien entendu le choix du type d'ouvrage dans les mémes conditions
que les caractéristiques de la bréche.

11 .3.2.2.4 — appuis-appareils d’appui :

< Dans les ouvrages biais :

v' les appuis et donc les appareils d'appui sont souvent disposés suivant le biais.

v pour les ouvrages peu larges, il est possible de supprimer I'effet du biais sur les piles
intermédiaires en adoptant des appuis "ponctuels” a flt unique supportant chacun un
seul appareil d'appui.

Pour les biais importants, c'est-a-dire d'une vingtaine a une trentaine de grades, cette solution
peut étre plus avantageuse, tant sur le plan technique que sur le plan de l'aspect, gu'une
solution de type couverture présentée sur le croquis ci-apres :

= Dans les ouvrages courbes en plan :

v'les appuis peuvent selon le cas étre disposés suivant le biais (le tablier est alors courbe
et biais a la fois) ou perpendiculairement a I'axe longitudinal du pont.

v' Dans le cas d'ouvrages biais sur appuis intermédiaires ponctuels, les flts de piles
doivent étre de dimension suffisante (pour la résistance aux chocs de véhicules, pour
I'implantation des appareils d'appui et des niches a vérins), et les appuis d'extrémité.

v' ainsi que leurs appareils d'appui, doivent étre congus en vue d'un encastrement vis-a-
vis de la torsion due au biais ou a la courbure.
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En ce qui concerne l'implantation des culées et I'aspect qui en résulte pour les tétes de
I'ouvrage dans le cas d'un franchissement biais, elles peuvent étre placées soit en retrait par
rapport a la voie franchie (cas de la vue en plan ci-dessus), soit aux abords de la voie
franchie, (croquis ci-apres).
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~ CHAPITRE NI :
QUELQUES METHODES DE CALCUL DES DALLES

111.1- METHODE DE GUYON-MASSONNET :

111 .1.1- Introduction :

La méthode de GUYON-MASSONNET repose sur la théorie des plaques orthotropes. Elle fut
développée par Guyon [GUY.46] dans le cas d'une dalle orthotrope a rigidité torsionnelle
négligeable. Massonnet en 1950 généralisa les relations trouvées par Guyon en introduisant
I'effet de la torsion dans les calculs [MAS.50]. En 1966, Massonnet et Bare§ publi¢rent un
recueil de ces méthodes illustré par un nombre d'exemples [MAS.66].Cette méthode est
simple et utilisée pour le calcul des ponts a poutres multiples en tenant compte de la résistance
a la torsion du pont, elle donne des résultats satisfaisants par rapport aux autres méthodes, car
la rigidité transversale du tablier n'est pas négligeable.

111 .1.2- paramétres fondamentaux :

On considére une travée indépendante, de portée L, de largeur 2b, dont l'ossature est
constituée par une poutraison croisée de n poutres longitudinales (portée L, espacement b1) et
de m entretoises (portées 2b, et espacement L1) intermédiaires, disposées transversalement
(figure 111.1).

poutres principales (n,Bp,Cp ,L)

ntretoises m,BE, g, 2b)

L]

T | |
o 2
£ £ x
ﬁ __,L-_S‘gj - |'é
. 1<
vy ! I

. L -

Figure I11.1: Modéle du tablier de pont d'aprés Guyon-Massonnet.

Toutes les poutres sont identiques et caractérisées par :
- leur rigidité a la flexion : Bp = E. Ip
- leur rigidité a la torsion : Cp = G. Kp

De méme, toutes les entretoises sont identiques, et également caractérisées par:
- leur rigidité a la flexion :Bg =E. Ig
- leur rigidité a la torsion : Cy =G. Kg
» Ip: Moment d'inertie de flexion des poutres,
» |g: Moment d'inertie de flexion des entretoises,
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= Kp: Moment d'inertie de torsion des poutres,
» K. Moment d'inertie de torsion des entretoises,
= E: Module de Young,

= G: Module de torsion. Avec : G = 2(1E+v)
Par unité de longueur, ces rigidités deviennent :
_Bp _Elp
L . P =%, = T, (3.1)
Rigidité de flexion : By Elg
PE = L L
_Cp _GKp
L . Ye = by b
Rigidité de torsion : Cr  GKg (3.2)
YE = L L

On suppose que le coefficient de Poisson du matériau constitutif est nul (v=0) : G = g
E Kp
{ VP =50y,
cad. E Kg
Ye =73 I,
» yp: Rigidité flexionnel des poutres,
* ye: Rigidité flexionnel des entretoises,
= p,: Rigidité a la torsion des poutres,
» pg . Rigidité a la torsion des entretoises.
Pour un déplacement vertical (la déformée de la dalle) de la construction selon la surface

-, il nait des moments fléchissant
par unité de longueur :
M, =

— o?w . M. = — o*w
pp'axz ’ y pE.ayz

(3.3)

.f:_.:_:’

7
~ -~
A

-
- /
e .-""'

—f'{_, :PL -
F M.,

_/

La géométrie montre que la torsion de la surface de déplacement W est donnée par
62
I'expression 3wy et dans la construction naftront donc les moments de torsion unitaires :
9%w _ . 9%w

M. =v. .2 M.. = —y. -
xy = Vp 9xdy ’ yx Ye 0x0y

(3.4)
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De la condition d'équilibre de I'élément dans le sens vertical on trouve aprés remplacement de

M, , M, , M,, ,M,, Par leurs valeurs, I'équation différentielle d'un grillage simple dont les

rlgldlteS sont repartles continument :

o*w o*w o*w
Poagr t (o + V) =5+ pr s =6 ) (35)
= p(X,Y) :est le chargement de la dalle.
Si le pont est formé de poutres dont la résistance a la torsion est négligeable, le coefficient

(vp*YE) du terme en ——— est pratiquement nul.
}’

Si, au contraire, le pont est formé d’une dalle isotrope, son équation est I’équation bien
connue de Lagrange :

o*w o*w o*'w _ p(xy)
P +26x26 + 35" — b (3.6)

= w: estlafleche de la plaque ;

E.h3 N .

= aon est la rigidité a la flexion de la plaque ;
» h:’épaisseur de la plaque ;

= y:estle coefficient de poisson ;

= E:est le module d’¢lasticité.

111 .1.3- les deux parameétres fondamentaux (parameétres sans dimension) :

111.1.3.1- paramétre d'entretoisement 0 :

A été déduit par Guyon en calculant les grillages sans tenir compte de la torsion :

b
9=2. 4/"_10 3.7)
L PE
Avec :

* b : demi-largeur de la dalle ;
= L : portée de la travée.

Le parameétre @ détermine la souplesse de I'entretoisement, plus grand est 0, plus souple est

L’entretoisement.

111.1.3.2- paramétre de torsion a :

Dans la pratique, le coefficient de rigidité torsionnelle (yp+yg) est toujours compris entre
les valeurs correspondant aux deux cas particuliers, celui de la dalle et celui du grillage
simple.

Sil'on pose (yp + Yg) = 2a,/pp. pp Deffet de torsion est caractérisé par le paramétre o dont
la valeur, pour couvrir le domaine entier entre les deux cas particuliers précités, variera
deOal.

_Yp,YE
2.\/Pp .PE

Le paramétre de torsion a prend en compte en plus des rigidités de flexion pp et pg celles de
la torsion yp et yg. Il caractérise donc l'influence de la torsion et varie entre 0 et 1.

avec: 0 < a <1 (3.8)

33



CHAPITRE 111 QUELQUES METHODES DE CALCUL DES DALLES

ca=0: (yp+yg)=0 —>  La résistance a la torsion est négligeable.
ca=1: p,=pg=p et (yp+yg) = 0 —> Le pont est une dalle isotrope.

Dans le cas général, nous pouvons calculer, par cette formule, le parameétre de torsion a
mais L’évaluation des rigidités a la torsion ypet yg étant, ordinairement, tres difficile, il faut
introduire souvent des hypotheses simplificatrices pour obtenir une valeur approchée de a.

Le paramétre de torsion prend une expression particulierement simple dans le cas d'une
construction mixte. En effet, nous pouvons admettre que la rigidité propre de torsion des
poutrelles métalliques est négligeable et assimiler par conséquence le pont a une plaque dont
Les rigidités a la flexion dans les deux sens p,et pg sont celle de la dalle isotrope en béton

majorées dans les rapports : m = %p et & = %E .
3
La rigidité de la plaque se réduita: D = v o= p avec:v=0, (3.9)

12

Dés lors, I’équation de Lagrange valable pour une plaque isotrope, doit se transformer
Comme suit :

o*w 0*w o*w
D Tt + 2D 2x%0,, + &D 6_3/4 =P (3.10)
Le coefficient de a;: dans cette équation vaut 2D ; mais par définition de e, il vaut aussi

y

2a./pp-pg = 2aD,/py.pE (3.11)

Tout calcul fait, on obtient pour un pont mixte :
1

a == (3.12)

Par ces deux paramétres 0 et a, le comportement de la construction est compleétement
défini.

La résolution analytique directe de I'équation différentielle de la plaque orthotrope conduit
a des calculs compliqués et peu pratiques a mettre en ceuvre. La méthode de Massonnet
permet de s'affranchir de cette difficulté en utilisant une méthode approximative basée sur les
Coefficients de répartitions.

111 .1.4 - Méthode des coefficients de répartition:

Deux hypothéses servent de base a la configuration de la méthode :

e la construction réelle est remplacée par une dalle orthotrope présentant les mémes
rigidites moyennes de flexion et de torsion et qui est au sens technique exactement
soluble par le calcul différentiel.

o la répartition transversale réelle du chargement est remplacée par celle qui nait sous
une charge repartie le long de I'axe X de la construction et d'excentricité e suivant la
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loi sinusoidale de la forme :
P(x) =p;. sin(”?x) (3.13)
»= p,: lavaleur constante du chargement ;
= L : portée du pont.

P
: /Tj-\\ P(X):pl'Sin(%)
b I ] I
> x
b
~ L -~

Figure I11.2 : La charge sinusoidale.

Les calculs peuvent étre affinés en développant la charge en série de Fourier, en fonction de
I'abscisse longitudinale.

111 .1.5- le coefficient de répartition transversale :

La construction prend une déformée en demi-onde de sinusoide selon I'équation :
w(x,y) = W(y)sinnTx (3.14)

Si la charge p(x), au lieu d'étre répartie sur une droite, est répartie uniformément sur la largeur
2b de la construction (tout en restant sinusoidale dans le sens longitudinal), la construction
prend une déformée en surface cylindrique d'équation :

wo(x) = W, sin% (3.15)

l‘—LH -l' L/4 -L L/4 -l' L/4 —-I’

Le moment par unité de largeur pour un chargement de cette nature est :
_ Py I . mx
My(x) = ~, aSin— (3.16)
Désignons le rapport du déplacement vertical w(x, y) d'un point de la construction sous I'effet

d'une charge linéaire p(x) a celui wp(x) du méme point mais sous l'effet de la charge po(x)
uniformément répartie sur la largeur du pont, par le coefficient de répartition transversale

K(y) :
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k(y) — w(x,y) _ w(y)

wo(x)  wo

(3.17)

Le coefficient K dépend :

v' de la valeur du paramétre d'entretoisement 0 ;

v' de la valeur de paramétre de torsion o ;

v' de l'excentricité relative e/b de la charge linéaire p (x) ;
v’ de I'ordonnée relative y/b du point du pont considéré ;

La fleche moyenne selon I'équation de la déformée est :

P, L* . mx
Wy = - —Sin— (3.18)
2b-pp m* L

Le calcul de K a partir des relations complexes d'intégral est en genéral difficile c'est
pourquoi on divise la construction dans le sens de la largeur en 8 bandes de méme largeur
pour simplifier I'intégral.

On trouve que le coefficient K dépend, entre autre, de la valeur du paramétre a, pour éviter
de calculer séparément Ka pour chaque valeur de a on utilise les formules d'interpolation dans
lesquelles on emploie les coefficients Ky et Ky pour les valeurs extrémes o= 0 et o= 1 qui sont
définis dans des tableaux pour des valeurs de 6 données dans les abaques de Bares et
Massonnet.

Sur la base de calculs d'un grand nombre de cas, Massonnet a déterminé dans ces tableaux
les valeurs des coefficients Kq et K; pour 6 compris entre 0.05 et 5.00 et selon les différentes
excentricités de charges (e = £b; + 3b/4; + b/2; + b/4; 0) et pour les sections de la largeur de
ladalle (y=0;y=bld; y=0b/2;y=3b/4; y =Db) . Pour un calcul rigoureux de Ka, il est
nécessaire d'appliquer les formules d'interpolation établies par Sattler et qui dépendent aussi
de la valeur de 6 :

v Si : 0<6<0.1 — ky =ko+ (kg — ko)_ao.os
v Si : 01<o6<1 — ky = ko + (k; — ko). af (3.19)
v Si : 0 >1 — ky = ko + (k; — ko).aO'S

Ol: P=1-(0:065-6)/0.663

Dans le cas ou 0 calculée ne figure pas dans le tableau on doit faire une interpolation, et si la
poutre en question se trouve entre deux sections dont les lignes d'influence sont connues on
peut aussi faire une interpolation.

111.1.6- calcul des efforts :

Chaque type d'effort (moments, efforts tranchants, etc.) fait intervenir un coefficient de
répartition transversale des charges différent. Ce dernier est alors multiplié par le moment
moyen pour obtenir le moment fléchissant existant dans une poutre déterminée. Le moment
moyen correspond au moment de flexion de la poutre seule sous la charge et appuyée a ses
extrémites.

On déplacera les charges de fagon a obtenir les plus grandes ordonnées et on retiendra pour
le calcul des efforts I'excentricité qui donne les plus grandes valeurs des coefficients. Dans le
cas des ponts a poutres multiples la section d'étude sera imposée par la position de la poutre,
ce qui nous amene a tracer les lignes d'influences pour les différentes excentricités de charge
et on retiendra la section qui donne les plus grandes valeurs des coefficients.
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111.1.7- Calcul des moments fléchissant longitudinaux (dans les poutres) :

Le rapport du moment fléchissant réel M(x, y) au moment moyen Mo(x) dans le sens
Transversal est égal au coefficient de répartition transversale :

M
K(y) =2 (3.20)
Mo(x)
Le moment fléchissant dans le sens X par unité de largeur pour une charge sinusoidale est :
2 . TX
M(xy) = L—ZE. Ip it P - Wi(y) - sin— (3.21)
Pour les charges: P, sin% , P, sin% v Py sin%

Figure I11.3 : Ensemble des charges sinusoidal.

Le moment fléchissant moyen a la distance x est: My (x) = My X7, P; (3.22)

Et My représente le moment fléchissant moyen produit par une charge linéaire sinusoidale
unitaire, uniformément répartie sur la largeur de la construction :
XPK _ Ypiki(y)
K = =
) %P 2 pi

(3.23)

Pour obtenir en un point quelconque de la construction le moment fléchissant réel il suffit de
calculer en ce point le moment moyen My(x) et de le multiplier ensuite par le rapport :

Xpiki(y) / X pi

Pour une charge linéaire sinusoidale I'expression du moment longitudinal est:

P, L? . X

p, L2,
M(x,y) = k(y).j.;-slnT ; MO(x):E'P - sin=—

Mxy) _ Lpiki(y)
My (x) X Di
111 .1.8- calcul des moments fléchissant transversaux (dans les entretoises) :

(3.24)

Le moment fléchissant par unité de largeur d'entretoise c'est-a-dire par unité de longueur dans
le grillage est exprimé, pour une charge sinusoidale, par la relation :
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M, = upb Sin”?x (3.25)

erirelolse / ‘y

Figure 1.4 : Chargement d’entretoise.

Le coefficient u (0, a, e, y) dépend des valeurs du parameétre d’entretoisement 8, du paramétre
de torsion a, de l'excentricité e de la charge et de I'ordonnée y de la section faite dans
I'entretoise dans laquelle on cherche I'effet.

Comme pour le coefficient K on détermine p, pour o quelconque par les formules
interpolation :

v Si:0<6<01 — Uy = Ho + (g — pg). a0
v Si:0l<6<l1 — Hg = Ho + (g — o). af (3.26)
v Si: 6>1 - Hg = Ho + (1y — Bp)-a®®

Ou: B:1'€(0'065_9)/0'663

" o : Correspondant a o = 0.
* y : Correspondant a o= 1 (les valeurs de pyet p,sont donnée dans les tableaux).

Si la construction est soumise a un systéme de n charges linéaires sinusoidales: p; sin "L—x

S’obtient par superposition des effets individuels :
. TX
My(x’y) = b. smT ?=1 Pili (3.27)

111 .1.9- calcul du moment de torsion dans le grillage :

. . . o*w _ ., 9w
Onsaitque: My, =, _axay et My, =—Vg oxa,
.y 9?
La différence de ces moments vaut: My, — My, = (¥p + Vi) % (3.28)
y

En introduisant les relations suivantes :
. X
Yo + Ve = 20,/ ppPE et w(xy) = w(y)sin— (3.29)

Dans I’équation précédente, nous trouvons :

38



CHAPITRE 111 QUELQUES METHODES DE CALCUL DES DALLES

My, — My, = 20,/ pppE % dv;;y) cos% = 27(a)bp cos% (3.30)

Dans cette formule, p représente I'intensité maximale de la charge repartie suivant la loi
sinusoidale :

PP=p-: sin(%) (3.31)

Sur la parallele a I'axe du pont d'excentricité e; t(a) est un coefficient sans dimensions qui
dépend du paramétre de torsion a, de €, de y et de 8. Connaissant la différence des moments
de torsion dans les poutres et les entretoises, on peut calculer chacun de ces moments par les
formules:

= — YE
xy — ypny (Mxy — Myx) et Myx = — _}/p+}/E (Mxy — Myx) (3.32)

En remplacant dans ces relations ( M, — M, ) par son expression (3.32), on obtient :

2YE
Ypt+YE

2y, X
M,, = —2--mbp cos— et My, =-—

X
- Thy cos — 3.33
YotvE p ) (3.33)

Massonnet a trouvé, en calculant ces coefficients pour différentes valeurs de a entre 0 et 1,
que pour déterminer I'expression générale de T (a) on pouvait employer la relation simple

T (a) = t;v/a  La valeur de 7; peut étre lue directement dans les tables et comme
précédemment.

111.1.10- Utilisation pratique de la méthode de Guyon- Massonnet :

On peut appliquer cette méthode dans les cas suivants :

» Un tablier de pont a poutres sans entretoises intermédiaires c¢’est alors le hourdis qui
joue le rdle des entretoises. Dans ce cas, pour calculer la rigidité de torsion d’une
poutre comprenant une certain de largeur de hourdis, on doit :

v Décomposer la section de la poutre en éléments rectangulaires.

v' Faire la somme des inerties de torsion de ces éléments.

v’ Attribuant a la fraction de table de compression appartenant au hourdis un moment

d’inertie de torsion égale & la moitié des moments d’inertie calcule comme si ¢’était une
poutre.

» Ossatures mixtes comportant un membre de poutrelles supérieures a 2, dans ce cas, on
doit admettre que I’inertie de torsion des poutrelles (et des entretoises éventuelles) est
nulle.

» Les ponts a biais.

39



CHAPITRE 111 QUELQUES METHODES DE CALCUL DES DALLES

111 .2- Application de la Méthode de Guyon — Massonnet pour une dalle biaise :

111 .2.1 — Principes :

Le principe consiste a associer a chaque travee hyperstatique une travée droite isostatique dite
« équivalente ».

Le calcul d’un ouvrage continu de biais constant ¢ consiste essentiellement a construire un
modele longitudinal 2D du tablier selon 1’axe géométrique de I’ouvrage avec des travées de
longueurs biaises Lp; et de largeur droite 2by puis, pour chaque travée, a combiner les
résultats du modéle 2D avec ceux issus de I’étude de deux dalles isostatiques « équivalentes »,
I’une pour la flexion longitudinale et I’autre pour la flexion transversale.

Plusieurs « recettes » sont utilisables pour évaluer les portées isostatiques Lg;j« équivalentes
» de chaque travée, qui vont servir de base a la modélisation. Dans toutes les méthodes, on
applique sur le modele 2D une charge uniforme p sur toute la longueur de chaque travée
considéree.

111.2.1.1 - Méthode directe des fléches :

La méthode ne s’applique qu’aux ouvrages d’inertie constante et consiste a considérer la
fleche f;, maximum de la travée obtenue sur le modéle 2D (cette fleche se trouve aux environs
de 0,4 L,et 0,6 Ly pour les travées de rive et aux environs de 0,5 Ly pour les travées
intermédiaires) et a ’assimiler a la fléche d’une travée isostatique de longueur L, et de méme
rigidité El.

La fleche fy d’une travée isostatique de longueur Ly soumise a la méme charge p vaut :

f —i.P'L% 3.34
07 384 EI (3.34)

D’ou I’on déduit, avec f, =f;:

Ly = 4/% : % (3.35)

Par exemple, pour une travée encastrée a ses deux extrémités, on a :
1 P. L} Lp

fh = 281 EI E— Ly = 4—\/5 (3.36)

111 .2.1.2 - Méthode indirecte des fleches & partir des moments :

Une variante de la méthode des fleches est basée sur les moments hyperstatiqgues M1 et M2

obtenus sur le modéle 2D aux extrémités de la travée. La fleche au milieu de la travée
hyperstatique s’exprime par :

£ = 5 PLy  (My+Mp) L

h ™ 384 EI 16 EI

(3.37)
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D’ou I’on déduit a partir de (3.37), avec f, =fo :

24 M{+ M
Lo=L,"1-=2"2= (3.38)
0 b\/ 5 P.L3

En reprenant I’exemple d’une travée encastrée a ses deux extrémités, on a :

M;=M,=P.12/12 ———  Ly=L,/¥5~0669-L,

Cette méthode présente I’avantage de ne pas avoir a définir la rigidité EI de la section. Elle
ne s’applique toutefois qu’aux ouvrages d’inertie constante.

Il s’agit de la méthode utilisée par les programmes actuels. On notera qu’elle n’est pas
exactement équivalente a la précédente dans la mesure ou on calcule systématiquement la
fleche a mi- portée, sans distinction entre travees de rive et travées intermediaires.

111.2.1.3 - Méthode des moments pour des structures d’inertie variable :

La méthode consiste a dire que la portée isostatique équivalente Lo est la longueur délimitée
par les points de moments nuls le long de la travée hyperstatique Ly.

Pour une travée de longueur L, soumise a une charge uniforme p et a des moments M1 et M2
aux extrémités, la courbe des moments, parabolique, est connue, et I’on peut en déduire la
distance entre zéros :

2 [(PLp\% | (M;-M;)? - -
Ly = F\/(Tb) + (1L—b2) —P(M; +M,) (Convention : M > 0 sur appui)

En reprenant ’exemple d’une travée encastrée a ses deux extrémités, et en introduisant les
valeurs des moments trouvés, on obtient :

Lo=1L,/N3 ~0.577-L, (3.39)
Contrairement aux deux autres, ce calcul permet de déterminer la longueur isostatique
indépendamment de la variation d’inertie le long de I’ouvrage. De ce fait, il nécessite
également de définir I’inertie a retenir pour la dalle isostatique équivalente :

e Sil’inertie est constante, elle est conservée pour la dalle isostatique.
e Si I’inertie est variable, on calcule I’inertie équivalente par égalité de la fleche f, de
la travée hyperstatique de longueur Ly et d’inertie variable et de la fléche de la
travée isostatique de longueur L d’inertie équivalente |, et de méme module E. La
relation (3.34) donne alors immédiatement :
5  PL}
e E . E-fn

(3.40)

111 .2.2 - Introduction simplifiée du biais :

Soit une travée de longueur biaise Ly, de largeur droite 2bqy et de biais géométrique¢. Les
méthodes du paragraphe précédent permettent de calculer sa portée biaise isostatique
équivalente Lop. La portée droite isostatique équivalente Log est alors donneée par :

Log = Lop - Sing (3.41)
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2bg4

Figure 111.5 : Dalle biaise : biais géométrique et mécanique.

111.2.2.1 - Flexion longitudinale :

Les moments de flexion longitudinale sont calculés a partir des moments issus du modele
longitudinal 2D de I’ouvrage par la méthode des coefficients de répartition transversale. Ces
coefficients sont issus de 1’étude d’une dalle rectangulaire « équivalente » de largeur 2bq et de
longueur Loy. (Figure 111.6).
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Figure 111.6 : Flexion longitudinale : portée isostatique équivalente.

111 .2.2.2 - Flexion transversale :

Les moments de flexion transversale sont calculés sans tenir compte de la continuité sur une
« dalle mécanique équivalente » obtenue a partir de la modélisation de la (Figure 111.5) et de
dimensions :

{LOm = Lgp - sin P (Figure 111.7)
b, = by/siny

Donc plus large et moins longue que la dalle servant a 1’étude de la flexion longitudinale
(Figure 111.6).
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2bg

Figure 111.7 : Dalle mécanique équivalente.

Cette dalle est ensuite « redressée » dans I’axe de 1’ouvrage et la différence de largeur avec la
dalle reelle est prise en compte en effectuant une homothétie de rapport 1/sin sur
I’ordonnée des points d’étude et des charges (Figure 111.8).

2by4| 2b,

J‘_u.-.u
Figure 111.8 : dalle redressée.

11l .3—- METHODE DES LIGNES DE RUPTURE :
111 .3.1 — Principe :

Cette méthode consiste & déterminer un ou plusieurs mécanismes de rupture d’un panneau de
dalle qui soient cinématiquement admissibles.
La création des mécanismes de rupture se produit par plastification des aciers c'est-a-dire des
que :

fya

gg =L (3.42)

Es
L’allongement de 1’acier entraine alors une fissuration du béton et donc une articulation
(appelée rotule).
Le panneau de dalle est ainsi transformé en un ensemble de plaques supposées indéformables.
Ces plaques vont pivoter autour des lignes d’appui sous ’effet de leur chargement.
Il existe a priori plusieurs mécanismes de rupture pour un méme schéma de dalle. On doit
rechercher parmi tous les mécanismes possibles, celui qui, pour une charge extérieure donnée
p, donne le moment fléchissant le plus fort.
A partir de ce mécanisme de rupture, on peut calculer les armatures de la dalle en utilisant le
principe de la conservation de I’énergie.

111 .3.2 — Hypothéses concernant les lignes de rupture :

Les lignes de rupture, fixées par le calculateur, répondent aux regles suivantes :
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Les lignes de rupture délimitent des surfaces planes. Ces surfaces restent planes apres
rupture.

Les intersections des plaques sont donc droites — les lignes de rupture sont des
droites.

Les plaques pivotent autour des lignes d’appui et des lignes de rupture.

Les lignes de rupture passent par les intersections de 2 lignes d’appui.

Lorsque 2 lignes d’appui sont paralléles, la ligne de rupture leur est parallele (on se
rameéne a la regle précédente étant donné que des lignes paralleles ont leur intersection
a I’infini).

el o SHEE SR

111 .3.3 — Notations concernant les conditions d’appuis :

On trouve essentiellement 4 types de conditions d’appui dont la schématisation est
représentée ci-apres :

= Bord libre ou appui libre :

Figure I11.9 : Représentation schématique d’'un bord libre.
= Appui articulé :

A A A A A

Figure I11.10 : Représentation schématique d 'un appui articulé.
= Appui encastre :

T ooR

Figure I11.11 : Représentation schématique d’un appui encastré.

Il se produit des lignes de rupture le long des appuis encastrés. Ces lignes de rupture sont dites
« négatives » car la fissure se produit en fibre supérieure et car elles s’accompagnent d’un
moment négatif.

= Appui ponctuel :

Figure 111.12 : Représentation schématique d’un appui ponctuel.

111 .3.4 — Détermination des moments :

La détermination des moments en fonction des charges appliquées se fait en égalisant le
travail des forces intérieures (travail résistant,W;) et le travail des forces exterieures (travail
agissant,W,) le long des lignes de rupture.

Wi:We
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111 .3.4.1 - Travail des forces intérieures :

Le travail des forces intérieures ou travail resistant est uniquement apporté par le moment
résistant des armatures traversant la ligne de rupture.

Pour les lignes de rupture n°1 a n du panneau de dalle :
Wi = Z;’l:l m] . (1)] (3.43)
Avec :

= m; . moment résistant des aciers traversant la ligne de rupture j.
* wj ! Rotation des plaques de part et d’autre de la ligne de rupture

Par rapport a leur position initiale.
111.3.4.2 - Travail des forces extérieures :

Le travail des forces extérieures ou travail agissant est apporté par les charges appliquées sur
les plaques qui entrainent leur mouvement.

Pour les plaques n°1 a n du panneau de dalle :

W, =Xj-1Fi - d; (3.44)
Avec :

= F; : résultante des charges extérieures appliquées sur la plaque i.
= d; : Déplacement vertical de la résultante des charges sous 1’effet

De la rotation de la plaque i.

111 .3.4.3 - Détermination du schéma rupture privilégié :

Les schémas de rupture et donc les positions des lignes de rupture ne sont a priori pas uniques
et peuvent s’exprimer en fonction de paramétres géométriques (41, A2, ..., Ai)

L’équation Wi = We, peut donc s’exprimer également sous la forme d’une fonction :

m=1f(p, A1, A2,..., Ai) (3.45)
Avec :
= m:moment de rupture.
» p: charge extérieure appliquée sur le panneau de dalle.
Le schéma de rupture le plus défavorable étant celui qui, pour une charge extérieure donnée,

donne le moment de rupture maximum, on écrira :
om om aom

6_11 =0 ; m =0 D —=0
La resolution de ces équations permet de déterminer les paramétres et ainsi la position des
lignes de rupture.
Régle pratique induite : le schéma de rupture dimensionnant est obtenu en minimisant les

longueurs des lignes de ruptures.

111 .3.5 - Méthode pratique de résolution du probléme :

111 .3.5.1- Méthode pour les lignes de rupture biaises :

La méthode la plus rapide consiste a utiliser le tableau précédent en projetant I’ensemble des
parametres sur les axes Ox et Oy du panneau de dalle.
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4+ Ligne de rupture inclinée de 0 sur I’horizontale :

Pour un quadrillage orthogonal d’armatures de section a par métre de largeur paralléle a OX et

Oy.
Considérons un rectangle de dalle de largeur unité.

»

L]

tano

Pour les armatures // Ox

- section par unité de largeur L a Ox a. (cm”/m)
- section totale L & Ox a.tan @
- force // Ox a.og. tan 0

- force L ala LdR

a.05.tan 6 .sin 0

a.og.tan 6.sin 8

- force par unité de largeur //LdR e =aos. sin? 60
Pour les armatures // Oy
- section par unité de largeur L & Oy . a(cm? /m)
- section totale L a Oy u.a.1
- force // Oy WU.a. o

-force L ala LdR

WU.a. gg.cos 6

- force par unité de largeur /LdR

u.a.cs.cos 6

— 2
/cos 0 WU.a. ag.cos“0

Force perpendiculaire a la Ligne de Rupture :

a.0,.(sin? 6+ u. cos*0)

Remarque :

Pour une section d’armature identique dans les deux directions (pn = 1), le moment résistant
différence des hauteurs utiles pres) :

est le méme dans toutes les directions (a la
m.ag.Z
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111 .3.6 - Application au cas d’une dalle sur deux appuis uniformément chargée :

On considere un panneau de dalle rectangulaire (longueur b, portée L) avec des appuis
articulés sur 2 cotés paralleles. Son épaisseur est notée h.
La dalle est uniformément chargée sur toute sa surface par une charge notee p.

+ Tracé du schéma de rupture :
Le systéme est constitu¢ de deux lignes d’appuis articulées paralleles. Il peut y avoir 1 ou
plusieurs lignes de rupture parall¢les a ces lignes d’appuis.
En considérant que le schéma de rupture le plus défavorable est obtenu en minimisant la
longueur des lignes de rupture, on ne dessinera qu’une seule ligne paralléle aux lignes
d’appuis. Sa position est en revanche a priori inconnue et donnée par le parametre..

LN P M e i, e, i, S, S, S, i, S S S, i S, S, S, S, S S
@D
- 1 |i'n &5
x &)

Y | x :;\“““““\\‘\““““v
L& ] T -
b

Figure I11.13 : Schéma du cas étudié.

+ Travail interne : Wi

Longueur de la Rotation de
Ligne de I’armature //
Numéro Nombre de Rupture pro.Jetee . a Moment Wi
. . suivant : - I'axe Oy .
de la Ligne de Lignes de T'axe Ox - I'axe Ox relatif
Rupture Rupture - I'axe Oy
1 b 6 o m R
42 m.b.(=+-)
1 -1 2
1 0 0 0 0
Wi = mb(i+£) (3.46)
— . . l_A A .
+ Travail externe : We
Déplacement
Numéro de la Nombre du cerl;[redde
laque de . gravite de
fonction de
é
1 (L-1).b p 6/2 (L-A).b .p.6/2
1
2 1 A.b p 5/2 Ab.p.5/2

We=(L—-MDb -p-8§/2+Ab.p.6/2=b-q-6/2.L
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we
+ Moment de calcul : m = —
wi/m
On écrit ensuite 1’égalité : W, =W,
. o) 8\ _P ) D
Soit: m (l_/1+/1)—2 L ou encore : m= - A-(L=2)
] . ] . . : a
Pour déterminer le schéma le plus défavorable, on écrit ensuite : £ =0
am P L
_— . L J— . — —_—) — -
oL 2 p-4=0 2
L L L?
D’ou ; m=2-—-(L——)=p-—.
2 2 2 8
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CHAPITRE IV :
MODDELISATION DES DALLES BIAISES PAR ELEMENTS FINIS

IV.1-THEORIE DES PLAQUES :

1V.1.1- Définition d'une plaque :

Une plaque est un solide défini par une surface de référence plane (plan x,y) et par une petite
épaisseur (notée h(x,y)), par rapport aux autres dimensions ,a savoir la longueur et la largeur
[MDP55]. Suivant I'ordre de grandeur de h par rapport aux autres dimensions, on introduit
I'adjectif mince au épaisse aux plaques. Cependant, ce qualificatif n'implique pas seulement
une caractéristique geométrique, mais définit aussi un réle particulier des déformations dites
de cisaillement transversal (CT). Cette influence est d'autant plus importante que les

structures sont épaisses.

L, > |
Figure 1V.1: Géométrie d'une plaque.

Ces plaques sont souvent suivies de l'adjectif mince ou épais selon I'épaisseur h, nous
admettons généralement.

1
20

NN

e pour les plaques épaisses :

N ==
S|= A

e Pour les plaques minces :

=S A

La théorie des plaques repose sur les hypothéses suivantes :

= H.1 : Les contraintes normales o&,, sont négligeables par rapport aux autres
Composantes de contraintes : o,, = 0.

= H.2: Les pentes de la surface moyenne apres deformation, sont supposées petites par
Rapport a 1’unité (Petite déflexion du plan moyen).

= H.3 : Les points situés sur une normale a la surface moyenne avant déformation,
Restent sur cette normale au cours de la déformation.

1VV.1.2 - Définitions et notations générales:

Conventions de signe pour déplacements et rotations.
Les notations adoptées ci-aprés pour les déplacements sont définies a la Figure (1V -2)
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Figure IV.2: Conventions générales.

L’équation d’équilibre des moments est :

02 Mx 0°My 0’M
+25; a; +——=-p.(xy) (4.1)

L’intégratlon des équations des moments fléchissant donne I'équation de la plaque soumise
aux charges distribuées p,(x, y) :

wo 9tw pr(xy)
+ zaxza + 277 — D (4.2)

1VV.1.3 - Domaine d’utilisation :

Le domaine de l'utilisation de plaque est trés répandue dans tous les domaines, en particulier
dans le domaine du génie civil ou, on les utilise dans les constructions simples (habitation) ou
les ouvrages d'art et elle existe sous formes différentes, y compris les circulaires et
rectangulaires et d'autre formes selon la qualité de I'ouvrage, Comme celle-est représenté dans
les photos ci-dessous.

i § Oy 34 AT

. H’."?; ".‘ 4

-’o-‘

Ouvrages d'arts (plaques circulaire) Ouvrages souterrains
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1V.1.4 - Flexion des plagues :

1V.1.4.1-Définitions :

Une plaque est un corps solide limité par deux faces planes (figure 1V.3). L’épaisseur h de
plaque est la distance entre les deux faces. Le plan équidistant des deux faces est le plan
médiante ou surface moyenne.

Figure IV.3: plaque.

Soit {0; x, y, z} un repere orthonormé tel que le plan {0; x, y} soit le plan moyen.

e Le plansitué az = h /2 est la peau supérieure de la plaque.
e Leplansitué az =-h/2est la peau inférieure de la plague.

Une fibre normale est I’ensemble des points du solide situés sur une normale au plan
médiante. Une plaque est dite mince si son épaisseur est petite par rapport aux autres
dimensions.

On adoptera les hypothéses suivantes :
v la plaque est sollicitée par des forces de composantes (0,0,f, ) et des couples de
composantes (my , my, 0).
v la contrainte normale o,, est négligeable par rapport aux autres composantes du
tenseur des contraintes.
v"les phénomenes de membrane et de flexion sont découplés.

Compte-tenu des conditions de chargement :

v" les phénomenes de membrane sont nuls.
Vo 0, (XY, EN/2) =0,,(x,yxh/2)=0.

1V.1.4.2-Champ de déplacements : modéle de Reissner /Mindlin :

Le modele de Reissner /Mindlin est basé sur I’hypothése cinématique suivante : au cours de la
mise en charge, les fibres normales restent droites d’ou I'expression du champ de déplacement
(Figure IV .4)
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uxy,z;) =z26,(x,y;t) = z B (x,y; 1)
V(X,y,Z ;t) =-Z ex(x: Yy, t) =z :By(xl Y, t) (4.3)
W(x,y,z ;t) = w(x,y ;t)

Ou:
= W : est le déplacement transverse de la surface moyenne.
*= 0, =—p, estlarotation de la fibre normale suivant x.
*= 0, = B, estlarotation de la fibre normale suivant y.
A: Az
b a7
¥ P - .
i
I i
W W
- ~ _
» | » 1
Figure 1V. 4 : Flexion des plaques : champ de déplacement.
Remarque :

Les déplacements u et v sont linéaires en z.

1V.1.4.3-Déformations et contraintes :

le champ de déplacements dans le solide est donc défini par la connaissance de w, B, et B, en
tout point (x,y) du plan moyen . De I’expression de champ de déplacements, on déduit les
déformations :

— o — 5 0P
XX T2 oy
_ 9By
By =20,
€22 = (4.4)
) _ _ (9Bx , 9By
2y = ey =2 (5 +57)
d
264, = Vaz = Bx +%
a
\zgyz = yyz = .By + %
La loi de comportement s’écrit :
{or} = [Dn] {er} = z [Dn] {1} (4.5 a)
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Ou:
3B
Uxx gxx aag
of =[0yy} ,sz{EYY}:Z{X} A= a—yy (4.5 D)
O-xy yxy aﬁx aﬁy
oy T ox
1 v O
__E v 1 o0
[Dm] - 1—p2 0 0 1—_1} (45 C)
Pour la flexion est :
{o.} = Gk, [1] {e.} (4.5 d)
Ou:
_ O-xz _ VXZ _ 1 0 — E
wd={o) HLed=fyr} M=, 5]  6=50y @S9

Pour le cisaillement transverse.

= {x}: Estle vecteur de courbure.

» {e.Jet{o.}: Sont constants le long d’une fibre normale : le modele de Reissner
/Mindlin ne respecte pas la condition o,,(x,y, + h/2) = 0,,(x,y,+h/2) = 0.

= k. : estun facteur de correction calculé par identification statique ou dynamique entre
un grandeur évaluée avec le modéle Reissner /Mindlin et cette méme grandeur
évaluée avec un modéle plus <« riche > du point de vue de la théorie de 1’élasticité.

On adopte souvent :
5
k.= A (4.6)

1V.1.4.4-Forces et moments résultants :

Considérons un élément de plaque infiniment petit, limité par un cylindre perpendiculaire au
plan moyen, de section droite rectangulaire et dont les forces sont paralleles a x ou y

(figure 1V.5).
z q .
T +7 m
;p'
49, :
)
m
—pp N
f XX
/HIII'T

Figure 1V.5: Efforts résultants.
Les forces et moments résultants (effort par unité de longueur) sont définis par :

(={) =157z (@)

dyz Oyz
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mxx h/Z O-xx
{m} = [myy = f_h/ZZ Tyy(dz (4.8)
mZZ zZZ

= { q} et {m} s’expriment respectivement en N/m et N.m/m = N.

En portant dans ces expressions les relations de comportement (4.5), il vient :

1 v O
. _ (h/2 _ EnR3
(m} = [D;](x} Avec: [Df] = [7, ), [Dp]2?.dz = TR 1(; (1) & (4.92)
_ ) _ rh/2 _En® 11 O
(@} = [De} Avec:  [D] =[5 G.K[dz =" [0 1 (4.9b)
Remarque :
On a les relations :
Oxx My
12z Oxz 1 (9xz
[O‘yy] = F{myy} ) {Uyz} = {Qyz} (4.10)
Ozz my,

1V.1.4.5-Energie de déformation et énergie cinétique :

L’énergie de déformation est égale a :

Eaer =31, ({37 {o} + (&) {0c}) aV
=2 [, (" (m} + ()" {q}) dA (4.11)
=20, ("D} i + (e} (D} He})dA  Avec  dA = dxdy
L’¢énergie de cinétique est égale a :
Een = 3 J, p@? + 0% +Ww?)dV
= = [, p(22B2 + 223 + w?)av (4.12)
1

=1f, phw?dA+1[, 2C (62 + f2) da

T2 A 12

1V.1.4.6-Equations d’équilibre :

Les équations d’équilibre se réduisent a :

do do do.
XX + Xy + XZ

=pu 4.1
ax oy oz PU (4.132)
do do do
yx yy yz 33

= 4.13b
0x t ady T 0z pv ( )
00,  00zy 004, .
T 3y += +f,=pw (4.13c)
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Intégrons suivant 1’épaisseur 1’équation (4.13c) :

0qxz 04y, _ .
o T oy +P,=phw
h/2
Avec: P, = f_h/zfz dz + o,, (x,y,h/2) — 0,,(x,y,—h/2) (4.14)
Multiplions par z 1’équation (4.13a), puis intégrons suivant I’épaisseur :
6mxx Bmxy h/Z 6axz _ h/2 2 5 _ i 35
— = +_ay + f—h/zZ — 2 dz = f_h/zz pBrdz=— ph’py (4.15)

Intégrons par parties 1’intégrale du premier membre :

h/2 00y, _ (h/2 9(zoxz)
f—h/Z oz dz_f—h/z 0z

h/2 h/2
dz — f—h/z Oz 4z = [Zo-xz]_héz — Qxz (4.16)

En utilisant la condition o,,(x,y, th/2) =0, il vient :
amxx amxy _ 1 35

o T, Qz=7 PR B (4.17)
Les équations d’équilibre exprimées a 1’aide des efforts résultants s’écrivent :

0qy; .
9xz | 2y +P,=phw

ox ady
Omxx amxy _ 1 30

ox T oy Q= PN (4.18)
omy, ~ 0my,, 1 35

ox ay qyz—12phﬁ3’

1V.1.4.7-Flexion des plagues minces : Modéle de Kirchhoff

Un corps élastique dont I'épaisseur est tres petite par rapport aux autres dimensions est
appelé plaque mince. Le plan moyen de la plaque est défini comme étant le plan paralléle aux
faces de la plaque partageant I'épaisseur en deux.

Les axes des coordonnées sont choisis de telle sorte que le plan x, y coincide avec le plan
moyen et I'axe z sera perpendiculaire a ce dernier.

On dit qu'une plaque travaille a la flexion quand les charges dont les quels elle soumise sont
paralléles a I'axe z (perpendiculaire au plan moyen)

Si les déplacements sont trés petits par rapport a I'épaisseur de la plaque on peut faire les
suppositions suivantes :

1) les plans perpendiculaires au plan moyen avant la déformation restent perpendiculaires
a ce plan aprés la déformation.

2) la contrainte normale o, est petite par rapport aux autres composantes de contraintes et
peut étre négligée.

3) le plan moyen ne subit pas de déformation aprés la flexion. Considérons une section de
la plaque parallele au plan x z.
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t[ e S
J

Figure 1V.6 : Flexion de la surface neutre de la plaque.

Dans la théorie de Kirchhoff, on néglige I'effet de cisaillement transverse.

Si la plaque est mince (h est petit par rapport aux dimensions de la plaque), on adopte
I’hypothése de Kirchhoff: au cours de la mise en charge, les fibres normales restent
perpendiculaires a la déformée de la surface moyenne d’ou les relations cinématiques :

aw .
ﬁx=9y=—a y ﬁy=_6x=_$
Le champ de déplacements se réduit a :
ux,y,z;t) = —z %
v(Xy.Z;t)=—z %yyt)

w(x,y,z ;t) = w(x,y ;t)
D’ou les déformations :

~ 0Bx
Exy = —Z—
XX Ix
By

yy =250

_ _ By , 9B
sty = Vay = 2Z(E+a—xy)
0

28y, = 2€yz = Vxz = Vyz =

==y 52

Et les contraintes :

Oxz = O-yz =0
Remarque :
Le cisaillement transversal est négligé.
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1V.2- MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS :

Dans le domaine du génie civil on a souvent besoin de calculer des structures complexes pour
lesquelles il est trés rare que l'on puisse obtenir une solution analytique du probléme en
utilisant les théories classiques. De ce fait, on est la plupart du temps obligé de recourir & des
méthodes numériques comme celle des éléments finis. La démarche de modélisation par

éléments finis est schématisée comme suit :

DEMARCHE ELEMENTS FINIS

DISCRETISATION GEOMETRIQUE

Forces nodales

Charge

répartic T 1Y
~‘ \

v b - el

[ e T
Déplacements imposés

> DOMAINE CONTINU [ > DOMAINE DICRITISE

1VV.2. 1- Construction de ’approximation nodale sur un élément :

1V.2. 1. 1- Définition du type d’Elément :

4 Eléments a une dimension :

Type d’Elément barre poutre
Elément /.» 3 4 /
1 ,I_,z/ IKT_’/ -
Nbre de Neceuds 02 03 04 02
Nbre de DDL 01x02=02 01x03=03 01x04=04 02x02=04
Forme Linéaire Quadratique Cubique Cubique
d’approximation
Type Lagrange Hermite
d’approximation
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4+ Eléments a deux dimensions :

Eléments
triangulaires 3 noeuds 6 noeuds
(1xy) axyxxyy)

Les bases polynomiales sont complétes

Eléments

quadrilatere
4 noeuds 8 noeuds

A xyx) axyx'sy y'xy yx)
Les bases polynomiales sont incomplétes

4 Eléments a trois dimensions :

Eléments v ,
Tétraédriques uds

4 10 noeu
(In:ey z) (lxyzd:!fzzsqnyz)
Les bases polynomiales sont complétes

Eléments
Prismatiques A bases
incomplétes

6 noeuds 15 noeuds
Eléments ’ bases
Hexaédriques incompiétes
8 noeuds 20 noeuds

1V. 2. 1. 2- Formulation mathématique :

AZ

v
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MODELISATION DES DALLES BIAISES PAR ELEMENTS FINIS

[D]

»  Définition de la cinématique (Degrés de liberté et déformations)

u
Déplacements : ¢ =(e; e, a){v} (4.23)
w
Rotations et Déformations infinitésimales : grad(q) = 4 @ V (4.24)
u v ow
=== gxxza , gyyzar gzzzg

===9

a ov
Vxy = ngy _E-l'a

u ow

Yaz = 2&x; = P + ax (4.25)
v ow

Vyz = 2‘gyz =a_2+5

0 _1(6v 8w) .9 _1(617 6W) - _1(6u 617)
X 2\8z ay) ' Y 2\8z ay) ' "% 2\8y ox

»  Approximation nodale a I’intérieur d’un élément

I1 s’agit de donner une fonction d’interpolation des champs (de déplacements, de
déformation et des contraintes) a 1’intérieur d’un élément simple (¢lément fini) en

fonction de la valeur des variables aux nceuds. Cette fonction est de forme
polynomiale :
Champs des déplacements : {q} = [N;l{q;} (4.26)
Variations de champs des déplacements : {8q} = [N;]{8q;} (4.27)
Champs des Déformations : {e} = [N;]'{q:} = [Bl{q;} (4.28)
Champs des Contraintes : {6} = [D]{e} = [D][N;]'{q;} = [D][Bl{q;}
(4.29)

= {q} ;

{o} ; {e} : Champs respectivement des déplacements; des

déformations et des Contraintes

= [Ng]

([N;]I' = [B]) : Matrices respectivement des fonctions de formes (poids

nodaux) et des Déformations

E

- aA+v)(1-2v)

(1—v) v v 0 0 0
v 1-v) v 0 0 0
v v 1-v) 0 0 0
0 0 o 2 0 (4.30)
0 0 0 o &2 o
0 0 0 0 o &=
2
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Avec :

{q;} : Valeurs des déplacements nodaux
{£}= (exx &y €2z Vxy Vxz yyz)T
{O‘} = (Uxx Oyy Ozz Txy Txz TyZ>T
E : Module de Young

= v : Coefficient de Poisson

>  Approches d’approximation
o Modéle en déplacement :

Dans cette approche, I’approximation est faite sur le champ de déplacement en
considérant 1’élément cinématiquement admissible ; c’est-a-dire I’intégrabilité du champ
de déformation a I’intérieur de I’élément.

o Modeéle en équilibre :

Il s’agit, dans ce modele, de choisir une forme paramétrique simple du champ de
contraintes a I’intérieur des éléments.

o Modele hybride :

La terminologie utilisée consiste a désigner par « hybrides » les approches éléments finis
pour lesquels plusieurs champs sont discrétisés indépendamment a D'intérieur de
I’¢élément et sur sa frontiere.

Les éléments finis hybrides peuvent é&tre développés selon deux approches
conventionnelles : éléments finis hybrides en déplacement et en contraintes.

o Modéle mixte :

Dans cette approche, 1’approximation est faite, indépendamment, sur divers champs
d’inconnues (déplacements, déformation, contraintes).

o Modeéle en déformation :

La démarche a ce niveau consiste a choisir, en premier lieu, une forme paramétrique
simple du champ de deformations a [intérieur des ¢éléments. Le champ des
déplacements, continu et différentiable, est déduit par intégration du champ des
déformations.

»  Conditions de compatibilite cinématique

Physiquement, ces conditions expriment la continuité de la matiére avant et aprés déformation
d’un corps solide, d’ou [I’appellation de conditions de compatibilité cinématique.
Mathématiquement, elles expriment des restrictions sur la forme des fonctions des
déformations pour permettre 1’intégration des équations aux dérivées partielles. Leur
satisfaction est obligatoire pour garantir Dunicité des déplacements. En état
tridimensionnel, les six équations de compatibilité sont sous forme développée comme suit :
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0%exy | O%eyy 2 0%eyy —0 0%y, O (6 Exy D&y n a szx) —0

dy? 0x2 ox 0y ! dydz 0x \ 0z ox oy
0%¢ 9%¢ 0%¢ 0%¢ o (D¢ de 0¢
—Xp-—z_j _Y¥=09 , - X —( =4 "y) = 0 (4.31)
0z2 dy? dy 0z 0z dx Oy \ 0Ox ay 0z

0%e,, + 0% ey ) 0%e,x =0 _ 0%e,, i (a €zx 0 £xy + d Syz) =0

0x2 0z2 0z 0x ! oxdy 0z \ dy 0z ox

1V.2. 2- Calcul de la matrice de rigidité élémentaire et du vecteur des charges nodales
équivalentes :

»  Formulation variationnelle — Application du principe des travaux virtuels

Un solide déformable est en équilibre statique, lorsque pour tout champ de
déplacements virtuels cinématiquement compatibles, le travail virtuel des forces
extérieures est égal au travail virtuel intérieur. Cet équilibre s’exprime par la

relation :

SWine = Wyt (4.32)

Avec : Wi = fV oT:88dV = fV {6} {a}aV (4.32 a)

Qui représente la variation de I’énergie de déformation.

SWexe = [, {FY {8q3dV + [, {f}" {6q}dS (4.32b)

Qui représente la variation de 1’énergie des forces extérieures, dans laquelle F est le vecteur
des forces de volume et f est le vecteur des forces de surface.

o Pour les efforts intérieurs : Wy, = [, {5} {o}dV
Nous avons :
{q} = [Nil{q:}
{6q} = [N:]{6q:}
{e} = [N:]'{q;} = [Bl{q:}
{0} = [Dl{e} = [D][N;]'{q:} = [D1[B]{q;:}

=== Wi, = [, [BI"(8¢}" [D1[B{g}av = (6" (J, [BI"[D1IBIAV) {qy)

L’expression:  [K°] = [ [B]"[D][B]dV représente la matrice de rigidité élémentaire de

I’élément fini.
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e Pour les efforts externes : SWexe = [, {(FY" {8q}aV + [, {f}" {8q}dS

Nous avons .
{qa} = [N {q:}
{6q} = [N;]{6q;}
== W,y = [, (FY" [N]{8q;}aV + [, {f}" [N;1{6q;}dS

SWexe = {6qi}(fv {FY" [N]av + [, {f}" [Ni]dS)

L’expression:  {F¢} = [ {F}" [Nj]dV + [ {f}" [N;]dS représente le vecteur des forces
nodales équivalentes appliquées aux nceuds de 1’élément fini.
> Intégration

L’évaluation de la matrice de rigidité est établie par intégration sur 1’élément fini
de I’expression :

[, [BIT[D][Bdv (@33

Pour cela deux méthodes sont utilisables :

e Intégration numérique
e Intégration analytique

1V.2. 3- Assemblage:

+ Mise en équation de I’équilibre statique de la structure :

» Application du principe des travaux virtuels :
Wine = 6W ey === => [Ke]{qi} = {F°} (4.34)
» Assemblage : Wit = Wyt

La structure (domaine D) est constituée de I’ensemble des sous domaines De qui sont
représentés par les éléments finis.

=== D=u D, (4.35)
Par conséquent : w =YW,
=== [Kls = XelK?] 5 {Fls=2AF°} 5 {Q}=2lql
=== [K]s {Q} ={F}s
1V.2. 4- Prise en compte des conditions aux limites et résolution :
+ du systéme d’équations : [K]s - {Q} = {F}s (4.36)

» Prise en compte des conditions aux limites :
====»  Blocages des déplacements (appuis)

Sollicitations (Charges équivalentes aux noeuds)
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» Résolution :
====%»  Déterminations du vecteur de déplacement {Q}
Déterminations des réactions au niveau des appuis

1V.2. 5- Evaluation des grandeurs élémentaires :

Déterminations du vecteur de déplacement {Q} étant connu, il s’agit de déterminer a
I’intérieur de 1’¢lément fini :
o Le champ des déplacements : {q} = [N;]{q;}
o Le champ des Déformations : {€} = [N;]'{q;} = [Bl{q;}
o Lechamp des Contraintes: {a} = [D]{e} = [D][N;]'{q:} = [D][Bl{q:}

IV.3- APPLICATION A UN ELEMENTS FLEXIONNEL DE PLAQUE MINCE:

1V.3.1- Caractéristigue :

Nous avons choisi un élément fini développé par [HIMR.14] dans ses travaux de recherche
pour I’obtention du diplome de doctorat. Cet élément est un ¢lément fini de plaque mince
triangulaire d’élasticité plane auquel il y a été rajouté un quatrieme nceud fictif positionné a
I’extérieur et loin du triangle (voir figure IV.7). Cette position, a 1’extérieur, est choisie pour
éviter I’assouplissement de la matrice de rigidité qui entrainerait une surestimation des
déplacements nodaux.

Chaque nceud possede trois degrés de liberté : les fleches w; et les rotations 0, et 8, .

Bx (8y)
L5

i

+ Un quatriéme ncud fictif
R 2

Figure IV.7: Elément triangulaire de plaque avec trois degrés de liberté par noeud.

Les degrés de liberté correspondant & ce quatriéme nceud sont par la suite éliminés par
condensation statique de la matrice de rigidité au niveau élémentaire. Donc 1’intérét majeur de
ce nceud fictif réside en D’enrichissement des champs de déplacements, et vise, par
conséquent, une plus grande précision dans I’approximation de la solution. Sa formulation se
base sur I’approche en déformation.

Les fonctions d’interpolation des champs de déformation, par conséquent des déplacements et
des contraintes sont développées en utilisant le triangle de pascal.

Le criteére vibrationnel correspondant est celui de 1’énergie potentielle totale.

L’intégration analytique dans I’évaluation de la matrice de rigidité, est fortement intéressante
pour éviter la perte de convergence ; phénoméne observé chez les éléments iso paramétrique
(utilisant I’intégration numérique) qui sont trés sensibles (leur convergence est conditionnee
par un maillage régulier — non distordu).
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Les hypotheses de cette formulation sont celles de la théorie des plaques minces (théorie de
Kirchhoff) en négligeant le cisaillement transversal.

1V.3.2- Cinématique :

Dans (la figure 1V.8), les rotations autour des deux axes X et y sont notées 8, et 6, et les
pentes dans les deux directions sont definies par les variables B, et B, avec :

By = 0, ,By = -0, (4.37)
L’hypothése de la section droite implique une variation linéaire de déplacement sur
I’épaisseur de la plaque. Ce qui se traduit par :

{ V(x»y,z) = Zﬁy(x,)’) = —Zex(x,)’),
w(x,y,z) =w(x,y) (4.38)

Les expressions (4.38) permettent de découpler les champs des déplacements (u, v) de celui
de la fleche (w) qui constitue, en référence aux hypothéses de Kirchhoff, 1’unique champ
permettant de définir le comportement de la plaque.

? (-)L 9_\
surface moyenne
= s i
: déformée
e Bal)

surface movenne
mitiale

Q Section  »

1
o

Figure IV.8: Déformation d’une plaque en flexion (théorie de Kirchhoff)
Ainsi, les déplacements sont donnés par :

ow ow
w(x,y,z) =w(x,y) ulx,y,z) =—z —~ v(x,y,z) = —Za (4.39)
Et les rotations sont données par :
ow ow
-Gx:ﬁy:—a Qy: x:—a (440)
Le tenseur de Green est alors :
O 0B 0w
X" oax T ax T oax2
_ov_ 0y Ow
_ &y = 9y z ay z oy (4.41)
Sl (e Oy, 2w
yxy_6y+6x_z(6y+ax - Zzaxay
— VYxz = Vyz = 0
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Les courbes liées aux moments sont données par :

ka%__azy _ 0By _ 0*w (6ﬁx %)2_2 92w

ox  ox2 ' YT 8y ayz ' xy ay | ox 9,0y

(4.42)

1V.3.3- Condition de compatibilité cinématique :

Ces conditions [FRV.84] ont été établies par Saint Venant (1854). Leur satisfaction est
obligatoire pour garantir 1’unicité des déplacements. Les équations de compatibilité sont sous
forme développée comme suit :

0%ky | 0%ky  0%kyy

oy?  9x2  0xdy

azl’xz _ azyJ/Z + 6kxy =2 6&
0x0y dx2 0x dy
9%y 92 ok ok
vz T Vaz | TN Y (4.43)
0x0y d0y? dy 0x

1V.3.4- Loi de comportement :

En état plan de contraintes et pour des matériaux isotropes, hypotheses généralement admise
pour le calcul des structures minces (poutres, plaques, et coques), la loi de comportement

s’écrit :

Oy i 1 v O Ex

[C’y ] =—v L 0 {Sy } (4.44)
Vxy 0 0 —| Wy

Ce qui se traduit en termes de relations *Moments — Courbures* par le systéme d’équation
suivant :

_ 2w
M, 1 v 0 k, 1 v 0 ( a;ﬂ]
M, b= _E"° v 1 0|}k, LB |v 1 of)_-2
Y 12(1-v?) 1-v Y 12(1-v2) 1-v oy? (4.45)
My 0 0 — ] (ky 0 0 —[| o,
k_axay

1V.3.5- Equation d’équilibre :

L’équilibre d’un élément géométrique de dimensions dx x dy est obtenu par le bilan des
forces extérieures et des actions internes et externes.

0Qy 2Q
q.dxdy + (Qx + 22)dy + (@, + a—;) dx — Qydy — Q,dx = 0 (4.46)

Ou Q et @, sont respectivement les efforts tranchants dans les sections perpendiculaires aux
axes x et y. L’expression (4.46) est simplifiée pour donner :

a&_l__aQy:

q+ ax dy

0 (4.47)
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L’équilibre des moments autour des axes X et y donne :
_ My | OMxy _ WMy | OMxy
Qx = ox t oy ! Qx = oy ox
En remplagant les valeurs des équations (4.47) et (4.48) dans la relation établie par les
équations (4.45), la condition d’équilibre se traduirait en fonction du déplacement w par
I’expression suivante :

(4.48)

o*w 24w o*'w  q _
Py + 2 ox20,7 + oyt D 0 (4.49)

Eh3

Avec:D=——-
12(1-v2)

1VV.3.6- Fonction d’interpolation :

Cet ¢lément possede quatre nceuds (les trois sommets du triangle auquel on a rajouté un
quatriéme nceud fictif). Chacun de ses nceuds possede trois degrés de liberté. Donc les champs
des déplacements, formulés par I’utilisation du modele en déformation, possédent 12
constantes indépendantes (a, ... ....a;, ).

Les trois premieres (a4, a,, az) sont pour représenter les mouvements de corps rigide. Les
neuf autres (ay, ... ... a,,) sont utilisés dans le modéle de déformation de 1’élément.

IIs sont répartis dans les fonctions d’interpolation des déformations de maniére a satisfaire
les équations (4.43) de compatibilité cinématique pour 1’élasticité plane. Le champ final des
déplacements est obtenu en additionnant la relation (4.40) et (4.50).

x x3 x%y x3.y y xy
£ W=a;— 0, X —a3.Yy— Q4 -——0as-——a = —Qg——0Qgr——
; 2 333’ 47 5'% 6 7" "8 87 9° 75
y x.y x.y
Ao — a2 — g, 2 4.50
107 11"~ 122 > ] ] 3 (4.50)
_ x x%y y y y
+ fr=aytapxtas-TtHasxyta; o+ ag S+ an Tt an -3
2 2
y

+ _ x? x3 y x
By=as+as - +a; —+agy+agx.y+a S +an —-

Sous forme matricielle le champ des déplacements donné par les équations (4.50) s’écrit
comme suit :

w(x,y)
Bx(,¥) ¢ = [f (x, )] {ai} (4.51)
By(x,y)
AVec: {al‘}T =<< aq, an,,as,04,04s,0q,07,Aag,dg, A1g, A11, A12 >
x? x3 x2y x3y y2 x.y? y3 x.y3 Xy
v v -3 -7 - - -7 -5 % - T
— x? x*y y? y? y
[fx,)]=0 1 0 X Y xX.y - 0 ~ 0 > >
0 O 1 0 0 5 - y x.y 5 > 2
(4.52)
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Connaissant les coordonnées nodales (x;, y;)coorespondant au neeud j (j=1,.....,4), le vecteur
des déplacements nodaux, au niveau élémentaire, est donné comme suit

w(x,y)
Bx (%, ¥) t=[f (x,v)]. [A] 2. {q®} (4.53)
By (x,y)
Dans laquelle,
= [A]! Représente la matrice des coordonnées nodales,
= [N]=[f(x,y)]. [A] lreprésente la matrice des fonctions d’interpolation N;

Les courbures liées aux moments prendront la forme développée suivante :

k., 0 001 x y xy 0O 0 0 0 O
{(K}=<ky, ;=10 0 0 0 0 O 0 1 x y xy 0].[A] 1 {q%}
kyy 0 00 0 0 2x x*2 0 2y 0 y? 1
(4.54)
Avec: {a;}" =< ay,a,, as,a4,0as, 06, a7, ag, Ay, A19, Ay1, A1z >
Ainsi, la matrice de déformation est donnée comme suit :
0 001 x vy xy 0 0 0 0 O
[Q(x,y)] = 0O 00 0O 0O o 0 1 x y xy 0 (4.55)
0 00 0 0 2x x> 0 2y 0 y? 1
1V.3.7-Matrrice de rigidité élémentaire :
Le travail virtuel intérieur, élémentaire discrétisé est donné par 1I’expression :
(Wine)® = [, 6 {e}" . [0].dV® (4.56)
Sachant que:  {e} = [N'].{q°} = [Q(x.»)]. [A] *{q®} (4.57)
Et que : {o} = [D].{} (4.58)

Et en remplagant dans I’expression (4.56) {€} et {o} par leurs valeurs données,
respectivement dans les équations (4.57) et (4.58), on obtient :

(6Wine)® = 6 {q°}" [,[QCx.»]".[AT']".[D]. [Q(x.y)]. [A] ' {q°} dV* (4.59)

Ainsi, la matrice de rigidité élémentaire tirée de 1’expression (4.59) est la suivant :

(K] = [, [QCe. ] [A7']". [D]. [QCx.M)]. [A]*. aV® (4.60)

67



CHAPITRE IV MODELISATION DES DALLES BIAISES PAR ELEMENTS FINIS

L’expression (4.60) peut, s’écrire :

[K¢] = [A7]" [, [QCx. 7] . [D].[QCx.y)]dVe. [A]* = [A']"[K,]. [A] ™ (4.61)

L’évaluation de DI’expression [K,] est établie par intégration analytique des différentes
composantes résultant du produit matriciel [Q(x.y)]”.[D].[Q(x.y)]. dont les expressions
prennent la forme "Hyp = C.x%.yP" . La matrice [K,] relative & 1’élément "HIMEUR" est
donnée en annexe.

Enfin la matrice de rigidité élémentaire a prendre en considération au niveau de I’assemblage
et de la construction de la matrice de rigidité globale de la structure, est celle obtenue aprés
condensation de la matrice [K¢]. Cette condensation statique concerne les degrés de liberté
relatifs au quatrieme nceud fictif.
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CHAPITRE V :
VALIDATION NUMERIQUE

V.1. APPLICATION DE LA METHODE DE GUYON-MASSONNET:

V.1.1- Exemple de calcul des CRT pour la dalle avec un biais de 60°:

Soit une travée :

+ longueur biaise Ly
+ largeur droite 2by
+ La portée droite isostatique équivalente Log
+ Dbiais géométrique ¢
1. Les méthodes du paragraphe précédent permettent de calculer sa portée biaise isostatique
équivalente Lo -

L, |

2b4

Lop

Figure V.1 : Dalle biaise : biais géométrique et mécanique.

Lb =20

10

L2 607

Figure V.2 : Dalle biaise 60°
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Lob = 7 ~ 0.669 - Ly, = 0.669 - 20 Lop = 13.38m

Loqa = Lop-sin@ = 0.669 - Ly sin ¢

Log = 13.38 - sin60°

Log = 11.58 m
Dalle équivalente :
Lo, =13.38
T _|< 0b >|_
Logq =11.58 : :
M ] _

Figure V.3 : Dalle équivalente

2. Calcul des paramétres fondamentaux :

@|s b, ;| i@

le y of
IS 7z
|
< 2 >|

/11

. A

s
Dalle a '
~ .
e
3 '
< 11.58 >|

Exemple de calcul du CRT par la methoae de Guyon-Massonnet. (Toutes les dimensions sont en m)

-Les caractéristiques de 1’ouvrage:

» h:Hauteur des dalles : 01.00 metre
» n:nombre de poutres : 11.00
» Dby : entre axe des poutres : 01.053 meétre
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>
>
>
>
>
>

b : demi-largeur de la dalle : 05.80 metre
2b : Largeur des dalles : 11.58 métre
L1 : Longueur d’entretoises : 13.38 métre
L : Longueur des dalles : 13.38 métre
Module de Young : 21000 MPA
Coefficient de poisson : 0.2

2.1 - Calcul des parametres fondamentaux py ; pg ; Yp 5 VE -

>

Largeur active :

La largeur active du tablier est donnée par la formule : 2b =n ‘b,

2b=11-1.053=11.58m  ——— b=5.79

> Calcul du moment d’inertie de flexion Ip :

i Poutres
1
1 b, -h® 1.053 - 13
P= = 1053 5
12 12 Ip =8.775-1072 m* |
> Rigidité flexionnelle des poutres par unité de largeur :

E =21 000 MPA =21 000 N/mm?=21 000 000 KN/m?

_Bp Elp _21.10°-8775-1072
=y, Ty, 1.053

>

_L;-h® 1338 - 1°

pp = 1.75-10° KN - m

Calcul du moment d’inertie de flexion Ig :

1 5 Entretoises

IE v " =< 13.38 >i
Ig = 1.115 m*
> Rigidité flexionnelle des entretoises par unité de longueur :
B E.Ig 21.10°-1.115
PE=T—= =

L, Ly 13.38

pg = 1.75-10° KN - m
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» Calcul du moment d’inertie de torsion Kp :

Module de torsion G :

‘- E 21000000
T 2(14+v)  2(1+40.2)
G = 8.75-10° KN/m?
K _by-h® 1053 - 13
R 3
Kp = 0.35 m*
> Rigidité torsionnelle des poutres par unité de largeur :
_Cp GK, 875-10°-0.35
Py T T, 1.053
Yp = 2.90 - 10° KN.m
» Calcul du moment d’inertie de torsion Kg :
K _Ly-h® 1338 - 13
P 3 7 3
Kp = 4.46 m*
> Rigidité torsionnelle des entretoises par unité de longueur :
Ck G.Kg 875-10° - 446
YE=T= =

L L 13.38

Yg = 2.91-10° KN.m

2.2 - Calcul des paramétres fondamentaux « ;0 :

4+ Paramétre de torsion a. :

Yp,Y
o = ——+E Avec:0< o <1

2./Pp.PE
2.91-10°+42.90-10°

o= =166>1
2-41.75-106 - 1.75 - 10°

donc: a=1

Remargue :

Pour le calcul d'un tablier des ponts dalles, on suppose que la dalle est isotrope et par
consequent on prend a = 1.
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a=1:p,=pg=pet (yptyg) =20 ——> Le pontest une dalle isotrope.

+ |e parameétre d’entretoisement 6 :
g—b slpp 58 +[1.75-10°
L |pg 1338 J1.75-106

6 =043 >0.3 ——> On utilise donc la méthode de Guyon-Massonnet.

0 =043

3. Calcul des CRT pour la poutre de rive N°1:

3-1 Courbe de K :
e Interpolation sur « :
0,1 <6 <1 : D'aprés Massonnet ou Sattler.
kg = ko + (ky — ko) - of
ou : B= 1-¢(0.065-6)/0.663 > B= 0.42

ke = ko + (ky — ko) - 1942

kzlkl

Avec: Ko : valeur de K correspondanta a =0
K, : valeur de K correspondanta a = 1

e Interpolation sur y (la position de la poutre) :

Y=1.053-5=5265m et b=5.8m

donc, y='5—8-b=0.9b

Les tableaux de Massonnet donnent les valeurs de K pour :
®  Ko7sp = Kly=3p/4 et kp = kly=p
0.9-0.75
® koop = kosp + (kp — ko7sp) -

1-0.75
L k0.9b = 0'4k0.75b + 06kb
L k|y=0_9b = 0.4k|y=3b/4 + 06k|y=b

En résumé , on a trois interpolations a faire. On choisit par ordre:
@) k|y=0.9b = 0.4’k|y=3b/4 + 06k|y=b
O kl(X=1 = 1k1
0 Klg=043 = 0.5k[g=0.40 + 0-5k[g=0.45
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> Interpolation sur 6 :

6 =0.43 interpolation entre 6, = 0.40 et

Dans ce cas ,

v’ Tableau pour 6 = 0.40

0 = 0.40
e -b
kspys | 0.5903
ki "k, 05148
Koop | 0.545

ko, k 0.545

-3b/4
0.6613

0.5903
0.6187
0.6187

-b/2
0.7429

0.6778
0.7038
0.7038

91 = 0.4'5
kor + k
k@ — 61 62
2
-b/4 0
0.8420 0.9613
0.7862 0.9220
0.8085 0.9377
0.8085 0.9377

b/4
1.0994

1.0893
1.0963
1.0963

b/2
1.2489

1.2893
1.2731
1.2731

Tableau N°1: K pour 8 = 0.40 apreés 2 interpolations (sur y puis sur «)

3b/4
1.3940

1.5188
1.4688
1.4688

Les valeurs de Kj et de K; pour K3b/4 et Kb sont recopiées directement a partir des
tableaux de Massonnet (les 2 premiéres lignes pour K); Ensuite, on effectue une premiére
interpolation sur y pour obtenir K0.9b, a savoir:

®  Koly=0.9b = 0.4Kq|y=3p/4 + 0.6Kq|y—p
®  Kily=0.9p = 04K |y=3p/s + 0.6Kq]y-p

En utilisant les tableaux numériques de Massonnet, on a :

o kyly=oop = 0.4 13940 + 0.6 - 1.5188 = 1.4688

o k0|y=0.9b =0

o k=1k, = 1.4688

v’ Tableau pour 8 =0.45

0 = 0.45
e -b
Kspys | 0.5202
ki g, 04418
koop | 0.4731
k, K | 04731

-3b/4
0.5969

0.5202
0.5508
0.5508

-b/2
0.6881

0.6142
0.6437
0.6437

b/4
0.8029

0.7355
0.7624
0.7624

0
0.9458

0.8933
0.9143
0.9143

b/4
1.1152

1.0938
1.1023
1.1023

b/2
1.3013

1.3400
1.3245
1.3245

Tableau N°2: K pour 8 = 0.45 aprés 2 interpolations (sur y puis sur «)

3b/4
1.4809

1.6291
1.5698
1.5698

b
1.5188

1.7680
1.6683
1.6683

b
1.6291

1.9476
1.8202
1.8202

De méme que pour le tableau N°1, ici, on a utilisé les 2 interpolations sur y puis sur a, c.a.d.

®  Koly=09b = 0.4Kqly=3p/4 + 0.6k¢|y—p
®  Kily=09p = 0.4Kq|y=3p/4 + 0.6Kq]y-p,

En utilisant les tableaux numériques de Massonnet, on a :
o Kily=gop = 0.4-1.4809 + 0.6 - 1.6291 = 1.5698

o ko|y=0.9b =0

o k=1k, = 15698
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Dans notre cas: 8 = 0.43 ; On effectue alors la troisieme interpolation sur 6 en utilisant la
derniere ligne de chaque tableau a savoir:

®  K|p=0.43 = 0.5K|g=g.40 + 0.5K[g=0.45
Ainsi, on obtient:

6=0.43
e -b -3b/4 -b/2 -b/4 0 b/4 b/2 3b/4 b
k 0.5090 | 0.5847 | 0.6737 | 0.7854 | 0.9260 | 1.0993 | 1.2988 | 1.5193 | 1.7442

Tableau N°3: K=K(e), apres les 3 interpolations

Les valeurs trouvées de K sont arrondies a 2 chiffres aprés la virgule pour qu'on puisse tracer
la courbe de K

e -b -3b/4 | -b/2 | -b/4 0 b/4 | b/2 | 3b/4 | b
k 051 | 0.59 | 0.67 079 | 0.93 1.10 1.30 1.52 1.75
Tableau N°4: Valeurs arrondis de K = K(e)
On choisit une échelle pour tracer la courbe K=K(e), qui représente la ligne d'influence (Li)

de K pour la poutre N°1 (figure V.4 ).0On trace la courbe de K de préférence sur un papier
millimétrique.

No

(0]

=

S
74

(o))

[

[REV
N

(AN

_
[}
)
> /
3 1
wv
5 Q
3 U6
©
> faWal
Y, 0
O-A
U,
falis}
O,z
faY
\v}
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Ordonnées (y)

Figure V.4 : Ligne d'influence de K pour la poutre N°1.

4. Calcul des CRT pour la poutre centrale N°3 :

4.1 - Courbe deK:

a et 6 conservent les mémes valeurs que pour la poutre de rive, c.a.d. 6 = 0.43 et=1, par
conséquent, les interpolations sur « et sur 8 restent les mémes que pour la poutre de rive N°1,
c.a.d.

75



CHAPITRE V VALIDATION NUMERIQUE

[} k = kl
®  K|p=0.43 = 0.5K|g=0.40 + 0.5K[g=0.45

Seule la position de la poutre change, elle devient: y = 0.Les tables de Massonnet donnent
directement des lignes correspondant pour y = 0, c.a.d. on n'a pas besoin d'interpoler sur y.

v Tableau pour 6 =0.40

60=0.40
e -b -3b/4 -b/2 -b/4 0 b/4 b/2 3b/4 b
kg 0.8273 | 0.9225 | 1.0129 | 1.0851 | 1.1160 | 1.0851 | 1.0129 | 0.9255 | 0.8273
ky 0.9220 A 0.9613 | 1.0031 | 1.0414 | 1.0601 | 1.0414 | 1.0031 | 0.9613 | 0.9220
k, 0.9220 | 0.9613 | 1.0031 | 1.0414 | 1.0601 | 1.0414 | 1.0031 | 0.9613 | 0.9220

Tableau N°5: K en fonction de e pour & = 0.40 aprés une interpolation (sur «) pour la poutre
centrale N°3.

On remarque bien que les k; sont symétriques par rapport a e=0. Les deux premiéres lignes
sont recopiées directement des tables de Massonnet. Ensuite la derniére ligne est obtenue
apres interpolation sur a.

v’ Tableau pour 6 =0.45

0 =0.45
e -b -3b/4 -b/2 -b/4 0 b/4 b/2 3b/4 b
kg 0.7355 | 0.8811 | 1.0194 | 1.1304 | 1.1783 | 1.1304 | 1.0194 | 0.8811 | 0.7355
k, 0.8933 | 0.9458 | 1.0032 | 1.0577 | 1.0850 | 1.0577 | 1.0032 | 0.9458 | 0.8933
k, 0.8933 | 0.9458 | 1.0032 | 1.0577 | 1.0850 | 1.0577 | 1.0032 | 0.9458 | 0.8933

Tableau N°6: K en fonction de e pour 6 = 0.45 aprés une interpolation (sur a) pour la poutre
centrale N°3.

Notre cas est pour 8 = 0.43. On utilise la derniéere ligne de chaque tableau et on interpole par
rapport a 6, a savoir:

® K|g=043 = 0.5K|g=0.40 + 0.5k[g=0.45
60=0.43

e -b -3b/4 | -b/2 | -b/4 0 b/4 b/2 3b/4 b

k 0.9076 | 0.9535 | 1.0031 | 1.0495 | 1.0725 | 1.0495 | 1.0031 | 0.9535 | 0.9076

Tableau N°7: K en fonction de e apres tous les interpolations.

Les valeurs trouvées sont arrondis a 2 chiffres apres la virgule pour gu'on puisse tracer la
courbe de K.
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e -b | -3b/4 | -b/2 | -b/4 0 b/4 | b/2 | 3b/4a | b
k 091 | 0.95 1 105 107 105 1 095 0091

Tableau N°8: Valeurs arrondies de K en fonction de e.

On remarque bien qu'il existe une symétrie par rapport a e =0. On trace la courbe de
K=K(e), qui est ainsi symétrique par rapport a I'axe longitudinale du pont (figure V.5).

faYel
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N
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Valeurs k(e)

D

w®
N

D

De
0
oSy

QO

ol
O N

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Ordonnées(y)

Figure V.5 : Courbe de K en fonction de e pour la poutre centrale (N°3).

5. La fleche moyenne selon I'équation de la déformée est:

XA
N
px
-
e - -
b1l =5.8m bl =5.8m
g=1t/m2
P =b;-n-q=1.053-11-1 T .
P =11.60 kn /ml ; +
P LY mx I\ ' >]
Wy = 2b-p, sin— 2b=11.6m
11.60 13.38* TIX

X
Wo . sinT = 0.00018839 sinT (m)

T 116 - 1.75 - 106 3.14*
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6. Le moment fléchissant longitudinal moyen est:

L?  mx
MO(X) = E FSII’IT

11.60 13.38% mx

———-sin— = 18.1573 sm—(Kn m)

M —
o®) =T750 3142 5"

Par interpolation linéaire dans les tableaux de Massonnet pour 6=0,40 et 6=0,45 on trouve
les valeurs des coefficients K et K; pour 6=0,43.
Dans la colonne y=3b/4 n lit pour € =-b;-3b/4;-b/2;-b/4;0;b/4;b/2;3b/4;b:

Les fleches et les moments moyens sont:

e En x=L/2 w,=0.00018839m et M;=18.1573 Kn.m
e En x=L/4 wy,=0.00013321m et M;=12.8391Kn.m

Donc on obtient les fleches et les moments longitudinaux en multipliant les fleches et les
moments moyens par le coefficient K, calculé:

e -b -3b/4 | -b/2 | -b/4 | 0 b/4 | b/2 | 3b/a| b
W(mm) 0.1714 0.1789 | 0.1883 | 0.1978 | 0.2015 | 0.1978 | 0.1883  0.1789 A 0.1714
X=1/2
M(kn.m) | 16.523 | 17.249 | 18.157 | 19.065 | 19.428  19.065 | 18.157 | 17.249 | 16.523
W(mm) 0.1212 0.1265 | 0.1332 | 0.1398 | 0.1425 | 0.1398 | 0.1332 ' 0.1265 | 0.1212
X=1/4

My(kn.m) | 11.683 | 12.197 | 12.839 | 13.481 | 13.737 | 13.481 | 12.839 | 12.197 | 11.683

Tableau N°9: les fleches et les moments moyens par le coefficient Ka.

V.1.2-Exemple de calcul des CRT pour la dalle avec un biais de 40°:

7 .Les méthodes du paragraphe précédent permettent de calculer sa portée biaise isostatique
équivalente Lo -

Lb =20

< >

10

Yy 40

Figure V.6 : Dalle biaise 40°
Lop = }7% ~ 0.669 - L, = 0.669 - 20
Lo, = 13.38 m

Log = Lop.-sin@ = 0.669 - Ly, - sin ¢
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Log = 13.38 - sin40°

Dalle equivalente :

-

LOd =8.60

Log = 8.60 m

L()b =13.38

A 4
RERRRR

Figure V.7 : Dalle équivalente

8.Calcul des paramétres fondamentaux :

]
b .
@|e . 9| !@
L y 3
I >.
< 2 5|
<€ 2 >
S
_ )
o~
Dalle o7
rd -~
e
.3
| 8.60m S|

|
Exemple de calcul du CRT par la méthode de Guyon-Massonnet. (Toutes les dimensions sont en m)
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Les caractéristiques de I’ouvrage:

» h: Hauteur des dalles : 01.00 métre
» n:nombre de poutres : 11.00

» b; : entre axe des poutres : 01.075 metre
» b :demi-largeur de la dalle : 04.30 métre
» 2b: Largeur des dalles : 08.60 métre
» L : Longueur d’entretoises : 13.38 metre
» L :Longueur des dalles: 13.38 metre
» Module de Young : 21000 MPA
» Coefficient de poisson : 0.2

8.1-Calcul des parametres fondamentaux py ; Pg; Yp ; VE -

» Largeur active :
La largeur active du tablier est donnée par la formule : 2b =n ‘b,
2b=8-1.075=8.60m ——> b=43m

> Calcul du moment d’inertie de flexion Ip :

| poutres
1 _by-h® 1075 - 13 _
A 12 | ; 1.075 >|

Ip =8958-10"2 m*
> Rigidité flexionnelle des poutres par unité de largeur :

E =21 000 MPA = 21 000 N/mm? =21 000 000 KN/m?

_Bp Elp _21.10°-8958-1072
=y, Ty, 1.075

pp = 1.75-10°KN - m
> Calcul du moment d’inertie de flexion Ig :

I_Ll-h3_13.38-13
E™ 12 — 12

Ig = 1.115 m*

> Rigidité flexionnelle des entretoises par unité de longueur :

_ By Elg 21.10°-1.115
L L 13.38

PE

pg = 1.75- 10 KN - m
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» Calcul du moment d’inertie de torsion Kp :

Module de torsion G :

- E 21000000
T 2(14+v)  2(1+40.2)
G = 8.75-10° KN/m?
K _by-h® 1075 - 13
R 3
Kp = 0.36 m*
> Rigidité torsionnelle des poutres par unité de largeur :
_Cp  GK, 875-10°-0.36
Py T T, 1.075
yp = 2.93-10° KN.m
» Calcul du moment d’inertie de torsion Kg :
K _Ly-h® 1338 - 13
P 3 7 3
Kg = 4.46 m*
> Rigidité torsionnelle des entretoises par unité de longueur :
Ct G.Kg 8.75-10°-4.46
YE=T1= =

L Ly 13.38

Vg = 2.91- 106 KN.m

9.Calcul des paramétres fondamentaux « ;0 :

4+ Paramétre de torsion o :

YpP,YE

2 -+ Pp .PE

2.91-10° 4+ 2.93-10°
o=
2-41.75-106 - 1.75 - 106

=166>1

donc: a=1

Remargue :

avec:0< o <1

Pour le calcul d'un tablier des ponts dalles, on suppose que la dalle est isotrope et par

conséquent on prend a = 1.

81



CHAPITRE V VALIDATION NUMERIQUE

a=1:p,=pg=pet (yptyg) =20 ——> Le pontest une dalle isotrope.

+ |e parameétre d’entretoisement 6 :
o_boslpp _ 43 +[175-10°
L |pg 1338 J1.75-106

6 =032 >03 ——> On utilise donc la méthode de Guyon-Massonnet.

6 =0.32

10. Calcul des CRT pour la poutre de rive N°2:

10.1- Courbe de K :
e Interpolation sur « :
0,1 <0 <1:D'aprés Massonnet ou Sattler.
kg = ko + (ky — ko) - of
Ol‘J : B: 1_6(0.065—9)/0.663 _— B: 0.32

ke = ko + (ky — ko) - 1932

kzlkl

Avec: K : valeur de K correspondanta a =0
Ky : valeur de K correspondanta a = 1

e Interpolation sur y (la position de la poutre) :

Y=1.075-340.537=3.762m et b=43m

3.762
donc, yzw-b=0.87b

Les tableaux de Massonnet donnent les valeurs de K pour :

*  Ko7sp = Kly=3p/4 et kp = Kly=p
0.87-0.75

* kog7p = kogsp + (kp = Kozsp) "5

L] k0.9b = 0'52k0.75b + 048kb

° k|y=0.9b = 052k|y=3b/4 + 048k|y=b

En résumé , on a trois interpolations a faire. On choisit par ordre:
@] k|y=0.9b = 052k|y=3b/4 + 048k|y=b
0 Klg=1=1k;
0 Klg=032 = 0.5k[g=0.30 + 0-5k[g=0.35
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> Interpolation sur 6 :

6 =0.43 interpolation entre 6, =0.30 et 6; =0.35
Dans ce cas ,
kezkel‘;kez
v’ Tableau pour 8 =0.30
6 =0.30
e -b -3b/4 -b/2 -b/4 0 b/4
k3pss | 07345 | 0.7876 | 0.8453 | 0.9104 | 0.9840 | 1.0652
K k, 06733 | 0.7345 | 0.8012 | 0.8776  0.9664 | 1.0689
kog7, 0.7051 | 0.7621 | 0.8241 | 0.8946 | 0.9755 | 1.0669
k, k 0.7051 | 0.7621 | 0.8241 | 0.8946 | 0.9755 1.0669

b/2
1.1508

1.1849
1.1671
1.1671

Tableau N°10 : K pour 8 = 0.30 aprés 2 interpolations (sur y puis sur «)

Les valeurs de Kj et de K; pour K3b/4 et Kb sont recopiées directement a partir des

3b/4
1.2351

1.3126
1.2723
1.2723

b
1.3126

1.4474
1.3773
1.3773

tableaux de Massonnet (les 2 premiéres lignes pour K); Ensuite, on effectue une premiére

interpolation sur y pour obtenir K0.87b, a savoir:

®  Koly=087p = 0.52kq|y=3p/4 + 0.48Kk¢|y=p
®  Kily=0870 = 0.52]y=3p/4 + 0.48Kkq|y-p

En utilisant les tableaux numériques de Massonnet, on a :

o kily=og7b = 0.52-1.2351 + 0.48 - 1.3126 = 1.2723
o k0|y=0.87b =0
o k=1k, =12723
v’ Tableau pour 6 =0.35
6=0.35
e -b -3b/4 -b/2 -b/4 0
k3b/4 0.6624 | 0.7255 0.7958 0.8781 0.9741
k, ky 0.5926 | 0.6624 0.7408 0.8340 0.9466
kogsp | 0.6288 | 0.6952 |0.7694 |0.8569 | 0.9609
k, k 0.6288 | 0.6952 0.7694 0.8569 0.9609

b/4
1.0824

1.0808
1.0816
1.0816

b/2
1.1983

1.2369
1.2168
1.2168

Tableau N°11: K pour 6 = 0.35 apres 2 interpolations (sur y puis sur a)

3b/4
1.3115

1.4123
1.3598
1.3598

b
1.4123

1.6001
1.5024
1.5024

De méme que pour le tableau N°1, ici, on a utilisé les 2 interpolations sur y puis sur a, c.a.d.

®  Koly=087p = 0.52Kg|y=3p/4 + 0.48K¢|y=p
® Kily=087p = 0.52Ky|y=3p/4 + 0.48Kkq[y=p

En utilisant les tableaux numériques de Massonnet, on a :
o Kyqly=gop = 0.52-1.3115 + 0.48 - 1.4123 = 1.3598
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o k0|y=0.9b =0

o k=1k,; =1.3598
Dans notre cas: 8 = 0.32; On effectue alors la troisieme interpolation sur 6 en utilisant la
derniére ligne de chaque tableau a savoir:

®  K|p=032 = 0.5K|g=0.30 + 0.5K[g=0.35

Ainsi, on obtient:

6 =0.32
e -b -3b/4 -b/2 -b/4 0 b/4 b/2 3b/4 b
k 0.6669 | 0.7286 | 0.7967 | 0.8757 | 0.9682 | 1.0742 | 1.1919 | 1.3160 | 1.4398

Tableau N°12: K=K(e), aprés les 3 interpolations

Les valeurs trouvées de K sont arrondies a 2 chiffres aprés la virgule pour qu'on puisse tracer
la courbe de K

e -b |-3b/4  -b/2 | -b/4 0 b/4 | b/2 | 3b/4 | b
k 067 073 |0.80 |08 097 107 | 119 | 1.32 1.44
Tableau N°13: Valeurs arrondis de K = K(e)
On choisit une échelle pour tracer la courbe K=K(e), qui représente la ligne d'influence (Li)

de K pour la poutre N°2 (figure V.8 ).0On trace la courbe de K de préférence sur un papier
millimétrique.

1

EY)
1A
4L,
19
1,2 /

o 1

-

"3

(]

T C,o

[ I

‘5 06

K] 9,0

ps
0O-A
U,
02
U, <

0O
A\
-6 -4 -2 0 2 4 6

ordonnées (y)

Figure V.8 : Ligne d'influence de K pour la poutre N°2.

11. Calcul des CRT pour la poutre centrale N°4 :

11.1- Courbe de K :

D et T conservent les mémes valeurs que pour la poutre de rive, c.a.d. 8 = 0.32 et=1, par
conséquent, les interpolations sur a et sur 8 restent les mémes que pour la poutre de rive N°2,
c.a.d.
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[} k = kl

® K|g=032 = 0.5K|g=0.30 + 0.5k[g=0.35
Seule la position de la poutre change, elle devient: y = 0.Les tables de Massonnet donnent
directement des lignes correspondant pour y = 0, c.a.d. on n'a pas besoin d'interpoler sur y.

v’ Tableau pour 6 =0.30

6=0.30
e -b -3b/4 -b/2 -b/4 0 b/4 b/2 3b/4 b
kg 0.9423 | 0.9742 | 1.0044 | 1.0283 | 1.0385 | 1.0283 | 1.0044 | 0.9742 | 0.9423
kq 0.9664 | 0.9840 | 1.0018 | 1.0173 | 1.0244 1.0173 | 1.0018 | 0.9840 | 0.9664

k, 0.9664 | 0.9840 | 1.0018 | 1.0173 | 1.0244 | 1.0173 | 1.0018 | 0.9840 | 0.9664

Tableau N°14: K en fonction de e pour 8 = 0.30 apreés une interpolation (sur a) pour la poutre
centrale N°4.

On remarque bien que les k; sont symétriques par rapport a e=0. Les deux premiéres lignes
sont recopiées directement des tables de Massonnet. Ensuite la derniere ligne est obtenue
apres interpolation sur a.

v Tableau pour 6 =0.35

6 =0.35
e -b -3b/4 -b/2 -b/4 0 b/4 b/2 3b/4 b
kg 0.8954 | 0.9532 | 1.0079 | 1.0514 | 1.0700 | 1.0514 | 1.0079 | 0.9532 | 0.8954
k, 0.9466 | 0.9741 | 1.0025 | 1.0279 | 1.0399 | 1.0279 | 1.0025 | 0.9741 | 0.9466
k, 0.9466 | 0.9741 | 1.0025 | 1.0279 | 1.0399 | 1.0279 | 1.0025 | 0.9741 | 0.9466

Tableau N°15: K en fonction de e pour & = 0.35 aprés une interpolation (sur ) pour la poutre
centrale N°4.

Notre cas est pour & = 0.32. On utilise la derniéere ligne de chaque tableau et on interpole par
rapport a 6, a savoir:

® K|g=032 = 0.5Kk|g=0.30 + 0-5k[g=0.35
60=0.32

e -b -3b/4 | -b/2 | -b/4 0 b/4 b/2 3b/4 b

k 0.9565 | 0.9790 | 1.0021 | 1.0226 | 1.0321 | 1.0226 | 1.0021 | 0.9790 | 0.9565

Tableau N°16: K en fonction de e apres tous les interpolations.

Les valeurs trouvées sont arrondis a 2 chiffres apres la virgule pour gu'on puisse tracer la
courbe de K.
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e -b | -3b/4 | -b/2 | -b/4 0 b/4 | b/2 | 3b/4a | b
k 0.96 | 0.98 1 102 103  1.02 1 098 | 0.9

Tableau N°17: Valeurs arrondies de K en fonction de e.

On remarque bien qu'il existe une symétrie par rapport a e =0. On trace la courbe de
K=K(e), qui est ainsi symétrique par rapport a I'axe longitudinale du pont (figure V.9 ).

Valeurs de K(e)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Ordonnées(Y)

Figure V.9 : Courbe de K en fonction de e pour la poutre centrale (N°4).

12. La fléche moyenne selon I'équation de la déformée est:

e

e

plx

bl=4.3m bl=4.3m
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g=1kn/m2

LI

2b =8.6m

P =Db;-n-0g=1.075-8 -1

P=8.6kn/m
P L mx

WO:Zb'pp.FSIH L

8.6 1338%  mx_ o X
86 - 175 -106 3.14% “ L TV sin7-(m)

Le moment fléchissant longitudinal moyen est:

W():

M()—P L  mx

o(x) =57 —gsin—

My () 8.6 13.38%2  mx 18.1573 K
0X_86 3142smL— sm (nm)

Par interpolation linéaire dans les tableaux de Massonnet pour 6=0,30 et 6=0,35 on trouve
les valeurs des coefficients Ky et K; pour 6=0,32.
Dans la colonne y=3b/4 n lit pour € =-b;-3b/4;-b/2;-b/4;0;b/4;b/2;3b/4;b:

Les fleches et les moments moyens sont:

e En x=L/2 wy,=0.00018839m et My;=18.1573 Kn.m
e En x=L/4 w,=0.00013321m et My=12.8391Kn.m

Donc on obtient les fleches et les moments longitudinaux en multipliant les fleches et les
moments moyens par le coefficient K, calculé:

e b | -3b/4 -b/2 | -b/a | O b/4 | b/2 | 3b/4 | b
W(mm) | 0.1808 0.1846 | 0.1883 0.1921 | 0.1940  0.1921 | 0.1883 | 0.1846  0.1808
X=1/2
Mx(kn.m) | 17.431 | 17.794 | 18.157 | 18.520 | 18.702 | 18.520 | 18.157 | 17.794 | 17.431
W(mm) | 0.1278  0.1305 | 0.1332 | 0.1358 | 0.1372 | 0.1358 | 0.1332 | 0.1305  0.1278
X=1/4

Mx(kn.m) | 12.325 | 12.582 | 12.839 | 13.095 | 13.224 | 13.095 | 12.839 | 12.582 | 12.325

Tableau N°18: les fleches et les moments moyens par le coefficient Ka.
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V.2. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS :

V.2.1-Exemple de la dalle avec un biais de 60°:

Nous avons considéré dans cet exemple la dalle avec le biais de 60° illustrée dans le schéma
de la figure V .2. Les données géométriques et mécaniques utilisées sont les suivantes :

> Portée: 20.00 métres

» Largeur : 10.00 metres

» Epaisseur de la dalle : 01.00 métre

» Angle du biais : 60°

» Module de Young : 21000000 Kn/m?
» Coefficient de Poisson : 0.2

» Charge uniformément répartie : q=1.00 Kn/m?2

— Dalle simplement appuyée :

Comme ’illustre le schéma suivant ; le modele « élément fini » est discrétisé en 09 noeuds et
08 éléments. Comme il ressort du test de convergence realisé par [HIM.14] pour les dalles
biaises, nous avons considéré cette densité du maillage ; carelle correspond a un niveau de
convergence optimal vers la solution exacte.

a4 5 6

N

7 A 5

] 3

00

1 2 3
[ d 20 m b |
| Y T |

Figure V.10 : modéle « élément fini » 60°

Il s’agit de calculer la fleche au milieu de la dalle (Nceud 07) pour la comparer avec les
solutions données par la méthode de Guyon-Massonnet et avec la solution exacte données par
[RAZ.73] :

p-L?
WRéf = 0.07945 - T (51)
_ _ En®
Avec : = a7

21000000 - 1% 18229 . 105

T 12(1-022)
11.6 - 20 »

Wrer = 0.07945 "T8229 106 = 20223 107" m = 0.20223 mm
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En utilisant le programme «Elément fini » développé par [HIM.14] congu pour la
modeélisation des structures planes minces ;nous avons obtenu les résultats suivants.

Fichier des données

C plaque biaise 60° 8 éléments
C Données générales : NNO, NTE, NBC, NLN, NTY, NCLI, INTER
9 8 14 3 4 0 0

C coordonnées des noeuds: X Y (Z)

00.0000 0.0000

05.7735 0.0000

20.0000 0.0000

05.7735 10.0000

20.0000 10.0000

25.7735 10.0000

12.8868 5.0000

02.8868 5.0000

22.8868 5.0000

C Connexions des éléments
2 8

O W waIMNDND DN
O U1 O W J
U 3 D J D> o

6 5

C Charges des plaques

C Charges nodales : nceud direction intensité
C Charges nodales

2 1 33.333

5 1 33.333

7 1 33.333

C Conditions aux limites : neeud direction bloquée
1

O NWOWOOODd WHE OO W
WwWwWwwwwwwrrkLrPr ek

C Module d’élasticité, Poisson, épaisseur
2.1E+07 0.20000E+00 1.00000

R R I b b b S db S b S b S b S I b b S db b b S b S b S b b b S R S b I b S b I S S b S e S e S b S b S e S S S S Sb e Sb S db e db o db 4
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Résultats

DEPLACEMENTS AUX NOEUDS

VALIDATION NUMERIQUE

NOEUD *1* *2* *3*
1 0.00000E+00 -0.17217E-04 0.00000E+00
2 0.13770E-03 -0.28182E-04 0.00000E+00
3 0.00000E+00 0.28898E-04 0.00000E+00
4 0.00000E+00 -0.28898E-04 0.00000E+00
5 0.13771E-03 0.28182E-04 0.00000E+00
6 0.00000E+00 0.17218E-04 0.00000E+00
7 0.20274E-03 0.14414E-10 -0.59037E-09
8 0.00000E+00 -0.23385E-04 0.00000E+00

KA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AR AR A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AR AR A k%K

V.2.2-Exemple de la dalle avec un biais de 40°:

Nous avons considéré dans cet exemple la dalle avec le biais de 40° illustrée dans le schéma
de la figure V.6. Les données géométriques et mécaniques utilisées sont les suivantes :

> Portée: 20.00 métres

» Largeur: 10.00 metres

» Epaisseur de la dalle : 01.00 métre

» Angle du biais : 40°

» Module de Young : 21000000 Kn/m?
» Coefficient de Poisson : 0.2

» Charge uniformément répartie : q=1.00Kn/m?

— Dalle simplement appuyée :

Comme P’illustre le schéma suivant ; le modéle « élément fini » est discrétisé en 09 nceuds et
08 éléments. Comme il ressort du test de convergence réalisé par [HIM.14] pour les dalles
biaises, nous avons considéré cette densité du maillage ; carelle correspond a un niveau de
convergence optimal vers la solution exacte.

4 5 6
r
7 o o
8 9 3
40° \
1 2 3
le 20m s
< 21
Figure V.11 : modele « élément fini » 40°
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I1 s’agit de calculer la fleche au milieu de la dalle (Nceud 07) pour la comparer avec les
solutions données par la méthode de Guyon-Massonnet.

En utilisant

le programme «Elément fini » développé par [HIM.14] congu pour la

modeélisation des structures planes minces ;nous avons obtenu les résultats suivants.

Fichier des données

C plaque biaise 40° 8 éléments
C donnés générales : NNO, NTE, NBC, NLN, NTY, NCLI, INTER

9 8 10 3 4 0 0

C Coordonnes des nceeuds: X Y (Z)

00.00
11.9175
20.00
11.9175
20.00
31.9175
15.9588
05.9588
25.9588

n
8

onn
12
2 4
217
23
75
35
39
9 6

[G2BNG IEN ISR A e e)

C Charges
C Charges
C Charges
2 1 33.
51 33.
7 1 26.

0.00
0.00
0.00
10.00
10.00
10.00
5.00
5.00
5.00

exions des éléments

des plaques

nodales: neud direction intensité
nodales

33333333

33333333

94153333

C Conditions aux limites : neeud direction bloque

1

O 00 oY > WHE OWOWOo xWwWH
WwWwwwwwrkr P, rkreEe e

C Module d'élasticité, Poisson, épaisseur
2.1E+07 0.20000E+00 1.00000

KA A AR A A A A A A A A A A A A A A A A A A AR A A A A A A A A A A A AR A AR AR A R A A A A A AR AR AR AR A AR AR AR AR A,k K
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Résultats

..... DEPLACEMENTS AUX NOEUDS

VALIDATION NUMERIQUE

NOEUD *1* *2* *3*
1 0.00000E+00 0.10055E-04 0.00000E+00
2 0.24727E-03 -0.13956E-04 0.19826E-04
3 0.00000E+00 0.31945E-04 -0.37368E-04
4 0.00000E+00 -0.31945E-04 0.37367E-04
5 0.24728E-03 0.13955E-04 -0.19826E-04
6 0.00000E+00 -0.10054E-04 0.00000E+00
7 0.19324E-03 -0.13001E-09 -0.70493E-09
8 0.00000E+00 -0.23897E-04 0.00000E+00
9 0.00000E+00 0.23898E-04 0.00000E+00

I R dh b b b b b S I b b b b b S dh S b b b b 2 b A b b b b b S db Ib b b 2 b Ih b b b b b A db I b b b e db dh S b b i b b dh dh b b b b S 2 4

V.2.3-Analyse et discutions des résultats :

Les résultats de calcul donnés par les différentes méthodes sont résumes dans le tableau
suivant. Celui-ci reprend les fleches calculées au milieu de la dalle biaise.

Dalle avec biais de | Dalle avec biais de
60° 40°

MéthodeGuyon-Massonnet 0.2015 E-03m 0. 1940 E-03m

Méthode Elément Fini 0. 20274E-03m 0. 19324E-03m

Solution exacte 0 .20223E-03m -

Tableau N°19: Fléches au milieu de la dalle pour les différentes méthodes
De ces résultats nous constatons ce qui suit :

- La méthode des éléments finis est une méthode appropriée pour I’analyse des structure
planes (dalles) biaises, puisque les solutions données par cette méthode sont trés
proches de la solution exacte.

- L’élément fini considéré [HIM.14] est trés performant, puisque I’erreur relative entre
la solution exacte et celle donnée par ce modele représente 0,25 %.

- La méthode de Guyon-Massonnet donne également des résultats performants (erreur
relative égale a 0,36%) ; Seulement celle-ci nécessite de passer par la transformation
de la dalle biaise en une dalle rectangulaire équivalente.

- Cette transformation, établie par la méthode directe des fleches, développée dans le
guide technique CHAMOA (Chaine algorithmique modulaire ouvrages d’art) par
CEREMA [CHA .16], a donner une cohérence de 1’analyse.

- La méthode de Guyon-Massonnet ne peut pas s’appliquer des biais inférieurs a 40°,
puisque le parametre d’entretoisement dans ces cas est inférieur a 0,30.
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CONCLUSION GENERALE

Ce mémoire de master porte sur I’étude de modélisation d’une dalle biaise avec la méthode
des éléments finis et validation du modele, ce travail est articulé autour de deux principaux
axes :

Le premier concerne I’analyse des dalles biaises par une méthode analytique : celle de Guyon-
Massonnet.

Le second se base sur la modélisation de la dalle biaise par éléments finis.

Les deux méthodes sont appliquées sur deux exemples : une dalle avec un biais de 60° et une
dalle avec un biais de 40°.

Des résultats obtenus on peut tirer les conclusions suivantes :

- Laméthode des ¢léments finis est une méthode appropriée pour 1’analyse des structure
planes (dalles) biaises, puisque les solutions données par cette méthode sont trés
proches de la solution exacte.

- L’¢lément fini considéré [HIM.14] est trés performant, puisque I’erreur relative entre
la solution exacte et celle donnée par ce modéle représente 0,25%.

- La méthode de Guyon-Massonnet donne également des résultats performants (erreur
relative égale a 0,36%) ; Seulement celle-ci nécessite de passer par la transformation
de la dalle biaise en une dalle rectangulaire équivalente.

- Cette transformation, établie par la méthode directe des fleches, développée dans le
guide technique CHAMOA (Chaine algorithmique modulaire ouvrages d’art) par
CEREMA [CHA .16], a donner une cohérence de 1’analyse.

- La méthode de Guyon-Massonnet ne peut pas s’appliquer des biais inférieurs a 40°,
puisque le parametre d’entretoisement dans ces cas est inférieur a 0,30%.
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ANNEXE METHODE DE GUYON-MASSONNET

Annexe 1 : la méthode de guyon-massonnent

Tables donnant le coefficient de répartition transversale pour 0 variant de 0,05 en 0,05 de 0 a 1,
etde 0,1 en 0,01 del a2etpourac=0eta =1

Ku=Ko+(K1"‘Ka)‘\/E

Les valeurs d= K, ont été calculées & 1'aide de la formule suivante établie dans un de nos mémoires antérieum
(réf. [2], p. 762). R i
Ke=2" mom—swzm
(2cha(y+ b cosr(y+ b)[sh2abcosh (b + e)chr(b—e) —sin2xbchi (b + e) cosr(b— &) ] +
+ [(ch & (y + b) sin & (y + b) + ShA(y -+ b) cos A (y -+ b)] {sh 2Ab [sin A (b + €) chA (b — e) —cos A (b + &) sho (b — e)
4+ sh2x[sha(b+e)cosh(b—e)—chir(b+ e)sini(b—e)]}).

Dans cette formule, la notation ) a la signification suivante :
T ,\‘/ or
t :; 2 PE
Les valeurs de K, ont été calculées & I'aide de la formule suivante, établie par Guyon (réf. [3], p. 567) :

LRAIC PgPy QsQy
Kl72sh,q[(uchc+shu}cllﬂx—-ﬂxshashﬂx+35huchu“c+3shucha+6]

en posant :
1, = (o ch o — sh a) ch 8u — sh oBu sh Bu
i Q. = (2 sh o + o ch o) sh bu — sh o0u ch 6u,
emda (RS 0 10 P
,0 = 0,05 I a=10
' 3 b b b b 3h
il | e 0 = = e b

l 4 2 ‘ 3 2 1
9 +10000 | 410000 | +10000 | +10000 | 41,0000 | +10000 | +10000 | +10000 | +1,0000
Db | 402500 | 404375 | 406269 | 08125 | 410001 | +,1876 | 413150 | 13626 | +1,7501
Db | -0z | —01250 | +02499 | 40,6260 | 410000 | +13151 | 417502 | 42151 | +2,5000
3bs | 12501 | —0,6876 | —0J251 | 0437 | 10000 | 415626 | 421252 | 426877 | +3.2503
! b —20000 | —12501 | —05001 | +02099 | 410000 | +17501 | +25002 | 432502 | -+4,0003
lo=005 | a=1
Lo 10000 [ 10000 | 10000 | 10000 | 000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000
Y 09969 | 09978 | 09985 | 09992 | 10000 | 10008 | 10015 | 10023 | 10030
; b/2 09938 | 09954 | 0999 | 0998 | 10000 | 1005 | 1,001 | 10046 | 10061
7 09%8 | 031 | 09956 | 09978 | 1000 | 10023 | 10046 | 12,000 | 10092
i 09878 | 09908 | 0998 | 09969 | 10000 | 1000 | 10061 | 10092 | 1,024
E g=010 | g=0

0 409993 | 409997 | 410001 | +10003 | +10005 | +10008 | +10000 | +09997 | +09993

b/4 402495 | +04373 +0,6250 | 408127 | +1,0004 | +1,1879 | +13751 [ 413622 | +1,7493
b/2 —05000 | —01250 | +0,2500 | 40,6250 | 41,0001 | 413751 | 41,7501 | +2,1249 ;+2.4997

Jb/4 —1,249%4 —0,6872 —0,1250 104313 +0,9997 +1,5622 +2,1249 +26877 l 43,2505
s ~1 —0' g ) y 0 5 +
b 1,9988 2494 [ = 5000 +0,2495 40,9993 41,7493 42,4997 43,2505 l 4,0014
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lo=010 | a=1
3 b b b b n
ol b s Rl 0 = < = b
4 2 4 4 2 4
0 09993 | 09991 1,0001 1,0003 1,0005 | 1,0003 10000 | 09997 09993
T 09873 | 09906 09938 | 09971 10003 | 1,003 10063 | 1,009 10116
b/2 09756 | 0,9816 09877 | 09938 L0000 | 1,006 10124 | 10183 1,0241
3b/4 0,9641 0,9728 0,9816 0,9906 0,9997 1,0090 1,0183 1,0276 1,0369
b 09527 | 09641 09756 | 09873 09993 | 1,016 10241 | 1,0369 1,0498
9 = 0,15 | a=10
0 +09963 | +09983 | 410003 | +1008 | +10005 | +1008 | +10003 | +0998s | +09963 |
| b/4 +0,2475 +0,4362 40,6250 40,8136 +1,0018 +1,1892 +13755 41,5612 41,7466
b/2 05003 | —0,1252 | +02499 | 06250 | 41,0008 | 413755 | +1,7504 | +20247 | +2.4988
3b/4 —1,2474 —0,6864 —0,1252 +0,4363 +0,9984 +1,5612 +2,1247 +2,6887 +3,2526
b —19944 | —12074 | —05003 | 02475 | 09963 | 41,7466 | +24988 | +32526 | +4,0075
g = 0,15 | a=1
0 0,9969 09986 1,0002 1,0016 1,0021 1,0016 1,9002 0,9986 0,9969
b/4 09708 | 09784 09862 | 09940 10006 | 10084 | 10143 | 1,019 1,023
b/2 09459 | 0959 09724 | 09862 10002 | 10143 10279 | 10406 1,0529
3Ib/s 09219 | 09403 | 0959 | 09784 09986 | 1,019 10406 | 10617 | 10825
B e B S o i
g=00 | a=0 |
3b b b b b 3 ;
-b —— —— - 0 —_ - - b {
4 2 ' 4 2 4 i
0 09884 | +09948 | 41,0000 | +10057 | 41,008 | +10057 | +10009 | 409948 | +0988
| b 02421 | 04337 | 40,6251 | +0,£160 | 410057 | 14,0929 | +13i6T | +15388 | 41,7394
i b | o5 [ o257 [ +o2es | +oest | 41009 | 413767 | +17514 +20212 | 42,4961
| aba | 12618 | —06839 | —01257 | -+04336 | 409948 | 415583 | +2122 | 42,6912 | 432581
| b 19828 | 12018 | —0S008 | 402421 | +098B4 | +1739 | 424961 | 4321 | +40236 |
6 = 020 | a=1 ,
0 09912 | 09960 10006 | 1004 | 10061 | 1,004 16 | oge | o2 |
b/4 0,9468 0,9610 0,9755 0,9902 10044 | 1,0167 10257 10328 | 1092
b/2 09058 | 09281 09513 | 09755 10006 | 1,097 10406 | 10508 | 1096 |
3b/4 08674 | o872 | 09281 | 09610 09960 | 10328 10708 | 1,1086 11449
b 08305 | 08674 09058 | 09468 09912 | 10392 10906 | 11449 1.2009
§ = 025 | a=0
0 FO9TI8 | HO98T4 | FL001 | 41018 | +1018 | 41018 | £10001 | 40987 | +09718 |
b/ 402309 | 404281 | 40,6251 | 40,8200 | 410138 | 412007 | +13791 [ -+15524 | L1724 |
b2 | oS00 | —0u26T | 102489 | F061 | 410001 | $191 | 117535 | 421230 | +24905 |
102 | 06789 | —0,1267 | 104281 | +09BT | £1552 | +21200 | +26966 | +32696 |
; ey |
—tgt | —iae | s ;_o_,_zsoo 098 | 41,1244 Jiwf H206 | H40m
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0 0,9812 09912 1,0012 1,009 1,0133 1,0095 1,0012 09912 09812 |
i b/4 0,9156 0,9382 0,9619 0,9862 1,0095 1,0287 1,0407 1,0484 | 1,0546 i
b/2 0,8569 0,8899 0,9246 0,9619 1,0012 1,0407 1,0773 1,1079 1,1354
3b/4 0,8038 0,8456 0,8899 0,9382 0,9912 1,0484 1,1079 1,1669 [ 12225 |
b 0,7539 0,8038 0,8569 0,9156 0,9812 1,0546 1,1354 1,2225 13133 |
g = 030 2=0 ;
0 40,9423 40,9742 + 1,0044 41,0283 -+1,0385 41,0283 +1,0044 +0,9742 +0,9423 :
b/4 +0,2109 40,4183 +0,6252 +0,8298 +1,0283 +1,2146 +1,3833 +1,5419 41,6975
/2 —0,5038 | —0,1284 | +0,2477 | 40,6252 | 1,004 | 13833 | +1,7572 | +2,1200 | +2.4805
H 3b/4 —1,2094 —0,6698 —0,1284 40,4183 +0,9742 +1,5419 +2,1209 +2,7062 +3,2901
b —1,9123 —1,2095 —0,5038 +0,2109 40,9423 41,6974 42,4805 +3,2901 +4,1177
a=1
0,9664 0,9840 1,0018 1,0173 1,0244 1,0173 1,0018 0,9840 0,9664
0,8776 0,9104 0,9453 0,9820 1,0173 1,0451 1,0591 1,0652 1,0689
0,8012 0,8453 0,8929 0,9453 1,0018 1,0591 1,1108 1,1508 1,1849
0,7345 0,7876 0,8453 0,9104 0,9840 “1,0652 1,1508 1,2351 1,3126
;_.T_;_&lu_i_;___um 0,9664 1,0689 1,1849 1,3126 14478 |
lg=035 | .y
! 3 b b b b l b ! |
— b - —_ I 0 - _ - b
[ 4 2 4 4 2 '
| 0 +0,8954 40,9532 +1,0079 41,0514 +1,0700 +1,0014 +1,0079 i 40,9532 ~0.8954
! b/s 01 |0 | F0MS2 | FOMT | 410 | 1289 | 1AM | I | +16305
| h/2 —0,5067 —0,1311 40,2457 406252 +1,0079 1,3903 +1,7633 P +2,1176 | +246)2
‘ 3 h/4 1165 | —0,6554 | 0010 | 104027 | 409532 | 415250 | +2,11% | 427215 | +3.228 .
i h —1,8411 —1,1765 —0,5067 +0.1793 +4-0,8954 +1,6545 24642 | 133228 . 42142
fa =05 | 2= 1 ' ! '
’ 0 FO466 | 09T | 41005 | 10219 | 410399 | L0209 | 10035 | 40974l | +osm
| ba 10840 | 08T | 0061 | £09777 | 1019 | 10859 | bLOSOT | FLORM | LOG
i h/2 +0,7408 +0,7958 +0,8568 10,9261 -+1,0025 +1,0807 +1,1496 _“- 1,1983 [ —‘,-1336']1_ [
T v0s6 | +07255 | 07958 [ +0gTA | +09n41 | FLoe | 411 | +13m5 | 41413
A 10596 | 0664 | 407408 | L0830 | 03466 | +10808 | 412369 | 414123 | +1,6001
‘B = 040 I a=10 . i :
0 +08273 | 409225 | 410129 | 410851 | +1,1160 | +10851 | 410129 | +0925 | 08233 |
b/ FONBT | 403801 | +06250 | 108637 | 410851 | +1,0696 | +14005 | 415005 | +15906 |
b/2 05106 | 01350 | 102426 | 406250 | +10120 | 414005 | +47725 | 420128 | +2.4400 |
Y 10286 | —046344 | —01350 | -+03801 | -+09225 | +15005 | 421128 | 497438 | 433702 |
b 17381 | —11286 | —05106 | 400337 | 408273 | +15916 | 24400 | +33702 | +43560 E
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_ —
.8 = 0,40 I a=1 ' !I
- 3b b b b b 3b |
=" e —— —= 0 — - - b !
| 4 2 4 4 2 4 |
L' 0 +09220 | 409613 | +10031 | 41,0414 | 41,0001 | +10414 | +10031 [ +09613 | +09220
Y +01862 | 408420 | +09043 | +09733 | +10414 | +10914 | 10051 | +10994 | +10803 |
L 40,6778 | +0,429 | +08171 | 409043 | 410031 | L1051 | +1,0931 | +12489 12893 J
3 b/4 +05903 | 40,6613 | +0,0429 | +08420 | +09613 | +10994 | +12089 | +13940 | 415188 i
b +05148 | +05903 | +06778 | +07862 | 409220 | 410893 12803 | +1518 | +17680 |
!-!e =045 | a=0 t
! 0 +07355 | 408811 | +10194 | 41,0304 | 41,1783 | +11304 | 410194 | +08811 | -0,1335
b/4 400730 | +03495 | +0,62¢2 | 40,8902 | +10305 | 41,3144 | +14148 5 +14671 | +15050 )
b/2 —0,5152 -—.O.MI]Z +0,2350 40,6242 +1,0194 414148 +1,7857 42,1063 +2,4061 ;
3b/4 —10640 | —06060 | —0,0402 | +03495 | +08811 | +I46T1 | +21063 | +27708 | +3,4310 J
b —1,6003 | —10040 | —05152 | +00730 | 407355 | +15059 | +24061 | 434310 | 145496 |
g =045 | a=1 ' ! |
0 0,8933 0,0458 1,0032 10577 1,0850 10577 1,0032 09458 08933 }
b/4 0,7355 0,8029 0,8804 0,9688 10577 1,1214 11318 11152 10938 |
b2 06142 0,6881 07743 0,8804 1,0032 1,1318 1,2405 13013 1,3400
i 3b/4 05202 9,5969 0,6881 10,8029 0,0458 1,1152 1,3013 1,4809 1,6291
v o | oow | eas | eis | eew | tew | dwe |l | e |
fe =050 | a=0 !
; 3b b b b 1k 3b
| =% ° i e e 0 - | - ik b
[ 4 2 4 4 | 2 4
T 40,6203 | 408288 | 41,0273 | +1)877 | +1,2575 | 41,0877 | 41023 | 408288 | —0,6203
Y —0021 | 0311 | 406223 | 409226 | 410877 | +13721 | +14336 | +14250 168 ‘
'~_ b/2 —05198 | —01466 | +02317 | 40,6223 | 410213 | 414336 J’ +1,8038 | 20081 | -23613
f 3bh/4 —09828 | —0,55703 | —0,1466 | +0,3111 +08283 | 414250 | +2,098] * 42,8125 L—'s.sno
b ~1,4286 | —09828 | —05198 | -0n021 | 10,6205 | +13968 | +23613 | +35140 | L4,7981
;0 = 0,50 l a=1 '
| 0 0,8609 09276 1,0028 10767 1,1146 1,0767 10028 | %26 | 0860
e 0,6834 0,7617 0,8547 0,9642 1,0767 1,1557 603 | LI23 | 10037
b/2 05516 0,6326 0,7308 0,8547 1,0028 1,1603 1,2911 1354 | 13876
3b/a 04538 0,5340 0,6326 0,7617 0,9276 1,1293 13544 15704 | L09 |
b 0,3751 0,4538 0,516 0,6834 0,8609 1,0037 1,3876 17409 | 21362 |
g = 055 [ a=10 f ‘
0 +04848 | 40,7666 | +10360 | 412556 | 41,3521 | 12356 1050 +0,5 L04848
b/4 —00883 | 402657 | 06185 | +09592 | +12556 | 414428 | +14511 | +1306 | 1265 :
b/2 —05233 | —01538 | +022%0 | +06185 | +10360 | +14571 | +1,8204 | 20885 | +23046 |
3b/4 —08870 | —05279 | —01538 | +02657 | 407666 | +13746 | +20885 | +28585 | +3,6081 |
b —1,2089 | —08870 | —05233 | ~00883 | +04848 | 412654 | +23066 | +36081 | -L50997 |
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—_—————————————_—_——
b b b b 3b i
sl s 0 < e i b
2 4 4 2 4 '
0 0,825 0,9069 1,006 | 1,0081 1,489 | 10081 10016 | 0,9069 0,8255 !
b/ 06309 | 07192 08275 | 0,595 10981 | 1,1940 902 | 14n 10889 |
b/2 04916 | 05777 06859 | 08275 10016 | 1,902 13443 | 1407) 1,4308
Y 03922 | 04737 05717 | 0192 09069 | 12411 1401 | 8811 1,8520
b 03153 | 03922 04916 | 0,6309 08255 | 1,088 14308 | 1,8520 2,3314
g =060 | a=0
0 +03347 | 10,6968 | +1,0447 | +13316 | 14594 | +13316 | -+10447 | 40,6968 | 03347
b/ —01808 | +02154 | 106119 | 409977 | 113316 | +1,5087 | +14853 | +13177 | +L0155 |
b2 —05241 | —0615 | +02117 | 06119 | +1,08447 | +14853 | +1,8575 | 420778 | 42,2358
3b/4 0808 | —0,4806 | 01615 | +02154 | 40,698 | +13177 | 420718 | +2,9106 | +3,1122
b —10112 | —07808 | —05241 | —0,1808 | +03347 | +1,1155 | +2,2358 | +3,122 | +5,4480
g =060 | a=1
0 0,7878 0,8839 0,9996 1,1215 1,1878 1,1215 0,9996 0,8839 0,7878
b/4 057192 | 0,761 07992 | 0,9545 215 | 1,231 12207 | L1510 10792
b/2 04349 | 05283 06410 | 07992 09996 | 12207 13994 | 18582 1,4686
3b/4 03362 | 04171 05243 | 0,761 08839 | 11510 14582 | 1,7518 19607
b 02627 | 03362 0439 | 05792 07878 | 10792 14686 | 19607 25312 ‘I
!a =065 | A }
| 3b b b b b 3b |
| b | == | == = o | - S b
! 4 2 4 4 2 4 :
e +01776 | +06223 | +10524 | 414121 | 415782 | 414121 | 410524 | 406223 | 40176 |
.' b/4 02131 | 400624 | +06014 | 410347 | +14121 | 41,6143 | +15180 | £12565 | +09520
Y 05207 | —0J0690 | +01974 | +06014 | +10526 | 415180 | 41,8946 | +20666 | 42,1547
g 3b/4 06691 | —0A308 | 01690 | +01628 | 40623 | +12565 | +2.0066 | +2,9669 | +38208 |
b 07883 | —06691 | —05207 | —02731 | 401776 | +09520 | 421547 | +38208 | 458338 |
'rB = 0,65 | =1
“ 0 07485 | 0,588 09965 | 11468 12310 | 11468 0995 | 08588 07485 |
b | oso | 0630 01702 | 09493 11468 | 1,281 12516 | 11561 1068 |
b/2 03823 | 04734 05966 | 0,702 0995 | 12516 14559 | 15073 15005 {
L 02860 | 10,3648 04734 | 06330 08588 | 11561 15073 | 18418 | 2065 I‘
b 02171 | 02860 03823 | 05289 07485 | 10648 15005 | 20639 27342 |
g=010 | ae=0 J
0 H00216 | +O5464 | 410580 | 414938 | 41695 | 414038 | 10580 | +05468 | +00206 |
b/4 —03589 | +01095 | 405862 | +1,0670 | +14938 | +17118 | +15548 | 411934 | +07809 |
b/2 051 | 01156 | +01798 | 405862 | 1080 | 115548 | 41,9398 | 120554 | 420618 |
3b/4 —08515 | —0,3794 | —01756 | +0J095 | 05464 | +1,193 | 420554 | +3,0254 | +39282 f
|7 b o573 | —ossis | —osta ] —agsw | foeme [ o | b2o6s | Famm [ +em
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ANNEXE
o = 00 e=1
| I
: 3b b b b b 3h %
- b - —_ - 0 - = - b |
4 2 4 4 2 4 :
‘ 0 0,7080 0,6319 0,9923 1,1737 12783 11737 0,923 08319 | - 0,7080
Y 0,4808 0,5905 0,740 0,9437 11737 1,3307 1,2624 1,589 1,0461
b/2 0,3342 04253 | 08535 0,407 0,9923 1,2824 15134 1,5539 1,5262
I' 3b/4 0,2417 0,3171 04253 0,5905 0,8319 1,1589 1,5539 1,9305 2,1668
b 0,1782 02417 0,3342 0,4808 0,7080 1,0461 1,5262 2,1668 2,9395 :
g =055 a=19
ll 0 —0,1260 | +0,4719 +10606 | +15732 | 18138 | +15132 +1,0606 | +04719 | 0,260
b/4 —04324 | +0,0588 | +05657 | 410920 | 41,5732 | 418140 | +15951 | 41,1305 +0,6074
he2 —04953 | —0,1809 | 40,1589 | +0,5657 41,0606 | -1,5951 +1,9919 | +2,0449 +1,9577
3b/4 —04508 | 03299 | —0.1809 | +0,0588 404719 | 41,1305 +2,0449 | 43,0841 | +4,0202
b ~03776 | —04508 | —04953 | —04324 | —01260 | 06074 | 41,9577 | +340202 | 46762
6 =107 ae=}
0 0,6670 0,8035 0,9869 1,2018 13994 1,2018 0,9869 0,8035 0,6670
|| be 0,4351 0,5490 0,710 0,9377 12018 1,3825 1,3128 1,1584 1,0233
b/2 0,2906 0,3804 05118 0,710 0,9869 1,3128 1,5717 1,5976 1,5456
3b/4 0,2030 0,2741 0,3804 0,5490 0,8035 11584 1,5976 20174 22628
0,4351 0,6670 1,0233 15456 | 22628
g =08 | e=0 I
3b b b b b 3b !
«b o - — 0 - - = b
4 2 4 4 2 4
0 —02595 | +04010 | 410595 | 41,6478 | 419348 | 416478 | 41,0595 | 404010 | —02595
b/4 —04898 | 400123 | 405394 | +1,076 | +1,6478 | 419191 | +1.6383 | 410604 | +04362
b/2 —04719 | —0,1844 | 40,1348 | 05394 | +1,0595 | 416383 | +2,0526 | 420353 | +181%8
L 3b/s ~—03530 | —02834 | —01844 | +00123 | +04010 | +1069 | 420353 | 43,1419 | +4.119
b —0,2094 | —03530 | —-04719 | —04898 | —02595 | +04362 | +18428 | +41195 | 47,1154
=080 | a=1
| 0 0,6259 0,7738 0,9802 1,2308 1,3841 1,2308 0,9802 0,738 0,6259
I b4 0,3923 0,5089 0,6812 0,9313 1,2308 14371 1,3426 LIS4T | 09971
b/2 02516 0,3389 0,4720 0,6812 0,9802 1,3426 1,6305 1,6381 15588
Ib/4 0,1695 0,2358 0,3389 0,5089 01738 1,1547 16381 | 21023 2,3534
? b 0,1177 0,1695 0,2516 0,3923 0,6259 09971 15588 2,3534 33539
! =08 | =0
[ 0 —03753 | 403351 | 41,0539 | 41,7161 | 420493 | +1,761 | 410539 | 403351 | —0,3753
Y —05289 | —00200 [ +05074 | 411126 | 417161 | +20259 | +1,689 | 410113 | 402705
Y —04412 | —01858 | 40,1081 | 05074 | 41,0539 | 416839 | 421214 | 42071 | 41,7181
i 3b/4 —02663 | —02409 | —UJ1858 | —0.0200 | +03351 | +L0113 | 4202711 | 431979 | 44,1963
| b —o& —02663 | —b4412 | 05280 | —037S3 | +02105 | +L7I81 | 441963 | +755¢e8
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T b b b b | b
-b | —= _ | == 0 — — — b
4 2 4 4 2 4
0 0,5852 0,7432 0..?723 1,2604 1,4420 1,2604 0,9723 0,7432 0.5852
b/4 0,3524 0,4703 0,6517. 0,9242 1,2604 1,4941 1,3716 1,1478 0,9678
b2 02170 | 03000 04343 | 06517 09723 | 13716 16897 | 1,673 1,560
3b/4 0,1409 0,2019 0;3@9 0,4703 0,7432 1,1478 1,6753 2,1851 2.4385
b 00949 | 01409 02170 | 03524 05852 | 096718 | 15660 | 24385 35623
g=09 | a=10 '
0 04715 | 402149 | +10436 | 410171 | 42,1592 | +17171 | +10436 | +02149 | —047I5
b/d 05493 | 00646 | +0A100 | 11,1070 | 417171 | +2,1334 | +17309 | 109565 | 401129
b/2 —0,4042 -~0,1851 +0,0792 +0,4700 41,0436 +1,7309 +2,1980 -+2,0203 - +1.5843
3b/4 —0,1919 —0,2028 —0,1851 —0,0646 40,2749 40,9565 42,0203 +3,2519 42579
b 100299 | —01919 | —04042 | —05493 | —04715 | 401120 | +1583 | +425:9 | +8,0034
g =090 | ¢=1
0 05452 0,719 09631 1,2903 1,5028 1,2003 0,9631 0,7119 05452
b4 03155 | 04335 06225 | 09164 12003 | 1,553 1396 | 11380 09359
b/2 0,1864 0,2663 0,1987 0,6224 0,9631 1,3996 1,7493 1,7094 1,5677
3b/4 01166 | 01722 02663 | 0,435 07119 | 11380 17094 | 2,658 25180
b 0,0762 0,1166 0,1864 03155 0,5452 0,9359 1,567 2,5180 37710
e e — e ————
G = 093 | a=1{
3b b b b b | 3b .
: -b | —= A 0 — — | = | b
s 2 f f 2
0 —05476 | 402005 | +10283 | 418308 | 122647 | +18308 | +10285 | 40205  —0586
b 05520 | 00982 | 0481 | +10911 | F18308 | +22413 | 417788 | 09031 | 00332
Y —03619 | —0)823 | +00490 | +04281 | 10383 | +1,7788 | 490891 | f20l2 | <l
3b/4 01209 | —0,1694 | —0,1823 | —00%42 | +02205 | 400051 | +2,0152 133040 | 1303
b F00017 | —01299 | 03619 | —03520 | —05K6 | —00352 | +LMZ5 | 443036 | +84478
.9 = 0,95 I a=1 : .
0 05068 | 0,6801 09526 | 13202 15662 | 13202 09526 | 06801 | 03064
b4 02816 | 0,398 05936 |  0,9079 13200 | 16148 4265 | L5 | oon
b2 0,159% 2351 | 03654 | 05936 09526 |  1,0265 18092 | L0216
Y 00%) |  0,1463 02051 | 03985 | 06801 | 1155 1402 | 23445 | 25920
b 00608 | 0,09 0,159 | 02816 05064 | 09121 15641 | 25920 | 3,9800
_56 =] [ a=10
e 06046 | 40,1715 | +1,0080 | +18775 | +2,3663 | 418175 | +10080 | 400715 | —0.6048
Y 05391 | 01183 | +038 | 140658 | 1875 | 123092 | 41265 | 4067 | —01126
Y 03161 | —0ih | 100184 | 103824 | +1,0000 | +18265 | +23729 | 420116 | ~120%0
Y —00796 | —0,1402 | —01774 | —01I83 | 015 | 408567 | 420116 | +33546 | +433%
b F00460 | 00196 | —03161 | —05391 | —06044 | —00726 | +12040 | +43335 | 88915 |
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h=1 a=1 .
3b b b b b 3b
E —b - - —_— 0 — ~ — b :
| 4 2 4 4 2 4 !
o 04688 | 0,648 0,9410 1,3499 16320 | 13499 09410 | 06182 04688
Y 02506 | 03656 0562 | 0,8985 13499 | 14781 14523 | Lnos | 08667
| b2 0,1363 02070 0,3342 0,5652 0,0410 14523 1,8696 1769 | 1557 |
[ 3b 00789 | 01239 02070 0,3656 06482 | 1,105 1,7619 24213 2,605
i b 00484 | 00789 0,1363 0,2506 04638 | 0,367 1,551 26605 4189
ja =11 | =0
[ ] —10,6652 +0,0150 +0,9531 41,9518 125621 | 419518 +0,9531 -+0.0880 —06632
‘! b/4 —04770 —d;ﬁls +0282 | o925 | 119518 [ 435643 | +19k0 | 0167 —08129
|‘ b2 —02200 | —01626 | —0,0403 nﬂF 09531 | 119180 | 425717 | +2008 | 09824
| 3bA —00097 | 0,093 | 0626 | 0515 | +00880 | 07675 | 420089 [ 434539 | +4is |
{ b +0,4709 | —0om07 | —02209 | —04770 | —0,6652 | —04120 | +09824 | +43474 | L9,7780 |
=1 |  a=1 |

0 03985 | 05848 09142 14075 17691 | 14075 09142 | 05848 03985 |
R Y 0199 | 03055 05103 | o871 14075 | 1,8095 15003 | 10740 07931 |
h/2 0,0985 0.1593 02783 | 05103 09142 1,5003 1,915 | 18145 15263
1' 3b/4 - 00527 - | 0,0882 01593 | 03055 05848 | 1,070 1815 | 2,5695 2180 |
[ b 00303 |, 00521 00985 | 0,969 03985 | 0,921 15263 | 27813 4,6078 |
L___:: N L L R N L o B O o O
—_———————— - S— :
g =12 { 2= l
T b b b b 3b
— b Y= - - 0 — - - b i
| 2 I 1 2 4 Ii
0 —06677 | 00199 08805 |  2,0050 27541 | 2,0050 00805 | 00199 | 04677 |
b | 03856 | 0168 01841 |  0,8978 20050 | 97777 L9987 | 0681 | 06038
R T 1,0987 27676 | 20114 6620 |
b 4 00279 | --0,0594 | 0,424 | - 01685 0,0199 0,6851 20114 3,5547 43049 |
L 039 | 0000 | —OM17 | —0:i6 | —06ri | —0emE | 0660 | 43089 | 10,6635 |
b=12 | 2= 1
0 03352 05233 0,8834 14014 19124 | 146H 0,834 0,523 0352 |
Y 0,1533 02534 | 04582 | 08520 14614 1,9466 1,5432 1,0306 0718 |
b2 0,0706 0,1217 02304 | 0,582 0,8831 1,542 92,1156 | 18501 14820 |
3b4 00348 | 0,0621 0,1217 0,2534 0,5233 1,0306 1,8501 27114 26817 |
A 00188 | 00348 00706 | 0,153 0,3352 0.7182 14827 | 2,880 5,0266
f =13 | g=10
0 —0,6266 | —0,0365 0,7931 2013 | 29483 | 20413 07931 | 00365 | —0,6266
b g 02848 | ~0,1733 00898 | 07914 20413 | 2,988 2063 | 06061 | —07438
b/2 —00585 | —01191 | —o4259 | 00898 0,7931 2,0633 30138 | 20173 03448
3b/4 00432 | —00348 | —01191 | —01733 | —00365 | 06061 | . 20173 | 36614 32119
b 00975 | 00432 | —00585 | —02848 | —06266 | —0,1438 03148 | 42119 11,5520
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g =13 ] =1
1 3b b b b | b o 3b
-b | —— —_— = 0 ~ - i = b
f 2 4 i 2y
0 02193 | 03648 0891 | 15105 20601 | 15105 08491 | 04618 0,2:93
Y 01182 | 02086 04093 | 08233 L5100 | 20883 | 1808 | 0983 | 0646
o 0,0501 0,0923 01898 | 0,403 0.6191 15808 2261 | 1851 14262
3h 3 00228 | 00434 00923 | 02086 04648 | 0.9823 18560 | 28483 | 29631
b 00115 | 00228 00501 | 00182 | 02198 | 06116 L1262 | 20611 | 5,445
f= 14 | 2=10 i
0 05338 | —008335 | 0607 | 20637 3479 | 2,067 06947 | —00833 | -03338
b1 01892 | —0.1691 00067 | 0,680 20637 | 3,979 20085 | 03281 | --0.8337
b2 00058 | —00918 | 01461 00067 06047 | 2,108 32447 | 2028 | 00415
3hd 00115 | —00173 | —-00%48 | —0.0691 | --00833 | 05281 20248 | T35 . 1003
h 00525 | 00485 | —00058 | —01892 | —0.5538 | —0,8337 00115 | 4073 12,4402
S = '
0 02309 | u4t01 18126 13338 22108 | 15338 08126 | o0l | 62009
e 00905 | 0di06 | 03612 | 07913 15538 | 2,2334 Lell6 | 00305 - 05739
Coha | omer | o | oasrz| 032 | sz | L6136 | 23798 | Las | 13600
T ahs | o0ns | o030 0,0698 0,1706 04101 09305 |  Le9% | 29810 | 30266
0| om0 _"_-(-:-:f;.llll-ﬂi_! 00299 | 00905 0309 | 05 | -i,.';nun“?_‘i.ﬂ-rziaj: PR
iﬂ =1, | a=10 '
" , b, b b b b 3b
-b | —= —— | = 0 — — - b
f 2 i 4 2 4
—04676 | —0,1217 05893 | 2,038 33538 | 2,038 05893 | —0,210 | —04676
01076 | 01583 | —0,0620 0,5700 20738 3,4055 2,1332 04499 | —0,8763
00265 | —00711 | —0,1516 | —0,0620 05893 | 2,132 3761 | 20805 | 02397
00381 | —00053 | —00711 | 0158 | —01217 | 0,199 20315 | 39089 | 3,894
| 00189 | 00381 00265 | —0,1016 | —04616 | —08768 | —02397 | 38974 | 133284
a=1
01895 | 03597 | 07729 1,5909 23637 | 15909 07729 | 03597 0.1895
| 00688 | 01388 03215 | 07566 | 15909 | 23815 | 16400 | 08169 | 05074
| 00248 | 00523, | o120 0325 07129 | 1,640 o502 | 1902 | Lol
! 00095 | 0,208 00523 |  0,1388 03597 | 08769 19028 | 3,105 30738
| 00042 | 0,009 0,0248 0,0688 0,1895 05074 1,2071 30038 | 6,283
=16 | a=0 ' |
o —03123 | —0J521 04812 | 20727 3565 | 20127 0812 | 01321 | 03123
Y 00437 | —00429 | —oa152 | +0,4624 2021 | 34130 21381 | 03112 | —0.8:9
Y 00416 | —00495 | —01451 | —0,1152 04812 | 21381 37055 | 20550 | —0.4927
| 3bs 00286 | 00025 | 00495 | —00420 | --0Js21 | 03712 20350 | 40450 | 32,6064
I b —0,0013 | 00286 00416 | —004 | 0733 | 090 | 0491 | dgter | 142173
e e e e e e —d
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i

| |

3b b b b b 3b |

—b —— —_—— |- 0 = - = b

l 4 2 4 4 2 4 !

0 0,1545 9,3139 0,7323 1,6215 25180 | 16215 0,732 03139 01545 |

b/4 0,0519 0,1123 0,2829 07197 1,6215 25318 - 1,6616 0,8225 04458 :

b/2 0,0173 0,0390 01032 | 02829 0,7323 1,616 26378 | 19056 12551 |

3b/4 0,0061 00142 0,0390 0,1123 03139 | 04225 1,906 32374 31060 |

L b 00025 | 00061 00173 0,0519 01545 | 06,4458 12251 3,1060 o021 |

IG = 1,7 | =10 %

L 02188 | —0,1745 03742 | 20605 37817 | 20605 | 032 | —01755 | —02784 |

ri b/4 00020 | —o)245 | —01533 | 03594 20605 | 38212 2,1251 02923 | —08472 J

PE b2 | 0044 | —00310 | —0,1301 | —0,1533 0,3742 2,125] semz | 2029 | 036 |

i 3b/é | ooiss | 00069 | 00310 | —0J245 | —0175 | 02923 20020 | 41981 3,463 f
| 0,0188 0044 | 00020 | —02184 | —0m12 | —07136 | 34463 | 15,1058

| _ |
02126 0,6909 1,6456 2,6733 1,6456 0,609 | 02726 0,1253

‘ 0,004 02478 | 04813 16456 | 26838 16119 |  0,1683 s |

! 0,0290 0,0836 02478 06909 | 161 2,7753 1,9023 11512 i[

= 0,0097 00290 | 0,090 02126 | 10,7683 1903 | 33627 g |
| . 0,0120 0,3895 LIs1z | 31244 7,1209

g =18 | a=1
' - 3b b b b b 3b
: —b — —— —— 0 - - - [ b
s 2 n 4 2 o
0 —0,1920 | —0,188 02714 20376 4,0009 | 20376 02714 | —0las0 | 01920
b4 00310 | —01084 | —0177S 0,2623 2,0376 4,0311 2,0963 0213 | —n.739]
Y 0.039¢ | —0.0161 | —o1101 | —0,1775 02714 2,0963 41527 | 20233 | —09001
b 0.0104 00088 | —00161 | —0104 | —0,1889 02140 2055 | 43641 | 31820
b —0,0122 | 00104 0,034 00310 | —0,0920 | —07891 | —0,9001 30820 | 15,9944
(6 =18 | #i="1
0 0.1010 0.2358 0,6492 1,633 28293 | 16633 0,692 02338 0.1019
b 00201 0.0725 02161 0,6420 1,6633 2,8372 1,688 07150 | 03386
b/2 0.0083 00205 | 00674 | 02061 | 06492 1,688 29154 | 18933 10767
34 0.0025 0,0066 0,215 00725, 02358 0.7150 18938 | 3,4868 31303
b 00009 | 0.0025 0,0083 00201 | 0010 03386 10067 | 30303 | 7,5398
6=19 | a2=0 !
K —01170 | —0,1957 0,1754 2,0042 4,2218 2,0042 01758 | —00957 | —o.it0
Y 00465 | —0.0839 | —0,18% 0,1716 2,0042 4,2432 20340 0137 | —nmi2
Y 00308 | —00050 | —0,0882 | —0,189 0,1754 2,0540 4,3701 20047 | —10512
I~ 3ba 00042 [ 00090 | —00050 | —00839 | —0,1957 06,1377 2,0047 45422 2,8980
b —00101 | 0002 | 00308 | ooses | —our0 | —en; | 10512 | 28980 | 168829
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= = =
=19 | g=1
| ) b b b b M ‘
—b - - - 0 - - - b |
4 2 4 4 : 4 !
™o ooowL | oz | oeem | 1ems | ogesr | Lews | oot | ogs | ogall |
b/ 0T | 00519 | 01en | oétes | 16n | 2w | L0 | oo | 021 |
Y DOOST | 0019 | o0sar | odem [ oot | 1e%0 | 30 |  Lgws | Loo |
3b/4 0006 | ooods | o9 | ogst9 | oama | s | g6 | g8 | s |
b 00006 | 0006 | 0005 | oe1T | 008l | o231 | 1008 | 3150 | 7958 |
b= | =1 I‘
0 [ camsst [ ous | oo | 1er | 4% | 1T | 0ss | o | —o !
Y 00515 [ o061 | —aio | osesa | L9607 | adsrs | 20009 | oo | —am |
b2 OIS | 0021 | —00ees | —01011 | o018 | 208 | 4S8 | Lg%sB | —Llens |
3b/e 0S| om0 | oo | ~ogs | —40% | oge [ o | 4 | 2
b | —oo0sr | o003 | 0025 | 00515 | —00557 | —0gkz | —Liew | 2598 | 17771

IE = | a=1
0 0OGS | NS | 0568 | 1680 | 30428 | 1688 | 03668 | 05 | 00648 |
b/ 00160 | 0061 | 0624 | 069 | 16803 | 31486 | L6962 | 0613 | 022 |
| b 0009 | 00N | 0043 | oo | 0668 | L6962 | 3208 | 18631 0907 |
3b/g oo | oo | oo [ emel | ors [ o | Ll | s | e |
b 003 | 000 | oo | oo | 006 0256 | 0901 | 3109 l 83776 i
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Annexe 2 : la méthode de guyon-massonnent

Tables donnant les valeurs du paramétre 10* y intervenant dans l'expression du moment fléchissant
transversal, pour 0 variant de 0,10 en 0,10 de 0 a 1 et de 0,20 en 0,20 de 1 a 2
et pour o = Q et e« = 1,

Ba == o F (1 — tho) \/&

Les valeurs de g, ont été calculées & I'aide de la formule suivante élablie dans un de nos mémoires antérieurs (1)
(rel. [2], p. 768).

_ 4 T
b= 3 T — s e ) G A (b — Y sind (b —y) x

x sh23bcosi(b—e) chl(b+e)—sin2J.b_ch).(b-—c)cosl(b+e}] 4
+[eh% (b—y)sind (b—y)— hi (b—p) cosA(b—y)] x {h22b[sinh(b—e) chr (b+ €) — cos ) (b —¢) sh 3 (b + ¢)]
+sin 230 [shh (b—e) cosd (b+ ¢) — ch A (b—e)sind (b + ¢)]}).

Dans celte formule, 1a notation A a la méme signification qu’a 'annexe I, i savoir ;

e
A= — . A /PR
I\/z\/Pn

Les valeurs de g, ont été calculées a I'aide de la formule suivante déduite d'une formule de Guyon (réf, [3], p. 714

— formule (43).
=1 { (o ch o —3 sh o) ch 0 — sh o8 sh 08] (5 ch o - sh 5) ch 6) — sh oB} sh 6})
M= 3T e | 3shocho—o
. SYsha
j(ochosh0p—shohchf)((2shotocho)shby—shoby ch 0y

dshacho 4o .
+ o ch o ch 0y — sh o ch Oy — 0Oy sh o sh 0y |

Dans cette formule, les lettres B, ¢, o, 3, représentent les quantités suivantes :

T - e
B="0 =X s=m; r=x—|p—9¢]

(1) Le mémoire en question ne donne pas u,, mais le moment par unité de longueur dans les entretoise, qui vaut
lﬂl(

ptapbsiu]-

“De plus, nous devous signaler: que la formnule (63) du mémoire cilé contient plusieurs erreurs, qui ont été corrigées dans Jes tormules
ci-dessus donnant p,.
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iﬁi S — e ——————— ——— ———— A —— ——
L6 = 0,0 U+ 100
. 3b b b b b : 3 |

il ok — — 0 = i § a4 b
4 2 4 4 £ 1 3 !
0 2498,97 124955 0,02 1249,57 249946 1249,57 0,02 B0 | 2ieer
it gl | e
bt 1757,08 966,50 175,85 614,85 1405,78 2196,90 48816 | 122043 2922,28
b2 936,71 546,42 156,11 234,24 624,71 1015,30 1406,00 Tozes ¢ 281178
3b/4 213,60 166,18 58,75 48,68 156,16 263.67 371,22 178,81 1913,46
b 0 0 0 0 0 0 0 0o ! 0
6 =010 wy - 104 ;
! S — — = o i —
; 0 2362,43 171,09 19,13 1161,26 2384,75 116126 19,13 Wi | 236243
b/4 2157,68 1318.66 469,24 401,15 1303,37 2248,70 43,60 2505 2176.30
b72 12804 | 17268 614,29 42,08 55101 | 1172,6] 1830,26 2006 | 175389
.\'\ - | =
© 3bs 1006,72 733,96 457,94 147,97 118,39 425,83 31,11 1098,58 1032,85
] $
i s
! b 0 0 0 0 0 0 o 0 o
wm‘

[6:0,20

Le trait horizontal placé au.dessus de certaines valeurs signifie que celles-ci sont A affecter du signe — (moins).

o * 104 ‘L
3 b b b b i 3b
SO I I 0 l L b
4 2 4 4 2 i 4 ]l
, _
— — — _— [ —— i —_— H
| 0 2486,03 1244,01 1,36, 1243,36 2491,39 1243,36 1,36 i 124401 i 248603
= —_ N | —_ |
b/4 1746,08 961,62 176,69 609,75 139879 | 2191,16 486,19 | 121541 | 291692 1
b/2 93042 | 54369 | Is671 231,12 62041 | 011,69 | 140500 | 69981 | 280413 FI
| 3bs 203 | 16495 58,69 41,82 15477 | 262,35 370,63 41953 | 191122 f
|
{ b 0 0 0 0 0 0 0 0 0
g =020 By - 10
|
0 1868.48 - 987,31 61,13 956,23 2116,23 956,23 6113 | 98731 1868,48
. |
b4 1726,92 110943 460,83 252,12 106617 | 2022,84 64953 | 60157 179315 Il
| b 137293 984,03 571,26 128,78 384,04 988,01 17420 | 7849 1479,72
"3bs4 802,68 617,93 423,16 209,98 34,91 323,94 672,46 1098,43 897,28
b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 JJ
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=030 | by - 104
: 3b b b b b B |
i ) ——— - — - 0 — — — i b
: 4 4 4 2 4 i
: 0 243054 1220,32 668 | 121698 2457124 | 121698 668 | 122032 | 243058
h.'s 16959 | oalle | 18027 588,04 136922 | 216,98 48078 | 1194,73 ,5 286,38 '
h/2 902,29 531,03 158,44 218,23 602,21 996,04 1400,41 768699 ; 277104
3h4 "262,19 160,87 59,16 43,76 148,90 257,13 368,85 483.68 ‘ 1899,85
‘ b 0 0 0 0 0 0 0 0 0
g=03 | by - 104
o 1401.34 181,36 102,49 34,11 1820,56 134,11 10249 187,36 140134
. b4 126304 871.88 432,67 106,17 810,66 | 176498 532,20 480,50 138952 |
‘ b2 1008,36 111,31 511,06 194,52 219,10 182,01 1562,42 103.93 121092 i
| 3bs 580,08 480,69 36920 | 230,17 16,46 208,53 567,03 102,37 162,33
i b 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(RO, [ A P SN IR o) (O SR (I SR S

g =040 | Py, » 104
o AT, T T 7 1.
4 2 ‘ 4 ? 4
_ ,
0 209138 | 116092 199 | 15091 | 271,62 | 15091 19 | Deos: | 229138 !
b/A 158343 | 88988 | 18908 53381 | 129513 | 210614 4655 | 1L | 23937
b/2 83221 | 49936 | 16260 186,18 556,63 936,62 138843 | 65474 | 268750
L3h 23986 | 150,62 60,23 33,12 134,24 2391 364,23 494,92 187114 |
| :
L b 0 0 0 0 0 0 0 o | o
%9:0.40 | iy - 104 |
|[ 0 101648 616,52 |§T.42 546,21 156332 51621 B4z | 61652 1016,48
b4 881,18 660,13 186,57 1,68 .596.4? 1530,71 116,12 390,74 105901
b/2 T8 568,19 8L 23331 19,65 38496 | 139786 10619 | 96714
3b/ 393,82 353,18 303,53 227,65 10261 | 1015 155,09 | 102107 63896
b 0, 0 0 0 0 0 0 0 0 I
L _ .
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6 = 030 s - 108 |
! '
|
! N b b b b |
b | ——— = g 0 - i - | b
L 2 4 4 2 s |
|
0 204037 | 105337 39 | 103130 221649 | 1031,30 393 | 105337 010,37
o 3 ES—— e e
b4 136 | %06 204,05 436,52 161,01 | 199520 3729 | 104832 250321
b2 0683 | 44208 | 16929 | 1295 47437 | BM38 | 136560 | 59633 | 253462
L 3ba 20006 | 13202 61,80 15,99 0781 | 219,77 53¢ | sl26r | de1sls !
|
b 0 0 0 0 0 0 0 0o ! 0
;g = 030 oy + 104 |
f |
) |
0 73046 482,42 147,00 400,82 1355,96 400,82 147,00 18242 1 13046
i - — = - N e | e ?
LobA 603.93 18995 332,01 61,65 82,79 | 133449 313,28 3920 | siosr |
h/2 41819 40732 745 234,38 013 428,22 1244,07 85 | 19502 |
3b/s 23651 219,96 237,13 206,78 132,44 28,59 349,92 95451 | 384,70
1 !
| b o | 0 0 0 0 0 0 o | o |
g = 060 e - 104 E
| 3b b b b b 3h i
i ~ih sestinie o s 0 — o - b
| 4 2 4 4 2 4 i
!
0 168963 | 902,76 76,96 86393 | 199894 863,93 696 | 90276 | 168963 |
b/4 108658 | 66768 | 222,69 302,76 97334 | 183759 29550 | 91641 | 218116 |
|
| b2 783555 | 36257 | 176,30 52,08 359,80 780,81 133043 | 51459 | 231519 :
| {
L sha 146,09 106,43 63,05 7,62 7,19 184,92 341,30 538,58 e
b 0 0 0 0 0 0 0 0 0o !
‘ g = 0,60 gy - 104 {
| ; i
0 525,16 37921 152,18 290,92 1190,61 290,92 152,18 379,21 55506 |
b/4 408,08 359,13 277,57 95,74 31088 | 117399 221,79 285,27 62621 ,
‘b2 289,55 285,32 270,58 216,67 63,35 305,67 1107,50 5126 66429 |
| 3bs 162,23 171,19 179,34 17742 14243 27,35 258,39 883,95 529,16 |
b 0 0 0 0 o | o 0 0 0 |
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ANNEXE METHODE DE GUYON-MASSONNET
g:o,: o - 104 1'
!
3b b b b b 3b l
; —b —— _— == 0 — — = b :'

¢ 2 4 4 2 4 i
0 129631 | 3285 | 11313 | 61533 | 175280 | 67533 | 11313 | 73285 | 129631 E
b/4 170,61 522,39 238,74 157,08 76192 | 165512 343,88 167,02 1805,37 !
b2 LT | 27 19,38 29,01 231,94 659,10 128403 | 42252 2056,73 i'
3b/s 88,84 7791 62,49 R 30,73 143,63 322,16 567,35 164827 '
b 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 = 0,70 iy - 104 |
L0 318,84 29942 150,19 207,76 1057,16 207,76 150,19 299,42 378,84 ;
o 27447 262,62 228,19 111,50 220,05 104295 159,49 250,80 18845
b2 18444 196,68 206,11 190,75 93,41 212,2) 990,50 20,84 561,01
3L 100,41 114,49 131,60 146,41 139,55 64,11 182,70 816,07 4837 |
!
" U 0 0 0 0 0 0 0
e
g = 080 "o - 108
O I N = < » b
4 2 i 4 2 4
0 926,82 571,43 14554 496,56 1517,67 496,56 145,54 571,43 92682 |
b/4 485,09 | 385,68 245,90 27,3 561,62 1474,16 287,63 624,50 143749
b/2 19026 | 191,09 17458 96,49 112,98 535,32 1228,84 335,40 179325
Ib/4 40,26 51,62 5887 50,49 6,18 101,29 208,48 593,82 1550,08
b 0 0 9 0 0 0 0 0 0
9 =080 uy | 104
0 21428 237,14 143,64 14437 947,62 144,37 143,64 237,14 27428
b/4 184,33 191,20 16"5_.:6 116,35 151,86 935,22 106.26 221,67 382,95
b2 116,42 134,10 151,35 162,98 10753 141,94 891,97 497 476,68 '
1b/4 61,13 75.19 94,64 1759 12921 85,93 12220 | 153.86 1587 1
b 0 0 0 0 0 0 " o
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ANNEXE METHODE DE GUYON-MASSONNET
[a =090 "o - 104
[- 3b b b b b 3b
| —b —— — —_— 0 — — - b
- s 2 4 4 2 4
o 62231 | ame | 16098 4679 | 131788 619 | 1698 | @56 | 623l
I b/4 26493 | 21256 | 241,08 7041 39392 | 131,73 23084 | 503,78 113,99
Ir b/2 7351 | 12399 16053 | 14045 16,72 420,82 116725 | 262,75 1541,25
' 3b/4 6,89 30,64 5190 60,11 3493 61,71 21098 61466 | 145358 t
1 b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
g =090 By - 104
; 0 199,16 188,10 134,39 95,74 856,34 95,74 134,39 188,10 19906 |
Y 123,81 139,05 15039 | 1 10028 | 845,74 6538 | 19566 30129 |
b/2 72,96 90,79 115,15 136,64 111,53 89,53 809,39 25,24 406,28 "
ll 3b/4 36,76 87 Ei,bs 92,61 115,24 96,79 1496 698,13 41146

3b b b b b T
‘ — b —— —_—— —— 0 yoe — s | b ]
; 4 pA 4 4 2 1 I |
S| 39286 | 32952 | 18419 23059 | 115904 230,59 Teae | sz | 3926
L b/ 559 | 18655 | 22508 | 13328 27470 | 117629 17600 | 40850 | 84634 |

- - - - = — — ——
b2 2.9 74,59 138,97 160,16 53,35 31993 1101,38 207,09 | 132688 .
| 3bss 11,13 15,65 4236 62,61 54,31 26,61 240,52 628,86 | 136141
i

b 0 0 0 0 0 0 0 0 0o |
i' g =1 Py o 104
i — 1 - — — — =
S 144,91 149,27 123,77 58,35 119,35 58,35 123,17 149,27 14491
Y B2 | w001 | 2y | 10967 6108 | 17061 28 | 1204 | Bial |
I Y 15.60 61,19 85.23 113,13 109,33 50,61 73994 40,37 346, :
| 3b/A 21,89 31,23 41,06 71,89 10007 | 10002 38,69 648,68 38001
|

L b 0 0 0 0 0 0 0 o | 0

- e o 41 6 i i o et i SRS | P — —— L ——
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ANNEXE METHODE DE GUYON-MASSONNET

ey | 22 | a2 ] ' b . = 5
4 2 4 4 2 4 |
0 980 | Te9se 190,43 80,52 940,01 80,52 19043 | 189,82 119,89
b/4 21,28 80,72 24 | 119,66 96,13 960,60 1861 | 28024 461,36
b/2 40,82 18,87 85,65 148,11 2172 160,11 965,72 | 138,63 960,81
3b/4 16,61 0,18 21,32 941 69.23 27,67 175,03 639,28 11—90.69_
b 0 0 0 0 0 0 0 0 s |
I 6=12 I py o 104 .
: |
h 0 7701 93.94 101,57 165 657,52 765 101,57 93,94 7701 ]’
b/4 37,70 53,49 78,68 94,33 8,61 652,14 76,97 131,72 148,00
b/2 Th 27,62 46,34 15,76 95,86 0,50 630,70 58,59 253,10 i
3bi4 162 12,56 22,67 41,99 71,50 9328 9,28 54545 324,7 |
; b 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Wm———ﬁ
!a =14 | o - 104
| i
| 3b b b b b 3b |
1 — b —— —_— —_—— 0 — — — b
4 2 4 4 2 4
0 852 | 1066 173,96 048 800,87 048 173,96 110,66 152
b/4 425 2094 | 11504 | 170,04 122 Bl141 1840 | 20383 2572 |
b2 28,73 1,79 002 | 1070 | 14502 5030 8862 | 10784 | 67890
3b/4 192 3,82 5,60 28,99 6340 60,73 11098 631,45 1036,55
b 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o=14 | uy - 104
0 41,03 59,01 80,99 21,50 566,53 21,50 80,99 59,01 s |
b/4 17,12 28,35 50,82 7,34 21,17 563,55 29,97 99,51 92,34
b2 548 1249 %19 993 7882 26,68 549,01 6605 1842
3b/4 2,60 91 0,83 23,94 48,77 19,01 34,32 500,77 M2 |
b 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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=16 | b + 104
A il St LR P > b s b
4 2 4 4 2 N
0 32,21 53,21 146,43 4544 701,75 544 146,43 63,21 3221
b/4 31,85 6,88 27 | 14243 41,83 104,20 14,68 | 15363 89,66
Y, 11,33 6,52 12,04 6637 | 13351 19,12 729,89 96,98 465,12
| 3b/4 131 3,21 1,86 12,28 48,15 14,93 54,88 611,31 898,05
Widay 0 0 0 0 0 0 0 0 £
| |
0 21,88 37,00 621 3730 496,74 37,30 6321 37,00 i1ss |
b/4 Ex) 15,05 32,68 61,54 31,19 495,22 ny: Hst | Sie '
b/2 2,68 5,61 13,58 32,33 62,39 10,41 485,82 67,14 | 135,01 }
3b/4 0,88 1,94 5,02 13,28 32,34 63,61 4792 48,41 237,18
b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 l

114

0=18 | .10t |
3b b b b b 3b
—b B0 —— —— 0 - - — b
‘ 4 2 4 4 2 4
0 .64 360 | 11598 70,18 624,86 10,78 11598 33,60 34,64
b/4 1617 245 3618 | 11256 69,12 624,20 139 | 11688 1,13
b/2 192 543 0,79 3591 1044 59,23 641,39 95,20 308,07
3b/4 0,78 1,62 3,46 219 3121 75,17 9,66 58339 | T4
R 0 0 0 0 0 0 0 0 g
'9 =14 | - 104 :
A 11,67 23,18 48,79 4184 41,89 44,84 48,79 23,18 11,67
b/4 355 800 2095 4199 44,80 M1,15 434 553 | 398
b/2 104 253 735 2083 1845 46,64 13521 61,81 ! 98,61
3b/4 0,29 0,76 2,33 73 21,06 49,70 52,81 405,74 ! 202,70
e, ] 000 NG 0 0 s )




ANNEXE METHODE DE GUYON-MASSONNET

g =2 l b + 108 —T
! b b h h b ﬁ
i -b | -- —_— -— 0 - — — WL
! 4: 4 2 4 4 2 4 : 1
! 0 %5 | 52 81,57 84,35 562,74 74,35 81,57 B | %9
' b/ 5,80 5,06 1607 8547 Bo0 | 561,17 1,8 88,17 1523
b2 1, 34 461 1623 35,32 80,03 570,84 9625 | 1942 '
Y 07 041 27 | B 1692 | 6685 %21 | ssLl0 | eeAl6 |
| b 0 0 0 e 0 0 0 gt i
g =2 | o . 100 |
|

: 0 62 1452 31,25 41,34 397,82 Tk 3125 1432 60
E b/s .62 426 1339 36,88 41,33 39747 48,65 1.2 22,46
I b2 041 15 391 13,45 mi 18,33 193,81 60,67 720 '
| 3b/4 0,10 0,30 1,08 399 13,55 18,12 5309 | 37041 ma |
b o | o 0 0 o | o0 0 0 it
;———_m_—_——-————_—_——i——_:"
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ANNEXE METHODE DE GUYON-MASSONNET

Annexe 3 : la méthode de guyon-massonnent

Tables donnant les valeurs du paramétre «, intervenant dans I'expression des moments de torsion dans
le pont pour 9 variant de 0,10 en 0,10 de 0 4 1, et de 0,20 en 0,20 de 1 & 2.

=0 \/E

Les valeurs ci-aprés de =, ont ¢té calculées & I'aide de la formule suivante, déduite d'une formule de Guyon iref, [,
p. 7112 — formule (43).

. _ =1 {[(acha—2sho)shd3 — shatB ch 08] [(s ch o — sh g) ch ofiy — sh of) sh 0]
T Jeshio | jshoche—o
[(sho -~ ache) ch 03 — shof3 sh 08] [(2 sh e 4 o ch 6} sh 0y — sh ey ch 0]

: It
I dshechs 4o + ochoshf, =0 shochly

Dans cette formule, les Tettres 4, ¢, o et y représentent les mémes quantités qu'a 'annexe II, a savoir:
p=7y V=g o=m y=m—[8-y]
Le double signe correspond respectivement aux cas ¢ > B (+)oud < B (=).

Les valeurs de 7,/y, /5 7/q et =, correspondant 40 = 0,60874 figurant dans la table du paragraphe J ont ¢té cal-
culées par les formules développées dans notre mémoire antéieur sur les ponts 4 poutres multiples résistant & la torsion
(réf. [4]).

Le bon accord des valeurs de , ainsi obtenues avec cefles oblenucs par illrorqnlaliun linéaire entre les tables de =,
relatives 4 = (L6 et § = 0,7 respectivement, est une vérification trés utile des calculs.
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ANNEXE METHODE DE GUYON-MASSONNET

=00 | o« |
i T b b b b | 3 |
| s B i — it 0 - — | = 1 b
i 4 | 2 4 4 : | 4
0 0782269 | 0592665 | 0400704 | 0203974 0 020397¢ | 0400704 } 0,592665 0.782269
b/4 0764554 | 0582300 | 0398588 | 0209898 | 0,014256 | 0,190809 | 0398065 | 0,600302 { '0,800060
Y 0749137 | 0572131 | 0394137 | 0211105 | 0021325 | 0177600 | 0388180 | 0,603244 | 0.815674

3b/4 0738237 | 0565060 | 0389733 | 0210052 | 0023748 | 0171537 | 0378267 | 099039 | 0,826808

b 0734093 | 0561986 | 0387739 | 0209163 | 0024007 | 0,170072 | 0375528 | 0594942 | 0,831070

50 = 020 | T
; 0 0372301 | 0290201 | 0203919 | 0,108883 0 008883 | 0203919 | 0290201 | 0372301
b 0343778 | 0273403 | 0,199429 | 0117934 | 0,024483 | 0,085993 | 0199724 | 0303048 | 0401362
b/2 0319149 | 0256636 | 0190917 | 0118494 | 0035423 | 0,062859 | 0181658 | 0307562 | 0,27400
| b 0301776 | 0243722 | 0,182705 | 0115450 | 0038289 | 0053011 | 0163421 | 0298800 | 0446442 |
i b 0295152 | 0238535 | 0179012 | 0113419 | 0038157 | 0050903 | 015859 | 0290667 | 0,453939 |
S| (B e B e B S (B SR SN I

Le trait horizontal placé au-dessus de certaines valeurs signifie que celles.ci sont & affecter du signe — (moins),

—
— — .

g g = 030 | 7
| 3h b b b ' b 3h i
: —b —— —_— —_—— 0 — - — ' b
‘ 4 2 4 4 ) 4 i
0 0221892 | 0,185578 | 0,137782 | 0,078575 0 0,078575 | 0,137782 | 0,185578 | 0,221892
b/4 0096531 | 0165635 | 0130944 | 0087776 | 003009 | 0050029 | 0133392 | 0200000 | 0261410 |
b/2 0069659 | 0145975 | 0,119347 | 0,086094 | 0,041422 | 0,02003 | 010923 | 0206014 | 0292273 .
3 b/4 0150827 | 0130919 | 0108522 | 0080500 | 0042754 | 0010152 | 0085476 | 0192948 | 0,315890
b 0143628 | 0124846 | 0,003712 | 0077264 | 0,041620 | T0,008365 | 0079566 | 0181199 | 0,325626
=080 |
0 0152268 | 0130349 | 0,03208 | 0,063414 0 0063414 | 0103208 | 0,130349 | 0.152268
b/4 0127202 | 0111344 | 0003738 | 0069252 | 0030365 | 0033995 | 0,00354 | 0,045295 | 0,180065
b2 008795 | - 0,093504 | 0,079543 | 0,062682 0037330 | 0004420 | 0074104 | 0,148857 | 0.206087
3b/4 0000457 | 0081183 | 0066350 | 0051724 | 0032455 | 0002257 | 0047654 | 0130007 | 0223595
0106909 | 6,078908 0059301 | 0,042902 0024576 | 0001616 | 0043428 | 0111701 l 0.022116
— ..-___._..._ P — e e e — e T e e
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ANNEXE METHODE DE GUYON-MASSONNET
g = 050 3 n
! i
N P T AR TS o T =Tl R
' 4 2 4 4 2 4 [
! 0 0005172 | 0,095299 | 0080866 | 0053775 0 0053775 | 0,080866 | 0,005299 | 0,105172 ‘
| b 0078868 | 0075848 | 0070776 | 0059255 | 0033153 | 0021666 | 0,078756 | 0,111855 | 0,135642 '
| b/2 0058113 | 0057982 | 0056985 | 0052687 | 0040231 | 0010927 | 0050161 | 0117808 | 0,167610 l

3b/4 0044124 | 0044821 | 0045108 | 0043441 | 0036564 | 0018536 | 002091 | 0099406 | 0195574

b 0038803 | 0039547 | 0039970 | 0038766 | 0033142 | 0017981 | 0015623 | 0,082777 | 0,208638 lL

6 = 0,60 T |
0 0073775 | 0070988 | 0064756 | 0,046750 0 0045750 | 0064756 | 0070088 | 0,073775
b/4 0051771 | 0053285 | 0053937 | 0,049965 | 0032755 | 0,014855 | 0064342 | 0087279 | 0,101037

b/2 0035326 | 0037925 | 0040638 | 0041838 | 0037132 | 0017318 | 0035546 | 0094126 | 0131860

3b/4 0024610 | 0027001 | 0029732 | 0032019 | 0031268 | 0022248 | 0006194 | 0074765 | 0,160987 |

b 0020572 | 0022670 | 0025095 | 0027251 | 0027134 | 0020318 | 0,02042 | 0056864 | 0175646

L—.——__—'-——L———____J———*——==—A—_—__——£|

g =010 " |
i 3b b b b b 3b
—b — - o an s 0 & = - b
4 2 4 4 2 4
0 0052152 | 0053401 | 0,052503 | 0,041256 0 0041256 | 0052503 | 0053401 | 0,052152
b/4 | 0034256 | 0037735 | 0041434 | 0042347 | 0031764 | 0010221 | 005379 | 0069142 | 0,076027
b/2 0021699 | 0025033 | 0029197 | 0033303 | 0033616 | 0020857 | 0024125 | 0076991 | 0,105220
3b/4 . 0013858 | 0016390 | 0019701 | 0023583 | 0026291 | 0022085 | 0003037 | 0057444 | 0,135063
b | 0010046 | 0013017 | 0015745 | 0019029 | 0020601 | 0019921 | 0005740 | 0038855 | 0151179
6 = 080 T
0 0,037038 | 0040419 | 0,042939 | 0,036801 0 0036801 | 0042939 | 0,040419 | 0,037038
b/4 0022754 | 0026827 | 0031975 | 0035989 | 0030416 | 0007011 | 0045799 | 0055398 | 0,057632
b/2 0013405 | 0016600 | 0021068 | 0026538 | 0027048 | 0022623 | 0018637 | 0064191 | 0,081897
3b/4 0007854 | 0009998 | 0013106 | 0017370 | 0021744 | 0022382 | 0008770 | 0044957 | 0115042
I b 0005835 | 0007475 | 0009870 | 0013223 | 0016877 | 0018221 | 0,009950 L_o,ozsns 70,132501
|=__====_==______= el L] i b b i
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119

| —
§ =090 .1
|
| 3b b b b b 3b
= —— —— e 0 irh ae AL b
4 2 4 4 2 4
; 0 0028673 | 0030736 | 0035366 | 0,033105 0 0,033105 | 0,035366 | 0030736 | 0,028673
b/4 0015144 | 0019112 | 0024757 | 0030640 | 0028860 | 0004781 | 0039589 | 0044793 | 0,043947 i
b/2 0,008306 | 0011034 | 0015246 | 0021156 | 0,026611 | 0023249 | 0013695 | 0054374 | 0,069109 '
3b/4 000472 | 0006119 | 0008748 | 0012799 | 0017819 | 0020894 | 0012252 | 0035752 | 0099184 |
b 0003112 | 0004290 | 0006183 | 0009154 | 0013012 | 0016007 | 0011960 | 0016983 | 0,117851
‘6 =1 T
|
! = g = s i
: 0 0018831 | 0023428 | 0029265 | 0,029931 0 0029937 | 0020265 | 0023428 | 0018831 |
=it 0010076 | 0013616 | 0019192 | 0026077 | 0027152 | 0003234 | 0034612 | 0036439 | 0033626
| |
| b2 0005146 | 0,007333 0011038 | 0016836 | 0023362 | 0,023101 | 0010120 | 0046595 | 0,056376 i
e e |
L 3h 0002551 | 0003750 | 0005849 | 0009421 | 0014484 | 0,019024 | 0014242 | 0028783 | 0086217 [
b 0001658 | 0002457 | 0003867 | 0006309 | 0009917 | 0,013680 | 0012605 | 0,010345 | 0,105925 ’
f =12 5
3b b b b THE EEEN
—b - — —_— —_— 0 - — ; — | b
: 4 2 4 4 Jibm b _
0 0009700 | 0013818 | 0020451 | 0,024967 0 0024967 | 0.020431 | 0013818 1 0.009700
b/ 000494 | 0006973 | 0011676 | 0,019020 | 0023803 | 0001460 | 0023411 | 0024674 0.020011
) 0001950 | 0003261 | 0005840 | 0010694 | Q017800 | 0021669 | 0005641 | 0035155 | 0038726
- 3h/4 0000840 | 0001424 | 0002648 | 0005132 | 0009485 | 0015203 | 0.015716 | 0019384 | 0,066923
b 0.0004;2 | 0000809 | 0001520 | 0002990 | 0005667 | 0009569 | 0011883 0001980 © 0,088418
PRy . 5 |
I = = e [
| 0 0005028 | 0.008233 | 0014503 | 0,021058 0 0021058 | 0014503 | 0008233 | 000028
Al " il - - —
b4 0002008 | 0003586 | 0007507 | 0013875 | 002059 | 0000645 | 0.022332 I 0016994 | 0,012030
- [ D ;
| w2 0001054 | 0001598 | 0003160 | 0006782 | 0013336 | 0919447 | 0003250 | 0027911 | 002713 |
iy 000028 . 6000544 | 0001249 | 0002790 | 0006127 | 0011756 | 0015444 ‘ 0013185 | 0052990 i
.; - i
BL 0000035 | ©000266 | 0,000883 | 0001405 | 0003171 | 0,006435 | 0010365 | 000513 . 007588 |




ANNEXE
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b b 3h ‘
—b == e 0 = = = I b
4 2 4 4 2 4 !
0 0.002622 | 0,004953 | 0010401 | 0017883 0 0017883 | 0010401 | 0004953 0,002622
b/ 0.000900 l 0.001855 0,004410 | 0010129 0017700 | 0,000281 | 0018536 | 0011864 | 0.007292
b/2 0,000297 0000647 | 0001647 | 0004256 | 0009894 | 0017118 | 0,001809 | 0022211 | 0018872
3b/4 0.000092 ' 0,000209 0,000552 | 0,001514 0,003926 | 0,008933 0014325 | 0009613 - 0,04259]
b 0.000038 | 0,00008; 0000235 | 0,000656 | 0001753 | 0,004235 0008129 | 0004844 0066315
l =18 3
0 0,001373 | 0,003002 0,003513 | 0,015238 0 0,015238 | 0,007513 | 0003002 ' 0,001373
_ ba 0,000405 | 0,000965 0,002731 | 0,007397 0,015169 | 0000121 | 0015571 | 0.008366 ' 0,004446
b2 0.000115 | 0000290 | 0000877 | 0002672 | 0007295 | 0014869 | 0001031 | 0018046 [ 0,013348
3b/4 0,000031 jl_o.ooooau 0,000253 | 0,000820 0002501 | 0006717 | 0012959 | 0,006973 | 0,034608
b 0,000011 |‘ 0,000029 0,000092 | 0,000305 0000961 | 0002749 | 0006373 | 0,005932 "0,058946

. — e e —————————————es &
6=12 1, !
, N
4 2 4 4 2 4
0 0000721 | 0001831 | 0,005451 | 0,013006 0 0013006 | 0005451 | 0001831 | 0,000721
b/4 0,000182 | 0,000504 0,001696 | 0,005402 0,0129080 | 0000052 | 0,013173 | 0,005945 | 0,003308
b/2 0,000044 | 0000130 | 0000467 | 0001674 | 0005359 | 0012827 | 0000588 | 0,014832 | 0,009495
3b/4 0,000010 | 0,000030 0,000116 | 0,000443 . 0,001586 | 0,005014 0011527 | 0005121 | 0028351
b 0,000004 | 0,00000 | 0,000036 | 0,000141 0000523 | 0001769 | 0004910 | 0006295 | 0,053052
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