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Résumé : 

Dans cette thèse, une nouvelle structure cellulaire Voronoï hexagonale est 

proposée, dont les topologies et les propriétés mécaniques sont diverses.  Ces 

structures ont la particularité d’avoir un coefficient de Poisson pouvant devenir négatif 

(comportement auxétique) ce qui est aussi une nouveauté pour ces cellules Voronoi.  

Un modèle mathématique de ses structures est crée avec un nouveau algorithme  

programmé sur MATLAB, permettant la génération de ses structures.  Une légère 

modification de ce modèle rend la cellule Voronoï proposée réentrante.  Ces structures 

géométriques obtenues sont exportées vers ANSYS ou nous effectuons des 

simulations numériques des essais de traction, dont les résultats sont traités par la 

méthode d’homogénéisation pour obtenir des propriétés mécaniques équivalentes à 

celui d’un matériau isotrope (milieu continu classique).  Les résultats obtenus 

montrent que la cellule Voronoï convexe proposée est plus rigide de 60 % par rapport 

à la cellule Voronoï classique connue dans la littérature avec des mécanismes de 

déformation de flexion et d’étirement des ligaments. Dans la partie expérimentale, ces 

nouvelles structures cellulaires sont fabriquées par la technique de prototypage 

(impression 3D).  Ensuite, ces structures sont testées en traction monotone, les champs 

de déplacement et de déformation résultants sont extraits par un extensomètre à vidéo 

et ensuite traités par la technique de corrélation d’images en utilisant le logiciel Istra 

4D. Les résultats obtenus expérimentalement sont en bonne concordance avec ceux 

obtenus numériquement. 

 

 

 



 

Abstract 

 

In this thesis, a new cellular structure Voronoï hexagonal is proposed, whose 

topologies and mechanical properties are varied.  These structures have the possibility 

to be Auxetic (negative Poisson’s ratio) what is also an innovation for these Voronoi 

cells.  A mathematical model of its structures east creates with a new algorithm 

implementing it using MATLAB software, allowing the generation of its structures.  

A simple modification of this model returns the Voronoï cell proposed re-entrante.  

These geometrical structures obtained are exported to ANSYS were a digital 

simulations are carried out for tensile tests simulations, whose results are treated by 

homogenization method in order to obtain equivalent mechanical properties to that of 

an isotropic material.  The results obtained show that the new Voronoï cell proposed is 

more rigid of 60% compared to the traditional one known in the literature with 

mechanisms of deformation of flexural and stretching of the ligaments. In the 

experimental part, these cellular structures are manufactured by the technique of 

prototyping (3D printer).  Then, these structures are tested in monotonous tensile, the 

fields of displacement and strain resulting are extracted by a video extensometer and 

then treated by the images correlation technique using the Istra 4D software. The 

experimental results obtained are in good agreement with those obtained numerically 

by FE. 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 والخѧѧѧواص طبولوجيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا الѧѧѧذي ،ھيكѧѧѧѧل سداسѧѧѧѧѧѧѧѧية Voronoi خليѧѧѧѧѧѧة جديѧѧѧѧدا ويقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧترح ،الأطروحة ھذه فѧѧѧѧѧي

 سѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧلبية تصѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧبح أن يمكѧѧѧѧѧن بواسѧѧѧѧѧѧѧون 1 نسѧѧѧѧѧѧѧѧبة وجود عن تتمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيز الھياكѧѧѧѧѧѧѧل ھذه .مختلفѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة الميكانيكيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة

 لھيكلھѧѧѧѧѧѧѧѧا رياضѧѧѧѧѧѧي نمѧѧوذج إنشѧѧѧѧѧاء يتѧѧѧѧѧѧѧم .Voronoi الخلايѧѧѧѧѧѧѧا لھѧѧذه جديѧѧѧѧد أيضѧѧѧѧѧا ھو الѧѧѧذي (الحجѧѧѧم منمѧѧي سѧѧѧѧѧلوك)

 تعѧѧѧѧѧѧѧѧѧديل وھناك .ھياكلھѧѧѧѧѧا للجيѧѧѧѧѧѧѧѧѧل والسѧѧѧѧѧماح ،MATLAB برنѧѧѧѧѧѧامج باسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتخدام ،تنفيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧذھا خوارزميѧѧѧة مع

 الھياكѧѧѧѧѧѧѧل ھذه تصѧѧѧѧѧѧѧѧѧدير ويتѧѧѧѧѧѧѧم .Voronoi reentrant الخليѧѧѧѧѧѧѧѧة يجعѧѧѧѧѧل المقѧѧѧѧѧѧѧѧѧترح النمѧѧѧѧѧوذج لھѧѧذا طفيѧѧѧѧѧѧѧѧف

 النتѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧائج معالجѧѧѧة تتѧѧѧѧѧѧѧѧم ،الشѧѧѧѧѧد للاختبѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧار العدديѧѧѧѧѧѧѧة المحاكѧѧѧѧاة نقѧѧѧѧѧوم أو ANSYS علѧѧѧى حصѧѧѧѧѧلت الھندسѧѧѧѧѧѧѧѧѧية

 وسѧѧѧط) الخѧѧѧواص مادة من ذلѧѧѧك يعѧѧѧѧѧادل الميكانيكيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة الخѧѧѧواص علѧѧѧى ولللحѧѧѧѧѧѧص التجѧѧѧѧѧѧѧѧѧانس لطريقѧѧѧѧѧѧѧѧة وفقѧѧѧѧѧѧѧا

 مقارنѧѧѧѧة ٪60 ھو المقѧѧѧѧѧѧѧѧѧترح خليѧѧѧѧѧѧة أن إلѧѧѧى تشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧير عليھѧѧѧѧѧا حصѧѧѧل الѧѧѧѧѧѧѧتي النتѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧائج . (الكلاسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيكية اسѧѧѧѧѧѧتمرار

الأدب فѧѧѧѧѧي المعروفѧѧѧѧѧѧѧة الكلاسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيكية Voronoi الخليѧѧѧѧѧѧѧѧة تشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧديد مع  من وتمتѧѧѧѧѧѧѧѧد الانحنѧѧѧѧѧѧاء تشѧѧѧѧѧѧѧوه آليѧѧѧѧѧѧات مع 

 3D) النمѧѧѧѧѧاذج تقنيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة بواسѧѧѧѧѧѧطة الخلويѧѧѧѧѧѧѧѧة الھياكѧѧѧѧѧѧѧل ھذه ملفقѧѧѧѧѧѧѧѧة ھي ،التجريѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧبي الجѧѧѧزء فѧѧѧѧѧي .الاربطѧѧѧѧѧة

 الناتجѧѧѧѧѧѧѧѧة والتشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧويه التشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧريد من رتيѧѧѧѧѧѧѧب توتѧѧѧѧѧѧѧѧر مجѧالات فѧѧѧѧѧي الھياكѧѧѧѧѧѧѧل ھذه اختبѧѧѧѧѧѧѧѧار ويتѧѧѧѧѧѧѧم ،ثѧѧѧѧم .(الطباعѧѧѧѧѧѧة

 باسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتخدام ارتبѧѧѧѧѧѧѧѧاط تقنيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة صѧѧѧورة قبѧѧѧѧѧѧѧل من ذلѧѧѧك بعѧѧѧѧѧد ومعالجتھѧѧѧѧѧѧا الفيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧديو التمѧѧѧѧѧѧدد من اسѧѧѧѧѧѧѧتخراج يتѧѧѧѧѧѧѧم

 . 4D Istra البرمجيѧѧѧѧѧѧѧѧѧات
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Introduction générale 

 

Les structures en nids d’abeille hexagonales sont très utilisées en raison de 
leurs multiples avantages dont le très bon rapport rigidité/poids, des mécanismes 
d’absorption de l’énergie utile pour l’emballage et la protection, ainsi qu’une grande 
résistance par rapport à leurs homologues pleins. Elles sont utilisées industriellement 
(panneaux, pylônes, matériaux de remplissage ….) mais sont aussi pour des structures 
de haute performances tels que les ailes d’avions civil et militaire. Ces structures sous 
se trouve dans la nature sous la forme de matériaux cellulaires macro et micro 
(mousses, bois, os trabéculiare, membranes biologiques, ailes d’insecte, cactus …. 
etc). Le développement de nouveaux procédés de fabrication, liés au prototypage 
(découpage laser, impression 3D …etc) permet d’obtenir des structures cellulaires 
avec des macrostructures quasi quelconques. La fin des années 1990 a vu le 
développement de techniques d’analyse des structures en nids d’abeille Voronoï ayant 
des propriétés peu communes.  On s’attend à ce que ces nouveaux matériaux aient des 
comportements mécaniques peu habituels et des propriétés encore supérieures dans 
certains cas de chargement, tels que le coefficient de concentration de contrainte 
réduite, une tolérance aux perforations ou des capacités accrues d’absorption de chocs. 
L’étude mécanique des structures cellulaires Voronoï est en pleine croissance. 

L’idée de départ de ce travail de thèse est de proposée une nouvelle structure 
cellulaire Voronoï hexagonale ayant différentes topologies et de propriétés 
mécaniques diverses. La méthode d’homogénéisation du comportement mécanique 
sur ces nouvelles structures cellulaires Voronoï est utilisée pour l’obtention d’un 
milieu continu classique équivalent avec les propriétés mécaniques associées (dans le 
domaine élastique) tels que le module élastique et coefficient de Poisson.  

Dans le premier chapitre de cette thèse, nous passons en revue l’état de l’art des 
matériaux cellulaires qui seront l’objet de nos simulations par la suite. Aussi, nous 
rappelons les caractéristiques générales des structures cellulaires.  

Le deuxième chapitre est dédié à l’étude les structures cellulaires régulières 
(l’hexagone, carré et le triangle) en fonction de la densité relative en déduisant les 
propriétés équivalentes par l’homogénéisation numérique afin de comparer avec le  
modèle analytique de Gibson et Ashby. 



L’objectif du troisième chapitre est de présenter la méthode que nous avons 
mise au point pour créer la nouvelle cellule Voronoï convexe et auxétique par des 
topologies diverses a celle de la littérature. Le comportement mécanique de la cellule 
irrégulière proposée est obtenu par l’homogénéisation numérique on utilisant le code 
de calcul des structures ANSYS, dont les ligaments de la cellule proposée sont 
considérés comme des poutres de Timochenko. 

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude expérimentale de la nouvelle 
cellule Voronoï proposée. Trois topologies ont été fabriquées par la technique de 
prototypage (impression 3D) est testé en traction à l’Université de bristol UK. La 
technique de corrélation d’images permet d’identifier le comportement sous 
chargement quasi-statique. Enfin,  les résultats expérimentaux sont présentés et sont 
confrontés aux résultats de la simulation numérique afin de déduire et d’interpréter les 
différentes tendances. 
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Chapitre I 

 

Généralité sur les matériaux cellulaires 
 

 

 

 

I.1 Introduction 

Les solides cellulaires sont des matériaux dont la porosité excède typiquement 70 

% du volume. On peut décrire de tels solides comme un assemblage de cellules vides, 

chacune étant entourée par des arêtes ou des parois solides. Leur importance résulte 

surtout de leur faible densité mais aussi d’autres propriétés physiques intéressantes. Les 

matériaux de ce type sont très répandus dans la nature : os, bois, liège, éponge. 

Généralement, leur fonction biologique requiert une résistance mécanique. Les matériaux 

cellulaires artificiels sont d’importance croissante et comprennent pratiquement toutes les 

catégories de matériaux, tels que les polymères, les céramiques, les métaux, les semi-

conducteurs, et même les matériaux composites.  

 La très forte porosité de ces matériaux modifie leurs propriétés physiques de 

manière parfois inattendue, ce qui donne lieu à de nombreuses applications émergentes. 

Le but de ce chapitre est d’introduire quelques-unes de ces propriétés ainsi que les 

utilisations qui en résultent 

 Il est évident que certains paramètres physiques ne vont pas varier entre un 

matériau massif et son correspondant à structure cellulaire. Prenons par exemple la 

structure cristalline, le coefficient de dilatation thermique ou la température de fusion : ils 

sont totalement indépendants de la porosité. D’autres propriétés physiques, telles que la 

chaleur massique ou la constante diélectrique, sont des fonctions typiquement linéaires de 

la densité (tant que les effets de surface restent négligeables). Enfin, il existe certaines 
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propriétés qui ne dépendent pas seulement du volume total des pros, mais aussi du type de 

porosité, et de ce fait de la microarchitecture du solide cellulaire. De telles propriétés 

comprennent la résistance mécanique, la conductivité thermique et électrique par 

exemple. 

 La relation entre la porosité et les propriétés physiques a été discutée, entre autres, 

par [HIL-82], [CHA-91], [BON-08], en mettant l’accent sur les matériaux céramiques. La 

figure I.1 montre comment certaines propriétés physiques dépendent de la porosité P, 

définie comme le volume des pores relatif au volume total de l’échantillon. Cette 

dépendance est typiquement linéaire pour les faibles porosités, jusqu’à une valeur critique 

Pc de la porosité. Ceci est valable par exemple pour le module de Young  ou la 

conductivité thermique. La figure I.2 indique la gamme des valeurs possibles pour 

quelques propriétés physiques des matériaux.  

 

 
 

Figure I.1.Variation avec la porosité P d’une propriété physique (Module de Young) [JAN-01]. 



Chapitre I : Généralité sur les matériaux cellulaires       

  
10

 
Figure I.2. Ordre de grandeur de quelques propriétés de matériaux cellulaires (mousse) 
et denses (BULK) à base de polymères, de métaux ou de céramiques (d’après [GIB-97]).  

 
L’intervalle dans lequel ces propriétés peuvent varier est élargi de plusieurs ordres 

de grandeurs si l’on tient compte des matériaux cellulaires. Ceci est vrai par exemple pour 

la densité, la conductivité ou le module de Young. Enfin, le tableau I.1 décrit les types de 

matériaux obtenus par la dispersion de gaz, de liquide ou de solide entre eux. Ainsi, les 

matériaux cellulaires apparaissent comme étant le résultat de la dispersion de gaz dans un 

solide. La production de solides cellulaires peut passer par des intermédiaires de structure 

différente. Par exemple, un aérogel est obtenu par :  

Suspension             gel    solide cellulaire. 
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Tableau I.1. Classification des dispersions de gaz, de liquide ou de solide entre eux. 

Exemple de structure lorsqu’un 

Gaz Liquide Solide 

Se trouve dispersé 

dans un 

Mélange gazeux brume fumée gaz 

écume émulsion suspension liquide 

Solide cellulaire gel 
Alliage ou 

composite 
solide 

 

 

I.2 Propriétés Mécaniques 

 La figure I.3 montre la résistance à la compression et à la traction d’un matériau 

cellulaire élastomère (caoutchouc, par exemple), d’un matériau cellulaire élastoplastique 

(métal) et d’un matériau cellulaire fragile (céramique). Lors d’une compression, le régime 

linéaire élastique est suivi pour tous ces matériaux d’un régime où la contrainte reste à 

peu près constante, menant à un dernier stade où elle montre en flèche. Chacun de ces 

régimes correspond à un mécanisme de déformation typique. Au départ, les parois de 

cellule subissent une flexion, ce qui donne un comportement élastique linéaire, à 

condition que le matériau de base lui-même ait un caractère élastique linéaire [GIB-97], 

[JAN-01]. Dès qu’une valeur critique est atteinte, les parois ou les arêtes commencent à 

s’effondrer. Dans le cas d’un matériau élastomère, les parois flambent de manière 

réversible [SCA-07]. Pour les matériaux élastoplastiques, les parois se replient et, pour les 

matériaux fragiles, on observe la rupture des parois cellulaires aux endroits où les 

contraintes sont maximales. Finalement, les parois cellulaires opposées se touchent  ou 

bien les parois ou arêtes commencent à s’entasser. C’est cela qui provoque la montée 

finale des contraintes en compression. 

 La courbe de traction est assez différente du cas de la compression pour les trois 

types de matériaux. Seule la de déformation initiale, qui est définie principalement par le 

fléchissement des parois et arêtes, est similaire. Evidement, le flambage ne joue aucun 
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rôle pour un matériau cellulaire élastomère sous tension. Au contraire, les parois et arêtes 

de la cellule se tournait vers l’axe de tension et la rendent plus rigide. Les matériaux 

cellulaires plastiques se comportent de la même manière sous traction et sous 

compression, par la formation de zones plastiques, mais la rupture se produit pour des 

extensions beaucoup plus faibles en traction [GIB-88]. La défaillance abrupte des 

matériaux cellulaires fragiles est observée à une valeur très inférieure à la résistance 

observée sous compression. 
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Figure I.3 Courbes de contrainte-déformation pour matériaux cellulaires : (a) et (b) 
matériaux cellulaires élastomères, (c) et (d) élastoplastiques et (e) et (f) élastiques fragiles 

[JAN-01]. 
 

 De manière générale, le paramètre le plus important qui contrôle les propriétés 

mécaniques est la densité relative (ρ/ρc) = 1-P, c’est-à-dire la densité moyenne du 

matériau cellulaire ρ divisée par celle du même matériau sans pores ρc. Pour examiner les 

propriétés des matériaux cellulaires en détail, il est utile de diviser les différentes 

structures en trois groupes : nids d’abeilles, mousses à cellules ouvertes et mousses à 

cellule fermées, [CHE-95], [BIA-11]. Le nid d’abeilles est un arrangement régulier de 

cellules prismatiques hexagonales. Nous utilisons le terme nids d’abeilles dans un sens 

plus large pour décrire un arrangement en deux dimensions de polygones remplissant un 

plan. Des planches renforcées par une structure en nids d’abeilles (panneau sandwich) se 

trouvent dans nombreux domaines, du carton d’emballage jusqu'à l’aéronautique. 

Beaucoup de matériaux naturels, par exemple le bois, ont une structure en nids d’abeilles. 

Dans les mousses, les cellules sont polygonales et remplissent l’espace en trois 

dimensions. La matière peut être répartie sur les faces des cellules. La mousse est alors 

dite à cellules ouvertes dans le premier cas et à cellules fermées dans le second. Des 

exemples sont donnés dans la figure I.4. Il est intéressant de noter que les formes de 
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courbe contrainte-déformation sont identiques pour les trois types de structure, seules les 

valeurs absolues du module de Young, des le plateau de contraintes, σ*pl et σ*cr et la 

limite de rupture σ*f sont différentes. Dans chaque cas, on peut déduire des relations 

implicites entre ces paramètres mécaniques et la densité relative. D’autres paramètres 

caractérisant la structure sont de moindre importance. 

 

  
(a)                                            (b)                                               (c) 

 

Figure I.4 : Exemples pour les trois types de solides cellulaires : (a) un arrangement en 
deux dimension de cellules prismatiques (nid d’abeilles hexagonal) ; (b) une mousse à 

cellules ouvertes [OLI-06]; (c) une mousse à cellules fermées [GIB-88]. 
 

I.3 Déformations des nids d’abeilles 

 Les structures en nids d’abeilles sont intéressants du point de vue de l’ingénierie, 

nous avons distingué deux cas : contraintes appliquées dans le plan et contraintes 

appliquées hors plan. La forme des courbes de traction et la même dans ces deux cas 

[GIB-97] mais il y a une grande différence entre les valeurs absolues de la rigidité et des 

contraintes-plateau. Afin d’évaluer dans quelque mesure on peut analyser le 

comportement des solides cellulaires, nous allons prendre en considération les propriétés 

élastiques pour une contrainte uni-axiale dans le plan d’un nid d’abeilles hexagonal. 

On calcule d’abord le module de Young à partir du fléchissement des parois des 

cellules, come le montre la figure I.5. Il faut distinguer les deux cas contraints parallèles à 

l’axe x1 et à x2. Les parois sont considèrent comme une poutre de longueur l, d’épaisseur 

uniforme t, de profondeur h, le moment M1 pour le fléchissement s’écrit  
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                                                                                                  I.1 

Où 

                                                                              I.2 

Et considérant que θ = 30° dans les nids d’abeilles régulier. La théorie des poutres donne 

la flexion de la paroi  

        (I.3) 

Où I est le d’inertie de la paroi cellulaire ( )  et Ec le module de Young du 

matériau de la paroi cellulaire. La composante de la flexion δsinθ donne la de déformation 

dans la direction x1 

                (I.4) 

Le module de Young du nids d’abeilles parallèle à x1, , ce qui donne  

         (I.5) 

 

Le cas d’une contrainte dans la direction x2 est illustré dans la figure 1.6. Les calculs du 

moment M2, de la flexion et du module de Young parallèle à x2, , montrent 

que les deux modules sont égaux. Finalement, es considérations géométriques simples 

permettent d’écrire pour la densité relative d’un nid d’abeilles hexagonal : 

 

          (I.6) 

Ce qui donne (tenant compte de (1.5)) 

       (I.7) 
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Le coefficient de Poisson pour des contraintes dans le plan   , et le module 

de cisaillement peut être calculé par une procédure similaire à ce qui précède : 

       (I.8) 

Qui obéit à la relation  pour les solides isotropes. Tout cela est correct 

pour une faible densité relative ( ) et une de déformation suffisamment petite pour 

que les changements de la géométrie soient négligeables. 

 Le plateau de la courbe contrainte-déformation sous compression peut être calculé 

de manière analogue. Les nids d’abeilles élastomère s’effondre dès que la charge de la 

paroi cellulaire dépasse la charge de flambage d’Euler ; dans le cas d’un élastoplastique, il 

s’effondre lorsque le moment d’inflexion atteint le moment de plasticité complète, et pour 

les matériaux fragiles, lorsque les tensions à la surface de la paroi cellulaire dépassent la 

tension de rupture, σfs (souvent appelée module de rupture). Le tableau I.2 donne une liste 

des différents modes de rupture correspondant aux relations pour les contraintes-plateau. 
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Tableau I.2 Résumé des mécanismes de rupture de nids d’abeilles et équations 
correspondantes pour les valeurs caractéristiques des contraintes en 
fonction de la densité relative. 

 

 
Contraintes dans le plan 

 

 
Contraintes hors plan 

 

 

Flambage élastique 
 

 

 

 

Flambage plastique  

 

 

 

Rupture fragile  

 

 

 

Le terme « élastomère » ou « plastique » est à mettre en relation avec le 

comportement du matériau cellulaire et non avec celui de la paroi elle-même. Par 
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exemple, un nid d’abeilles d’un métal élastoplastique peut se comporter soit de manière 

plastique, soit comme un élastomère, ce que l’on voit bien dans le tableau I.2. A des 

densités très faibles, la contrainte de déformation élastique est plus petite que la contrainte 

de déformation plastique ; c’est pourquoi de tels nids d’abeilles ont le comportement d’un 

élastomère. A des densités plus fortes, la contrainte de déformation plastique est 

inférieure à celle pour le flambage élastique; par conséquent, ces nids d’abeilles vont 

montrer un comportement plastique. Le module de Young ainsi que σ*el, σ*pl et σ*cr pour 

des contraintes uni-axiales selon x1 et x2 sont identiques mais varient considérablement 

dans la direction x3. Le module de Young est alors beaucoup plus grand,  

[GIB-97]. Les contraintes de déformation obéissent à la même relation et, sous 

compression, sont beaucoup plus grandes que dans le cas des contraintes dans le plan. Les 

modes de défaillance correspondants et les contraintes de déformation sont donnés dans le 

tableau I.2 en fonction de la densité relative. Le résultat de cette analyse est que la densité 

relative est le paramètre le plus important d’une structure nid d’abeille hexagonal régulier. 

D’autres éléments de la structure comme l’épaisseur de la cellule ou la taille de celle-ci 

ont une influence négligeable sur les paramètres de la courbe contrainte-déformation 

[GIB-88, VAF-05]. 

 Afin de démontrer que l’arrangement géométrique influence également ces 

propriétés, les modules de Young, pour une contrainte uni-axiale dans le plan, sont 

comparées dans la figure I.6 pour les structures régulières carrées, triangulaire ou 

hexagonal. Comme nous l’avons déjà mentionné, les nids d’abeillés hexagonal régulier à 

un comportement isotrope dans le plan, ainsi que la structure à cellules triangulaire, par 

contre la structure à cellules un comportement orthotrope dans le plan, ainsi que la 

structure à cellules triangulaires mais il semblerait que le nid d’bielles triangulaire soit 

bien plus raide. En tenant compte du fait, pour un rapport fixe entre l’épaisseur et 

longueur de la paroi, la densité d’un nid d’abeilles triangulaires est trois fois plus grande 

que celle d’un nid d’abeilles hexagonal et, utilisant l’équation (I.7), on voit bien que le E* 

du nid d’abeilles triangulaire est en réalité l’égerment plus petit. Un nid d’abeilles 
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composé de carrés présente, par contre un comportement extrêmement anisotrope, ce qui 

démontre bien l’influence de l’arrangement géométrique sur le comportement des 

matériaux cellulaires. 

 
 

Figure I.5 : Un diagramme polaire montrant le module de Young en fonction de la 
direction des contraintes, pour les trois structures régulières hexagonales, triangulaires et 

carrées [JAN-01], [GIB-97]. 
I.4. Déformation des mousses 

 Comme illustre la figure I.3, la forme de la courbe de traction est similaire pour des 

mousses à cellules ouvertes et fermées, mais les valeurs absolues des paramètres E*, σ*
el, 

σ*
pl, σ*

cr sont différentes. Normalement, la forme des cellules dans les mousses réelles est 

très complexe [ZHU-97]. Pour modéliser le comportement de la déformation, on se sert 

de formés simplifiées, comme l’illustre le tableau I.3. Considérant les mousses à cellules 

ouvertes, le plus simple est un réseau de cubes avec des arêtes à section carrée. De telles 
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formes permettent une analyse simple des propriétés mécaniques. Le module de Young 

est calculé à partir de la déflexion linéaire élastique des poutres en appliquant la théorie 

standard : la contrainte d’effondrement élastique, σ*
el, est donnée par le flambage 

élastique des arêtes des cellules, celle de l’effondrement plastique σ*
pl, déterminée par la 

formation d’une zone plastique aux coins des cellules [CHA-97], [GIB-97], et pour les 

mousses fragiles la résistance σ*
cr est atteinte quand la contrainte maximale dans les 

poutres dépasse le module de rupture σ*
fs. Les relations entre les paramètres normalisés et 

la densité relative sont donnés dans le tableau I.3. Pour obtenir la dépendance des 

paramètres caractérisant la structure, il suffit de noter que 

                             I.9               

Où l est la taille de la cellule cubique et t l’épaisseur des arêtes. Une comparaison avec le 

comportement des nids d’abeilles montre que les mousses à cellules ouvertes ayant une 

même densité se situent entre les deux extrêmes, pour une contrainte dans le plan et une 

contrainte hors plan [GIB-97].  

 Le cas des mousses à cellules fermées est plus compliqué ; lorsque des mousses se 

forment à partir d’un liquide, l’énergie de surface peut favoriser un transport de matériau 

vers les arêtes des cellules, et il ne restera donc qu’une paroi fine. Le comportement de 

tels mousses est presque identique à celui des mousses à cellules ouvertes [OLI-06], 

[CAD-09], [WAR-97]. Cependant, il y a aussi des mousses à cellules fermées qui 

contiennent une quantité considérable de matière dans leurs parois. Ces mousses-ci sont 

bien plus rigides. Pour un modèle de mousses à cellules fermées, on peut diviser la 

matière en une fraction Φ qui se trouve dans les arêtes de la cellule, et une fraction 

restante (1-Φ) qui se trouve dans les parois de la cellule. Les paramètres mécaniques 

caractéristiques E*, σ*
el, σ*

pl, σ*
cr sont donnés par une somme de trois termes : les arêtes de 

la cellule, la paroi cellulaire et la compression du liquide ou du gaz de la cellule. Un 

résumé est donné dans le tableau 1.3. D’après ces équations, l’importance des parois 

cellulaires pour les propriétés mécaniques est évidente. On peut trouver plus de détails 
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concernant le comportement mécanique multiaxial, la résistance aux ruptures, fluage, etc., 

dans [GIB-97]. 

 

I.5 Quelques propriétés et application 

Les propriétés spéciales des solides cellulaires ouvrent un grand nombre 

d’applications émergentes. C’est surtout grâce à leur basse densité qu’ils sont des 

matériaux structuraux utiles, lorsque le problème principal est le poids. Ceci valable aussi 

bien pour des mousses polymériques que pour les métaux et les céramiques. Une 

deuxième conséquence de la basse densité de ces matériaux est l’énorme diminution de la 

conductivité thermique et, dans le cas des métaux, électrique. Cela permet des 

applications dans le domaine de l’isolation thermique ou même en tant que matières non 

inflammables. Des objets de ce type produits à grande échelle sont par exemples des 

tasses de café faits en mousse polymérique. Les mousses métalliques à cellules ouvertes 

peuvent être utilisées pour améliorer les échanges thermiques à cause de leur grande 

surface interne. Il en résulte des applications pour la construction d’échangeurs de chaleur 

légers mais efficaces. La grande surface interne des mousses céramiques offre un 

excellent support pour catalyse des réactions chimiques. Les propriétés 

électromagnétiques des mousses métalliques peuvent en l’occurrence être utilisées pour 

construire des objets atténuant les ondes électromagnétiques. Par ailleurs, les ondes 

sonores sont elles aussi fortement absorbées par les mousses, ce qui rend évidemment 

possibles des applications dans le domaine de l’isolation acoustique. 

 

I.5.1 Propriétés électriques 

 La résistivité électrique R* d’une mousse ou d’un nid d’abeilles fait avec un 

matériau conducteur de résistivité Rs, va clairement augmenter lorsque sa densité diminue 

[SEV 06]. Si l’on considère d’abord une mousse à cellules cubiques fermées de taille l et 

avec une épaisseur de paroi , la densité relative sera de  

                 I.10 



Chapitre I : Généralité sur les matériaux cellulaires       

  
22

Si l’on imagine maintenant une coupe horizontale de cette structure, on voit que le 

courant peut être transporté par les parois dont la section relative est . Par 

conséquent, on peut écrire la conductivité (l’inverse de la résistivité) relative pour une 

mousse à cellules fermées 

 =                                                                                       I.11 

Un raisonnement analogue donne la conductivité électrique (utilisant l’équation 

15.9) pour une mousse à cellules ouvertes 

 =                                                                                                               I.12 

La résistivité électrique est donc inversement proportionnelle à la densité dans les 

deux cas, mais le coefficient est différent pour les mousses à cellules ouvertes et pour les 

mousses à cellules fermées. La résistivité ne dépend donc pas seulement de la densité 

mais aussi de la géométrie des pores. Ceci devient encore plus évident lorsqu’on calcule 

la résistivité d’une structure en nids d’abeilles qui s’avère anisotrope. En effet (en utilisant 

l’équation 1.6) on trouve pour la direction hors plan (c'est-à-dire parallèle à l’axe des 

tubes hexagonaux)  

                                                                                                           I.13 

Et pour la conductivité dans le plan 

                                                                                                         I.14 

 Les propriétés diélectriques des matériaux cellulaires, de certains types de mousses 

polymériques peuvent être intéressantes pour les applications liées à la transmission et 

l’absorption de micro-ondes. En effet, le constant diélectrique dépend de manière linéaire 

de la densité relative tout simplement parce que les espaces vides (ou remplis de gaz) ne 

contribuent pas aux propriétés diélectriques. 

       (I.15) 



Chapitre I : Généralité sur les matériaux cellulaires       

  
23

I.5.2 Isolation thermique 

Une des applications les plus fréquentes des matériaux cellulaires est l’isolation 

thermique. Le coefficient de la conductivité thermique λ est défini pour une couche 

isolante mince : 

         (I.16) 

Où q est le flux d’énergie calorifique, B l’épaisseur de la couche isolante et ΔT la 

différence de température entre les deux cotes de la couche. 

Pour comprendre la fonction de la porosité dans ce contexte, il faut d’abord 

considérer les trois modes de transport de la chaleur : la convection, la conduction et la 

radiation. Dans les mousses à cellules fermées que l’on utilise pour l’isolation thermique, 

la convection ne joue généralement aucun rôle. La conduction thermique est 

principalement due aux faces et arrêtes de la structure, mais le gaz enfermé dans les pores 

peut contribuer de façon non négligeable. On peut donc estimer que le coefficient de 

conduction thermique sera une fonction linéaire de la densité relative de la mousse, . 

Pour estimer le transfert de chaleur par radiation, on peut partir de l’idée que l’énergie 

émise sur une face de la couche sera réabsorbée par l’autre. L’énergie émise est donnée 

par la loi de Stephan-Boltzmann, ce qui permet d’écrire le flux d’énergie : 

 

    (I.17) 

Où q0 est une constante. mais comme les rayons infrarouges doivent aussi passer à travers 

les parois du matériau cellulaire, une partie sera absorbée, ce qui signifie que (I.7) doit 

être multipliée par un facteur de transmission de la forme , K étant une constante 

décrivant l’absorption dans les parois cellulaires. 

Finalement, tenant compte de la conduction ainsi que du transport par radiation, on peut 

écrire le coefficient de transport thermique de la couche isolante : 

     (I.18) 
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Les deux premiers termes décrivent le transport par conduction, respectivement dans les 

parois et dans le gaz remplissant les cellules, et le troisième décrit le transport par 

radiation, λg est la conductivité du gaz dans les pores et λs correspond (par un 

raisonnement analogue à celui menant à la conductivité électrique d’une mousse à cellules 

fermées, équation (I.11) à 2/3 de la conductivité du matériau massif. Le coefficient λ* 

(équation I.18) est tracé dans la figure 1.6 en fonction de la densité relative, pour quelques 

températures T et deux épaisseurs B d’une couche isolante, et cette contribution ne 

dépend ni de l’épaisseur de la couche, ni de la température (à condition que λs et λg ne 

varient pas trop avec la température). 

 Il est intéressant de noter que toutes ces courbes possèdent un minimum, ce qui 

signifie qu’il y a une densité optimale pour des applications d’isolation thermique. Pour 

une température de 300 K et une épaisseur de 2 mm (le cas d’une tasse de café), la densité 

relative optimale est de l’ordre 0,03 dans le cas de la figure 1.6. Pour une épaisseur de 3 

cm (plutôt le cas d’une couche d’isolation pour un mur), ce minimum apparait à une 

densité beaucoup plus faible. On peut en conclure, par exemple, que pour la fabrication de 

tasses de café on doit choisir une mousse avec une densité nettement plus élevée que pour 

isoler un mur.  
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Figure I.6 : Coefficient de conductivité thermique calculé à partir de l’équation (I.18)  

 

Finalement, la valeur minimale de λ* dépend fortement de λg, c’est-à-dire du 

coefficient de conduction du gaz enfermé dans les pores. Pour améliorer la performance 

des mousses isolantes, on peut donc remplacer l’air par un gaz à faible λg, par exemple les 

chlorofluorocarbones (CFC). Malheureusement, ces gaz sont nuisibles à l’environnement 

(ils sont responsables de réactions chimiques détruisant l’ozone dans stratosphère) et 

doivent être remplacés par d’autres agents, tels que les hydrofluorocarbures (HFC). 

I.5.3 Absorption acoustique 

  Les stratégies pour la réduction d’un bruit de fond dépendent largement de 

l’emplacement de la source acoustique. Si le bruit vient de l’extérieur d’une maison, par 

exemple d’une autoroute, il s’agit d’empêcher le son d’entrer dans la maison. L’isolation 

dans ce cas est d’autant meilleur que la densité du mur est élevée (par exemple un mur en 

béton), les matériaux cellulaires sont inutilisables pour cette tâche. 

Lorsque le bruit est généré à l’intérieur de la pièce, il s’agit d’absorber l’onde sonore en 

transformant son énergie en chaleur. Les matériaux cellulaires absorbent particulièrement 



Chapitre I : Généralité sur les matériaux cellulaires       

  
26

bien les ondes sonores. L’une des raisons est qu’une vibration sonore est atténuée à la 

surface d’une structure à porosité ouverte à cause des effets de viscosité agissant sur l’aire 

vibrant à l’intérieur des pores. De plus, les vibrations sont fortement atténuées aussi par la 

matière molle elle-même (tels que les tissus ou les mousses de polymère). 

Finalement, le bruit peut être transporté par le mur lui-même, par exemple à cause d’une 

source de vibration agissant directement sur le mur (comme des pas sur un plancher ou 

une vibration de tuyauterie). Ce genre de vibration peut bien être absorbé par les 

matériaux cellulaires (par exemple le liège) à casse du plateau dans la courbes 

contraintes-déformation en compression (Figure. I.4). En effet, ce plateau qui est dû au 

fléchissement des parois (réversible pour les élastomères comme le liège) permet 

d’absorber une large partie de l’énergie de déformation associée à l’onde acoustique 

[Erreur ! Source du renvoi introuvable.]. 

 

I.5.4 Emballages 

 Une autre application très fréquente des matériaux cellulaires est l’emballage de 

matériel fragile. Cette application est due à la capacité des mousses d’absorber de 

l’énergie en compression. Pour une description simplifiée, considérons une courbe 

contrainte-déformation comme celle de la figure I.7 (a) : la mousse se déforme manière 

élastique (module de Young E*) jusqu’à la limite σ*
pl. ensuite, la de déformation 

augmente pendant que les contraintes appliquées restent égales à σ*
pl (plateau idéalisé de 

la figure 1.7a). Finalement, à partir de la de déformation εD, les cellules de la mousse se 

effondrées et la mousse se comporte comme le matériau massif dont sont faits les parois 

(module de Young Es). L’énergie absorbée pour une déformation jusqu’à ε,  

 , s’écrit   

 

   (I.19) 
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La figure I.7b est obtenue en traçant W en fonction de σ (tenant compte de la 

relation entre σ et ε donnée par la figure I.7 (a). il apparaît clairement sur ce graphe que la 

mousse absorbe une quantité d’énergie par unité de volume WD= W1(εD). Dès que la 

contrainte de compression atteint σ*
pl.  

 

 
 

Figure 1.7 : (a) courbe schématique contrainte de déformation en compression pour une mousse ; 
(b) énergie absorbée par unité de volume, W, en fonction de la contrainte appliquée. 
 

Une couche protectrice faire en mousses possède  deux régimes de travail. Tant 

que les efforts de compression restent faibles, la couche a un module de Young de E*, elle 

est donc relativement souple. Lors d’un impact, l’énergie absorbée est de l’ordre de WD. 

Pour une couche protectrice d’épaisseur B et de surface A, cela signifie que l’emballage 

peut protéger d’un impact se produisant avec une vitesse inférieure à vm, donnée par la 

relation :  

        (I.20) 

m étant la masse de l’objet a protéger. La contrainte maximale subie par l’objet au 

moment de l’impact sera de l’ordre de σ*
pl, indépendamment de la vitesse d’impact aussi 
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longtemps que celle-ci reste inférieure a vm. Ainsi, la décélération maximale subie par 

l’objet sera  

                                                                                                           I.21 

Les deux paramètres WD et σ*
pl peuvent donc être utilises pour optimiser la couche 

protectrice nécessaire. Par exemple, sil s’agit se protéger d’un impact la tête d’un 

conducteur automobile (de masse m et de surface A avec une couche protectrice 

d’épaisseur B) jusqu’a une vitesse du véhicule de vm, il faudra une mousse avec WD donné 

par la relation WD. De plus, accélération am doit être inferieure à celle qu’une tête humaine 

peut supporter (environ 50 g), ce qui définit σ*
pl par am. Dans de tels cas, il sera fréquent 

de construire des multicouches avec le matériau le plus mou a l’extérieur  pour donner le 

maximum de confort. 

 
I.6 Les structure nids d’abeilles Voronoï 

I.6.1 Diagramme de Voronoï : définitions et algorithmes 

Soit S un ensemble de n sites de l'espace euclidien en dimension d. Pour chaque 

site p de S, la cellule de Voronoï V(p) de p est l'ensemble des points de l'espace qui sont 

plus proches de p que de tous les autres sites de S. Le diagramme de Voronoï de V(S) est 

la décomposition de l'espace formée par les cellules de Voronoï des sites. 

Définition : La triangulation de Delaunay de S est le dual géométrique du diagramme de 

Voronoï de S : deux points de S sont reliés par une arête dans la triangulation de 

Delaunay si et seulement si leurs cellules sont adjacentes dans le diagramme de Voronoï 

de S. 
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Figure I.8: Illustration de la définition d'un diagramme de Voronoï. 

 

Les diagrammes de Voronoï sont des structures très utiles, rencontrées 

fréquemment car elles permettent de représenter des relations de distance entre objets et 

des phénomènes de croissance : il n'est pas étonnant de les voir utilisés pour modéliser 

des cristaux ou les grandes structures de l'univers, et de les trouver souvent dans la nature.  

À titre d’exemple la figure I.9 représente un pylône d’une aile de libellule prise par un 

microscope optique au labo LMS université de 08 Mai 45 Guelma, une roche de mère à 

une forme des cellules Voronoï et une micro structure de la fibre de Balsa. Les 

diagrammes de Voronoï sont aussi des structures de données permettant de résoudre de 

nombreux problèmes: recherche de plus proches voisins et planification de mouvements 

notamment. L'étude des diagrammes de Voronoï, de leurs propriétés mathématiques, de 

leur calcul et de leurs nombreuses variantes a été et reste un sujet d'importance majeure de 

la géométrie algorithmique. Les contributions du projet Prisme portent sur les aspects 

combinatoires et algorithmiques, l'extension à différentes métriques non euclidiennes et 

l'application aux problèmes de reconstruction de formes. 
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(a)                                                    (b) 

            
(c)                                                                     (d) 

Figure I.9 : (a) libellule [WEB], (b) aile d’une libellule prise par un microscope optique 
au labo LMS ;(c) pierre d’un roche de mère, 

(d) une micro structure de la fibre de Balsa [GIB-97]. 
 

I.6.2 La cellule Voronoï obtenue par la technique de perturbation  

la cellule Voronoï obtenue par la perturbation ou le déplacement des coordonnées 

(x1,x2) des coins d’une cellule hexagonale régulière dans le plan, vers  les nouveaux 

coordonnées(x1’,x2’)  est basé sur le polynôme suivant.  
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Le polynôme montre la relation entre les coordonnées finale (x1’, x2’) et les 

coordonnées (x1, x2) de la cellule hexagonale régulière ; où θ  est l’angle de rotation des 

ligaments le choix de cet angle est fait hasard. 

b est une valeur  faite au hasard soit positif ou le négatif.  

La figure I.10 montre le principe de perturbation des coins d’une cellule hexagonale 

régulière pour obtenir une cellule Voronoï [ZHU-01].  

 
Figure I.10. Principe de perturbation 

 

I.7 Les structure Auxétiques 

La plupart des matériaux ont une contraction dans le sens transversal lors d’une 

élongation longitudinale. Ce taux de contraction appelé coefficient de Poisson est 

habituellement positif, d’environ 0.5 pour le caoutchouc, 0.3 pour les aciers communs, de 

0.1 à 0.4 pour les matériaux cellulaires tels que les mousses et d’environ 0 pour le liège. 

Certain matériaux cellulaires, ont un coefficient de Poisson négatif. On qualifie ces 

matériaux d’auxétiques (du grec auxein, s’étendre). Les matériaux auxétiques sont connus 

depuis un certain temps, on peut remonter en termes de publication à l’article de [LAK-

87a]; il a réussi à convertir une mousse de polyuréthane standard en mousse auxétique par 
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chauffage-compression et refroidissement sous compression. Bien qu’un certain nombre 

de mécanismes ait été avancé pour expliquer ce fonctionnement auxetique [BIA-10], 

[LAK-93], dans le cas des structures de poutraison connaît principalement deux 

mécanismes qui permettent cette propriété, le mécanisme ré-entrent et le mécanisme 

d’enroulement (voir la figure I.8). Dans le mécanisme ré-entrent, la déformation dans un 

sens provoque une flexion symétrique et opposée des poutres orientées dans le second 

sens tandis que dans le mécanisme d’enroulement, des poutres faisant fonction de 

ligaments retient entre elles des structures circulaires qui tournent sous l’effet d’une 

déformation et entraînent simultanément les autres ligaments [SCH-11]. Le mécanisme 

d’enroulement est lié à la géométrie chirale 2D des structures, c’est-à-dire que ces 

structures ne peuvent être superposées à leur image dans un miroir. [GRI-00] suggère 

d’expliquer et modéliser par un mécanisme similaire à l’enroulement ce qui se produit 

dans les mousses auxétiques, il appelle ce mécanisme ‘rotation de liaisons rigides’ (voir 

figure I.11).  

Les propriétés attendues de ces matériaux auxétiques sont diverses. Un grand 

nombre de brevets ont été déposés montrant leur intérêt. On s’attend à ce que les 

matériaux à coefficient de Poisson négatif aient un pouvoir d’absorption d’énergie 

supérieur et une meilleure résistance à la rupture que leurs homologues standard,  ce qui 

pourrait être utile pour des matériaux d’emballage ou des matériaux d’absorption de 

chocs. D’après [PRA-97], les matériaux auxétique devraient être difficiles à cisailler, mais 

faciles à déformer volumétriquement, en quelque sorte des anticautchoucs. Ces matériaux 

devraient entraîner des comportements mécaniques peu habituels lors d’une mise en 

forme par déformation ; une plaque épaisse que l’on fléchit aurait une déformation en 

forme de coque (et non en forme de selle de cheval comme la plupart des matériaux 

standard). On pense les utiliser également pour la fabrication de nouveaux actionneurs, 

prothèses et mousses ayant un pouvoir d’absorption acoustique supérieur [SCA ???], 

[SCA-03]. Bien qu’il ne s’agisse pas à proprement parler de structures, on commercialise 

à l’heure actuelle des fibres auxétiques qui gonflent lorsqu’on les met sous traction. 
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Figure I.11 deux géométries qui créent un mécanisme permettant d’obtenir un coefficient 
de poisson négatif. 

 

Différents études ont déjà été réalisées sur ces matériaux depuis [LAK-87b] ; on 

trouve dans [PRA-97] une étude théorique et expérimentale des structures hexachiral. 

Yang et al ont fait une étude par EF micro-polaire des structures hexagonales réentrante 

[YAN-04]. Bezazi et al ont été calculs les coefficients de Poisson et les modules de 

Young dans le plan d’un nouveau nid d’abeille centre symétrique ré-entrent par une étude 

EF et analytique [BEZ-05]. Blumenfeld à étudié les mécanismes de déformation des 

structures qu’il qualifie à la fois d’auxétiques et isostatiques ; il propose une formulation 

mathématique de ce comportement et différents géométries possibles [BLU-05]. Gaspar 

et al ont fait des expérimentations sur des géométries de structures simples à obtenir à 

partir d’une structure diamant, que l’on pourrait qualifier de diamant chiral [GAS-05]. 

Scarpa et al ont étudié la résistance au flambement des structures hexachiraux [SCA-07]. 

Gonella and Ruzzene ont obtenu les propriétés mécaniques des structures hexagonal ré-

entrent par une technique d’homogénéisation basée sur des équations aux différences finis 

[RUZ-08]. Ils se sont intéressés particulièrement au problème du calcul de la vitesse de 

propagation d’une onde basse fréquence dans de telles structures auxétiques. Alderson et 

al [ALD-10] ont fait une étude à la fois expérimentale et par EF d’une série de structures 

Mécanisme d’enroulement Mécanisme ré-entrant 
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chiraux et d’autres appelés antichiraux. Les antichiraux sont des structures formées de 

structures chirales associées en paire opposée. 

 

I.7.1 Les structures hexagonales ré-entrent  

Les structures hexagonal ré-entrent est des structures auxétiques les plus connus et 

étudiés [GIB-97]. On parle de structures ré-entrent lorsque l’angle Tête des poutres b2 et 

b3 par rapport à l’horizontale est négatif figures I.12 (a) et b) 

 
(a)                                                                   (b) 

Figure I.12. Définition géométrique d’une structures hexagonale ré-entrent : (a) θ = 30°, 
structure auxétique (b) θ = -15°. 

 

 On peut constater sur la figure I.13 que le coefficient de Poisson peut prendre des 

valeurs négatives assez importantes.  
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Figure I. 13 : Coefficient de poisson d’une structure hexagonale ré-entrent en fonction de 

θ d’après [GIB-97]. 
 

I.7.2 Les structure hexachiral 

 Les structures hexachiral ont fait l’objet de plusieurs travaux et articles associés 

[PRA-97]. Par exemple, dans [ALD-10] un certain nombre d’échantillons des structures à 

coefficients de poisson négatif ont été obtenus par prototypage rapide dans de la poudre 

de Nylon (Duraform), puis une comparaison des résultats est faite entre l’expérimentation 

sur ces échantillons et une analyse EF. Dans la structure hexachiral, le mécanisme qui 

permet l’obtention d’un coefficient de Poisson négatif est différent de la structure 

hexagonale ré-entrent ; c’est un mécanisme d’enroulement d’une sous-géométrie au sien 

de la cellule élémentaire qui produit un coefficient de poisson négatif. Cette structure est 

composé d’éléments circulaires de rayon identique r liés entre eux par des ligaments 
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étroits de longueur identique L. ces ligaments sont disposés tangentiellement aux éléments 

circulaires à 60° les uns des autres (figure I.14).  

 

 
Figure I.14 Structure hexachiral [PRA-97].  

 

I.8. Position du problème et techniques adoptées 

Les matériaux cellulaires de type Voronoï ont attiré l'attention des chercheurs 

depuis de nombreuses années. Ces matériaux présentent des combinaisons intéressantes 

de propriétés et sont de plus en plus intégrés dans les produits manufacturés. En plus de 

leurs propriétés mécaniques spécifiques importantes, ils montrent en effet des propriétés 

supplémentaires d'absorption des vibrations, d'isolation thermique, qui leur permet de 

remplir plusieurs fonctions simultanément. Toutes ces propriétés varient beaucoup en 

fonction de l'architecture des matériaux cellulaires considérés, c'est à dire la morphologie. 
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Pour bien prédire ces propriétés, il est donc nécessaire d'analyser correctement cette 

architecture.  

L’objective générale de ce travail de thèse est obtenir une nouvelle cellule Voronoi 

de topologie et de propriétés mécaniques diverses, de façon à obtenir un milieu continu 

équivalent (homogénéisation).  

L’homogénéisation du comportement mécanique d’une structure Voronoï peut se 

faire à l’aide de la méthode des éléments finis. Les outils de simulations numériques ont 

donc pour objectif de mieux comprendre, de modéliser et d'optimiser le comportement 

mécanique des matériaux cellulaires. Cette approche de modélisation multi-échelles, à la 

fois économique et précise permet de caractériser la nouvelle structure Voronoï et 

d'exploiter le potentiel mécanique de ces matériaux cellulaires dans le dimensionnement 

d'une structure.   
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Chapitre II 

 

Homogénéisation analytique et numérique des nids d’abeilles 

 

 

 

II.1. Introduction 

La méthode d'homogénéisation consiste à remplacer un matériau réel non 

homogène par un matériau fictif homogène avec des propriétés macroscopiques 

équivalentes [BUA-03, LAS-10, JAM-08]. Les procédures d'homogénéisation peuvent 

être appliquées pour déterminer une large gamme de propriétés physiques qui peuvent 

être mécaniques, électriques, acoustiques, thermiques et autres. Pour que 

l'homogénéisation soit possible, il faut pouvoir définir un volume élémentaire 

représentatif (V.E.R.) du matériau. Le résultat de l’homogénéisation, sur ce volume, 

sera le comportement du matériau homogène équivalent [ARB-09]. 

Le V.E.R. doit répondre à plusieurs conditions: 

• être suffisamment grand par rapport à la taille des hétérogénéités pour être 

représentatif du matériau et être statistiquement équivalent d'une zone à l'autre ; 

• être suffisamment petit par rapport aux dimensions de la structure considérée 

pour qu'il puisse être considéré comme étant sollicité par une contrainte 

uniforme ou soumis à une déformation uniforme. 

Dans cette étude, on se propose de caractériser le comportement mécanique en 

fonction de la densité relative des matériaux cellulaires régulière tels que des nids 

d’abeille de forme hexagonale, carrée et le triangulaire. Le but de ce chapitre est de 

déterminé les constantes élastiques des structures cellulaires régulières par la méthode 

d’homogénéisation analytique et numérique. 

 

II.2. Propriétés mécaniques de l'âme en nid d'abeille 

Le nid d'abeille étant assimilable à un matériau orthotrope, sa matrice de rigidité 

ou de souplesse est caractérisée par neuf termes indépendants [ZHU-11]. Dans le cas 

orthotrope, la loi de comportement de Hooke peut être décrite par: 
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                           0       0         0        

                             0       0         0        

                                     =                    0       0         0                            (II.1) 

               0        0         0           0         0        

               0        0         0       0             0         

               0        0         0       0       0              

 

 

                                    0          0        0           

                                      0         0        0          

                 =                                  0         0        0                (II.2) 

              0             0          0                  0        0           

             0            0           0           0                 0             

              0            0         0         0          0                       

 

Dans cette matrice: 

• E1, E2, E3 sont les modules d’élasticité longitudinaux ; 

• G23, G13, G12 sont les modules de cisaillement ; 

• υ12, υ21, υ23, υ32, υ13, υ31 sont les coefficients de Poisson. 

 

La symétrie de la loi de comportement permet d’écrire: 

;   ;                                (II.3) 

La détermination de ces caractéristiques mécaniques peut être effectuée grâce à 

deux méthodes différentes: 

• La modélisation analytique ; 

• L’approche numérique. 
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En comparant les résultats obtenus à partir de ces deux méthodes, on peut 

approximer les constantes de l’ingénieur des structures en nids d’abeilles régulières 

étudiées dans ce chapitre. 

 

II.3. Géométrie et notations : 

Nous détaillerons maintenant les notations et préciserons les caractéristiques 

géométriques nécessaires aux modélisations des structures régulières en nids 

d’abeilles. 

 

 
(a)                                    (b)                                          (c) 

 

Figure II.1. Géométrie d’un nid d’abeille. 
(a) structure hexagonale, (b) structure carré, (c) structure triangulaire. 

 
Tableau II.1. Principaux Paramètres géométriques pour des structures cellulaires 

régulières. 
Paramètres Définition 

θ Angle de la cellule 

h Longueur de la paroi centrale 

l Longueur de la paroi inclinée 

t Epaisseur des parois 

b Hauteur du nid d’abeilles 
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II.4. Modélisations Analytiques 

II.4.1. Modèle de Gibson et Ashby 

Le modèle de Gibson et Ashby s’appuie sur les équations de l’élasticité pour 

déterminer les principaux modules et les coefficients du nid d’abeille hexagonal en 

fonction des paramètres géométriques [GIB-97]. 

 

 
 

Figure II.2. Vue en perspective d’un nid d’abeilles hexagonal. 

 

II.4.1.1. Propriétés dans le plan (x, y) 

L’hypothèse introduite par Gibson et Ashby [GIB-97], est que les déplacements 

sont uniquement dus à la flexion élastique des parois des cellules. Les effets de 

compression et de traction sont négligeables. Les caractéristiques qui rentrent en jeu 

dans le plan sont: les modules d’élasticités E1 et E2, de cisaillement G12 et les 

coefficients de Poisson ν12 et ν21. 

 

a) Modules E1 et E2 

Les modules d’élasticité E1 et E2 sont calculés en exerçant respectivement une 

pression suivant x et suivant y. On induit ainsi un effort P suivant les axes x et y, donc 

des moments de flexion M. On considère le ligament comme une poutre de longueur l, 

d’épaisseur t, de profondeur b. L’étude de la poutre (Figure. II.3) permet d’obtenir 

l’équation du moment de flexion M comme suite: 

           (II.4) 

 

Lz 

Lx 

Ly 
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Figure II.3. Déformation des cellules sous une charge dirigée selon x et selon y 

d’après [GIB-97].  

 

L’effort P peut être déterminé de l’équation (II.2) comme suit : 

          (II.5) 

 

Le module d’Young E1 est défini en utilisant les relations suivantes: 

           (II.6) 

Avec:         (II.7) 
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Où          (II.8) 

La déformation  s’écrit :       (II.9) 

Avec :           (II.10) 

Le module d’Young E1 s’écrit alors: 

        (II.11) 

 

Et d’une manière similaire que la précédemment on obtient le module de Young E2: 

        (II.12) 

Les coefficients de Poisson sont calculés comme suit: 

      (II.13) 

      (II.14) 

 

b) Module de cisaillement G12  dans le plan (x, y)  

Le module de cisaillement dans le plan est calculé à partir du schéma de la 

figure. II.4. Les points A, B et C n’ont aucun mouvement relatif quand on exerce un 

état de cisaillement sur le nid d’abeille. 

Vu la symétrie, la déviation us est uniquement due à la flexion et à la rotation de la 

paroi (rotation d’angle φ) autour du point B. La déviation globale U est de la forme: 

 

        (II.15) 

La somme des moments au point B est nulle, on en déduit le moment au niveau 

des ligaments AB et BC. 

          (II.16) 

Ensuite on peut déduire l’angle  
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avec           (II.17) 

On introduisant l’expression de l’angle φ dans l’expression de U, on obtient: 

        (II.18) 

La relation du comportement en cisaillement s’écrit:  

          (II.19) 

 Avec         (II.20) 

et :         (II.21) 

Ceci nous donne pour G12: 

   (    (II.22) 

Les propriétés dans le plan jouent un rôle important dans les caractéristiques 

mécaniques des âmes en nids d’abeilles pour des applications aux plaques sandwiches. 

 
 

Figure II.4. Déformation en flexion et rotation des parois [HAR-08]. 

 

Pour les faibles densités relatives les modules de Young adimensionnel dans le 

plan pour les structures à cellules hexagonal, carrées et triangulaires peut être écrite 

comme suite :  
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Pour la cellule hexagonale [GIB-97]. 

          (II.23) 

 
Pour la cellule carrée [GIB-97]. 

           (II.24) 

Pour la cellule triangulaire [CHR-95] 

          (II.25) 

II.4.1.2. Propriétés hors plan  

Les propriétés concernées sont les suivantes: E3, G13, G23 et les coefficients de 

Poisson ν13 et ν 23 sont nécessaires pour décrire les déformations hors plan. 

 

a) Module d’élasticité E3 

Le module E3 est calculé en multipliant le module Es du matériau de base de la 

cellule par le rapport de la section de la cellule sur la surface totale de l’hexagone. 

 

        (II.26) 

 
Les coefficients de Poisson ν13 et ν23 sont supposés égaux au coefficient νs du 

matériau constituant le nid d’abeille. 

  ν31 = ν32 = νs          (II.27) 

La relation de réciprocité permet d’obtenir les 2 autres coefficients de Poisson:  

          (II.28) 

          (II.29) 

b) Modules de cisaillement transverses 

Le comportement du nid d’abeille en cisaillement transverse dépend des deux 

modules G13 et G23. La structure répétitive des nids d’abeilles a été exploitée pour 

estimer ces modules en fonction de la géométrie de l’alvéole. Il faut noter que lorsque 
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les faces inférieure et supérieure du nid d’abeille sont soumises à un déplacement 

relatif suivant une direction quelconque perpendiculaire à z, le champ de cisaillement 

est généralement hétérogène au sein de la paroi [ARB-09, HAR-08]. 

En utilisant les théorèmes de l’énergie, des bornes pour le module de 

cisaillement transverse sont proposées. La direction y constitue un cas particulier 

important pour lequel le cisaillement est nul dans les parois centrales et constant dans 

les parois inclinées. Dans ce cas, les bornes sont identiques et égales à la valeur du 

module dans le plan (y, z). En revanche, les bornes sont bien distinctes dans le plan (x, 

z). Les méthodes énergétiques permettent de trouver des bornes supérieure et 

inférieure. 

La borne supérieure se calcule en utilisant le théorème du travail maximal. Ce 

théorème indique que l’énergie de déformation, calculée à partir d’un champ de 

déplacement virtuel compatible avec les conditions aux limites, est supérieure à 

l’énergie utilisée par le champ de déplacement réel. 

II.5. Approche numériques 

L’objectif est la détermination des constants élastiques par une méthode 

d’homogénéisation numérique appliquée à l’échelle d’un volume élémentaire 

représentatif du nid d’abeille afin de comparer les résultats numériques avec ceux 

obtenus analytiquement. 

Neuf simulations sont nécessaires pour déterminer les neufs constantes: Trois 

simulations en traction simple, chacune permettra de calculer un module d’élasticité et 

deux coefficients de Poisson. Six simulations de cisaillement : Une pour chaque 

module de cisaillement. Il est important de bien définir les propriétés mécaniques d’un 

nid d’abeille liées à ses caractéristiques géométriques [YAN-03]. 

II.5.1. Volume élémentaire représentatif (V.E.R) 

Le V.E.R est nécessaire pour des raisons de temps de calcul et de puissance de 

calcul disponible, de réduire les modèles et donc d’utiliser les symétries du modèle.  

Dans le cas des structures en nids d’abeille régulières, le nombre de modèles pouvant 

être créés est très grand (abondant). Le choix des modèles retenus est guidé par les 

études et les simulations effectuées sur le nid d’abeille hexagonal par de nombreuses 
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équipes de recherche [CHE-11, BUA-03, HAR-08]. Le choix du V.E.R est dicté par le 

souci de comparaison et de vérification de nos résultats. Si on se réfère aux notations 

de la figure II.1, les caractéristiques géométriques des structures à cellules hexagonale, 

carré et triangulaires sont les suivantes: l = h = 5 à 7,5 mm avec un pas de 0,5 mm, t = 

0,075 mm et b = 8,8 mm. Le matériau de base des cellules est l’aluminium avec les 

caractéristiques mécaniques Es = 70 GPa, Gs  = 26,9 GPa,  ν = 0,34. 

II.5.2 Organigramme d’homogénéisation numérique 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Homogénéisation 

Volume Elémentaire Représentatif  VER-60 Cellule de 

Contrainte de cisaillement 

  avec i ≠ j ≠ k et i, j, k = 

x, y, z 

Déformations de cisaillement 

   i ≠ j 

Modules de cisaillement

Modèle Elément finis 60 cellules de NIDA, 9800 Eléments coques 

Homogénéisation des  

Simulation de Traction 

Homogénéisation des   

Simulation de 

Contrainte de traction   

  

Déformations    

  ;  

Modules d’élasticité   

     avec i = x, y, z 

Coefficient de poisson 

i ≠ j avec i j = x y
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II.5.3 Conditions aux limites et méthodes de calcul par éléments finis 

Le modèle de simulation des nida hexagonale, carrée et triangulaire (figure 

II.5), effectuées sur le code de calcul des structures ANSYS, prend en compte 60 

cellules maillées avec des éléments SHELL63 à 4 nœuds et 6 degrés de liberté par 

nœud. Le maillage choisi permet de ne pas alourdir le calcul tout en gardant une bonne 

précision sur les résultats. Chaque ligament contient 40 éléments, 10 suivant la hauteur 

et 4 suivant la longueur [CHE-11, BUA-03, ABB-09, HAR-08]. 

       

 

Figure II.5. V.E.R Pour les trois structures cellules régulières.  
(a) hexagonale, (b) carrée, (c) triangulaire. 
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Pour calculer les différents modules, un déplacement est imposé sur une face du 

V.E.R dans une direction donnée. Les symétries sont prises en compte au niveau des 

conditions aux limites. 

• La simulation d’une sollicitation de traction suivant une direction i (i = x, y, z) 

permet de déterminer les trois modules de d’élasticité E1, E2 et E3 et les six 

coefficients de Poisson (ν12, ν21, ν13, ν31, ν23 et ν32). 

• La simulation des sollicitations en cisaillement suivant les plans (x, y), (y, z) et 

(x, z) (deux simulations par plan) permet de déterminer les six modules de cisaillement 

G12, G 21, G 23, G 32, G 13, G 31 

• Cette méthode basée sur les efforts aux liaisons à partir d’un déplacement 

imposé permet par l’utilisation des lois de comportement de déduire les constants 

élastiques. 

 
(a) 

 
(b) 

 
Figure II.6. Conditions aux limites pour une simulation de traction dans le plan (x, y).  

(a) selon l’axe x, (b) selon l’axe y. 
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Trois simulations en traction permettent de déterminer les modules d’élasticité 

et les coefficients de Poisson. 

Dans le cas d’une traction uni-axiale, les modules d’élasticité sont pour i = x, y, z: 

           (II.33) 

Où la contrainte de traction est déduite à partir des efforts de liaisons: 

           (II.34) 

Fi est la force des réactions des nœuds du V.E.R. suivant la direction i (déduite à partir 

de la variation du déplacement ui imposé). S est la surface perpendiculaire au 

déplacement imposé ui. Les déformations, sont [BUA-03, ABB-09]: 

           (II.35) 

    i j, eti, j = x, y, z    s (II.36) 

i  est le déplacement (imposé) dans la direction i et li  la longueur avant la 

déformation du V.E.R dans la même direction de chargement. 

j  est obtenu par calcul de déplacement des nœuds de l’extrémité du V.E.R dans la 

direction j (transversale) et lj la longueur avant la déformation du V.E.R. 

 

Les coefficients de Poisson sont déterminés par la relation suivante: 

  =  i  j et i, j = x, y, z      (II.37) 

 

II.6.3.3 Calcul des modules de cisaillements Gij : 

De même, la détermination des modules de cisaillements Gij nécessite 

l’utilisation des lois de comportement élastique. Les simulations de cisaillement sont 

indispensables à la détermination de Gij, en bloquant les déplacements d’une face et en 

appliquant un cisaillement sur la face opposée (Figure II.7). La loi de comportement 

dans le cas d’une sollicitation de cisaillement est [CHE-11, ABB-09] : 

   i  j et i, j = x, y, z     (II.38) 
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Pour la contrainte de cisaillement:  

    i  j  k et i, j, k = x, y, z    (II.39) 

 

Et la déformation de cisaillement : 

   i  j     (II.40) 

Fi est la réaction des forces aux noeuds. 

 

Figure II.7. Principe de test de cisaillement.  
 

II.6. Résultats et discussion 

II.6.1. Module d’élasticité E1 et E2 

 La figure II.8 montre l’influence de l’arrangement géométrique sur les 

propriétés mécaniques, pour un rapport fixe entre l’épaisseur et longueur de la paroi 

(t/l = 0,2) pour les trois structures régulières carrées, triangulaire ou hexagonale. Sur la 

figure II.8 la structure à cellules triangulaires est plus raide par 12,5 fois comparons 

avec une structure à cellules hexagonale. Pour un rapport fixe entre l’épaisseur et la 

longueur de la paroi, la densité d’un nid d’abeilles triangulaires est trois fois plus 

grande que celle d’un nid d’abeilles hexagonal. Ce qui démontre bien l’influence de 
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l’arrangement géométrique sur le comportement des matériaux cellulaires. Les 

résultats pour les deux modules sont calculés par la méthode d’homogénéisation 

numérique et analytique. L’écart type entre les deux méthodes est de l’ordre 0,00063, 

0,0068 et de 0,0049 respectivement pour une structure à cellules hexagonale, 

triangulaire et carrée. Ces faibles écarts types démontrent bien la bonne concordance 

entre les résultats obtenus par la simulation numérique et l’homogénéisation 

analytique. 

 
(a) 

 
(b) 

Figure II.8. Module de Young pour les trois structures régulières pour un rapport fixe entre 
l’épaisseur et la longueur de la paroi (t/l = 0,2). (a) E1/Es,  (b) E2/Es. 
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 La figure II.9 représente la distribution du champ de contrainte σx en Pa dans 

les parois d’un V.E.R simulé en traction pure. 

 

Figure II.9. Distribution du champ de contrainte dans le V.E.R d’une structure à 
cellules hexagonales (chargement suivant l’axe x). 

 

 Le champ de contrainte σy pour un nid d’abeille hexagonal sollicité en traction 

est représenté sur la figure II.10, où l’axe de chargement est y. 

 

Figure II.10. État de la contrainte σy dans le V.E.R d’une structure à cellules 
hexagonale (l’axe de chargement est y). 
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II.6.3. Calcul du module d’élasticité E3 

Pour calculer le Module de Young hors plan on peut utiliser la même 

méthodologie de calcul (conditions aux limites et formulation). Un déplacement 

suivant l’axe z de 1 mm a été imposé sur la face supérieure, et aussi tous les 

déplacements sont ploqués au niveau de la face inférieure (Figure II.11). 

 

Figue II.11  Conditions aux limites pour une traction suivant la direction z 
 

Le calcul du module de Young hors plan se fait par l’intermédiaire de la relation 
suivante : 

3
z

z
E σ

ε
=         (II.40) 

 
Le champ de contrainte σz est représenté dans la figure II.12.  

 

Figure II.12.  État de la contrainte dans le V.E.R d’une structure à cellules hexagonales 
(chargement suivant l’axe z). 

 
 



Chapitre II : Homogénéisation analytique et numérique des nids d’abeilles  
 

56

II .6.4 Modules de cisaillement G12 

 La détermination des modules de cisaillement G12 est effectuée en imposant un 

déplacement dans un plan (x, y). La méthode de détermination des modules consiste à 

bloquer en translation la face inferieure et on appliquer un déplacement à la face 

supérieure du V.E.R (Fig. II.7). 

 La figure II.13 représente l’état de contrainte de cisaillement τxy dans le V.E.R.  

 
Figure II.14. État de la contrainte de cisaillement dans le V.E.R d’une structure à 

cellules hexagonales. 
  

 Les figures II.15, II.16 et II.17 représentent respectivement l’évolution des modules 

de Young sans dimension E1, E2 et E3 en fonction de la densité relative par la méthode 

analytique de Gibson et Ashby, comparé à ceux obtenus par l’approche numérique du 

présent travail. Les résultats obtenus par ANSYS montrent une bonne concordance 

avec les résultats analytique. L’évolution des modules de Young E1, E2, en fonction de 

la densité relative est du type puissance alors que celle de E3 et de type linéaire.  Les 

évolutions des modules E1, E2, et E3 pour les cellules régulières peuvent être déterminé 

par les formules: 

          (II.41) 
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           (II.42) 

Où           (II.43) 

E1 = 1,5Esρ*3   R2 = 1

E1 = 0,35Esρ*2,6787 R2= 0,9677
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Figure II.15. Évolution du module de Young E1 en fonction de la densité relative. 

E2 = 1,5Esρ*3    R2 = 1

E2= 0,11Esρ*2,3728     R2 = 0,9621
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Figure II.16 Évolution du module de Young  adimensionnel E2  

en fonction de la densité relative. 
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E3= Esρ*   R2 = 1

E3= Esρ*  R2 = 0,9945
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Figure II.17. Évolution du module de Young E3 en fonction de la densité relative. 

 

 L’évolution du module de cisaillement G12 en fonction de la densité relative est 

représentée dans la figure II.19. Les résultats de l’approche numérique obtenus par le 

code de calcul des structures ANSYS montrent une bonne concordance avec la 

modélisation analytique. L’évolution de module de cisaillement G12 pour les cellules 

régulières sans dimension s’effectue selon la formule: 

         (II.44) 
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G12= 0,375Esρ*3 R² = 1

G12 = 0,2Esρ*2,864 R² = 0,997
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Figure II.18. Évolution du module de cisaillement G12 en fonction de la densité relative. 

 
 De la même manière les figures II.19 et II.20 représentent le comportement des 

modules de Young adimensionnel en fonction de la densité relative dans le plan pour 

des structures à cellules carrées et triangulaires respectivement. Les résultats obtenus 

pour les mêmes rapports de densité relative, les deux méthodes d’homogénéisations 

analytique et numérique montrent que la structure à cellules triangulaire présente un 

module plus élevé. Rappelons que la densité d’une structure à cellules triangulaires est 

trois fois plus grande comparativement à une structure à cellules hexagonale, 

pratiquement si on utilise la même densité relative on aura une taille du ligament 

divisé par trois pour la cellule triangulaire cela conduit à avoir des poutres (ligament) 

plus raide. Le tableau II.2 suivant illustre les formules pour les densités relatives de 

chaque type de structure. 

 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre II : Homogénéisation analytique et numérique des nids d’abeilles  
 

60

Tableau II.2. Les principales formulations pour les trois structures à cellules 
régulières. 

 

Structure à cellules Densité relative Module de Young  
adimensionnel E/Es 

hexagonale 
 

 

carrée 
 

 

triangulaire 
 

 
 

 
(a) 

 
(b) 
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Figure II.19. Évolution du module de Young adimensionnel en fonction de la densité relative 
pour une structure à cellules carrées. (a)E1/Es, (b) E2/Es. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figure II.20. Évolution du module de Young adimensionnel en fonction de la densité relative 
pour une structure à cellules triangulaires. (a)E1/Es, (b) E2/Es. 

 

II.7. Conclusion 

 

 Dans ce chapitre est montré les différentes méthodes de calcul d’homogénéisation 

analytique et numérique des nids d’abeille ayant la forme hexagonale, carrée et 

triangulaire. Les résultats obtenus par les deux méthodes analytique et numérique sont 
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en bonne concordance pour les différents modules d’élasticité et de cisaillements ainsi 

que des différents coefficients de Poisson. De plus, les principales conclusions de ce 

chapitre sont les suivants : 

 

• Les structures à cellules triangulaires montrent un module adimensionnel plus 

élevé jusqu’à un rapport de 12,5 fois comparé a celui obtenu pour des structures 

à cellules hexagonale avec un rapport fixe entre la taille du ligament et 

l’épaisseur de la paroi ; 

• Pour un rapport fixe entre l’épaisseur et la longueur de la paroi, la densité d’un 

nid d’abeilles triangulaires est trois fois plus grande que celle d’un nid 

d’abeilles hexagonales.  

• Le choix de la structure à cellules hexagonales pour les applications aux 

panneaux sandwiches est guidé par sa forte porosité et aussi le rapport le plus 

élevé entre la densité relative et le module adimensionnel. A titre d’exemple 

pour (t/l = 0,2) le module adimensionnel d’un nid d’abeille hexagonal est égale 

à E/Es = 0,0178 avec une densité relative égale à 0,23 ceci donne un rapport 

égale à 12,95. Par contre la structure à cellules triangulaire pour t/l = 0,2 donne 

un module adimensionnel égale à E/Es = 0,226 avec une densité relative de 0,69 

ceci conduit à un rapport égale à 3. 

• La bonne concordance montre les résultats analytique et numérique conduit à 

pouvoir employer cette dernière pour la détermination des propriétés élastiques 

d’une structure à cellules irrégulières qui va être présenté dans le chapitre III. 
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Chapitre III 

 

Propriétés mécaniques dans le plan des novelles cellules convexe et 

Auxetique (Voronoï) 
 
 
 
 
III.1 Introduction 

L’objectif de ce chapitre est de présenté la méthode développée pour la mise au 
point de la géométrie et la création de nouvelles cellules Voronoï convexe et auxétique 
ayant des topologies diverses que celle rencontré dans la littérature. Le comportement 
mécanique de la cellule irrégulière proposée est obtenu par la technique 
d’homogénéisation numérique on utilisant le code de calcul de structures ANSYS, dont 
les ligaments de la cellule proposée sont considérés comme des poutres de Timochenko. 
Ce contenu de ce chapitre a fait l’objet d’une publication international [BOU-12]. 
 

III.2. Construction de la nouvelle cellule hexagonale 

III.2.1 Topologie convexe 

La cellule nids d’abeilles irrégulière (Voronoï) connue dans la littérature est basée 

sur la soustraction des segments perpendiculaires à la base de chaque triangle formé par 

les trois points adjacents dans un champ de points placés d’une façon aléatoire dans le 

plan (x, y) présenté dans la figure III.1a et utilisé par plusieurs auteurs tel que [GIB-97], 

[SIL-95]. Généralement ces points indiquent les centres des cellules Voronoï, alors que la 

nouvelle cellule Voronoï proposée dans ce travail est basée sur l’utilisation des centres 

des triangles (Figure III.1b). Les cordonnées des coins de la nouvelle cellule sont 

déterminées par le modèle mathématique présenté dans ce travail. Dans le but 

d’implémenter ce modèle nous avons fait les hypothèses simplificatrices suivantes:  

 

1- Les points sont placés de façon aléatoire dans le plan (x, y). 
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2- Chaque ligne de ces points doit être parallèle à un axe similaire dans le plan 

quelconque x1, y1 (Figure III.1b). 

 

 
(a)       (b) 

 
(c)       (d) 

  

Figure III.1. a) Diagramme Voronoï utilisé pour construire la cellule Voronoï classique [SIL-
95], b) triangulation de Delaunay, (c) Coordonnées des coins de la nouvelle cellule irrégulière 

Voronoï dans le plan xy, d) Diagramme de la nouvelle cellule présentée dans ce travail. 
 

Dans la triangulation de Delaunay les deux triangles voisins construisent un 

losange, du point de vue matriciel ce losange correspond a une case (i, j). 
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Le modèle mathématique ci dessous calcule les centres de deux triangles voisins de 

la même case (i, j) figure III.1c. Ces centres formeront les sommets de l’hexagone qui 

matérialise la cellule proposée. 

 

),(),(
),(),(),(inf jicjia

jibjidjix
−
−

=Δ

 

),(),(),(),( infinf jibjixjiajiy += ΔΔ                                     III .1 

  ),(),(
),(),(),(sup jigjie

jifjihjix
−
−

=Δ

 

),(),(),(),( supsup jihjixjiejiy += ΔΔ  

 

Où : x∆inf,  y∆inf  et x∆sup et y∆sup représentent respectivement les cordonnées du centre du 

triangle inférieur et supérieur dans le plan (x,y) pour la même case (i,j). 

 

Les matrices a(i, j), b(i, j), c(i, j), d(i, j), e(i, j), f(i, j), h(i, j),et g(i, j) sont calculées 

comme suit :    
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Le diagramme de la nouvelle cellule est conçu selon la séquence suivante :  

• Le centre de triangle inferieur de la case (i, j) est raccordé avec le centre de triangle 

supérieur de la même case (i, j) ; 

• Le centre de triangle supérieur de la case (i, j) est raccordé avec le centre de 

triangle inferieur de la case (i, j+1). 

• Le centre de triangle supérieur de la case (i, j) est raccordé avec le centre de 

triangle inferieur de la case (i+1, j) comme le montre la figure III.1d. 

 

 La figure III.2 montre clairement que la nouvelle cellule est différente par apport à 

la cellule Voronoï classique, sachant que les deux digrammes utilisent le même champ 

des points. 
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Figure III.2. (a) Cellules obtenues par le diagramme du présent travail,  

                           (b) Cellules obtenues par le diagramme de Voronoï classique. 

(a) 

(b) 



Chapitre III. Propriétés mécaniques dans le plan des novelles cellules convexe et Auxetique (Voronoï)                  69

 

III.2.2 Topologie Auxétique (a coefficient de Poisson négatif) 

J justifie Il est possible de créer des cellules réentrante Voronoï irréguliers (Figure 

III.3), qui pourrait fournir un coefficient de Poisson négatif (comportement auxétique) 

[BOU-12]. Dans ce cas, la première partie de l'équation III.2 doit être transformé en:  

       III.3 

 

 

Figure III.3. Structures cellulaires réentrante Voronoï irrégulières proposé. 

 

La quantité de a (i; j) est dépendante du facteur k, où ce facteur est utilisé pour 

modifier la position du centre de gravité du triangle inferieur dans le diagramme proposé. 

Pratiquement pour k compris entre 0,5 et 0,8 les structures cellulaires Voronoï générées 

n’ont pas vraiment un comportement auxetique (Figure III.4), alors que pour k = 1 les 

structures cellulaires réentrante Voronoï irrégulières générées ayant généralement un 

coefficient de Poisson négative d’environ -0,3. Pour que les ligaments de la cellule 

Voronoï réentrante restent sans contact géométrique la valeur maximale du facteur k doit 

être au maximum égale à 1,110, Cette valeur limite de k est utilisée tout long des 
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simulations effectuées. Il a été démontré qu’un coefficient de k égal à 1,115 conduit à un 

contact géométrique entre les ligaments (Figure III.4). 

 

   
 

k = 0,6                                    k = 0,7                                    k = 0,8 

  

          
 

                k = 0,9                      k = 1                      k = 1.115(contacte géométrique) 

 

Figure III.4. Variation des formes cellulaires en fonction de k. 
 

III.3 Approche numérique 

Les structures nids d’abeilles Voronoï proposées sont générées par MATLAB, puis 

exporté vers le code de calcul des structures ANSYS. Chaque ligament est considéré 

comme une poutre de Timoshenko, la totalité de la structure est maillée en 2D par 

l’élément BEAM3 d’une section rectangulaire et une épaisseur uniforme t = 1 mm, cet 
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élément possède trois degrés de liberté : deux degrés de translation selon les axes x et y, et 

une rotation dans le plan autour de l’axe z. L’étude de la convergence permet de diviser 

en cinq éléments les ligaments de chaque cellule. 

Dans le plan de base de la structure, trois simulations à deux dimensions ont été 

nécessaires pour déterminer les cinq constantes élastiques [ZHU-97, LI-05] et qui sont : 

• Deux simulations de traction simple, permettant chacune de calculer un module 

d’élasticité et un coefficient de Poisson (E1, E2, ν12 et ν21); 

• Une simulation de cisaillement dans le plan (x, y) afin de déterminer le module de 

cisaillement (G12). 

 

III.3.1Conditions aux limites 

III.3.1.1Traction uni-axial 

Nous avons accompli des simulations de tractions uni-axiales pour les nouvelles 

cellules Voronoï proposée. La figure III.5 montre les conditions aux limites pour un essai 

de traction uni-axial dans la direction x d’une structure cellulaire irrégulière Voronoï 

proposée. Les conditions aux limites utilisées pour les simulations de tractions uni-axiales 

sont similaires à celle utilisé par Silva et al et Scarpa et al [SIL-95, SCA-00]. Les 

contraintes de traction σx et σy sont obtenues par la sommation des contraintes dans 

chaque nœud. Le module de Young sans dimension dans le plan est calculé par la loi de 

Hooke :  

 

                                                                  III.4 

Où : Ex/Ec et Ey/Ec sont les modules de Young adimensionnel dans le plan selon les 

directions x et y respectivement. 

Ec représente le module de Young du matériau de base des cellules. 
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Figure III.5. Conditions aux limites d’une simulation de traction uni-axiale effectuée sur 
une nouvelle cellule Voronoï proposée. 

 

La déformation transversale εyy homogène est obtenue par le calcul du 

déplacement des nœuds m et n suivant la relation III.5. 

                                                                                                      III.5 

 

La déformation dans le sens de traction est calculée par l’équation III.6 : 

                                                                                                    III.6 

Lx et Ly sont respectivement la longueur et la largeur de la structure cellulaire Voronoï 

proposée. 

 

Les coefficients de Poison νyx et νxy deviennent : 

ux
J – ux

I = εxx ( x1
J -x1

I ) 

 

uy
J = uy

I = 0 
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            III.7 

 
               

Les rotations des ligaments dans le plan sont nulles. 

 

III.3.1.2 Cisaillement pur d’une structure cellulaire 

Le module de cisaillement dans le plan à été calculé à l’aide d’un chargement bi-

axial appliqué à la fois au coté supérieur et au coté droit de la structure cellulaire Voronoï 

comme le montre la figure III.6 [BOU-12] ; où ux et uy représentent respectivement un 

chargement de compression selon l’axe x et y. 

 

 

Figure III.6. Principe de la simulation du test de cisaillement  
par un chargement bi-axial. 

uy 

ux
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Les réactions des forces Fx et Fy sont utilisées pour extraire le module de 

cisaillement par la relation suivante :  

        III.9 

Où : Lx et Ly sont les dimensions de la structure simulé selon l’axe x et y respectivement, b 
est l’hauteur de la cellule selon l’axe z. 

 

Il est important de signaler que les simulations de traction et de cisaillement sont 

effectuées cinq fois sur des structures ayant la même densité relative afin de présenter 

dans nos résultats les dispersions (aro-barre). Le matériau de base des cellules Voronoï 

(l’aluminium) est considéré comme un matériau ayant un comportement linéaire élastique 

isotrope. 

 

III.4 Densité relative de la nouvelle cellule Voronoï proposée 

De manière générale, le paramètre le plus important qui contrôle les propriétés 

mécaniques est la densité relative (ρ/ρc), où ρ désigne la densité moyenne de la structure 

cellulaire et ρc densité sans pores c'est-à-dire matériau de base des cellules. La densité 

relative de la nouvelle cellule Voronoï est considérée comme étant la somme suivante 

[BOU-12]: 

        III.10  

 

Où li : est la taille du ligament pour chaque cellule irrégulière. 

 

 La relation III.10 a été aussi utilisée par [FAZ-02] dans le cas d’une cellule 

Voronoï classique. 
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L’allure du comportement de la densité relative (ρ/ρc) en fonction du nombre de 

cellules (Nc), présenté dans la figure III.7, peut être d’écrite par le polynôme d’ordre 2 

suivant :   ) avec un coefficient de 

corrélation R2 = 0,91. Le nombre de cellules (Nc) dans un volume élémentaire 

représentatif d’une structure cellulaire est fortement influencé par les angles Φ et ψ, 

représentant les cosinus directeurs des axes x1 et y1 du plan quelconque avec le système de 

coordonnées cartésiennes, de la manière suivante :   Pour  

 

 

Figure III.7. Variation de la densité relative (ρ/ρc) en fonction du nombre des cellules 
(Nc) dans la totalité de la structure. 
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III.5 Résultats et discussions 

III.5.1 Topologie convexe 

La figure III.8 montre la variation des modules adimensionnels E1/Ec et E2/Ec en 

fonction de la densité relative ayant des tendances d’une loi exponentielle ce qui est en 

bon accord avec le modèle général de la cellule régulière classique qu’on trouve dans la 

littérature [GIB-97]. Ces modules varies selon les équations suivantes :  

et   , avec C1 = 2,4 et C2 = 2,64 avec un coefficient de corrélation R2 = 

0,94 pour les deux courbes (Figure III.8). Ces formules sont valable pour une densité 

relative comprise entre 0,10 <ρ/ρc < 0,16. L'écart type moyen pour le module non 

dimensionnel E1/Ec = 0,00055 tandis que pour le module de Young E2/Ec = 0,009. C'est 

important de noter que Fazekas et al [FAZ-02] ont identifié des valeurs de C1 et de C2 

s'étendant entre 2,55 et 2,75 pour les intervalles semblables de densité relative 0,05 <ρ/ρc 

< 0,3. 

 
Figure III.8. Evolution du Module de Young sans dimension E1 /Ec et E2 /Ec en fonction 

de la densité relative pour la configuration convexe. 
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La configuration convexe décrite dans cette thèse montre une raideur plus élevée 

par rapport à la configuration hexagonale régulière ayant une relation de puissance en 

fonction de la densité relative   [GIB-97]. 

Le coefficient du Poisson ν12 de la nouvelle cellule proposée présente une faible 

variation en fonction de la densité relative, avec une valeur moyenne égale à 0,55 (figure 

III. 9). Alors que le coefficient du Poisson ν21 dans le plan présente une légère diminution 

avec l’augmentation de ρ/ρc. Par exemple pour ρ/ρc égale à 0,09 la valeur moyenne du ν21 

est égale à 1,11, et pour une densité relative élevée ρ/ρc égale à 0,156 le coefficient de 

Poisson prend une valeur moyenne égale à 0,92. Dans le plan d’un nid d’abeille 

hexagonale régulier les deux coefficients du Poisson sont égaux à 1 (ν12 = ν21 = 1), ceci 

est dû à la déformation des ligaments en flexion seulement [GIB-97]. Alors que les 

valeurs inférieures à 1 peuvent être prévues en considérant la déformation axiale, 

transversale et de cisaillement des ligaments [SCA-00]. La cellule irrégulière Voronoï 

classique montre dans le plan des coefficients du Poisson ν12 = ν21 = 0,99 pour une densité 

relative égale à 0,1 [ZHU-01]. 

 
Figure III.9. Variations des coefficients du Poisson dans le plan de la nouvelle cellule 

Voronoï irrégulière proposée. 
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Le module de cisaillement adimensionnel, G12/Ec montre une tendance similaire à 

celui du nid d'abeilles hexagonale à coté régulier [GIB-97] ou Voronoï classique [ZHU-

97, LI-05]  . La nouvelle cellule Voronoï proposée représente un 

module de cisaillement adimensionnel ( ) plus élevé par apport à la 

cellule Voronoï irrégulière classique et aussi à la cellule hexagonale d’environ 10% 

(Figure III.10). 

 

 

Figure III.10. Evolution du module de cisaillement adimensionnel G12/Ec en fonction de 
la densité relative pour la nouvelle cellule Voronoï proposée, la cellule hexagonale à coté 

régulier et Voronoï classique. 
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III.5.2 Topologie des nids d’abeilles réentrante proposée 

La topologie réentrante (auxétique) des nids d’abeilles irrégulière proposée montre 

une dépendance linéaire des modules dans le plan adimensionnels en fonction de la 

densité relative pour ρ/ρc  comprise entre 0,10 < ρ/ρc  < 0,24 (Figure III.11). Le module 

de Young adimensionnel E1/Ec est décrit par une relation de type linéaire 

 avec un coefficient de corrélation  R2 = 0,92. De la même 

marinière le module de Young adimensionnel E2/Ec se comporte comme E1/Ec par une 

tendance linéaire E2/Ec  

   avec un coefficient de corrélation R2 = 0,92. Les écarts 

types moyens de E1/Ec et E2/Ec sont de l’ordre de 0,007. Les résultats obtenus montrent 

que la cellule irrégulière auxétique proposée dans cette thèse est deux fois plus rigide par 

rapport à la nouvelle cellule Voronoï convexe proposée. Ces résultats sont importants car 

les configurations centrosymétriques de la cellule en nid d'abeilles auxétique présente un 

module de Young dans le plan plus élevé par rapport à la cellule nid d’abeilles 

hexagonale. D'ailleurs, les cellules centrosymmetriques réentrante régulières seulement le 

module de Young dans le plan E1 montre cette élévation [SCA-00]. 
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Figure III.11. Evolution du Module de Young sans dimension E1/Ec et E2/Ec en fonction 

de la densité relative pour la configuration réentrante. 
 

La figure III.12 représente le module de cisaillement adimensionnel de la nouvelle 

cellule irrégulière réentrante proposée. Les résultats obtenus montent que le module de 

cisaillement adimensionnel dans le plan en fonction de la densité relative a le même 

comportement que les modules de Young adimensionnel pour ce type de structures. La 

dépendance du module de cisaillement est aussi de type linéaire et peut être d’écrite 

comme suit :   avec un coefficient de corrélation R2 = 0,97. 

Ce genre de structures est sensiblement moins rigide en cisaillement. Par exemple 

pour ρ/ρc égale à 0,14, la topologie auxétique fournit un module adimensionnel de 

cisaillement plus faible par 3,5 fois par rapport à la topologie convexe étudie dans cette 

thèse. Alors qu’elles représentent une rigidité inférieure de 2,4 et 2,6 fois par apport à la 
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cellule Voronoï classique et la cellule régulière hexagonale respectivement. De plus, cette 

cellule auxétique proposée montre une rigidité plus élevée par rapport à la cellule de 

chirale pour les faibles densités relatives [SPA-12].Par exemple pour une densité relative 

de 3,5 % le module de cisaillement de la novelle topologie auxétique Voronoï proposée 

est plus rigide der deux fois par rapport à une cellule type chirale créée par un rapport de 

L/R = 0,2 ; où L et R sont respectivement la taille du ligament et le rayon de la cellule. 

Cependant, pour la configuration chirale avec une topologie très mince (L/R → 1) et avec 

le nid d'abeilles hexachiral montrant un module adimensionnel de cisaillement jusqu'à 78 

fois plus haut [SPA-12]. 

 

 
Figure III.12. Evolution du module de cisaillement adimensionnel G12/Ec en fonction de 

la densité relative de la nouvelle cellule Voronoï auxétique proposée. 
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III.5.3 Mécanismes de déformation  

Les structures cellulaires Voronoï convexe proposée montrent un mécanisme de 

déformation complexe quand la structure est chargée en traction monotone (Figure 

III.13). Les ligaments horizontaux se déforment par étirement, par contre les ligaments 

verticaux se déforment par la flexion. Si les ligaments se déforme en flexion pur on peut 

voir un exposant égale à trois comme le montre le modèle de Gibson et Ashby dans le cas 

d’une cellule hexagonale régulière (ρ/ρc)3 [GIB-97]. Une similaire d’analyse effectuée par 

[FAZ-02] pour les cellules irrégulières Voronoï classique, les deux exposants 2,4 et 2,6 

obtenus dans nos résultats correspondent aux modules d’élasticités dans le plan 

confirment l’existence d’une déformation complexe (étirement et flexion des ligaments 

simultanément). 

 

Figure III.12.  Mécanismes de déformation de la nouvelle structure cellulaire Voronoï 
irrégulière chargé selon l’axe x. 
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III.6 Effet de forme (topologie) 

La topologie, c’est un paramètre essentiel aussi et joue un rôle plus important que 

la densité relative [ZHU-01] car les nouvelles structures cellulaires proposées en une 

dépendance avec les deux cosinus directeurs des axes x1 et y1 du plan quelconque (Φ et 

ψ). Nous avons étudié l’influence de la forme des cellules sur les propriétés élastiques 

dans le plan (x, y) en jouent sur ces deux angles dans le modèle mathématique développé. 

La figure III.13 représente quelques exemples de structures générées par le même champ 

de points. 

          
(a)                                                                  (b) 

         
(c)                                                                  (d) 

Figure III.13. L’influence de deux cosinus directeurs (Φ et ψ)  des axes x1 et y1 du 
plan quelconque sur la forme des cellules proposée par l’utilisation d’un même champ 

de points : (a) Φ = ψ = π/6, (b) Φ = ψ = π/8, (c) Φ = ψ = π/10, (d) Φ = ψ = π/12. 
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 Les mêmes propriétés mécaniques dans le plan étudiés dans le cas de l’effet de 

densité des cellules convexe et auxétique seront déterminées dans le cas de l’effet de 

forme. Nous considérons ici deux paramètres qui sont l’épaisseur des parois de la cellule 

et la densité relative dans le but d’avoir l’influence de la topologie sur les coefficients de 

Poisson ν12 et ν21 dans le plan. Les figures III.14a et 14b montrent l’influence de deux 

cosinus directeurs (Φ et ψ) des axes x1 et y1 du plan quelconque sur les modules de Young 

adimensionnels avec une épaisseur constante, et une densité relative constante ρ/ρc égale à 

0,2. Pour les deux cas, les deux modules adimensionnels dans le plan sont fortement 

influencés par une dépendance décroissante similaire. L’allure des courbes des 

figures III.14a et III.14b nous permet d’écrire les deux modules adimensionnels en 

fonction de ψ et Φ sous une forme linéaire comme suit :  

 , (avec une épaisseur des parois des cellules constante) 

 ,  (avec une densité relative constante). 

 

 Le module de cisaillement adimensionnelle dans le plan G12/Ec en fonction de deux 

cosinus directeurs Φ et ψ (Figure III.15), se comporte comme le module de cisaillement 

adimensionnelle G12/Es en fonction de la densité relative, par une évolution de puissance 

de la forme  avec . 
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Figure III.14. Influence des deux cosinus directeurs (Φ et ψ)  des axes x1 y1 du plan 
quelconque sur les modules adimensionnels E1/Ec et E2/Ec pour la nouvelle cellule 

convexe proposée : (a) épaisseur des parois des cellules constante, (b) densité relative 
ρ/ρc constante. 

 

(a) 

(b) 
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Figure III.15. Influence des deux cosinus directeurs (Φ et ψ)  des axes x1 et y1 sur le 
module de cisaillement adimensionnel G12/Ec avec une densité relative constante.  

 

 Les deux coefficients de Poisson ν12 et ν21, de la nouvelle cellule Voronoï convexe 

proposée, diminue linéairement avec l'augmentation des deux cosinus directeurs (Φ et 

ψ). Pour les deux paramètres t et ρ/ρc les résultats obtenus montre que les coefficients 

de Poisson dans le plan dépendent uniquement de la forme des cellules (Figure III.16). 

Nous rappelons aussi que le nombre de cellules dans le volume élémentaire 

représentatif dépond aussi de ces deux cosinus directeurs. 
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Figure III.16. Influence des deux cosinus directeurs sur les coefficients du Poisson 

ν12 et ν21 dans le plan. 
 

III.7 Conclusion 

 

Dans ce chapitre est proposé une nouvelle méthode originale de conception des 

nids d’abeille hexagonale a cotés irrégulier (Voronoi) type convexe ayant un coefficient 

de Poisson positif et Auxetique à coefficient de Poisson négatif. Les principales 

conclusions de ce chapitre sont comme suit : 

- Les deux structures cellulaires Voronoï proposé dans ce travail, établit différent 

modules de rigidité et coefficients de Poisson dans le plan. La topologie convexe montre 

une rigidité plus élevée par rapport aux topologies hexagonale régulière et Voronoï 

classique. 
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- Les deux coefficients de Poisson ν12, et ν21 dans le plan de la topologie convexe 

proposé présentent une relation décroissante avec la forme des cellules obtenue par les 

deux cosinus directeurs. En d’autres termes ces deux coefficients de Poisson tendent à 

diminuer linéairement avec l'augmentation des deux cosinus directeurs (Φ et ψ). 

- Les résultats obtenus montrent que la cellule irrégulière auxétique proposée dans 

ce travail de thèse est plus rigide de deux fois par rapport à la nouvelle cellule Voronoï 

convexe proposée. 

- Les structures cellulaires Voronoï proposée montrent un mécanisme de 

déformation complexe (une combinaison entre la flexion et l'étirement des ligaments). 
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Chapitre IV 

 

Investigation expérimentale et validation numérique 
 
 
 
 

IV.1 Introduction 

Dans ce chapitre une étude expérimentale est réalisée dans le but de contrôler le 

comportement mécanique de diverses topologies, basées sur la nouvelle cellule produite 

par la technique de prototypage (impression 3D). L’analyse des résultats expérimentaux 

obtenus puis traités par la technique de corrélation d’images permet d’identifier les 

coefficients de Poisson ν12 et ν21 dans le plan pour les trois topologies fabriquées.  Dans 

un second temps, ces résultats expérimentaux seront confrontés à ceux obtenus 

numériquement par éléments finis. 

La corrélation d'images est une technique expérimentale utilisée en mécanique, en 

science des matériaux et en mécanique des fluides, afin de mesurer les champs des 

déplacements et d’en déduire celui des déformations [PAN-11, TAN-12, EIT-10]. 

Contrairement aux moyens de mesures traditionnels (extensiomètres à jauges de 

déformation) qui donnent des valeurs moyennées en un point, la corrélation d'images 

permet d'accéder à des champs de valeurs. Le développement rapide des appareils photos 

et des caméras CCD donne accès à une grande quantité d’informations. En effet, chaque 

pixel du capteur apporte une information codée sur un nombre de bits définis par la 

sensibilité du capteur (typiquement 8, 12 et 16 bits). 

 

IV.2 Technique expérimentale 

IV.2.1 Préparation des échantillons 

Les structures en nids d’abeille Voronoï testées ont été fabriquées à l’université de 

Bristol à l’aide d’une  machine de prototypage rapide via modélisation par dépôt de fil en 
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fusion déposant par couches successives un fil fondu d’ABS (FDM Fusion Deposition 

Molding).  Les éprouvettes sont de forme carrée de dimension 130 × 130 mm, la hauteur 

des parois des cellules est de 3 mm, la taille minimale des ligaments des cellules est de 5 

mm, et leur épaisseur est de 1 mm. Les figures IV.1 et IV.2 représentent les trois 

topologies fabriqué et tester. Les configurations Voronoï convexes ayant respectivement 

des coefficients de Poisson ν21et ν12 maximale et minimal positif (Figure IV.1a et 

IV.1b), et une topologie a coté rentrant (Figure III.2) dont le coefficient de poisson est 

négatif (auxétique). Le matériau de base des éprouvettes est un polymère ABS-M30 

utilisé pour créer des prototypage par la technique de fabrication numérique 3D. Les 

propriétés mécaniques de ce type de polymère sont regroupées dans le tableau IV.1. 

 

Tableau IV1 Propriétés mécaniques du polymère ABS-M30 utilisé pour la fabrication 
des éprouvettes Voronoï testées [WEB]. 

 

Propriétés mécaniques Norme utilisée pour le test Valeur 

Contrainte à la traction ASTM D638 36 MPa 

Module de Young en traction ASTM D638 2,413 GPa 

Déformation à la traction ASTM D638 4 % 

Contrainte à la flexion ASTM D790 61 MPa 

Module de Young en Flexion ASTM D790 2,317 MPa 
 

Les éprouvettes Voronoï fabriquées sont de couleur blanche jaunâtre puis elles 

sont peintes par une couleur grise mat pour une meilleure visualisation avec la caméra 

CCD. A titre d’exemple la figure IV.3 représente la configuration de la figure 1 à sont 

état originale de fabrication. 
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(a) 

  
(b) 

Figure IV.1. Configuration Voronoï convexe a coefficient de Poisson positif; a) structure  
créer pour Φ = π/4 et Ψ = π/4 ; b) structure créer pour Φ = 0 et Ψ = π/4. 
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Figure IV.2. Configuration Voronoï auxétique a coefficient de Poisson négatif créé pour Φ = 0 
et Ψ = π/4. 

 

Figure IV.3 : éprouvette obtenue après le prototypage (clouer blanche). 
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IV.2.2 Equipement expérimental 

Les essais de traction monotone ont été réalisés sur une machine de traction 

INSTRON de 5 kN (Figure IV.4), la vitesse d’essai est réglé à 2 mm/min, le suivi des 

déplacements par un extensomètre vidéo permet de calculer le coefficient de Poisson 

dans le plan en utilisant la technique de corrélation d’images ISTRA 4D. Chaque type de 

structure est testé dans les directions x et y. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.4. Equipement expérimental. 

 

IV.2.3 Post traitement des images 

La précision des mesures obtenues dépend en grande partie des paramètres et des 

algorithmes utilisés dans le logiciel de corrélation ISTRA 4D. Dans le cas contraire, un 

 
Caméra CCD 

Machine d’essai 
INSTRON 

Eprouvette d’essai 
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choix inadapté génère des erreurs de corrélation ou du bruit sur les mesures. Le nombre 

de ces variables (paramètres et algorithmes) est lié au logiciel utilisé. Dans la présente 

étude, l’option pour le logiciel ISTRA 4D nous donne le choix entre deux algorithmes de 

corrélation. 

Choix de l’algorithme de corrélation 

Le principe de corrélation est basé sur l’analyse des images enregistrées pendant 

l’essai. L’image enregistrée à un instant ti est comparée à une image de référence et en 

déduire les transformations [BRY-12, KHA-12]. Les deux algorithmes disponibles 

permettent de choisir l’image de référence ; soit on se réfère à la première image (instant 

t0) et ceci dans l’algorithme en utilisant la description lagrangienne absolue, soit on se 

réfère à l’image précédente (instant ti-1) et nous seront dans l’algorithme utilisant la 

description lagrangienne relative [ZHO-12]. 

Dans cette recherche, nous avons opté pour l’algorithme qui utilise comme image 

de référence celle enregistrée à l’instant t0 (Lagrangienne absolue).  Cela permet d’utiliser 

une image de référence sans transformation et donc d’éviter de cumuler les éventuelles 

erreurs et bruit de mesure (contrairement à l’autre algorithme). Cependant, pour que ce 

choix reste avantageux, il est nécessaire que les transformations soient correctement 

discrétisées lors de l’essai. Sinon, il y aurait un risque de ne pas pouvoir corréler les 

images et donc de perdre (temporairement ou définitivement) des données sur la 

transformation.  Le second algorithme étant moins sensible à ce phénomène à cause de la 

courte durée de la période de calcul des transformations. 

 

IV.3 Investigation Numérique 

Dans ce travail, tous les modèles numériques sont développés en utilisant le code 

commercial ANSYS v.10.0.  La simulation des essais de traction dans le plan est réalisée 

en modélisant la totalité des trois structures développées (en 2D). Les structures sont 

maillées par l’élément de maillage PLAN82, cet élément à huit noeuds ayant six degrés 

de liberté chacun ; trois en translation et trois en rotation. L’analyse de la convergence de 
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la solution nous guide vers une taille optimale de l’élément de maillage valant l/4, où l 

désignant la taille du ligament de la cellule. 

Deux simulations ont été effectuées sur chaque structure ; une simulation en 

traction selon la direction x et l’autre selon y, afin de déterminer les quatre coefficients de 

la matrice de rigidité de la structure E1, E2, ν21, ν12. On impose à la face gauche un 

déplacement de 1 mm, la face droite est encastrée, déduisant ainsi E1 et ν21, ces 

conditions aux limites sont simulables à l’essai de traction monotone expérimentale. Le 

module de Young est calculé par la formule de Hooke E1 =Σσi/ε1; où σi est la contrainte 

de traction dans chaque noeud correspondant, et ε1 est la déformation élastique totale de 

la structure qui est égale à ΔL/Lx, et le coefficient de poisson est calculé par la formule : 

ν21 = -ε2 /ε1. Le matériau de base des éprouvettes est un polymère ABS-M30. Les 

résultats de l’homogénéisation numérique obtenue par ANSYS sont illustrés au tableau 

IV.2. 

 

IV.4 Résultats et discussion 

Une première analyse des courbes représentant la contrainte en fonction de la 

déformation (Figures IV.5, IV.6 et IV.7) permet de déterminer des grandeurs 

caractéristiques comme le module d’élasticité, la limite d’élasticité ou l’allongement à la 

rupture. Les déformations présentées ont été mesurées par la technique de corrélation 

d’images. Les trois topologies testées se comportent comme des matériaux cellulaires 

fragiles [GIB-97]. Le tableau IV.2 regroupe les Modules de Young E1 et E2 obtenus 

expérimentalement comparées avec les résultats obtenus par la méthode des éléments 

finis. Les résultats expérimentaux montrent que les structures cellulaires générées par les 

deux cosinus directeurs égaux (Figure IV.1) ayant un comportement isotrope pour les 

deux directions de chargement. Les structures créer par Φ égale à zéro se comporte 

comme un matériau orthotrope avec un module d’Young E1 plus élevé par rapport aux 

autres configurations testées. 
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Tableau IV. 2 Comparaison des propriétés mécaniques des structures testées entre les 
résultats expérimentaux et les résultats d’homogénéisation numérique. 

 
E1 [Mpa] E2 [Mpa] 

Type de 
structure Expérimentale 

EF 

(ANSYS) 

Erreur 

[%] 
Expérimentale 

E F 

(ANSYS) 
Erreur 

[%] 

Convexe 
(Ψ = Φ) 29,13 29,67 1,82 29,06 29,75 2,31 

Convexe 

(Φ = 0) 43,50 44,52 2,30 8,70 8,89 2,13 

auxétique 36,30 37,55 3,32 4,70 4,90 4,08 
 

Les erreurs enregistrée pour les deux méthodes, expérimentale et éléments finis 

(EF), sont comprisse entre 1,82 et 4,08 %. 
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Figure IV.5 (a) Courbe force déplacement ; (b) courbe contrainte déformation pour le cas de la 
configuration de Φ = π/4 et Ψ = π/4. 

 

(b) 
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Figure IV.6. (a) courbe force déplacement, (b) Courbe contrainte déformation pour la 

configuration de Φ = 0 et Ψ = π/4 

(b) 
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Figure IV.7. (a) courbe force déplacement pour la configuration Auxétique, (b) Courbe 

contrainte déformation pour la configuration Auxétique. 
 

(a) 

(b) 
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La topologie convexe (type 2) et auxétique (type 3) obtenues pour Φ = 0 (Figure 

IV.8) présente une force maximale selon l’axe de chargement x et une force minimale 

selon l’axe y. Par contre dans le cas de la topologie obtenue par les deux cosinus 

directeurs (Φ et Ψ = π/4) égaux (type 1) les forces enregistrer sont maximale est 

pratiquement égaux pour les deux directions de chargement x et y montrant ainsi un 

comportement isotrope. 
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Figure IV.8. Force maximale pour chaque topologie testée. 

 

Les champs des déplacements simulés et l’expérimental sont présentés sur la 

Figure IV.9 sont relativement similaires (en bonne concordance) ce qui permet de valider 

la procédure permettant d’imposer les déplacements expérimentaux comme conditions 

aux limites pour la simulation numérique. A chaque champ de déplacements est associé 

un champ de déformation et chaque image couvre donc un certain niveau de 

déformations. 
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(a)                                                                        (b) 

Figure IV.9. Cartographie des champs de déplacements total pour la structure générer pour       
Φ = π/4 et Ψ = π/4: 

(a) Résultats issu de la corrélation d’image, (b) Résultat issu du calcul EF (ANSYS). 
 

La Figure IV.10 présente la distribution de champ de déplacement total, lors d’un 

essai de traction simple pour différentes étapes de chargement (quatre déplacements 

donnés). Dont le cas où cette topologie est créée par les deux cosinus directeurs égaux à 

π/4. La corrélation d’images permet d’identifier les coefficients de Poisson dans le plan 

en utilisant les mêmes conditions aux limites citées à la figure III.5 (chapitre III). Pour 

déterminer les coefficients de Poisson ν12, et ν21 par cette technique, il est nécessaire en 

premier temps d’identifié la position initiale de la structure étudiée [KER-12, RET-07, 

DAV-09]. La seconde étape est basée sur la détermination du déplacement transversal 

pour chaque étape (pour chaque image corrélé). Hursa et al [HUR-09] ont utilisé la même 

technique de corrélation d’image par le programme MATLAB dans le but de calculer le 

coefficient de Poisson dans le plan d’un matériau composite stratifié.  
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Dmax = 0,20 mm 

 

   
 

Dmax = 0,35 mm 
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Dmax = 3 mm 

 

   
Dmax = 6 mm 

Figure IV. 10. Cartographie des champs de déplacements total pour la structure générer 
pour Φ = π/4 et Ψ = π/4. 

 

Les figures IV.11a et IV.11b montrent une étude comparative entre les résultats 

des coefficients de Poisson ν12, et ν21 qui sont obtenues par la simulation effectuée sur 
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ANSYS et les résultats acquis par le logiciel de corrélation d’images ISTARA 4D pour 

les trois topologies étudiées. 

 
(a) 

 
(b) 

Figure IV.11. Compression entre les résultats des coefficients de Poisson obtenus par ANSYS et 
la technique de corrélation d’images; (a) ν21, (b) ν12 
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Le tableau IV.3 représente une comparaison des résultats lors du test des structures 

cellulaire fabriquée par la FDM, pour les coefficients de Poisson ν21, et ν12 entre les 

valeurs de corrélation d’images et la méthode des éléments finis. Les résultats obtenus de 

la topologie convexe créée pour Φ = 0 montrent un comportement isotrope car les 

coefficients de Poisson sont pratiquement les mêmes de l’ordre de 0,65 dans les deux 

directions de chargement (suivant x et y). Alors que, pour les topologies convexe créée 

avec Ψ = Φ est sollicité suivant l’axe x, le coefficient de poisson ν21 est plus de deux fois 

et demi plus grand par apport au coefficient ν12 obtenu pour une traction suivant l’axe y. 

De plus, la topologie auxétique montre un coefficient de Poisson ν21 plus élevé de cinq 

fois par apport au ν12 montrant ainsi un comportement fortement orthotrope. Les résultats 

obtenus par éléments finis montrent des dispersions avec les résultats expérimentaux. Ces 

dispersions sont principalement dues : d’une part au glissement des bouts du nid d’abeille 

au niveau des mors et donc on n’obtient pas un encastrement parfait lors de 

l’expérimentation, alors que dans le calcul par EF ce problème n’existe pas.  

Tableau IV. 3 résultats du coefficient de Poisson dans le palan pour les trois topologies 
étudiées. 

ν21 ν12 
Type de 
structure Expérimentale 

EF 
(ANSYS) 
PLAN82 

EF 
(ANSYS) 
PLAN42 

Expérimentale 
E F 

(ANSYS) 
PLAN82 

EF 
(ANSYS) 
PLAN42 

Convexe 
(Ψ = Φ) 1,25 1,41 1,61 0,47 0,51 0,55 

Convexe 
(Φ = 0) 0,65 0,62 0,66 0,64 0,61 0,58 

auxétiqu
e -1,66 -1,62 -1,58 -0,3 -0,32 -0,38 

 

 

Dans figure IV.12 est présenté une étude comparative entre les résultats des 

coefficients de Poisson pour les trois topologies étudiées obtenus par la technique de 

corrélation d’images (résultats expérimentaux) et ceux obtenus par EF (simulation 

numérique) en utilisant les deux éléments de maillage PLAN82 et PLAN42. 
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Pratiquement l’élément PLAN82 présente une rigidité plus élevée par rapport à l’élément 

PLAN42, ce qui justifie la dispersion entre les deux éléments de maillage. A titre 

d’exemple pour une configuration convexe avec Φ = 0 l’écart type est de l’ordre de 0,2 

ce qui conduit donc à une dispersion de 12,42 %. A cet effet nous adaptons les résultats 

obtenus par l’élément PLAN82. 

 

 
Figure IV.12. Dispersion entre les résultats expérimentaux et les résultats par EF. 
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Les dispersions enregistrées dans les histogrammes figure IV.11 sont pratiquement 

liées aux glissements des éprouvettes lors de l’essai de traction (mauvais encastrement) 

comme le montre la figure IV.13 suivante. 

  
                                               (a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              (b) 

Figure IV.13. Glissements des éprouvettes lors de l’essai de traction. 

(a) position initiale.  (b) traction à un déplacement de 3,4 mm. 

Glissement de 
l’éprouvette 
dans les morts 
lors l’essai 
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La figure IV.14 représente un état de gonflement de la topologie auxétique lors 

d’un essai de traction. Le déplacement Dmax = 0 montre la position initiale où le 

déplacement est nul. Avec l’augmentation du déplacement (Dmax) on obtient le 

gonflement de la structure, pour la topologie auxétique, aussi bien expérimentalement 

que par simulation EF. Les clichés expérimentaux sont en bonne concordance avec ceux 

obtenus par EF. 
 

    
 

    
Dmax = 0 mm. 
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Dmax = 0,20 mm. 
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Dmax = 0,80 mm. 



Chapitre IV. Investigation expérimentale et validation numérique 

 
112

 

           
 

 
Dmax = 1,40 mm 

Figure IV.14. Cliché de gonflement de la structure auxétique, dont le cas où le chargement est 
selon l’axe Y  
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IV.5 Conclusion 

- Les techniques de prototypage (impression 3D) et de corrélation d’images 

permettent de connaître le comportement mécanique en traction monotone de ce type de 

structures cellulaires Voronoï. 

- La topologie convexe créée par les deux cosinus directeur égaux se comporte 

dans le plan comme un matériau quasi-isotrope, et la topologie auxétique et la topologie 

convexe créée pour Ψ = 0 se comporte dans le plan comme un matériau orthotrope. 

 - Les deux topologies, convexe et auxétique créée par Ψ = 0 montrent selon la 

direction de chargement une force maximale (suivant l’axe x) et une force minimale 

(suivant l’axe y). Par contre la topologie convexe créée par les deux directeur cosinus 

égaux (Φ = π/4 et Ψ = π/4) représente pratiquement les mêmes forces à la rupture pour les 

deux axes de chargements (x et y). 

- Le scénario de l’évolution des champs de déplacement obtenu par la techenique 

de corrélation d’images est en bonne concordance avec ceux obtenu par la méthode des 

éléments finis. 

- les résultats des coefficients de Poisson calculé par la méthode EF pour la 

topologie convexe créée par Ψ = Φ conduit à l’utilisation de l’élément de maillage 

PLAN82 car il est plus raide que PLAN42 e t donne des résultats plus proche que ceux 

obtenus expérimentalement ave une différence égale à 11,34% et 9,27% pour ν12, et ν21 

respectivement.  

- Les dispersions obtenues (expérimentalement et par EF) dans les résultats des 

coefficients de Poisson sont liées au glissement des éprouvettes au niveau des borts 

(mauvais encastrement) lors des essais de tractions notamment pour des déplacements 

importants. 
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Conclusion général et perspective 

 

Ce travail de thèse a pour objet de proposée une nouvelle cellule irrégulière 

Voronoi. La méthode d’homogénéisation numérique a été appliquée pour déterminer 

leurs propriétés mécaniques équivalentes d’un milieu continu (module de Young, 

coefficient de Poisson).  Notre contribution porte sur deux points : 

Premièrement  un modèle mathématique  a été développement pour générer la 

nouvelle cellule convexe et aussi rendre ces structures auxétique.  

En seconde étape la méthode des éléments finis à été utilisé pour étudier le 

comportement mécanique en fonction de la densité relative de la nouvelle cellule.  Les 

résultats obtenus montrent que la cellule étudié, est se comporte comme la cellule 

Voronoi classique et aussi comme la cellule hexagonale en fonction de la densité 

relative. Le plus important ici c’est le coefficient de Poisson. Ce dernier est égal à 1 

pour une topologie  hexagonale régulière, par contre dans le cas de la cellule proposée 

les topologies convexe peu présenter des coefficients de Poisson négatif. Si possible 

de crée des cellules auxétique irrégulière ayant des coefficients de poisson dans le 

plan compris entre -0,2 et -1.2. 

Le mécanisme de déformation de la nouvelle cellule, est un mécanisme 

complexe entre la flexion et l’étirement simultanément des ligaments. 

Notre cellule montre une rigidité plus élevé d’environ  60 % et 54 % pour les deux 

modules adimensionnels dans le plan par rapport à une topologie Voronoï classique. 

Une dernière partie du travail a été consacrée à l’étude expérimentale de la 

nouvelle cellule Voronoï proposée. Les trois topologies fabriquées par la technique de 

prototypage (impression 3D) ont été testées en traction simple. Les résultats obtenus 

par la technique de la corrélation d’images, montrent pour chaque topologie un   

champ de déplacement différent. La configuration créée par les deux directeurs 

cosinus (Φ  =  π/4  et  Ψ  =  π/4) montre un comportement isotrope dans le plan. L’autre 

configuration convexe montre un comportement orthotrope dans le plan.  
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Annexe I 

Champ de déformation obtenu par la corrélation d’image 
Les déformations représentées dans cet Annexe sont obtenus par le logiciel 

Istra 4D. Dont l’axe de chargement est y pour les trois topologies étudiées. 

     

Dmax = 0,1 mm.                                                  Dmax = 0,2 mm. 

     

Dmax = 3 mm.                                          Dmax = 6 mm. 

Figure 1. Evolution de la déformation εy la topologie convexe  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = π/4 
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 Pour les mêmes champs de déplacement totaux la figure 2 affiche la déformation εx 
 

      

Dmax = 0,1 mm.                                                  Dmax = 0,2 mm. 

    
Dmax = 3 mm.                                          Dmax = 6 mm. 

Figure 2. Evolution de la déformation εx la topologie convexe  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = π/4 
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Dmax = 0,1 mm.                                                  Dmax = 1 mm. 

  

Dmax = 3,2 mm.                                                  Dmax = 7,6 mm. 

Figure 3. Evolution de la déformation εy la topologie convexe  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = 0 
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Dmax = 0,1 mm.                                                  Dmax = 1 mm. 

     

Dmax = 3,2 mm.                                                  Dmax = 7,6 mm. 
 

Figure 4. Evolution de la déformation εx la topologie convexe  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = 0 
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Dmax = 0 mm.                                                  Dmax = 0 ,6 mm. 
 

    

Dmax = 0 mm.                                                  Dmax = 2 mm. 
 

Figure 5.  Evolution de la déformation εy dont le cas où la topologie est auxétique 
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Dmax = 0,2 mm.                                                  Dmax = 0,5 mm. 
 

   

Dmax = 0,8 mm.                                                  Dmax = 1,5 mm. 
 

Figure 6.  Evolution de la déformation εx dont le cas où la topologie est auxétique 
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Annexe II 

Champ de déformation obtenu par la corrélation d’image 
Les déformations représentées dans cet Annexe sont obtenues par le logiciel 

Istra 4D. Dont l’axe de chargement  est x.  

     

Dmax = 0,1 mm                                        Dmax = 1 mm 

     

Dmax = 4 mm                                        Dmax = 6 mm 

Figure 1. Evolution de la déformation εy la topologie convexe  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = π/4 
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Dmax = 0,1 mm                                        Dmax = 1 mm 

   

Dmax = 4 mm                                        Dmax = 6 mm 

Figure 2. Evolution de la déformation εx la topologie convexe  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = π/4 
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Dmax = 0,1 mm                                        Dmax = 1,2 mm 

     

Dmax = 3 mm                                        Dmax = 7,3 mm 

Figure 3. Evolution de la déformation εy la topologie convexe  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = 0 
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Dmax = 0,1 mm                                        Dmax = 1,2 mm 

   

Dmax = 3 mm                                        Dmax = 7,3 mm 

Figure 4. Evolution de la déformation εx la topologie convexe  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = 0 
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Dmax = 0,1 mm                                        Dmax = 0,6 mm 

   

Dmax = 1 mm                                        Dmax = 1,5 mm 

Figure 5. Evolution de la déformation εy la topologie auxétique  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = 0 
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Dmax = 0,1 mm                                        Dmax = 0,6 mm 

     

Dmax = 1 mm                                        Dmax = 1,5 mm 

Figure 5. Evolution de la déformation εy la topologie auxétique  créée  
pour Φ = π/4 et Ψ = 0 


	Page de garde BOUAKBA
	REMERCIEMENTS
	Résumé_finale
	Tables de matières
	Introduction générale
	Chapitre I
	Chapitre II
	Chapitre III
	Chapiter 4
	Conclusion et perspective
	Références
	Annexe I
	Annexe II

