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Résumé

Dans cette thése, on étudie le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent
des orbites périodiques du centre linéaire © = y,y = —x perturbé par une classe
généralisée d’équations différentielles de Liénard de la forme

{ T =y —e(fulzr,y)y) — 52(f12(95,y) ),
g =—x—e(gar(z,y) + far(z,9)y) — *(922(x,y) + for(z,9)y),

ol f1i, foi et go; sont des polyndémes en x et y de degré [, n et m respectivement
pour ¢ = 1,2 et e suffisamment petit.

On détermine ce nombre maximum pour cette classe des systémes en utilisant la
méthode de moyennisation du premier et du second ordre. De plus, Cette étude est
illustrée par des applications.

Mots clés : cycle limite, équation différentielle de Liénard, méthode de moyen-
nisation.




Abstract

In this thesis, we study the maximum number of limit cycles for a class of poly-
nomial differential systems that can bifurcate from the periodic orbits of the linear
center & = y,y = —x perturbed inside a class of the generalized Liénard polynomial
differential systems of the form

{ &=y —e(fulz,y)y) — (frz(z,y)y),
g =—x—e(gar(z,y) + far(z,9)y) — *(g22(x,y) + fo2(z,9)y),

where f1;, fo; and go; are polynomials in z and y having degree [,n and m res-
pectively for each ¢ = 1,2 and ¢ is a small parameter.

The maximum number for this class of systems is determined, we use the avera-
ging method of first and second order. This study is illustrated by applications.

Keywords : Limit cycle, Liénard differential equation, averaging method.
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Introduction générale

En général par un systéme dynamique, on sous-entend tout systéme qui évolue
au cours du temps. On représente cette évolution par des équations différentielles ou
des applications. Ainsi, I’étude des systémes dynamiques traite I’évolution temporelle
des systémes physiques, économiques, chimiques sans pour autant faire référence a
la théorie sous jacente qui détermine leurs équations d’évolution.

La notion des équations différentielles est aparut a la fin du 1747 siécle. A cette
époque, les équations différentielles s’introduisent par le biais de problémes d’origine
mécanique ou géométrique comme par exemple : le mouvement du pendule circulaire,
le probléme du mouvement de deux corps s’attirant mutuellement suivant la loi de
la gravitation newtonienne, ...

Un des principaux problémes de la théorie des équations différentielles est ’étude
des cycles limites : leur existence, leur nombre et leur stabilité. Un cycle limite pour
un systéme différentiel plan, est une orbite périodique isolée dans I’ensemble de toutes
les orbites périodiques. La notion des cycles limites stables est trés importante car
elle modélise des systémes a oscillations auto-entretenues, voici quelques exemples :
les battements du coeur, les vibrations d’un pont, ou des ailes d’'un avion. Les cycles
limites ont été introduits pour la premiére fois par H. Poincaré en 1881 dans son
"Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle" [40]. Poincaré s’est
intéressé a I’étude qualitative des solutions des équations différentielles, c’est a dire
aux points d’équilibre, aux cycles limites et leur stabilité, ce qui permet d’avoir une
idée globale des autres orbites du systéme étudié.

Un des théorémes les plus importants de la dynamique non linéaire est le théoréme
de Poincaré-Bendixson qui affirme que dans une région bornée et compacte du plan,
une trajectoire d’un systéme planaire converge vers un cycle limite ou un point
critique. Pour la non-existence des solutions périodiques, il existe les critéres de
Bendixson et celui de Dulac, qui affirment sous certaines conditions que le systéme
différentiel planaire n’admet aucune solutions périodiques.
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En 1900, le mathématicien David Hilbert [16] présenta, lors du deuxiéme congrés
international des mathématiques , 23 problémes "dont I’avenir attend la résolution
grace aux nouvelles méthodes qui seront découvertes dans le siécle qui commence".
Le probléeme numéro 16 est de déterminer le nombre maximal et la position relative
des cycles limites d'un systéme différentiel polynoémial planaire de degré n. On note
H,, ce nombre maximal. En 1923, Dulac [12|, proposa une démonstration prouvant
que H, est fini pour tout n, mais sa démonstration comportait une erreur. La ré-
solution de ce probléme de Dulac a été faite de fagon indépendante par Ilyashenko
en 1991 et Ecalle, Martinet et Moussu en 1987 puis Ecalle 1992. Cette résolution
permet de montrer que H, < oco. Petrovsky, Landis en 1957, crurent trouver la va-
leur de Hs mais ils s’apergurent d’une erreur dans leur propre démonstration (Landis
et Petrovski, 1967) avant que celui-ci ne soit infirmé par un contre exemple de Shi
en 1982, dans lequel un systéme quadratique a 4 cycles limites. Ainsi, si H,, est un
nombre fini pour tout n, la seule chose que 1’on sache est que Hy > 4 et Hz > 11
(Jibin et Chunfu, 1985 ; Zoladek, 1995). Christopher et Lloyd ont donné en 1995 une
borne inférieure au nombre H,, : H, > n*log(n).

En 1928, Liénard [24] un ingénieur francais établit un théoréme d’existence et
d’unicité d’une solution périodique pour un systéme portant son nom de la forme

{ i=y— F(z), "

y=—G(x),

ou F(z) et G(x) sont deux polynomes de degré m et n respectivement. Notons que
ce systéme inclue I'équation de Van Der Pol i + ¢(z? — 1)& + = = 0. Liénard
montra que si G(x) = x et si F'(z) est une fonction continue et impaire qui a une
unique racine positive en x = a et qui est strictement croissante pour > a, alors le
systéme (1)) posséde un unique cycle limite.

e En 1975, Rychkov [44] a prouvé que pour des polynéomes F'(z) impairs et de degré
5 et si G(x) = x alors le systéme (1)) n’a au plus que deux cycles limites.

e En 1977, Lins, De Melo et Pugh [25] ont prouvé que si m = 3 et n = 1,alors il
n’y a au plus qu'un cycle limite. Ils ont de plus donné les conditions pour que
ce cycle existe. Enfin ils ont conjecturé que si G(x) = z, il ne pouvait y avoir
plus de E (1) cycles limites (E(z) est la partie entiére du réel ). Mais cette
conjecture a été prouvée qu’elle est fausse pour n > 6.

e En 1981, Zhang [50] a étudié le résultat de Rychkov (1975) a des fonctions non
polynémiales :
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—- Si G(x) =z, si F(z) et sa dérivée f(z) sont continues.

— De plus si la dérivée f(x) est pair et a deux racines ay, as > 0 tel que a; < as
et F(a;) >0, F(ay) < 0.

— Si f(z) strictement croissante pour z > as.
Alors le systéeme a au plus deux cycles limites.

En 1983, Xianwu [48| a prouvé la conjecture pour certains cas o m = 4 et n = 1.
En 1990, Dumortier et Rousseau [14] ont montré que H(3,1) = 1.

En 1997, Duman et Li [I3] ont prouvé que H(2,2) = 1.

En 2002, Wang et Jing [47]| ont prouvé que H(3,2) = 3.

En 2012, Li.Ghengy et J.Llibre [8] ont prouvé que H(1,3) = 1.

Cependent, certains chercheurs furent intéressés au nombre maximum de cycles

limites noté H (m,n) appelé "Medium limit cycles" qui seraient crées par bifurcation
d’un centre. Ainsi, il ont trouvé une borne inférieure de H(m,n).
En effet, un aspect fondamental de ’analyse des systémes dynamiques est la théorie
de la bifurcation, introduite par Poincaré [41] en 1892 pour décrire les changements
qualitatifs des points d’équilibres d’une équation différentielle, obtenue selon une
faible variation d’un parameétre, ensuite a été discuté par Andronov et Witt [3] et
leurs collégues de travail commencant en 1930.

En 2010, J.Llibre et al. [29] ont réussi d’obtenir des bornes inférieurs pour le
nombre de cycles limites pour m,n > 1. Plus précisément, ils ont étudié le nombre
maximum de cycles limites H (m, n) qui peuvent bifurquer des orbites périodiques du
centre linéaire © = y,y = —x perturbé par des équations différentielles de Liénard.
D’autres travaux sont pointés sur la bifurcation des cycles limites pour des systémes
différentielles polynémiaux ayant un centre isochrone. (Voir chapitre 4).

Dans cette thése, on considére le probléme de recherche des solutions périodiques
pour un systéme différentiel dont le second membre dépend d’un petit paramétre e.
Une réponse a ce probléme peut étre donnée en utilisant la méthode de moyenni-
sation (averaging method), cette méthode est 'une des plus importantes méthodes
de perturbations utilisée actuellement dans 1’étude des cycles limites des systéemes
dynamiques. Elle a été introduite en 1937 par Krylov et Bogoliubov [22] et par Bo-
goliubov et Mitropolskii [5] en 1961. Elle a été ensuite développée par Verhulst [46],
Malkin (1956) et Roseau (1966) [43], en 2004 par Llibre et Buica [6]. D’autres formes
et théoréemes de la méthode de moyennisation ont été démontrés ces derniéres années
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(voir [6]) et beaucoup d’articles ont été publiés concernant ’application de cette mé-
thode. En utilisant la méthode de moyennisation, on réduit le probléme difficile de
la résolution des équations différentielles non autonomes a la recherche des racines
positives d'une équation algébrique.

En 2012, Llibre J. Valls.C [30] ont étudié, en utilisant la méthode de moyenni-
sation d’ordre un et deux un systéme d’équations différentielles de la forme

i =y —e(gn(z) + fulx)y) —*(ga(z) + fra(2)y),
g =—x—e(gan(z) + fa(x)y) — *(goa(z) + f2(2)y),

ol ¢i4, f1i, 92i, f2i pour i = 1,2 de degré [, k, m et n respectivement et £ un petit
parameétre, Ils ont montré qu’au plus

A =max[p + [(m = 1) /2], p+ [1/2], [(n = 1)/2] + [m/2], [k/2] + [m/2] = 1,
[(n=1)/2]+ [0 =1)/21 + 1, [k/2] + [(I = 1)/2]]

(ot = min [n/2],[(k —1)/2]) cycles limites bifurquent des orbites périodiques du
centre linéaire z =y, y = —.

]
]

En 2013, Llibre et Valls [31] ont étudié le systéme différentiel polynéomial plus

général
&=y — fi(r)y,
y=—x— ga(z) — fo@)y,

ou fi(x) = efi(x) +* fra(x) + & fz(x), ga(x) = £ga1(w) + 2gaa(2) + > ga3(2), et
fo(x) = efor(z) + €2 fao(x) + 3 fo3(x) OU fis, foi et goi de degré I, n et m respective-
ment pour ¢ = 1, 2,3 et ¢ suffisamment petit.

IIs ont trouvé une borne supérieure du nombre maximum de cycles limites qui
peuvent bifurquer des orbites périodiques d'un centre linéaire © = y, y = —=x, en
utilisant la méthode de moyennisation d’ordre trois.

Dans ce travail, on étudie les cycles limites des systémes différentiels non auto-
nomes en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre un et deux. On s’intéresse
a la recherche du nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites pé-
riodiques du centre linéaire * = y, y = —x, perturbé par une classe généralisée
d’équations différentielles de Liénard de la forme

{ &=y —e(fule,y)y) — *(falz, v)y),
g =—x—e(gar(z,y) + far(z,9)y) — *(922(x,y) + fo2(z,9)y),

ol fi;, fai et go; sont des polynomes en x et y de degré [, n et m respectivement pour
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i = 1,2 et e suffisamment petit, ( voir chapitre 3).
On note que ce systéme est plus général que celui étudié dans [30] et [31].

Cette thése est subdivisée en quatre chapitres :

Le premier chapitre est un rappel sur des notions générales. On introduira des
définitions élémentaires tels que : le systéme dynamique, les points d’équilibre
et leurs nature, la linéarisation au voisinage d'un point d’équilibre, les cycles
limites, ainsi que des théorémes sur 1'existence et la non-existence des cycles
limites. On introduira aussi un rappel sur la théorie de bifurcation.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons la méthode de moyennisation du
premier et second ordre, nous illustrons ceci a travers des exemples.

Le troisiéme chapitre s’intéresse aux cycles limites des systémes de Liénard, on
détermine le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites
périodiques d’un centre linéaire perturbé par une certaine classe généralisée
d’équations différentielles de Liénard et ceci en utilisant la méthode de moyen-
nisation d’ordre un et deux. Cette étude a fait I'objet d’une publication inti-
tulée :

"S. Ellaggoune, S. Badi, On The upper bound of the number of limit cycles
for a class of polynomial differential systems. Electronic Journal of Differential
Equations. ISSN 072-6691. Volume 2016 (2016), Number 318, pp.1-22."

Le quatriéme et dernier chapitre est consacré a I'étude du nombre de cycles
limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre isochrone, nous in-
troduisons la notion de ce dernier et celle d’intégrale premiére.



Chapitre 1 : T
Notions preliminaires

1.1 Existence et unicité de la solution

Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R" une fonction continue.

Définition 1.1.1. i) Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est une re-
lation de la forme :

p(t) = f(t,x(t))

que [’on note brievement

= f(t,z) o & = e (1.1)

ii) Pour (ty,x¢) donné, un probléme & valeur initiale associé a l’équation (|1.1))
est donné sous la forme
{i—f@@,

Définition 1.1.2. i) La fonction x(t) est dite solution de l’équation (1.1)) sur un
intervalle I C R si elle est définit et continiment dérivable sur I et si
(t,x(t)) € U, Yt el et six(t) satisfait la relation (1.1)) sur I.

ii) Soit (to,xo) € U donnée, la fonction x est dite solution du probléme & valeur
initiale (1.2)) s’il existe un intervalle I contenant to tel que x est une solution

de Uéquation (L.1)) sur I et vérifie x(ty) = xo.

Définition 1.1.3. Considérons la fonction f(t,z) avec f: R"™ — R" |t —ty] < a,
etxe D CR"

On dit que la fonction f(t,z) est Lipschitzienne par rapport a x, s’il existe K > 0
telle que :

’f(t,l’l) — f(t,l’g” < K|I1 — I'2|, \V/(t,l'l), (t,fL’g) S [t() —a,ty + CL] X D.

La constante K est appellée constante de Lipschitz.



1.2. STABILITE DE LA SOLUTION

Théoréme 1.1.1. On considére le systéme différentiel :
= f(t,x), €R" teR,

et on suppose que la fonction vectorielle f(t,x) est Lipschitzienne de rapport K par
rapport & x, uniformément en t € [—a,a]. Soit xo une donnée initiale, il existe une
seule solution x(t) du systeme différentiel qui satisfait x(0) = zo et qui est définie

sur Uintervalle [—c, | avec ¢ < min(a, ).

Preuve. Cette solution satisfait I’équation intégrale

£(t) = 2(0) + / £, () s,

on consideére l'espace des fonctions continues y € CY([—a, a]) muni de la norme
lyll = mazie(—aq |y(t)]. Soit L : C°([—a,a]) — C°([—a, a]) Vopérateur définit par

L(y)(t) = 2(0) + / (s y(u))du,

cet opérateur satisfait

L))~ 260 = [ [Flusat) — fusr/ )]
et donc
|2 - 26| < ek o= .

Si on pose ¢ < min(a, ), on obtient que I'opérateur L est une contraction. Il possede
donc un unique point fixe dans 'espace fonctionnel C°([—a, a]). Cet unique point fixe
est une fonction continue qui est solution du systéme différentiel et ceci démontre
I'existence et 'unicité cherchées.

1.2 Stabilité de la solution

La stabilité est I'un des aspects essentiels dans I’étude des systémes dynamiques.
Cette notion a été étudiée par Liapunov (1857-1918), voir le livre [39].

Définition 1.2.1. Soit le probleme a valeur initiale

&= F(2), o (I)
ZE(tQ) R TR (I])

Supposons que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité de la
solution. Une solution ®(t) du systeme (I) telle que ®(tg) = o est dite stable au
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1.3. SYSTEMES DYNAMIQUES

sens de Lyapunov si : ¥ ¢ > 0, 3 6 > 0 telle que pour toute solution x(t) de (I)
dont la valeur initiale x(ty) = xo vérifie

z(t0) — ol < 6 = [|a(t) — ()| < &, Vit > to.

St de plus
lim [[z(t) — ®()[| = 0,

t—o0

alors la solution ®(t) est dite asymptotiquement stable.
Remarque 1.2.1. Une solution ®(t) qui n’est pas stable est dite instable.

Exemple 1.2.1. Soit le probléme a valeur initial

La solution de (1.3)) est
o) = 1.

La solution de (x) telle que x(0) = zq est
x(t) = (g — e "+ 1.
On a :
|z(t) — ¢(t)] = [(z0 — 1)e™"| < |wo — 1|, V¢ >0,
il suffit de prendre 6 < e, § =e = ¢(t) =1 est stable.

1.3 Systémes dynamiques

Définition 1.3.1. Un systéme dynamique sur R™ est une application
U:R x R® — R" définie et continue telle que

1) U(.,x) : R — R" est continue.
2) U(t,.): R" = R™ est continue.

3) U(0,z) =

4) U(t+s, :c) U(t,U(s,z)), Vt,s € R, Yx € R™.

Proposition 1.3.1. Les systémes dynamiques sont engendrés par des systéemes dif-
férentiels.



1.4. FLOT D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Exemple 1.3.1. Soit le systeme différentiel linéaire

T = Az,
{ 2(0) = 0, (1.4)

ot A est une matrice constante, t € R* et x € R". La solution de (1.4]) est donnée
par
z(t) = ey

Le systéme (1.4)) engendre un systéme dynamique
U:RY xR" = R", Ult,z) = ez,

En effet :
1) On aVt,7 € RT Vz € R™:
Ut +7,2) = Ut,2)|| = [ — ea|| < [l [lea — x| < MATem — 1]|||]]

< Al (e IAT — 1) ||z]| = 0 quand T — 0,

d’ot U(.,x) est continue.

2) On a ¥Vt € RY Va,y € R™:
Ut 2) = Ut )l = lle?z — ey] = el =y < Mz —y],
ot M constante et puisque t est fixé d’ou la continuité de U(t,.).
3) On aU(0,7) = e =[x = x.

4) Vt,s ERT V2 €R", on a U(t+ s,2) = eMetsx = U(t,e**x) = U(t,U(s, 7)),
D’ou le résultat.

Définition 1.3.2. Un systeme dynamique U sur R™ est linéaire si :
Ut,ox + By) = a Ult,z) + 5 UL, y),
pour tout x,y € R", t R et o, B € R.

1.4 Flot d’'une équation différentielle

Soit le systéme non linéaire
&= f(z), v €R"

On note par I(xg) 'intervalle maximum d’existence de la solution ¢(¢, z) du probléme

& valeur initiale
= f(x), v €R",
f(z) (1.5)

z(0) = x.
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Définition 1.4.1. Soit E un sous ensemble ouvert dans R™ et f € CY(F), et soit
pour xog € E la solution ®(t,zo) du probleme (1.5)) définie sur I(xzo). Alors pour
t € I(xg), l’ensemble des applications ®; définit par

Dy () = P(t, 20),

est appelé le flot du systeme différentiel (1.5)).

¢1(xo) posséde les propriétés suivantes :

1. ¢y(xg) est de classe C*
2. ¢0($0) = X9
8. brrs(0) = Pu(ds(20))-

Remarque 1.4.1. Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du
temps t, sinon il est dit non autonome.

Exemple 1.4.1. On considére le systeme :

{ T = Az,
z(0) = xo.

avec

Aty avec

At cost —sint
e = . ,
sint cost

donc le flot associé a ce probleme est défini par :

La solution de ce probléme est : ¢(t,xg) = e

¢t R? —» R?

cost —sint
o = P(o) = ey = ( ) 0-

sint cost

1.5 Théorie des systémes différentiels non linéaires
autonomes

Dans cette section, on considére le systéme non linéaire autonome

t=f(z), zeR" (1.6)
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1.5.1 Points d’équilibre et linéarisation

Définition 1.5.1. (Point critique). On appelle point critique (ou point d’équilibre
ou point singulier ou point fixe) du systéeme (1.6|), tout point xo € R™ qui vérifie :

Remarque 1.5.1. Un point qui n’est pas critique est dit réqulier.

Définition 1.5.2. Un point critique x = a du systéeme (1.6|) est appelé attracteur
positif s’il existe un voisinage V, de a tel que si :

z(ty) € Vo = lim z(t) = a.

t—+o00

Si un point critique x = a, a cette propriété quand t — —oo, alors x = a est appelé
attracteur négatif.

lorigine est le seul point critique pour ce systéme .
On voit sur la figure 1.1 que le point critique (0,0) est un attracteur positif.

Exemple 1.5.1. Soit le systeme

T = -,

y = _2y7

Y7y ¢ ¢ ¢ & ¥ £ EF
I A A A
Y M d bV A
Vb S
[ NP R
VAL S
WA S
W b]d S

e e e T T e, g, \'i dr e e e e e e ar

e b e~ E i

T A s S e

_%-&-—9—_4';24_$-§r—~9,‘5
P . e g e

T T T P R T H— o

S —e—p—p—ptle e a

[ et T s " T

—_

FIGURE 1.1 — A

- fe R i T

ttracteur positif
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Définition 1.5.3. (Linéarisation). Considérons le systéme non linéaire autonome
(1.6)), ou xq est le point d’équilibre.

Le systeme

i = Az, ou A= Df(x) = gf (z9), 1<4,j <mn,
J

(1.7)

est appelé le systéeme linéarisé de (1.6) en zy € R™.
Exemple 1.5.2. Soit le systeme

i =222 — v,
_ !y (1.8)
y=x+3y,
lorigine est le seul point critique pour ce systéme .
La matrice jacobienne associée & (1.8)) calculée en (0,0) est

Dﬂmm=($‘§).

jj:_y7
y=uz,

est le systéme linéarisé de (1.8) en (0,0).

D’ou le systéeme

Définition 1.5.4. Le point critique xo du systéeme & = f(x) est dit hyperbolique si
aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne D f(xy) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.5.2. La linéarisation d’un systéme différentiel nous amene a ’étude
de la nature des point critiques.
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1.5.2 Classification et nature des points d’équilibre

Définition 1.5.5. On considere le systéme :
= f(x), v €R",

soit xo son point critique.

e Le point critique xo est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = Df(zg) a au
moins une valeur propre avec une partie réelle positive et au moins une valeur
propre avec une partie réelle négative.

e Le point xqy est dit puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xo)
ont des parties réelles négatives.

e Le point xq est une source si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(zy)
ont des parties réelles positives.

Exemple 1.5.3. Soit le systeme non linéaire autonome
i =2z —y’,
N (1.9)
y=3x"+y.

Le systeme (1.9) a un seul point d’équilibre qui est l'origine (0,0), et le systeme

linéarisé en ce point est
T\ (20 T
vy /) \0 1 y )

Ce systeme a deux valeurs propres réelles de méme signe A\ = 2 et Ay = 1. Alors le
point critique (0,0) est une source.

Pour un systéme plan a coefficients constants
&= Az, z € R?,

ol A une matrice carrée constante, l'origine (0, 0) est le point critique. Considérons
A1 et A9 les valeurs propres de la matrice A. On distingue les différents cas selon les
valeurs propres A1 et As :

(1) Si A1, A2 # 0 sont réelles et de signes différents, l'origine est une selle. Il est
toujours instable.
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FIGURE 1.2 — selle

(2) Si Ay et Ag sont réelles de méme signe, alors on a trois cas :

— Si A1 < Ay <0, lorigine est un noeud stable.

— Si Ay > Ay > 0, lorigine est un noeud instable.

— Si Ay = Ay = A, lorigine est un noeud propre , il est stable si A < 0
et instable si A > 0.
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B T e T e T
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i i e il o i i —
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= =

R M e =

T 1
B = B =
=

ﬂfff%?f??ﬂ

— noeud stable

FIGURE 1.3

(3) Si A1 et Ay sont complexes conjuguées, alors 'origine est un foyer. Il est stable

si Re(A12) < 0 et instable si Re(A;2) >0 .

e TR
\\\\\x\giééégf//(rf
\\ﬂ\w\q\ﬂ\v\@\iﬁ\vlmwlﬂfvﬁﬁ/a/ w P % “ :
AT ol RV A
e 'Y
A SR e et 10 iddds
e s PPN
M\x\\\x\\ﬂ%\\xM\\x\u
LA A FET A VN
Qw%\x%\mﬂf B A
A B
LN A RN
AT A B B TS
PETE T N
A DA B B SN =
T T T TN N T P e e
ﬂ4ﬁxﬂﬂff??ﬁﬁﬁ\\x\x\&
I B L T S A

FIGURE 1.4 — foyer stable
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(4) Si Ay et Ay sont imaginaires pures, alors 'origine est un centre. Il est stable

mais n’est pas asymptotiquement stable.

-<.\.L.2LE\11|..1J‘1J‘IJ1|I
T R e —
I
A T G ip
B
T B

i
™

e — T o T i T T ,.,!Br:.:

I.IWfI&-.rr,._P...rrP...rr_P..rrm...fH. e

T, B, e T
T e e e
T T T A P A
e T T R T R

e Ve W A Ee e W wme

C AN R B
Y A v

e e e T a

P e a T a w T ar
o

e e

FIGURE 1.5 — Centre stable

Exemple 1.5.4. Soit le systeme

—i. Alors le

T =y,
y:_l',

Ce systeme a deux valeurs propres imaginaires pures Ay = i et Ay

lorigine est le seul point critique pour ce systéme .
point critique (0,0) est un centre stable.

11
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1.5.3 Plan et portrait du phase

Définition 1.5.6. Soit le systéme planaire

&= P(z,y),
{QZQ(SC,Z/), (1.10)

ou P et () sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré n.
Les solutions (x(t),y(t)) du systeme représentent dans le plan (z,y) des courbes
appelés orbites ou trajectoires.

Les points critiques de ce systéme sont des solutions constantes et la figure com-
plete des orbites de ce systeme ainsi que ces points critiques représentés dans le plan
(x,y) s’appelle portrait de phase et le plan (x,y) est appelé plan de phase.

1.5.4 Théoréme de Hartman-Grobman

Le théoréme de Hartman-Grobman (voir [39]) est un résultat important dans la
théorie qualitative locale des systémes différentiels. Il montre qu’au voisinage d’un
point critique hyperbolique x( le systéme non linéaire

= f(a), (1.11)

a la méme structure qualitative du systéme linéarisé
T = Df(x) - x. (1.12)

Autrement dit, si I’origine est un point selle ou foyer ou noeud pour le systéme ([1.12)),
alors le point critique x( sera respectivement selle ou foyer ou noeud pour le systéme
(1.11]).

Cependant si l'origine est de type centre pour le systéme alors on ne peut rien
dire sur la nature du point critique z, de (L.11]).

Exemple 1.5.5. Soit le systéeme non linéaire

i =z + 2217,
= —2y + 42y,

donc Uorigine (0,0) est le seul point critique de ce systéme, et le systéeme linéarisé

Dﬂmm:(é_g).

12
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Ce systeme a deux valeurs propres réelles de signes différents \y = 1, Ay = —2.
Alors le systeme linéarisé en (0,0) est un point selle instable. Donc le point critique
du systeme non linéaire est aussi du type selle instable.

Exemple 1.5.6. Soit le systéme non linéaire

i=y—a®
y:—$—3y3,

donc Uorigine (0,0) est le seul point critique de ce systéme, la matrice jacobienne en

ce point est
0 1
proo-( % 1).

FElle admet deux valeurs propres imagénaires pures A\i o = =£i. Alors le systéme linéa-
risé on point critique (0,0) est un centre stable. Mais pour le systéme non linéaire
on ne peut rien dire.

1.5.5 Orbites périodiques et cycles limites
Soit le systéme différentiel

T = f(x),z € R™ (1.13)
Définition 1.5.7. (Orbite périodique). On appelle orbite périodique toute trajec-
toire fermée ¢(t,x) du systeme(L.13)) vérifiant

ot +T,x) = ¢p(t, x).

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie cette égalité est appelé période.
Proposition 1.5.1. Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

Définition 1.5.8. (Cycle limite). Pour un systéme plan, on appelle cycle limite
une orbite périodique qui est isolée dans [’ensemble des orbites périodiques.

Théoréme 1.5.1. (Stabilité des cycles limites). C' étant la trajectoire corres-
pondante au cycle limite, toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines de
C' sont telle que : soit elles s’enroulent toutes en spirales autour de C' pourt — +o0
ou bien t —» —o0.

1. Le cycle limite est stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines sont attirées vers C'.

2. Le cycle limite est instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines sont refoulées de C'.

13
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3. Le cycle limite est semi-stable, si toutes les trajectoires intérieures et exté-
rieures voisines sont attirées d’un coté est refoulées d’un coté.

Exemple 1.5.7. Soit le systeme

(1.14)

&= 2x —y — 2x(x® + y?),
y =+ 2y —2y(z® + 7).

En coordonnées polaires v = rcos(t), y = rsin(t) avec r > 0, le systéeme (1.14)
devient :

= 2r(1—1r?),
6=1,

d’ot
r=0=r=0 ou r = =%1.

Comme r > 0, on n'accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r =1 on a la
solution périodique (x(t),y(t)) = (cos(t + bp),sin(t + 6y)), avec 6(0) = 6,.

Dans le plan de phase il y a un seul cycle limite dont 'équation x> + y?> = 1 et
d’amplitude r = 1. Voir figure (1.6)

fs
Pa
I N S .. ﬁ‘f"ﬁ%\'\‘\
R g i W P L T AL NN N
P S A U B T L LN NN
AP TV RN
AAZEAAEE LR RN
HE PR R R

FIGURE 1.6 — Cycle limite du systéme ([1.14)).

Remarque 1.5.3. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systemes dif-
férentiels non linéaires.
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1.6 Existence et non-existence des cycles limites

Théoréme 1.6.1. (Poincaré-Bendixson). Soit le systéme plan suivant

{j: f(@,y), (1.15)

v =g(x,y),

supposons que f,qg sont des fonctions de classe C' sur E, ou E est un sous
ensemble ouvert de R?, le systéme a une orbite v telle que [’orbite positive
v+ (p) = {P®(p,t),t > 0} passant par le point p est contenue dans un sous ensemble
compact A de E. Alors on est dans ['un des trois cas suivants :

o Soit v, (p) tend vers un point d’équilibre.
()
()

p

e Soit vy (p) tend vers une orbite périodique.

e Soit v, (p) est une orbite périodique.

Une conséquence trés importante de ce théoréme est quand A ne contient pas de
points critiques ot dans ce cas, on est certain de I’existence d’une solution périodique.

La difficulté dans 'application de ce résultat est bien la construction de la région
(elle correspond souvent & un anneau) A. Pour cela cherchons deux cercles (C7) et
(Cy) telle que (C1) soit a lintérieur de (Cy).

La recherche des cercles (C4) et (Cy) ressemble a la recherche de la fonction de
Lyapunov v(z,y) = 2% + 32, 2* +9°%, z*+¢*..

Soit (C) :v(z,y) =2 +y*=c¢

c>0:(C): 2 +yP=q
ey >0:(Cy): 2? +y* =y, telle que ¢ < ¢

Soit (C) : v(x,y) =22 +y*> =c > 0.
Si pour tout point p € (C)

On a

[dv] dv_+dv,>0

_ = — _

at’? = At T ay?

= Toute trajectoire qui passe par le point p se dirige vers son extérieur.

15
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Exemple 1.6.1. Montrons que le systéme

T=y—a’+zx,
y=—r—y +y,

admet au moins une solution périodique dans une région de R?.

On a le point (0,0) est le seul point d’équilibre, la matrice jacobienne en (0,0)

est :
1 1
= ()

cette matrice admet deux valeurs propres complexes \y = 1+ i, Ao = 1 — i, donc
(0,0) est un foyer instable pour le systeme linéarisé = il reste foyer instable pour le
systeme non linéaire d’aprés le théoréme de Hartman-Grobman.

Cherchons l’anneau A :
soit v(z,y) =2 +y?> =c¢

dv dv dv
- 5 =292 .3 (—p — 3
7= it gt =BT ) 2y -y 4y

=2[(z* +y%) = (" +y")).
On a pour
0<z’4+9? <1
ot oyt <2t +y?

d
donc si on prend (Cy) : x® +y* = ¢1 avec 0 < ¢; < 1 et d_: >0

= toute trajectoire coupant (Cy) se dirige vers l’extérieur.
On a pour

4yt > 2
2(z* +yh) > (2® +y°)? > 2(2° + )

d
Pour ¢y > 2 d_v<0

= toute trajectoire coupant (Cy) se dirige vers l'intérieur.

Alors d’aprés le théoréeme de Poincaré Bendizon il existe au moins une solution
périodique dans l'anneau A formé des deux cercle (Cy) et (Cy) puisque cet anneau
ne contient pas de points critiques. (Voir la figure)
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Théoréme 1.6.2. (Critére de Bendixson). Soit le systéme plan

{l':f(QT,y),

v =g(z,y),

et soit F = (f,g9)T € CY(E) ou E est une région simplement connexe dans R?. Si
la divergence du champ de vecteur F' (notée VF') est non identiquement nulle et ne
change pas de signe dans E, alors ce systéme n’a aucune orbite fermée entierement
contenue dans E.

Preuve.

Supposons que ([1.15)) posséde une solution périodique de période T noté 7, elle
correspond & une courbe (orbite) fermée dans E.
D’aprés la formule de Green on a :

// S @y) +5‘g(l’,y))dxdy:/fdy_gdx
G=intrieur de T 8(13 ay T

= [ 10000 % = gto(0)u(0) e

/0 (@), y(8)g(x(t), y(t)) — g(x(t), y(8)f (x(t), y(t))]dt
0.
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Ceci est une contradiction, puisque divF' est non identiquement nulle et ne change
pas de signe, c’est-a-dire, soit négatif soit positif, donc l'intégrale ne peut pas étre
nulle. Alors il ne peut pas avoir de solution périodique contenue dans F.

Exemple 1.6.2. Considérons le systeme suivant

i = 2wy — 2%,
g = a2 — 1 — 2P

Soit F = (2zy — 2y*, 22 — y? — 22®)". On calcule la divergence du champ de vecteur

F', on obtient

0 0
divF =VF = 9 (2:cy — 2y4) + 8_y (:1:'2 — - x2y3)
= 2y — 2y — 32%y? = —32%y® < 0.

D’ou, d’aprés le critére de Bendizson ce systéme n'a aucun cycle limite dans R?.

Théoréme 1.6.3. (Critére de Dulac). Soit F' = (f,g9)" € C*(E) ou E est une
région simplement connexe dans R?. Sl existe une fonction B € CY(E) telle que
V(BF) est non identiquement nulle et ne change pas de signe dans E, alors le

systeme
&= f(z,y),
y=g(z,y),

n’admet aucune orbite fermée enticrement contenue dans E.

Preuve.

Supposons qu’il existe une solution périodique 7 de période T contenue dans E. Elle
est représentée par une trajectoire fermée dans le plan.
Soit G l'intérieur de cette trajectoire d’apres la formule de Green on a :

o(Bf)  0(By) _
//G( e + o )dxdy—/Tdey—Bgd:c

T dy dx
/0 Blf(z,y)— — 9(z,y)— ldt

0.
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Ceci est une contradiction, puisque div BF est non identiquement nulle et ne change
pas de signe, c’est-a-dire, soit négatif soit positif, donc I'intégrale ne peut pas étre
nulle. Alors il ne peut avoir de solution périodique contenue dans F.

Exemple 1.6.3. Soit le systeme suivant

r =Y,
y = —azx — by + az® + By’

Soit B(z,y) = be"2%* quec F = (y, —az — by + az® + By2)" . Calculant la divergence
de BF :

V (BF) = % (be*P"y) + (%be_%x (—az — by + az® + By°)

= _Qﬂbe*z@xy . b2672,3x + 2ﬁb€7261y _ _6267259; <0.

Donc, il n’existe pas de solutions périodiques pour ce systeme.

e Méthode pour obtenir les fonctions de Dulac
La liste des fonctions B données ci-dessus ne sert qu’a un nombre limité de systémes.
On discute quelques situations plus générales.

On considére le systéme

{1"1 = fi(w1, 22) (1.16)

Ty = fa(w1, 22)

1. Premiérement, proposons une autre fonction positive ou négative K (x1,zs) qui
s’annule seulement sur un ensemble de mesure nulle telle qu’elle satisfait

d(f1B) n d(f2B)
8x1 81’2

= K(Z‘l, .I'Q)

2. Maintenant choisissons K pour obtenir quelques résultats.
Alors prenons K (x1,x2) = ¢(z1,x2) X B(z1,x2), avec ¢ est une fonction positive ou
négative qui s’annule uniquement sur un ensemble de mesure nulle, et substituons
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cette relation dans I’équation précédente pour obtenir I'expression suivante :

0B 0B ofy  0fs
— —+B(=—+4+=—) = B 1.1
figy g+ B(G+ 5 ) = clmm) x Blenw) (117
On peut réecrire cette équation
0B OB ofi | 0f
— — =B — =+ = 1.1
Ioe T o, (e, 2) ((’33:1 * 3w2>> (1.18)

3. Trouvons la solution de cette équation aux dérivées partielles quasilinéaire du pre-
mier ordre.

4. Finalement, voyons si B est une fonction de Dulac pour le systéme jus-
qu’ici, on a construit une méthode qui nous permet d’écarter les orbites périodiques
associées au systéme d’équations différentielles dans le plan telle qu’elle est résumée
dans ce qui suit.

Théoréme 1.6.4. Pour le systéme d’équation différentielle (1.16)), une solution B
du systeme associées (pour quelques fonctions ¢ qui ne changent pas de signe
et s’annulent seulement sur un sous-ensemble de mesure nulle), est une fonction de
Dulac pour le systéme dans toute région A simplement connexe contenue dans

DA{B~H(0)}.

Corollaire 1.6.1. Pour le systeme d’équations différentielles , s% (pour
quelques fonctions ¢ qui ne changent pas de signe et s’annulent seulement sur un
sous-ensemble de mesure nulle) a une solution B sur D telle que B ne change pas
de signe et s’annule sur un sous-ensemble de mesure nulle, alors B est une fonction
de Dulac pour le systeme (1.16)) sur D.

Remarque 1.6.1. Avec le choiz de K dans [’étape 2, on obtient une équation linéaire
(1.16) qui est simple a manipuler.

Remarque 1.6.2. Avec le choix de c est utilisé pour simplifier ’équation (1.17)), on
peut toujours prendre ¢ une constante non nulle.
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1.6. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

e Applications

Exemple 1.6.4. Considérons le systeme

i1 = 2323(1 — cos x5)
.@2 = 31’%%’2

d’aprés léquation (1.18)), on obtient :
9 0B 0B

wiz3(1 — cos 9@)87 + 32309~ = Blc(wy,13) — (21125(1 — cos xy) + 327)]
1

(9:82

qui est une équation différentielle aux dérivées partielles quasilinéaire.

En appliquant la méthode des caractéristiques, on obtient le systéme associé suivant

dz, = z325(1 — cos zy)dt

dxy = 3%%1’26&

dB = Blc(x1, 29) — (21105(1 — cos x9) + 3z7)]dt

des deux premieres équations, on €élimine le parametre t on obtient

3xixodr, = wiw3(1 — coszy)drs.

Résolvant cette équation, on obtient la premiére caractéristique

. 1
3r1 + Tosinxy + coS Ty — §x§ =q.

Prenons ¢ = 322 dans la derniére équation et on multiple I’équation par x,
on trouve

11dB = —B(2x323(1 — cos x3))dL.
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1.6. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

Exemple 1.6.5. Considérons le systeme suivant

I = —2I1I2
- 2.2 2 2
&y = xix5cosxy + (1 4 x7)xe + 25

Utilisons 'équation (1.18)), et prenons ¢ = 1 + z%, on obtient

0B
—21119—— + (w5 cosmy + (1 + 27)wy + 25) —— = — B(2x]wy cos 17).
8x1 61'2
Supposons que B dépend uniquement de x1 on a
0B
—2m1x28—xl = —B(2z3wycos ),

alors la solution est

B = exp(/ xq cos x1dxy).
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1.7. THEORIE DE BIFURCATION

1.7 Théorie de bifurcation

Les systémes d’équations différentielles paramétrées peuvent avoir différents com-
portements asymptotiques (tendre vers un équilibre, un cycle limite, ...) en fonction
des valeurs de leurs parameétres. Ils existent certaines valeurs pour lesquelles le com-
portement du systéme passe d’un état qualitatif & un autre. Ce changement d’état
qualitatif est une bifurcation et la valeur associée du parameétre est appelée valeur
de bifurcation.

La théorie des bifurcations des champs de vecteurs a pour but de décrire les
modifications du portrait de phase des champs de vecteurs qui dépendent différen-
tiablement d’un paramétre p

T = f(z, ), (1.19)
oup€eR, feCYE), E un ouvert de R™.

Considérons I'exemple suivant :
soit le systéeme différentiel paramétré

oy
{x v (1.20)

y=—r+py.

Le systéme ((1.20)) a un seul point d’équilibre (0,0). la matrice associée est :

w1
—1 u
elle admet les valeurs propres Ay o = p1 £ 1.

e Si 1 < 0, alors l'origine est un foyer stable.

e Si i > 0, alors 'origine est un foyer instable.

e Si ;1 = 0, cette matrice admet une pair de valeurs propres imaginaires pures, donc
Iorigine est un centre.

Quand ce parameétre change de signe (c-a-d passant du négatif au positif), le

systéme change de stabilité et passe de stable a instable.
On dit, qu’il y a une bifurcation et dans ce cas p = 0 est la valeur de bifurcation.
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1.7. THEORIE DE BIFURCATION

\ \/

H>0

Il existe deux types de bifurcations : les bifurcations locales et les bifurcations
globales. Les bifurcations "locales" sont appelées ainsi car elles peuvent toujours
étre identifiées lors d’une linéarisation du systéme au voisinage de la solution. Le
critére de détection utilisé dans le cas des bifurcations locales concerne les valeurs
propres du Jacobien qui intervient au premier ordre dans la linéarisation. Par contre,
les bifurcations "globales" ne font donc pas forcément intervenir le voisinage de la
solution, ici, les linéarisations locales autour de la solution ne seront donc d’aucune
aide. C’est pour cela que ces bifurcations sont appelées globales. Ci dessous, un
exemple d’une bifurcation locale.

Exemple 1.7.1 (Bifurcation selle-noeud). Soit le systéme différentiel suivant :

. 2

T =x" +

' a (1.21)
=y

Selon le signe de u, on distingue trois cas :

e Si < 0 dans ce cas le systéme admet deux points d’équilibre de coordonnées :

(—V=7,0) et (v=7,0).

La matrice jacobienne du systéme s’écrit

J(x,y) = ( 25 _01 )
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1.7. THEORIE DE BIFURCATION

Au point (—/—pu,0), la matrice jacobienne s’écrit
—2,/— 0
‘](_\/__7 0) = ( 0 a -1 )

Cette matrice admet deux valeurs propres réelles négatives Ay = —1 et Ay = —2/—pu,
d’ot le point d’équilibre (—/—pu,0) est un noeud stable.

Au point (\/—u,0), la matrice jacobienne s’écrit
2/ — 0

Cette matrice admet deux valeurs propres réelles et de signes opposés \y = —1 et
Ay = 2¢/—pu, d’ou le point d’équilibre est un point selle instable.

Donc, quand p < 0 le systéme admet deux points d’équilibres, le premier du type
noeud et le deuxieme du type selle.

o Siu=0, le systeme (1.19)) devient

i = x>
y=-y

L’unique point critique du systéme est l’origine. La matrice jacobienne associée s’écrit

7(0,0) = (8 Y )

Donc le point d’équilibre (0,0) est non hyperbolique. L’étude de la premiére équa-
tion montre que x = 0 est un point d’équilibre non hyperbolique et la deuziéme
équation montre que y = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

o Sipu >0, dans ce cas le systeme (1.21) n’admet aucun point d’équilibre car
r € R.
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1.7. THEORIE DE BIFURCATION

Cette bifurcation est une bifurcation locale appelée "selle-noeud"” correspond a
Uapparition de deuz points d’équilibre, ['un stable (un noeud) et l'autre instable(un
point selle) et au point de bifurcation p = 0 les deuz points d’équilibre disparaissent et
un point non hyperbolique apparait, qui en p > 0 lui méme disparait : cette bifurcation
correspond donc au changement de nombre de points d’équilibre et leur stabilité.

Dans cette thése, on s’intéresse a un autre type de bifurcation locale appelée
la bifurcation d’un centre linéaire. On considére un systéme différentiel plan
paramétré (qui dépend de €), pour lequel il admet un centre a l'origine quand € = 0,
on étudie s’il y a naissance d’orbites périodiques lorsqu’on varie le paramétre .
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Chapitre 2 ) )
Methode de moyennisation

La méthode de moyennisation est I'une des plus importantes méthodes de pertur-
bations utilisée actuellement dans I’étude des cycles limites des systémes dynamiques,
cette méthode donne une relation quantitative entre les solutions d’un systéme diffé-
rentiel périodique non autonome et celle de son systéme différentiel moyenné lequel
est autonome.

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode de moyennisation d’ordre un
et deux appliquée aux équations différentielles contenant un petit paramétre € de la
forme

T =cef(t,x,e),
out e R, reR"™

Définition 2.0.1. On considére la fonction f : R x R* — R" qui est continue
et T-périodique en la premiére variable t. On appelle fonction moyennée f° de f la
fonction définie par

)= / £t 2.

Définition 2.0.2. Soit f : R x R® — R™ une fonction continue. On dit que f a
une moyenne notée fO si la limite

() = lim ! /t+Tf(7‘,x)dT.

T—s+oo 1

existe et

1 t+T o .
||T/t f(r,x)dr — f°(2)|| < ko(T), V(t,z) e Rx R
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION

avec k > 0 et 0 : [0,+00) — [0,400) est une fonction strictement décroissante,
continue et bornée telle que o(T) — 0 quand T — oo.

2.1 Théoréme de moyennisation

Considérons le probléme & valeur initial suivant
i =cf(t,r) +e%g(t,z,¢), z(0) = zo. (2.1)

On suppose que f(t,x) est T-périodique en ¢ et on introduit la moyenne

1 /7
P =g [ ft)
0
Considérons maintenant le probléme

y=ef"(y), y(0) =0 (2.2)
Théoréme 2.1.1. Soient les problemes aux valeurs initiales (2.1)) et (2.2) avec
x,y,rog € D CR" t>0. Supposons que

1. f,g et D,.f sont continues et bornées par une constante M indépendante de €
dans
[0, +00) x D.

2. g est Lipschitzienne en x € D.
3. f(t,x) est T-périodique en t, T est indépendante de e.
4. y(t) est contenue dans un intérieur de D.

Alors, on a x(t) — y(t) est de l'ordre O(g) pendant un temps d’échelle 1/c.

Ou la solution y(t) représente une approximation de z(t).

Lemme 2.1.1. (Gronwall). Supposons que pour to <t <tq+T

¢(t> S 52(t — to) + 51 / ¢(8)d$ + (53,

ot ¢(t) est une fonction continue, ¢p(t) > 0 Vit <t < to+ T, d1,05 et I3 sont des
constantes avec 61 > 0, 65 > 0 et 03 > 0. Alors

pourty <t <tyg+T.
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION

Preuve du Théoréme (2.1.1)).

Les hypothéses (1) et (2) nous assurent 'existence et 1'unicité de la solution des
problémes aux valeurs initiales (2.1)) et (2.2)) sur I'échelle du temps 2.
Posons :

ult,y) = / (F(s,9) — 12))ds.

to

On a
lu(t,y)|| < 2MT pour t >ty et y € D.

Maintenant, nous introduisons

2(t) = y(t) + eult, y(1)).
Comme y(t) C D, VYt > tg, on a l'estimation
() —y@I < Nlz(8) — 2O + l|2(t) — y(@)]]

< () = 2O + ellult, y(0))]
< ||z(t) — 2(t)|| + 2e MT.

Notons que
Pde dz
x(t) — 2(t) = — — —)ds.
=== [ G-
Calculons
dv  dz 9 dy
E-a—éf(t,l‘(t))‘f—@g(t,l’(t),€) %

- ety - 2 — S eyl

d
Remplacons &y par £f%(y), on aura

dt
fl—f — % =cf(t,x(t)) +ef(t,z(t) + R
R =e%g(t, x(t),e) — ng—Z(t, y(0)fy) — ef(t,y(t) — ef(t, 2(1)).
On a

0
1) < M et ||a—;‘<t,y<t>>|| < 2MT.

Grage a la continuité lipschitzienne de f nous avons

1F (¢, 2(8) = f(& y@O)] < Lllz(t) — y(@)]]
< eLfu(t, y(1))]
< 2eLMT.
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2.1. THEOREME DE MOYENNISATION

Donc il existe une constante k telle que
IR < ke®.
C’est clair que

P dr  dz
t)—z(1)| < — — —||d
lott) == < | 15~ Glas

t
< [ alt) = £t 560 + kel
to
t
< 6/ £t 2(t) — f(t, 2(1))||ds + ke?(t — to)
to
t
< €L/ lz(s) — 2(s)||ds + ke*(t — to).
to
D’aprés le lemme de Gronwall
k k
|lx(t) — 2(t)]| < szeEL(t —tp) — e
Par conséquent
k . k
lz() =yl < e(7 e L(t — to) — 7 +2MT).

SieL(t—ty) est borné par une constante indépendante de €, on aura I’approximation

z(t) = y(t) — O(e) quand £ — 0.
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2.2. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

2.2 Théoréme de moyennisation du premier ordre

On considére le systéme différentiel
i=cF(tz)+*G(t,z,¢), z(0) =z, (2.3)

oz € D CR™ D est un domaine borné et ¢t > 0. Supposons que F'(t,z) et G(t,x,¢)
sont des fonctions T-périodiques en t.
Le systéme moyenné associé au systéme ([2.3)) est

iy =cf(y), y(0)= o, (2.4)

ou

P =5 | Pl ds 2.5)

Théoréme 2.2.1. Soit le systeme (2.3), on suppose que F,G,D,F, D?*F and D,G
sont continues et bornées par une constante M dans [0,00) X D avec —gg < € < &y.
Supposons aussi que F et G sont T-périodiques en t, ot T indépendante de €. Alors
on a :

(1) Sile point p est un point critique pour le systéme moyennisé (2.4) tel que
det (D, f°(p)) # 0. (2.6)

Alors pour |e| > 0, suffisamment petit, il existe une solution T-périodique z(t, €)
du systéeme (2.3)) telle que x(0,e) — p quand ¢ — 0.

(2) Si le point critique y = p du systéme moyenné (2.4) est hyperbolique, alors
pour |e| > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t,¢)
du systeme (2.3)) est unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Exemple 2.2.1. Soit L’équation de Van Der Pol

i+r=c(l-2% i (2.7)

L’équation (2.7) peut s’écrire sous la forme d’un systéme a deux équations différen-
tielles

T =y,

y=-c+e(l-2)y,
en coordonnées polaires (r,0) ot x = rcos(f), y = rsin(f) avec r > 0 , ce systéme
devient de la forme
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2.2. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

i = ersin®(0) (1 — r*cos*(0)) , (2.8)
§ = —1+ e cos() sin(f) (1 —r*cos®(0)). '
Le systéeme est équivalent a
dr 22 .2 2
05 = T (1 —7r%cos*(6)) sin®(0) + O(e?). (2.9)

On note que l’équation (2.9)) est sous la forme standard (2.3)), ainsi on peut appliquer
la méthode de moyennisation en prenant

v=r, t=0, T=2r et F(r,0) =—r(1—1"cos(6)?)sin’(9).

On calcule ’équation (2.5) on obtient

27
folr) = ! r (1 —r?cos?(0)) sin® 0d6 = ér (r* —4).

“3
f2(r) a une unique racine positive r = 2. Puisque (df°/dr) (2) = 1, par Uhypothése
(1) du théoréme (2.2.1) ’équation de Van Der Pol (2.7)) a pour |e| # 0 une orbite
périodique d’amplitude r = 2. De plus, puisque (df°/dr) (2) =1 > 0 par I’hypothése
(2) du théoreme ([2.2.1), ce cycle limite est instable. Voir la figure (2.1).

\\\\\

s S
g g

LN T P

1
%
h\
D\

\“\“\1&'&—:4—”({//&/ <
N e R e Pt /

PP N

FIGURE 2.1 — Cycle limite instable de I’équation (2.7) pour € = 0.01.
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2.2. THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Exemple 2.2.2. Soit le systeme
T = —y+6(—x+x2y),
y=z+e(-y+yz+27), (2.10)
i=e(y+a®+yz—1),

en coordonnées cylindriques © = rcos(f), y = rsin(f) et z = z, le systéme (2.10))
devient
( d .
d_: = e (r’ cos®(0) sin(0) + sin(0)2° — r + rz — rzcos’(h)) ,
de 1
pri 1+ =& (rzcos(9) sin(f) + cos(6)z* — cos*()r® + r* cos*(6)) ,
r
dz
\ dt
Pour écrire le systéme (2.10) sous la forme standard pour appliquer la méthode de
moyennisation on considére 6 comme nouvelle variable indépendante. D ot

= ¢ (rsin(9) + r? cos®(0) + rzsin(f) — 1) .

dr_ e (r® cos®(0) sin(9) + sin(6)z* — r + rz — rz cos*(6)) ,
ab (2.11)

d
d_; = ¢ (rsin(9) + r* cos®(f) + rzsin(d) — 1) .
Le systéme (2.11)) est de la forme
d
d—; = el (r,0,2) + O(e?),
dz

@z _ 2
7 eFy(r,0,z) + 0O(e7),

ou Iy, Fy sont périodiques de période 2w, Calculons maintenant le systéme moyenné,
on obtient

21
fi(r,z) = %/0 Fi(r,0,z)d0 = %r (z —2), o1,

1 27 1 )
fa(r,z) = %/0 Fy(r,0,z)d0 = §r —1.

On résout le systeme (2.12)), on obtient les deux racines
(Tlazl) - (\/57 2> ) (TQ)ZZ) - <_\/§7 2> .

Comme r > 0, la solution (\/5, 2) est la seule qui fournisse un cycle limite. On
vérifie maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul.

ofh Oh 1
_ . _ —z—1 =r _
D(ry,z1) = det @ @ - det( 2 ) 20 ) ‘(\/52) 1#0.
ar 0z
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2.3. THEOREME DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

D’apres le théoreme (2.2.1), le systeme (2.10) a pour |e| suffisamment petit un

seul cycle limate.

oh o
De plus la matrice g}; 553%2 calculée au point (\/E, 2) admet les deux valeurs
or 9z

propres +1 (réelles de signe différent). Donc le point singulier est un point selle qui
est toujours instable. Alors, le cycle limite est instable. Voir la figure (2.2).

2—‘—-::__5_ _:“'_“m_
20—
2p
3003
21'[':“_-
1.005—- ---7 -
L= i
'[:1-u.5 M, ,,f-r"“rrrrlr"
0 T e T g B

R 2 %
¥ 1 -1

FIGURE 2.2 — Cycle limite instable de I’équation ([2.10) pour € = 0.001.

2.3 Théoréme de moyennisation du deuxiéme ordre

Lorsque le champ de vecteurs est suffisamment différentiable, on peut passer a la
méthode de moyennisation d’ordre deux.
considérons les deux problémes aux valeurs initiales

i =eF(t,r) +2Fy(t,x) + 2 F3(t,x,¢), x(0) = o, (2.13)

ou Fi, Fy : [0,400) x D — R"™, F3:[0,400) x D x [0, 9] — R" sont des fonctions
continues, T périodiques par rapport a t et D est un ouvert de R".

g=efy)+e* [f°y) +9° ()], y(0) =, (2.14)
ou fY, f1% et ¢° sont des fonctions moyennées correspondantes a F, f1 et Fh respec-
tivement.
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Théoréme 2.3.1. Soit

fltsa) = Tt (t,) ~ 1),
ol

yl(t,x):/o [Fy(s,2) — f°(2)] ds + 2(),

et z(z) est une fonction de classe C' dont la moyenne est nulle.
Supposons que

OF
(a) 8—1, Fy et Fy sont Lipschitziennes relativement a x et continues dans leur do-
x

maine de définition.

(b) |Fs(t,x,€)| est bornée par une constante M positive dans [0, %) x D x (0, ).

(c) T est indépendante de €.

1
(d) y(t) € D pendant un temps d’échelle —.
£

Alors
z(t) = y(t) + ey (t,y(t) + O(e?),

1
sur l’échelle du temps —.
€

Corollaire 2.3.1. Si les hypothéses du théoréme (2.3.1) sont satisfaites et de plus

f(y) = 0.
Alors
1. Sip est un point d’équilibre du systéeme moyenné (2.14)) tel que
0
7 (f) +9"),_, # 0. (2.15)

Alors, il existe une solution T-périodique ¢(t,e) du systéme (2.13)) telle que
o(t,e) — p quand e — 0.

2. 51 (2.15)) est négative, la solution périodique ¢(t,e) du systéme (2.13]) est
asymptotiquement stable pour n suffisamment petit. Si (2.15)) est positive, cette
solution est instable.

Exemple 2.3.1. Considérons le systeme

{x':—y+5(a:2—4$2y),

2.16
y:x+52(y2x+y5x—2y+6y3—y5). ( )

En coordonnés polaires (r,8) ot x = rcos(f), y=rsin(d) avec r > 0, on obtient
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2.3. THEOREME DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

(7 = (=473 cos®(0) sin(0) + 72 cos®(0)) + 2(r® cos(#) sin(0) — 72 cos®(#) sin(6)
+ 27 cos?(6) — r%cos”(0) + r°cos®(0) — 2r + 61 + r®cos(0) — r° — 3r®cos®(0)
+ 3r° cos*(0) — 12r° cos?(0) + 3r° cos5(9) — 3r° cos* () + 67° cos*(9)),
0 =1+ e(4r% cos®(0) — 4 cos*(0)r? — sin(0)r cos?(0)) + £2(— cos(#)r* sin(f)
+ 2sin(8) cos®(0)r* — 61 0083(0) sm( ) + sin(0)r® cos?(#) + sin(0)r°® cos®(0)
— 2sin(0)r° cos*(0) — cos*(8)r* — sin(6) cos®(O)r* + r? cos(0) + 2sin(6) cos®(§)r!
+ 67% cos(#) sin(0)).

Considérons maintenant 6 comme la variable indépendante, on obtient

dr

i =cFi(r,0) + 2 Fy(r,0) + O(e?), (2.17)

ot

Fi(r,0) = —4r? cos®(0) sin(#) + 2 cos*(0),

Fy(r,0) = —161° cos’ (0) sin(f) + 161° cos®(0) sin() + r*® cos”(0) sin() — r* cos*(0) sin(6)
+ 73 cos(0) sin(8) + 7 sin?() cos®(#) — 8r* cos”(#) sin?(0) — r° sin?() cos*(#)
— 2r55sin‘ ) cos®(0) 4 2r° sin’(6) cos?(#) — 6r° sin’(0) cos?(#) + r° sin?(6) cos(h)
— r%sin?(0) — 27 sin?(0) + 6r° sin®(0).

En appliquant maintenant le théoréme (2.3.1)), on calcule la fonction moyennée

1

oy = L [ i 000 =
r0 =5 [ Ao

On peut passer a la méthode de moyennisation d’ordre deux, on calcule

Pr) = i/ 7TFQ(T, 0)do

2 Jo
et ;
1 OF,
100,y _ *
F9() = 27r/0 [ 1r,6) /0 Fl(r,s)ds] d
ot
%(r, 0) = —8r cos®(#) sin(6) + 2r cos®(6),
-

et

’ 1 2
/ Fy(r,s)ds = —r® 4+ r® cos* () + 57’20032(9) sin(6) + §r2 sin(#).
0
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2.3. THEOREME DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

Par conséquent,

000 =g [ [GHeo - [ Ae o neo]w (215)

Pour trouver les cycles limites, on résout l’équation (2.18]) et on obtient deuz ra-

cines positives 11 = £1/(90 + 10v/61), 75 = £1/(90 — 10/61).
Etant

d 10 0 25 , 27,
el - = 22
SO0 + ') = —ort+ -

nous obtenons

d
S (11(r1) + 9°()) = ~26.25844045 # 0,
.

et

%(flo(TQ) +¢%(r2)) = 1.85844941 # 0.

Donc il existe deux cycles limites, et d’apres I'hypothése (2) du corollaire (12.3.1))
on a

d d
a(fm(rl) +¢%(r1)) = —26.25844945 < 0 et a(flo(’f’g) +¢%(r2)) = 1.85844941 > 0.
Alors, le premier cycle limite est stable d’amplitude r1 = % (90 + 10\/6_1) et le

deuxieme cycle limite est instable d’amplitude ro = % (90 — 10v/61) pour e suffi-
samment petit. Voir la figure (2.3).
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FIGURE 2.3 — Deux cycles limites du systéme (2.16)) pour £ = 0.001.
Exemple 2.3.2. Considérons le systéme

{ i =—y+e(2®—42%y) +*(y* — xy), (2.19)

y=x+e (¥ +y°r — 4y +6y° — ).

En coordonnés polaires (r,8) ot x = rcos(f), y=rsin(d) avec r > 0, on obtient

(7 = (=473 cos®(0) sin(0) + 2 cos®(0)) + (=% cos? () sin(h) — r* cos®(6)
+ 47 cos®(0) + r? cos(0) — 4r + 4r°cos®(0) + 61 + % cos(0) — r° — 3r%cos®(0)
— 57% cos*(0) — 1213 cos?(0) + 3r° cos® (0) — 7% cos”(0) + 2r° cos®(8) + 67° cos*(6)),
0 =1+ e(4r% cos®(0) — 4 cos™(0)r? — sin(0)r cos?(0)) + £2(—2 cos*(0)r° sin(6)
— r*sin(6) cos(#) + 7° cos®(6) sin(#) — 281H(0)T4 cos® () + sin(#)r cos®(0)
— 6sin(6)r? cos®(6) + 3sin(0) cos®(0)r* — rsin(h) — 4sin(6) cos() + r cos(8) + sin(#) cos®(6)r°
— rcos®(6) + 6r* cos(6) sin()

)-

Considérons maintenant 0 comme la variable indépendante, on obtient

\

dr

i =cFy(r,0) + 2 Fy(r,0) + O(*), (2.20)

ol
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2.3. THEOREME DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

Fi(r,0) = —4r3 cos®(0) sin(#) + 2 cos®(0),

Fy(r,0) = —167° cos’ () sin(6) + 167° cos®(#) sin(6) + 72 cos®(#) sin(#) — 2 cos*(#) sin(6)
+ 1% cos®(0) sin?(6) — 8r*sin®(6) cos®(A) — 2r° cos*(#) sin?(#) — 2r° sin?(#) cos®(0)
+ 3r° sin?(0) cos?(0) — 62r° sin?(#) cos?(0) + 72 sin®(6) cos(#) + 7° sin®(6) cos(6)
— 4rsin®(0) + 6r° sin?(0) — r° sin?(0).

En appliquant maintenant le théoréme (2.3.1)), on calcule la fonction moyennée

1 2w
£ = %/0 Fi(r, 0)d0 = 0.
On peut passer a la méthode de moyennisation d’ordre deux, on calcule
1 2
¢ = 5 /0 Fy(r,0)do
et ;
1 oF
%) = o /0 { 87} (r,0) - /0 Fi(r, s)ds} do
ol
F:
%(r, 0) = —12r? cos®(0) sin(#) + 2r cos*(0),
et

0
/ Fi(r,s)ds = —1r® + r° cos*(0) + %r20032(9) sin(6) + §r2 sin(6).
0

Par conséquent,

FO) + ¢°(r) = —/O% [W(r, 9). /09 Fi(r, s)ds + Fy(r,0)| d6
=7 (—ir‘%%ﬂ —2) :

Pour trouver les cycles limites, on résout l’équation (2.21)) et on obtient deux ra-
cines positives r1 = 1,1y = 2\/5.
Etant

(2.21)

d 5, 27,

g(flo(r) +9°(r) = —ZT + ZT -2,
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nous obtenons

d
a(f“’(rl) + ¢°(r1)) = 3500000000 £ 0,

et

L (70) +6Pr2)) = 28 £ 0.

Donc il existe deux cycles limites, et d’aprés 'hypothése (2) du corollaire (2.3.1))
on a

d d

d—(flo(rl) + ¢°(r1)) = 3500000000 > 0 et d—(flo(rg) + ¢%(re))) = —28 < 0. Alors,
r r

le premier cycle limite est instable d’amplitude r1 = 1 et le deuzieme cycle limite est

stable d’amplitude 74 = 2v/2 pour € suffisamment petit. Voir la figure (2.4).
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FIGURE 2.4 — Deux cycles limites du systéme ([2.19)) pour € = 0.001.
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2.4 Un autre théoréme de moyennisation du pre-
mier ordre

Théoréme 2.4.1. On considére le probleme de bifurcation des solutions T -périodiques
du systéme différentiel de la forme :

i(t) = Fo(t,z) +eFy(t,x) + 2 Fy(t, 1, ¢), (2.22)

ot € € (—eg,&0) pour €y suffisamment petit. Les fonctions Fy, Fy : R x  — R™
et Fy: R x Q x (—gg,&0) — R™ sont des fonctions de classe C?, T-périodique
ent et () est un ouvert de R™. Supposons que le systéme non perturbé

(t) = Fo(t,z), (2.23)

a une sous variété des solutions périodiques de dimension k.
Soit x(t, z) la solution du systéme non perturbé telle que (0, z) = z.
La linéarisation du systéme non perturbé le long de la solution périodique
x(t,z) s’écrit
y = D, Fy(t,x(t, 2))y. (2.24)

Notons par M,(t) la matrice fondamentale du systéeme différentiel linéaire (2.24)).
Supposons qu’il existe un ensemble ouvert V- avec CL(V) C €, tel que pour chaque
z € CL(V), z(t, z,0) est T-périodique, ow x(t,z,0) est la solution du systéme non
perturbé avec (0, z,0) = z. L’ensemble CL(V') est isochrone pour le systéme
, c’est a dire il est un ensemble formé seulement par des orbites périodiques,
toutes ayant la méme période.

On note par € : RF x R"* — R¥ [a projection de R™ sur ses k premiéres coor-
données, c’est a dire

E(xyy oy ) = (21, .0y Tp),

et par - 1 RF xR — R"* [a projection de R™ sur ses n—k derniéres coordonnées,
c’est a dire
L
E (21, ey @) = (Tps1y ooy Tny)-

Alors, on a les résultats suivants :

Théoréme 2.4.2. [36] Soit V un ensemble ouvert et borné de R*, et soit
B:CL(V) — R"* une fonction de classe C?, supposons que :
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(i) Z ={za = (o, (), € CL(V)} C Q et pour chaque z, € Z la solution x(t, z,)
de (2.23)) est T-périodique.

(ii) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M., (t) de (2.24) telle

que la matrice M2 *(0) — MZ(T) a dans le coin supérieur droit une matrice

k x (n—k) nulle, et dans le coin inférieur droit la matrice A,(n—k) x (n —k)

avec det(A,) # 0.
On considere la fonction F: CL(V) — R*

F(a) = g(% /0 MR (Gl ). (2.25)

S’il existe a € V' avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique o(t,€) du systeme (2.22)) telle que ¢(0,e) — z, quand € — 0.

Nous donnons maintenant un résultat quand n = k.

Théoréme 2.4.3. [36] Soit V' un ensemble ouvert et borné avec CL(V') C 2 tel que
pour chaque z, € CL(V') et pour chaque z, € Z, la solution z(t, z,,) est T-périodique.
Considérons la fonction F : CL(V) — R™

F(a) = %/0 MZH ) Fi(t, o, 2q))dt. (2.26)

Sl existe a € V' avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique p(t,e) du systeme (2.22) telle que ¢(0,¢) — z, quand £ — 0.

Théoréme 2.4.4. [36/ Supposons que n = 2m. Soit V un ensemble ouvert et borné
de R™ et soit B : CL(V) — R™ une fonction de classe C?, supposons que :

(1) Z ={za = (a,B(a)),ac € CL(V)} C Q et pour chaque z, € Z la solution z(t, z,)
de (2.23)) est T-périodique.

(ii) Pour chaque z, € Z, il existe une matrice fondamentale M., (t) de (2.24) telle
que la matrice MZ'(0) — M_1(T) a dans le coin supérieur droit la matrice
An(m x m) avec det(A,) # 0, et dans le coin inférieur droit une matrice

m X m nulle.
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On considére la fonction F: CL(V) — R™
1 /T
7(0) = & (7 / MOE (1 alt, z0))dt). (2.27)
T Jy *

S’il existe a € V' avec F(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique (t,e) du systeme (2.22)) telle que p(0,¢) — z, quand € — 0.

Exemple 2.4.1. On considére l’équation suivante
T — i 40— x=e(2+sin(t))(z? + 42%). (2.28)

On écrit léquation différentielle du troisiéme ordre (2.28) comme le systeme diffé-
rentiel du premier ordre suivant

T=1
v ==z (2.29)
f=x—y+z+e(2+sin(t))(z® + 42°).

L’origine est l'unique point singulier du systéme (2.29) lorsque ¢ = 0. La partie li-
néaire du systéme (2.29)) avec € =0 a origine est

1
0
-1

A:

_ O O
)

Les valeurs propres de la matrice sont +i et 1.
On va faire un changement de variables linéaire

(I,y, Z>T - B(X’YvZ)T7

telle que dans les nouvelles variables (X,Y,Z,V), le systeme ' avec € =0 a sa
partie linéaire égale a sa forme normale de Jordan, c.a.d. (X,Y,2)T = J(X,Y, Z)T,
la forme normale réelle de Jordan de la matrice A est

-1

J = 0
0

o = O
_— o O

BAB™'=J= BA—-JB =0,
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d’ot
1 -1 0
B=|0 -1 1
1 0 1

Par la transformation linéaire inversible (X,Y, Z)T = B(z,y,2)", c.a.d.

X x X i
Y |=Bly |=|Y |=B|vy ]|,
Z z A z
on trouve
X=1- yu
Y = —y+ 2, (2.30)
Z=i+¢2
On a
x X
y | =B"'(Y |,
z A
on obtient
x 1 X-Y+Z7
vl=5 -X-Y+7Z |, (2.31)
z -X+Y+Z7
on remplace (2.29) et (2.31) dans (2.30), on trouve
X=-Y
Y =X +eF(X,Y, Z,t) (2.32)
Z =7+ eF(X,Y, Zt),
ol

F=FX,Y, Zt) = F(x,y,21).
Pour e =0, la solution du systeme (2.32)) est

X(t) Xo cos(t) — Yy sin(t)
Y(t) | = Yocos(t)+ Xosin(t)
Z(t) Z()6t

On utilise la notion introduite dans le théoreme 2.4.1, et d’aprés le systéme (2.32)),
on a

r=(X,Y,Z),Fy(z,t) = (=Y, X, Z), Fi(x,t) = (0, F, F) et Fy(z,t,e) = (0,0,0).
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Soit x(t, Xo, Yo, Zo,€) la solution du systeme (2.32) telle que
I(07 X07 %7 Z()7 5) = (X07 }/07 ZO)

IL est clair que, le systéeme non perturbé (2.32) avec e = 0 admet un centre a l’ori-
gine dans le plan (X,Y"). Les solutions périodique de ce centre sont x(t, Xo, Yp,0,0) =
(X(t),Y(t),Z(t)) telle que

X(t) X cos(t) — Yy sin(t)
Y() | = Yocos(t)+ Xgsin(t)
Z(t) 0

Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 27.

1. Pour notre systeme, V' et a du théoréme 2.4.2 sont
V ={(X,Y,0),0 < X2+ Y? < p} pour certains p arbitraires
et a = (X, Yy) € V.

2. La matrice fondamentale M (t) du systéme non perturbé (2.32)) est

cos(t) —sin(t) 0
M(t)= | sin(t) cos(t) 0
0 0 et
D’autre part, un calcul simple donne
0 0 0
MY0)-M*2r)=| 0 0 0 :
00 1—e?

dou 1 —e 2™ £ 0.

Nous avons montré que toutes les hypothéses du théoreme 2.4.2 sont vérifiées.

Par conséquent, nous allons étudier les zéros a = (Xo, Yy) € V' des deuz premiers
composantes de la fonction F(a) donnée par

F(a) = f(%/o W M) Fi(t, ot z0))dt), E(x1, 3, 23) = (21, 22),

F(@) = (F1(a), Fa(a)),
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d’ot
1 27
=5 sin(t) F' (z(t, Xo, Yo, 0,0), t)dt, (2.33)
T™Jo
1 X(t)—Y(t X)) +Y(E) X +Y(
_ L aapO=Y0_XOTY0) X0V
2 J, 2 2
1 2m _
Fo(a) = %/0 cos(t)F(z(t, Xo, Yo,0,0),t)dt, (2.34)
L[ X)) =Y(t) X@t)+Y(t) —X(t)+Y(t)
o cos(t) F( 5 ) 5 : 5 ,t)dt
On pose F(a ) (S"l(XO,YO) Fo(Xo, Y))-
On intégre (2.33)) et - on obtient
1 3 3 3 3 1 1
F1(Xo, Yo) = gYOXo - ZYOQXO - ZYoXé - Zyo?’ - é_ng + §Yo2 + ng
1
Fa(Xo, Yo) = 16(X0 — Yp)(12X§ — Xo + 12Y5 — Yp)

Si F1(Xo, Yo) = F2(Xo, Yo) =0, on trouve
11
X5 YY) = (=, 5).
( 0> 0) (8’8)

8(?1, ?2)
d t —_— — * * =
€ ( 0(7“0, %) |(X07YO)—(X0 7Y0 )) 8192 7&

Alors, pour € € [—¢gg,e0] avec g9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution isolée
2n-périodique x(t,e) de l’équation différentielle (2.28)) telle que
1
z(0,e) — 0, #(0,e) — % Z(0,e) — 0,

quand € — 0.

47



- Cha |tre 3
ycles limites pour une classe

géneéralisée des systemes de
Lienard

Dans ce chapitre, on étudie les cycles limites qui bifurquent des orbites pério-
diques du centre linéaire & = y,y = —x perturbé par une classe généralisée d’équa-
tions différentielles de Liénard.

Cette étude a fait 'objet d’'un article publié dans le journal " Electronic Journal of
Differential Equations"

S. Ellaggoune, S. Badi, Upper bounds for the number of limit cycles of polyno-
mial differential Systems. Electronic Journal of Differential Equations. ISSN 072-6691
Volume 2016 (2016), Number 318, pp. 1-22.
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3.1 Historique

Nous allons étudier dans ce chapitre des équations différentielles du deuxiéme

ordre.
/ d

y =Fy.y) ot y=ylz) et =
Ces équations peuvent se transformer en un systéme de 2 équations différentielles du
premier ordre.
L’espace des phases est alors un plan. La forme générale d'un tel systéeme est :

(3.1)

Le premier modéle physique publié dans la littérature qui, transformé en un systéme
du type (3.2), admette un cycle limite est 1’équation :

Y (L) )y = (3.3

établie par RAYLEIGH (1945) et qui modélise les oscillations d'une corde de violon.

e Dans les années vingt, Balthasar van der Pol, un ingénieur hollandais, étudiait
les propriétés électriques des tubes & néon (Van der Pol, 1922). A cette époque 14, les
oscilloscopes n’existant pas encore, il surveillait ’évolution de son circuit en écoutant
les changements de tonalité dans un combiné téléphonique. Il modélisa les charges
et décharges du tube par I’équation qui porte maintenant son nom :

d*x d_x

2
— +¢e(z” =1 rz=0. 3.4
: : Y : . - dy
On voit que si on dérive I’équation (|3.3|) par rapport & ¢ et que si ’on note x = a

on retrouve I'équation (B.4]). Ces deux équations sont donc équivalentes.

Quelques années plus tard Van der Pol (1927) étudiait le méme circuit électrique
mais en régime sinusoidal forcé. Lorsqu’il variait la fréquence du courant, il entendait
dans son combiné la tonalité changer par a-coups (le circuit se stabilisait donc sur
la fréquence externe). Mais de temps a autre il remarquait quelque chose d’étrange,
un comportement inexplicablement irrégulier : " on entend souvent au téléphone un
bruit irrégulier avant que la fréquence ne saute a la valeur immédiatement inférieure"
(Van der Pol, 1927). Son tube & vide devait vraisemblablement traverser une période
de chaos transitoire avant de se synchroniser sur la fréquence externe.

Plus tard, en Angleterre, Mary Lucy Cartwright et John E. Littlewood poursui-
vront les travaux de B. Van der Pol sur les oscillateurs forcés.
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e Liénard (1928), un ingénieur frangais, établit un théoréme d’existence et d’uni-
cité d’une solution périodique pour une classe générale d’équations dont fait partie
I’équation (3.4)) :

d*x dx
—_— — =0 3.5
@) 4 (35
Liénard a transformé ’équation (3.5)) en un systéme de deux équations du premier
dx
d t—=2z:
ordre en posant —- = 2
d d
d—f =z, d—i =—x— f(z)z. (3.6)

En fait dans I’énoncé de son théoréeme, Liénard utilise un autre systéme, équivalent
a (.6), obtenu en posant z =y — F(z), ot F(x) = [ f(r)dr :

%zy—F(m), %:—ﬁ. (3.7)
Le plan (z,y) est alors appelé le plan de Liénard. L'équation est appelée [’équa-
tion de Liénard et on se référera au systéme comme au systeme de Liénard.

Le théoréme de Liénard établi que si F'(z) est une fonction continue et impaire
qui a une unique racine positive en r = a et qui est strictement croissante pour
r > a, alors le systéme posséde un unique cycle limite.

e Levinson et Smith (1942), ont suggéré de généraliser le systéme (3.7)) :

dx dy
- F A :
qui se met sous la forme :
d*x dx

et qui est connu sous le nom de systéeme de Liénard généralisé.

e Le probléme fondamental 1ié au systéme (3.8) est le nombre de solutions pé-
riodiques isolées (i.e. cycles limites) qui peuvent exister simultanément. Imaginons
que le systéeme décrit le mouvement d'un oscillateur. Si ce systéme a un cycle
limite globalement attracteur alors l'oscillateur va évoluer, aprés un régime transi-
toire, selon un mouvement périodique. Le point important est que la période de ce
mouvement sera la méme quelle que soit la condition initiale.

On voit donc que la présence d’un cycle limite peut étre une propriété importante
d’un systéme surtout si ce systéme est une horloge.
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3.2 Perturbation du centre linéaire

Nous allons considérer la perturbation indépendante du temps ou la fonction
Y

perturbée est le centre linéaire

0

()= (%)= ("),

qui est bien le systéme de Liénard.

Pour € = 0, il n’y a pas de cycles limites, mais seulement des trajectoires périodiques
du type centre.

La perturbation introduite transforme le centre du systéme linéaire en un foyer et
transforme occasionnellement certaines trajectoires périodiques du centre en cycles
limites, La méthode de moyennisation permet de connaitre le nombre de cycles limites
qui apparaissent.

Si on choisit f(z) = (

), le systéme étudié sera :

3.3 Bifurcation des cycles limites des orbites pé-
riodiques d’un centre linéaire perturbé par une
classe généralisée d’équation différentielle de Lié-
nard

Nous allons étudier le nombre maximum de cycles limites qui peuvent bifurquer
des orbites périodiques du centre linéaire © = y, y = —ux, perturbé par une classe
généralisée d’équations différentielles de Liénard de la forme

{i" =y — filz,y)y,

§ =~ — mle.y) — fola,y)y, (3.10)

avec fi(z,y) = efu(r,y) + fra(2,9), fo(w,y) = efar(z,y) + % for(z,y) et ga(,y) =
ego1(,y) + €2gaa(x,y), oU fii, foi €t go; des polynomes en x et y de degré [,n et m
respectivement pour ¢ = 1, 2, et e suffisament petit. On note que ce systéme est plus
général que celui étudié dans [31].

Nous considérons le systéme ((3.11))
{ i':y_g(fll(w?y)y)7 (311)

v =—x—¢e(gn(z,y) + fal(z,y)y),
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3.3. BIFURCATION DES CYCLES LIMITES DES ORBITES PERIODIQUES
D’UN CENTRE LINEAIRE PERTURBE PAR UNE CLASSE GENERALISEE
D’EQUATION DIFFERENTIELLE DE LIENARD

ol fi1,g01 et fo1 des polynomes en = et y de degré [,m et n respectivement, et ¢
suffisament petit.

Notre résultat est le suivant :

Théoréme 3.3.1. Pour € suffisamment petit, le nombre mazximum de cycles limites

pour la classe généralisée du systéme de Liénard (3.11) qui bifurquent des orbites
2

périodiques du centre linéaire © = y, y = —x est en utilisant la méthode de

moyennisation d’ordre un.

Ensuite, nous considérons le systéeme

&=y —e(fulz,9)y) —(fralz,y)y),
{ y=—2—e(gn(@,y) + fa(z,9)y) — (922(z,y) + foa(z, 9)y), 12

ou fi1 et fio de degré [; go1 et goo de degré m, et for, foo de degré n et e suffisamment
petit.
On a:

Théoréme 3.3.2. Pour ¢ suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles limites
pour la classe généralisée du systeme de Liénard qui bifurquent des orbites pé-
riodiques du centre linéaire * =y, y = —x en utilisant la méthode de moyennisation
d’ordre deuz est :

A= max{)\l, )\2 + ]_, )\3 + 2}7

>\1:max{[O(m)+2E<l>_1],[E(m)+20(l>_ Lm 1’[$]’
Elm) 00 -1,
o = (O () 1, 2+ ) =3y Olom) + Bl =5, 00 +0W =2,
Py —2, B+ W =3y (00m) + B =3,
O VD

e O(i) est le plus grand nombre impair inférieur ou égal a 1.
o F(i) est le plus grand nombre pair inférieur ou égal a 1.
e || désigne la partie entiere.
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Preuve du Théoréme (3.3.1).

On utilise la méthode de moyennisation d’ordre un. Pour cela posons

fn(z,y) = Zamwy,le(my Zawzxy,gmxy Zb”zxy,

1+7=0 1+7=0 1+7=0

En coordonnées polaires (r,6) ot z = rcosd, y = rsinf, r > 0, le systéme (3.11])
devient

n
—5(5 aijor T cos’(0) sin? T2 (0 E bijor' ™ cos'(0) sin?t1(0)

1+7=0 i+35=0
l

+ Z aij ' cos™(9) Sinj“(ﬁ)) :

i+5=0
f=—1— —[ < Z aijor' T cos™ 1 (0) sin’ T (0) + Z bijor' ™ cos™(0) sin’ (0)
i+5=0 i+j=0
I
- Z aij ' cos'(0) sinj“(e))}
(=0

(3.13)

Considérons maintenant # comme nouvelle variable indépendante, le systéme ((3.13)
s’écrit sous la forme standard du théoréme de moyennisation d’ordre un

dr

5= eF(r,0) + 0(c?), (3.14)

ou

n
6) = Z aijor' T cos'(6) sin? T2 Z bijor' ™ cos’(0) sin? 1 (0)

i+35=0 i+7j=0

!
+ Z a7 cos™ 1 (0) sinf T (6).

i+j=0

Maintenant, on calcule la fonction moyennée

1 2T
FlO(T) = %/O F('I", 9)d0,
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sachant que

2 . . o . .
cos' (0) sin*2(6)df — 0, si % impair ou j impair,
0 T, si ¢ pair et j pair,

ol oy; est une constante non nulle, on trouve que

FlO Z Qg5 204,51 H_]—H (315)

z+] 0

ol i et j sont paires. On voit que le polynome Fio(r) a au plus [%} racines positives.
De plus ce polynoéme peut admettre exactement [%} racines positives simples, avec

un bon choix des coefficients a;;. Cela compléte la preuve du théoréme (3.3.1)).

Exemple 3.3.1. Considérons le systeme

i =y —e(V2+ 52y + )y,
(3.16)

. 1
y=-z—c(l+ay+ (3+ay* — §y2)y).

En coordonnées polaires (r,0) ot x = rcosf, y =rsinf, r > 0, le systéme (3.16)
devient
(= —¢ [\/57’ cos(8) sin(0) + sin(#) — r° cos®(6) sin(0) + r° cos(f) sin ()

+ 41 cos®(0) sin2(9) + %7“3 sin?(0) cos?(0) + r*sin?(#) cos(#) + 2 sin?(#) cos(A)

+ 3rsin®(6) — —r sin?

0=—1+ 5[ — rsin(é )cos2 0) — 3sin(6) cos(0) — 4r*sin(6) cos*(A) — %7“2 sin(#) cos®()

9)

+ %72 sin(f) cos(#) — + 47 cos?(0) sin(0) — V2 cos?(0) + V2 + 1% cos*(0)

—2r? cos?(0) +r } .

\
Pour déterminer les cycles limites, on résout l’équation

3
Flo(r) = —ET <—8 + TQ) = 0. (317)
L’équation ([3.17) posséde une racine positive r = 2v/2. D’apres le théoréme (3.3.1),
le systeme (3.16) a exactement un unique cycle limite qui bifurque des orbites pério-
diques du centre linéaire & =y, = —x. Voir la figure (3.1).
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FIGURE 3.1 — Cycle limite du systéme (3.16) pour € = 0.0001.

Preuve du Théoréme (3.3.2).
On utilise la méthode de moyennisation d’ordre deux, pour cela prenons fi1, fo
et g91 les fonctions définies dans la partie précédente, de plus soit :

flszy 201]1$y7 f22(117y Z%Q"By, 922-’Ey Zdzﬂﬂﬁy
i+7=0 i+5=0 i+5=0

Le systéme ({3.12)) en coordonnées polaires (r,0) ot © = rcosf, y = rsind, r > 0,
devient

= —e(A+eB),
) 3.18
9:—1—E(A1—|—531), (3.18)
,
ou

Z aijor T cos' (0) 0)sin’ (0 Z bij ot cosi(6) sind 1 (0)

i+j—0 Bt

b3 g o) s 0,

i+35=0
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B = Z Cijor' ™ cos’(0) sin’*(0) + Z dijar'™ cos'(0) sin’ ™ (0)
+j=0 i+j=0

!
+ Z Cijar™t 7t cos™(0) sin? T (0),
i+j=0
et

A = Z aijor T cos™H(0) sin’ T (0) + Z bijor' ™ cos™(0) sin (0)

i+j=0 i+j=0

I
— Z aij T cos’(0) sin? T2(0),

i+5=0

By = Z Cijor T cos™H(0) sin? T (0) + Z dijor'™ cos™(0) sin’ (0)

i+5=0 i+7=0

!
— E Cijar™7t cos' (0) sin’2(6).
i+j=0
Considérons maintenant # comme la variable indépendante, on obtient

% =cFi(r,0) + €2F2<T', 0) + 0(53), (3.19)

avec

Fl(ra 0) = A7
1
FQ(T, 9) =B -— ; AAl

Déterminons la fonction moyennée suivante

Fao(r) = % /0 - [%Fl(r, B)n(r,0) + Fy(r, 9)} o),

ou yy(r,0) = foe Fi(r,s)ds. Pour cela, on a besoin d’annuler la fonction moyennée

Fyo, donc on pose a;j» = 0 pour tout ¢ pair et j pair. Maintenant, on commence par
calculer

d - o : . i o
aﬂ(ra 0) = | g (i + 7 + 1)agor™™ cos'(6) sin’2(0) + | E (i + §)bijori
i+7=0 i4+5=0

i odd or j odd
l

x cos'(6) sin? T (6) + Z (i + 4+ Daijir'™7 cos™(0) sin’ 1 (0),
i+j=0
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ensuite y; (7, 0) qu’on écrit comme suit

0
yi(r,0) =/ Fi(r,t)dt = yi +y; + v,
0

avec -
yr(r,t) :/ Z aijor T cost (t) sind T2 (t)dt
0 itj=0

atetl(a, . sin(6)

= a1072r2(0z110 Sll’l(@) + Q210 8111(39)) + -+ aclel,g’f’
+ Qocyey SINEO) + -+ Qe nn  sin((er + e +2)0)) + aor27° (01

2
+ a1 c08(0) + 301 €08(30)) + -+ - + pygr 2 T (Q1pygy + Q2prgy €OS(0)
+ Q3pyq, cOS(30) + - - - + Uit s2ts, o cos((p1 + q1 +2)0)) + ar1.27* (a1
+ 911 c08(20) + az11 c08(40)) + -+ + Geygy 27T (Q1ey gy F Q2ey g, €08(20)
+ Q3eyqy €OS(40) + - - - + QArta+2)+2, o cos((c1 +q1 +2)0)),

2

ol

e ¢; est le plus grand impair et e; le plus grand pair tel que ¢; + e; < n,

e p; est le plus grand pair et ¢, est le plus grand impair tel que p; + ¢ < n,

e «;j, sont les constantes réelles obtenues durant le calcul de [ cos’(t) sin/™*(t)dt
pour tout ¢ et j.

g m
yi(r,t) =/ Z bijor' ™ cos' (t) sin! T (t)dt

0 itj=0
= boo,2 (54100 + Qia00 COS@)) + 502,27"2 <54102 + g2 cos(f) + Aoz COS(39))
oo Dpoes 277292 Qipyey, + Qapye, COS(6) + Aspye, cOs(30)
cos((py + €2 + 1)9)>+ bo1 o7 <d1019 + Qa1 Sin(29)>

Foos + by 0P (@lpmﬁ + Qapyg, SIN(20) + Aigpyq, SIN(40) + ...+ Q(ratarts)

+ + a(P2J2r52 +2)p2€2

P292

x sin((py + g2 + 1)0)) + b10,2r<64110 + Gia10 cos(20)> + b3g o1 (07130 + Gag0 cos(26)
+330 cos(49)) + ot begeg 2 7T <O~410262 + Qgcye, COS(20) + ... + &(%H)CM
x cos((cg + €9 + 1)9)) + by 21 (dm sin(6) + o sin(39)> + by3 o1 (&113 sin(6)
g3 Sin(36) + s sin(50)> bt Doyt (dlcm in(0) + G2esg, SN (30)

+ooo + Qpegranrz, sin((co + go + 1)9)),
( 2 )e2q2
ol
e p, est le plus grand pair et e le plus grand pair tel que py 4+ €5 < m,
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e (, est le plus grand impair et g9 est le plus grand impair tel que co + g2 < m,
e «;j; sont les constantes réelles obtenues durant le calcul de foe cos'(t) sin? ™ (t)dt
pour tout ¢ et 7.

et

g 1
yi(r,t) :/ Z aijar T eos ™ (t) sin? T (¢)dt
0

i+§=0
= a00717“<d100 + Qa0 cos(29)> F oo+ pyeg 7P (dlmeg + Qapye, €0s(26)
+..+ OA‘(WH)ZM?} cos((ps + es + 2)«9)) + agy 17 (&101 sin(6) + dan sin(30)>
e Ay 7P BT (dlm% sin(6) + Gapygs SIN(30) + Qgpygs sin(50) + ... + d(%)pwg
x sin((ps + g3 + 2)9)) + a7 (@110 + i1 cos(f) + asio cos(39))

c3+es+1 < A

oot Qeges 1T Q1eses T Qacges COS(0) + Qgeqeq cOS(30) + ... + d(cg+;3+1

X COS((Cg + €3 + 2)0)) + (1,11717“3 <dj1110 + d211 Sln(40)> + CL1371T5 <d1139 + dglg Sln(2«9)

+2)0363

+d313 sm(49) + 56413 SID(GQ)) + ...+ ac3q3717"63+q3+1 ( d1c3q39 + OACQCS% sm(29)

Qi35 SIN(40) 4 ... 4 Gestqs)esqs SIN((C3 + g3 + 2)9)),

ou

e p3 est le plus grand pair et ez le plus grand pair tel que p3 +e3 <,

e (3 est le plus grand impair et g3 est le plus grand impair tel que c3 + g3 < [,

e «;j; sont les constantes réelles obtenues durant le calcul de foe cos™1(t) sin? T (t)dt
pour tout ¢ et j.

Finalement
Y1 (T, 6) = CL10,27’2 (04110 SIH(Q) + Q210 Sm(39)> + ...+ a61€1’2rc1+61+1 <a1clel sm(@)

+9e, e, SIN(30)+... + Qpeprepnn, sin((c; 4+ e1 + 2)(9)) + agy o7 (Oéun + ara01 cos(6)
+ai301 cos(39)>+... + Ay, gy 2P T (alplql +vap, gy €08(0) + aizp, 4, cOS(30)

o+ a<p1+q12+2>+3p1qlcos((p1 +q1+ 2)9)) +ay or® (am + ap11 cos(20) + az1q cos(49)>
oo Gy gy 2T <alclq1 + e, 4, €08(20) + azeyq, cOS(40) + ... + SYCESIESIEE J
x cos((e1 +q1 + 2)9)>+ boo.2 (07100 + Guago 005(9)) + bog 21 (07102 + Qrang cos(h)
+302 COS(39)> + oo bpyey 22T <d1p262 + Qopye, COS(6) + Qzpye, cos(36)

—|— + ONé(p2J2re2 +2) COS((pQ + €9 —f- 1)9)>+ bOLQT <0~41010 + 6(201 Sln(29)>

p2e2

4+ bp2q2’271192+lp (641p2q2‘9 + 652122(12 Sin(ZQ) + O~43p2q2 Sin(4¢9) + ...+ a{(p2+gg+3 YPagz
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X sin((p2 -+ q2 + 1)9)) —+ b10’27’<6~¥110 + &210 COS(26)> + 630’27”3 (6&130 + 66230 COS(ZH)

+ds30 COS(49)) + ot begey 2 7T (0716262 + Qgcye, COS(20) + ... + d(%ﬂ)cm

X COS((CQ + e + 1)9)) + b1172’f’2 (dlll sm(@) + dgll SIH(30)> + 61372’/“4 (5&113 sm(@)
+a9138in(30) + a3 Sin(50)> t o beygy 2Tt (dqug sin(9) + Qacyq, SIN(30)
+...+&(M)Cm sin((02+qQ+1)€)) + ago 17 <d100+d200 cos(ZQ)) F oot Qpyeq 7P

+1)pses COS((p3+€3+2)9)> +CL01,17’2 (@101 SlIl(H)

X (éélpses + OAngeg COS(29) +... —|—Og(w
01 SIN(30) ) + v+ g 177 (@1 S0(0) + G, SIN(30) + iy sin(50)

+...+ d(P3+;13+3)p3q3 sin((p3 + qs + 2)9)) + (110,17"2 <d110 + d210 COS(Q) + dglo COS(39))

czt+es+1( A

oo+ Aeges 1T <a10383 + Q2ege5 COS(0) 4 Qzeyes cOS(36) + ... + d(03+;3+1

+2)63€3

X COS((Cg + €3 + 2)0)) + CL1171’I“3 (@1119 + dgll sm(40)> —+ CL13717’5 <@1130 + dglg 5111(29)
+d313 Sln(4@) —+ 5&413 Sln(69)> + ...+ CLC3q371TC3+q3+1 < @103(130 + OAéQCS% 8111(26)
g SIN(A0) F .+ e ey SID((Cs + 03+ 2)6) ).

En utilisant les résultats des intégrales de I’Appendice, et notons

Hy(r) = % /0 7 [%Fl(r, O (r.0)] db, (3.20)

on trouve

Hy(r) = % [ Z?ﬂ':l (i +J + D)agr'ti [%0,27”2 (0411014%’ + 0‘21014%)

7 pair et j impair
1 1 3 c1+e1+2
o Ggyey 2T (alclelAij + Qe Ajj o Qe A )]
~ 2
n : : i+J 2 1 3
+ Zi—i—j:l (’L + ] + 1)(11'3'727" J Qp1,2T <a201Bij + 06301Bij)
¢ impair et j pair -
+q1+1 1 3 p1+q1+2
o g 2T <a2p1Q1Bij + Q3 By + -+ awplqlf%
_ 2
n S i+ j s Pl 2(~ Pl 5. B3
+ D g+ D)a;jor*™ |boo 2 <a2003ij> + bo2 o1 <042023ij + a302Bij>
¢ impair et j pair -
p2tez [ & D1 ~ 3 ~ pp2t+ez+1
+ ...+ bp262727" <a2pzezBij + CkgozBZ-j + ...+ a(pggeg +2)pgegBij
n R . i+g ~ ~ 2
+ Zi+j:2 (i 47+ Dagor'™ [501,27“ <Oé101%'j + a?UICZ‘]‘>
¢ impair et j impair
+ 5 = 2 ~ 4 ~ p2+q2+1
F oo Dpygy 27?2 <041p2q2%'j + Q2pyge O + Q3paga Oy + oo + Qmaraais o G
n : : i+j 2( = Al = A3
+ Zi+j:1 (i +J + 1)agr't? [511,27’ (alllAij + a211Aij>

i pair et j impair
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~ 11 ~ A3 A
+ _|_ bc2q2727a02+q2 <a102q2Aij + a262quij + + OZ(M

i pair et j impair

p3t+az+1( 4 A1 A A3 A
+ oot Apyge 1T Wpags Ajj + Qopggs Ay + oo + O (ratayts)

¢ impair et j pair

)c2g2

Ps
n S i+j 2( » D1 A 3
+ Do (7 Dagger™ [aw,ﬂ“ (0421031-]- + a3loBij)

Ac2+qz2+1
Azt

+ Z?’H:l (i 4 j + D)agjor™ [%1,17“2 (dlollezlj + d201A?j)

Ap3+(13+2
q3” Y

cates+1( A Rl 1 A 33 A Beatest?
F o Aegey 17T <a20383Bz'j + @3c363Bi]’ + ...+ a(%_ﬂ) B;; )

czez” 1)

+ 0 D (it D)ajortti [an,ﬂ”g (07111%]‘ + 56211éfj>

¢ impair et j impair

pestas+l ~ye3+q3+2
+ ...+ CLCS 3743 <a1c3q371] + a2c3q30 + ...+ a(03+Q3 nggc

+ ZZ—]‘:Q (7 + 4)bijor™7~ 1[a1027‘ <a110Dij+a210Dij>

¢ pair et j pair

1
+ .t Gge, greértert <a10161D + CYchelD + ...+ a(c1+61+2)+1

+ Zﬁjﬂ (1 4+ j)bij,grlﬂfl [aoLzT <04201E,-j + a/301Eij>

¢ impair et j impair

+q1+1 1 3
+.t aplfh,?rpl “ <a2P1tI1 Eij + Oé3plqlEij to Tt 047(p1+q1+2)+3p

c1+e1+2
D )

p1+q1+2
2]

+ Zﬁjzl (i + J)bjjor it [CL11,27"3 (Oénlﬁz‘j + 06211F + a1 F) )

¢ pair et j impair

+q1+1 2 c1+q1+2
+...t+ a61ql,2rCl " <O[101Q1ﬁij + Q2eiq Fz‘j + O‘5’>01t11F +...t Oé(ﬁl+‘11+2)+2 F;

c1q1 Y

+ Zﬁjﬂ (i + J)bijoriti—t [500,2 (@QOOEilj) + +bga,ar? (QQOQEij + 04302E§j>

¢ impair et j impair

pates [ 5 1 A 3 A rateatl ]
+ + bpzez,Qr <a2p262Eij + a3p262Eij + + a(%+2)p262 i
m . . i+5—1 [ ~ ~ 2
+ Z,-Jrj:l (i 4 7)bijor"™ =" [bor o <a1010ij + O@OlGij>
¢ impair et j pair -
p2+q2 [ A . = 2 ~ p2+q2+1
+ + bp2q2727° <a1p2q210—2] + 042102(12Gij + + a(P2+‘212+3)p2q2G7,_]
m . . i+j5—1 [ ~ = [2
+ i (E9)bijer™ b10,2r<a1105ij + a?lOEj)
¢ pair et j impair -
cotes (5 y 5 ['2 ~ [catea+1
+ oA begey 2T <Oé1CQe25U + CV21OF1Z']' + ...+ Qeateatl 4 1yo,e, L' )
m . . it+j—1 2( ~ 1 = 3
+ ZH—]’:Z (@ + J)bijor'™ [511,27" <04111DZ-]~ + a?llDij>
i pair et j pair
cotq2 [ & N1 ~ N3 ~ c2+qo+1
+ eee + bC2q272T <06102q2DU + a262q2Dlj + e + Q(M)CQQQDZ]
m S i+j—1 A S
+ Do (E+5)bigar™ [aoo,ﬁ(alooﬁij + OézooFij)
i pair et j impair
1 ~ Ap3+63+2
T pges, prpatest (alpsezaﬁw + a2p363F to T a(7p3+;3+2+1)p3esFij >}
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m : : i+j—1 2( A M1 A 3
+ Zi+j:2 (i 4 7)bsjor'™ [%1,17’ (al()lDij +06201D¢j>

¢ pair et j pair

p3+as+1( A4 M1 A H3 A ypstas+2
+ ...+ Apsgs 1T (OélpquDij + @2P3Q3D~- T Oé(p3+q3+3)p s D@]

. o .
+ 0 D (E+g)bier™ [alo,ﬂ" (04210E + G0 B >
¢ impair et j impair

cates+1( 4 Ll A 3 A ez tes+2
+ ...+ Qczez 1T aTes <a20363Eij + 0530363Eij +.o+ a(63+;3+1 +2)63€3Ez’j

m : : i+j—1 3(A A 4
+ Zi+j:1 (i 4 7)bsjor'™ [au,ﬂ“ (alllaij + a211Gij>
¢ impair et j pair

c3+q3+1 ~e3+q3+2
+...+ Qegqs,1T <a1CJQJ01J + aQCaQaG + a303Q3G +..F a(03+Q3 CSQSG

+ Zi-‘,—j:l (i +J+ D)ajjir™ |aer (Oéll()Hz’j + a?lOHij>

¢ impair et j pair
c1+ei1+1 1 c1+e1+2
+ “l— a6161,2/r 1+er <@1C161Hij _|_ a201€1H + + Oé(cl+el+2)+l 1€1Hij )
l . . iq [
+ 0 Y (7 Dagar™ |aoer (04201115 + a301[ij>
i pair et j impair -

1 P1+q1+2
+ o Ay, 27,p1+q1+ <a2plq112] + O‘3p1q1] +..+ awplq IZ] >i|

+ Ziﬂ-:g (i4+7+ 1)Clz'j,17”z+] [an,z?”g (041115ij + 04211K¢2j + 04311Kflj>

¢ impair et j impair
c1+q1+1 2 c1+q1+2
+ ...+ Qeyqqp,27 1ra <alclq15ij —+ a2101Q1Kij + ...+ Oé(c1+q1+2)+2 K
2

+ Zfli-i-j:l (i +j + Dagr'™ [500,2 <d200]~z'1j> + D221 <C~¥202] + oo} )

¢ pair et j impair

+ 7p2tez+1
F oo ey a2 (OQPMI o Araten g0, 10

. . 2

+ Ziﬂ':o (i + 7+ D)ar™ [501,27“ (al()l,uij + 04201L¢j>

¢ pair et j pair

p2+q2 [ 5 . y 2 ~ p2t+q2+1
+ oo F Opyg o7 <041p2q2/% + Qapygp Lij + - Q(ratntsy, quzJ
l . . i+ 7 ~ ~

+ Zi+j:2 (i 47+ Dagr'™? [510,27“ <a1105ij + 01210K¢j>

¢ impair et j impair

- ~ g 2 ~ [ C: +ea+1
—+ ...+ b62€2,27’c2+62 (OécheQéij + CYchegKij + ...+ a(%.ﬂ)CQQKij‘Q ’ >i|

! C i+j 2(~ 7l 5173
+ ZiJrj:l (2 +7+ 1)aij,1rZ+J [511727” (OélnHZ-j + a211H7;j
¢ impair et j pair
2tz [ ¥ 71 ~ rreat+qa+1
+ oo beygoom <a102q2Hij + ...+ a(cQ+gg+2)62q2Hij
l . . ig ~ ~ )
+ Divjea (47 + Dagar™ [a00,17”<041005ij + OézooKij)
¢ impair et j impair
pstestl( 4 4G 2 A Patest?
+ oot Apgeq 1T <a1p3e35m + Qopges K5 + oo + a(mzﬁﬂ)m@glﬁj
! S i+ 2( A 71 A 73
+ Zi—i—j:l (’L + ] -+ 1)aij71rl+] |:a01717” <a101Hij + Oég(nHij

¢ impair et j pair
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p3+qs+1( A ag! A 3 o Apstas+2
+.t CLPS(ISJT (alpgngij + a2p3q3HZ‘j + ...+ Oé(p3+33+3)p3q3Hij

! _— i . 2
+ Ziﬂ:l (i 4 J + Dagar™ [%0,17”2 (04210[% + 043101.%)

i pair et j impair

cgtes+1( A 71 A Festes+2
+ ...+ Qcges,1T (04203331ij + '”a(%—}—l)cgeglij
l . . " 3( A R -
+ Zi+j:0 (i4+7+ 1)aij,1rl+1 [an,ﬂ" (Oélll,uij + 04211[,1.])
i pair et j pair

c3tagzt+l( A B N 72 ~ % e3bqs2
o T egas 1 <a1C3q3Mz] T &263Q3Lij tot a(63+q3)03q3Lij .

Maintenant, on calcule

Fy(r,0) = Y cijor™ ™t cos (0) sin?2(0) + Y dijor'™ cos’(6) sin/ (6)

=0 i+j=0

!
Z C@'j,erjH cositl () sipitl ()

+
i+5=0
n n
> > ;j2apn 2r TR cogTTREL () sind T3 (9)
i45=0 k+h=0

¢ impair ou j impair

n

k impair ou h impair

m

> > " aijabinar T cosTR(0) sind T (0)
i+75=0 k+h=0
¢ impair ou j impair
n l
Z § aij,Qakh,1TZ+]+k+h+1 COSZ-I—IC(H) Sin]+h+4(0)
i+j=0 k+h=0
¢ impair ou j impair
m n
Z E : bij ot ar IR cosiHRHL(g) sindth2(g)

i+5=0

k+h=0

k impair ou h impair

m m
E E bij2bgn o TR cos™TREL() sind Th L (9)

mo
Z Z bij a1 TR cos™TR () sind T3 (9)
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l n
_ E § aij,lakh,2r2+]+k+h+l Cosz+k+2(9> Sinj+h+2(0)
i+5=0 k+h=0
k impair ou h impair
l m
. E : § : az’j,lbkh,QTH]—i_k—i_h COSZ—HH_?(@) Sin]+h+1 (9)
i+j=0 k+h=0
l l
+ E § aij,lakh,lTZ+J+k+h+1 COSH—k—H (9) sin]+h+3(9).
i+j=0 k+h=0
et notons
1 2
HQ(T> ~ o_ FQ(ra 9)(19,
2 Jo
on obtient
1 n m
— i+j+1 1+j
Hy(r) = 5 [ E Cijor ™y + E dijor'™ Bij
i+5=0 ity=1
i pair et j pair i pair et j impair
l
+ E Oij,1r1+]+15ij
i4j=2
¢ impair et j impair
n n
i+j+k+h+1
- E E Q5 2QKkh 2T J Mijkh
i+j=1 k+h=1
¢ impair et j pair k pair et h impair
n n
i+j+k+h+1 3
- E E Qi5,20kn 2T J Mijkh
i+j=1 k+h=1
i pair et j impair k impair et h pair
n m
i+j+k+h
- E E az'j,2bkh,27’ J Nz‘jkh
i+j=1 k+h=0
1 impair et j pair k pair et h pair
n m
i+j+k+h AT
— E E @;ij2bgnor' ™ Nijin
i+j=2 k+h=1

¢ impair et j impair k pair et h impair
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n m
i+j+k+h N
— E E @;j2bgn o™ Nijin
i+j=1 k+h=2
i pair et j impair k impair et h impair
n l
i+j+k+h+1
+ E E @ij20pp 17T Pijkn
i+j=1 k+h=1
i impair et j pair k impair et h pair
n l
i+j+k+h+1 p
+ E E @ij2Kp 1T Pijin
i+j=1 k+h=1
i pair et j impair k pair et A impair
n l
i+j+k+h+1 D
+ E E Q;j20pn 17" Pk
i+j=2 k+h=2
4 impair et j impair k impair et h impair
m n
i+j+k+h £
- E E bij,Qakh,ﬂ’ J Nz‘jkh
i+j=2 k+h=1

7 impair et j impair k pair et h impair

m n

- Z Z bij2kn2r TR N
i+5=0 k+h=1
i pair et j pair k impair et h pair
m n
- Z Z bijotrnor T N,
i+j=1 k-+h=2
i pair et j impair k impair et h impair
m m
- Z Z bij obrnar L
i+j5=0 k+h=2
i pair et j pair k impair et h impair
m m
— Z Z bij,Qbkh,2r2+]+k+h_lQijkh
i+j=2 k+h=0

4 impair et j impair k pair et h pair

m m
i+j+k+h—1 A
— E E bij2bin o™ Qijin
itj=1 k+h=1

i impair et j pair k pair et h impair
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m m
i+j+k+h—1 A
- E E bz‘j,2bkh,27’ J Qijkh
i+j=1 k+h=1
i pair et j impair k impair et h pair
m l
i+j+k+h
+ E E bijoapn "™ Rijkn
i+3j=0 k+h=1
i pair et j pair k pair et h impair
m l
i+j+k+h
+ E g bijoapn "™ Rijin
i+j=1 k+h=0
i pair et j impair k pair et h pair
m l
i+j+k+h
+ E E bijotyn1r" ™ Rijkn
itj=1 k+h=2

i impair et j pair k impair et h impair

l m
i+j+k+hy7
- E E aij,lbkh,ﬂ’ J Uijkh
i+j=1 k+h=2
7 impair et j pair k impair et h impair
l m
i+j+k+hT7
- E E aij,lbkh,2r J Uz‘jkh
i+j=2 k+h=1
i impair et j impair k impair et h pair
l l
i+j+k+h+1
+ E E Qij1Qgp a7 Vijkh
i+7=0 k+h=2
i pair et j pair k impair et h impair
l l
i+j+k+h+17;
+ E E Qij1Qgp T Vijkn
i+j=1 k+h=1
i pair et j impair k impair et h pair
l l
i+j+k+h+17;
+ E E @ij1agpa T V;'jkh] .
i+j=1 k+h=1

4 impair et j pair k pair et h impair

Finalement, on remarque que Hi(r) + Ha(r) est un polynéme en r? de la forme
suivante.

Hi(r) + Ha(r) = | Pi(r%) + 12 Py(r®) + 1 Py(r%) |,
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Pi(r?) est un polynoéme en la variable r? de degré
O(m)+ E(l) — 1] [E(m) +0(l) — 1] .
2 ’ 2 A

E(m)+0O(n) —1
[ 2
P»(r?) est un polyndome en la variable r? de degré

A1 = max{|

is

+0(n) =3, .O(m)+ E(n) -3, 0(n)+0() -2
S () (2

E(m) — 2. [E(m) +20(l) — 3]’ [O(m) +2E(l) — 3]}’

P3(r?) est un polynoéme en la variable r? de degré

Ay = max{O(n)—1, [E(m) J,1-1,

E(n)+ E(l) —4
VRS

)\3:[

avec

e O(i) le plus grand impair inférieur ou égal a 1.
e F(i) le plus grand pair inférieur ou égal a i.

e [.] désigne la partie entiére.

Donc ]
FQ(](T) = —2 r Pl(rz) + 7”2P2(7”2> + 7’4P3(7‘2) .
N

Pour trouver les racines positives réelles de Fy, nous devons résoudre une équation
algébrique en r? de degré A = max{\;, Ao + 1, A\3 + 2}. Cela donne que Fy a au plus

A racines positives. Cela compléte la preuve.

De plus, nous pouvons choisir les Coefficients a;; 1, aij 2, bij 2, Cij1, Cij 2, dij 2 de telle
fagon que Fyy admet exactement A racines positives.
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Exemple 3.3.2. On considére le systeme

i =y—e(l+ay—22*—a)y—(—2zy — y°)y,
. 2 2 2 2 (321)
y=—x—cldoy+ (—2° —y)y) — (2" —y + (—2y +y" —)y),

En coordonnées polaires (r,0) ot x = rcosf, y = rsinf, r > 0, le systeme

(3.21) devient

(

7= e[ — cos(6) sin(0)r + (sin(#) — 4sin*(0) cos())r* + 2sin(6) Cosg(e)r3]
[sm? 0)r + (— sin(6) cos2(8) + sin2(6) cos(6))r?

(
+ (2 cos(f) sin(8) + 3 cos(#) sin*(0) — 2 cos® —(0) sin(f) — sinQ(H))r?’] ,

1 0=—1+¢|1—cos?(h) — 4sin(0) cos®r + (cos(f) sin(6) (322)
+ 2 cos*(#) — 2 cos (6))7“2] + &? [COS(G) sin(0) + (— cos®(0)
+ sin(6) cos*(0))r + (3sin(f) cos®(0) — 3 cos(#) sin(#) — 2 cos*(6)
|+ 3cos?(6) — 1)7’2]
Considérons maintenant 6 comme la variable indépendante, on obtient
dr 9
i = cFy(r,0) + 2 Fy(r,0) + O(c%), (3.23)

o

Fi(r,0) = —2r3sin(0) cos®(0) 4 cos(0)rsin(f) — r? sin(6) + 4r? sin?(0) cos(d),
Fy(r,0) = —6r*sin() cos*(0) + 20r° sin() cos” () — 2sin(0)r® cos(#) + 6r* sin(6) cos®(0)
— cos®(0)rsin(6) — 4r° sin() cos” (0) + 4r° sin(6) cos®(§) — 18r% sin(6) cos®(0)
+ 2sin(0)7? cos®(6) + cos(0)rsin(f) — r* sin(8) — 8r*sin®(6) cos®(6)
+ 3r?sin(6) cos(6) — rsin?(0) — 8 cos®(#)r? sin®(6) + 73 sin?(#) + 2 sin*(0) cos?(0)
+ 167 sin®(6) cos®(#) — r* sin(0) cos(#) — 2r° sin?(#) cos*(6).

1 on
Notons d’abord que : Fio(r) = by 02 Fi(r,0) =0.
s

67



3.3. BIFURCATION DES CYCLES LIMITES DES ORBITES PERIODIQUES
D’UN CENTRE LINEAIRE PERTURBE PAR UNE CLASSE GENERALISEE
D’EQUATION DIFFERENTIELLE DE LIENARD

Pour déterminer les cycles limites, on résout l’équation

Foo(r) —i/:ﬂ [@(r,e)-/OaFl(r,s)dHFg(r,e) 4

2m ! ‘Z’” 1 (3.24)
7( 87‘ 47“ 2) 0

1 1
L’équation (3.24) posséde deuz racines positives ri = 5\/ 10 + 5\/5
1 1
et Ty = 5\/ 10 — 5\/5 D’apres le théoreme (3.3.2)), le systéme (3.21)) a exacte-

ment deux cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire

T =vy, y= —z, en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre deux. Voir la
figure (3.2).
44 Q
3_ - = o 4
LR LR

=
o
,c
o
4

b b
I 1 | L T T T T T
-4 -3 ¥ v o3v v @
O
AOh BB v L A A
A A A
EOE OB % . PR R
F- B ¥ J“ [ l'.'
B R % OB o -~ L
Ly or Fop b ¥
B R OB O® oW % . - A N
O S A A
L T T LT _— ‘&____- ﬁ__.-- ﬁ-__. g f/. ‘{,
LR N N R, e T s P
L N e PP v g g vy
R . B I S - st el Sl VvVl

FIGURE 3.2 — Les deux cycles limites du systéme (3.21)) pour € = 0.0001.
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— Chapitre 4 - S :
Bifurcation des cycles limites d’un

anneau periodique pour un
systeme différentiel plan

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la méthode de moyennisation proposée en
2004, par Buica et Llibre [6] pour étudier le nombre de cycles limites qui bifurquent
des trajectoires périodiques d’un anneau périodique d’un systéeme différentiel plan.

69



4.1. QUELQUES DEFINITIONS

4.1 Quelques définitions

On considére le systéme différentiel

(4.1)

Y
Soit 2 un ouvert du plan de phase et (z(t), y(t)) une solution (ou une trajectoire).
Notons par Aﬁy I’ensemble

A7, = {t € R/((t), y(t)) € Q}.

Définition 4.1.1. (Intégrale premiére). L’application H : Q2 — R est appelée in-
tégrale premiére du systeme (4.1)) sur Q si elle est constante sur les courbes solutions
(x(t),y(t)) du systéme (4.1]) contenues dans Q2 c-a-d

H(z(t),y(t)) = cste,Vt € Ag’y.

Définition 4.1.2. Une fonction différentiable (x,y) — H(x,y) est une intégrale
premiére du systéme différentiel (4.1)) si :

oH oH

f(x,y)% + g(x,y)a—y = 0.

Remarque 4.1.1. On dit que le systeme (4.1) est intégrable sur un ouvert Q s’il
admet une intégrale premiére sur €.

Exemple 4.1.1. Soit le systeme différentiel
T =ax — bxy
y = cry —dy
définie sur U =]0; +00[x]0; +00][. La fonction

F:(x,y)eU —cr+by—dnz—alny

est une intégrale premiére du systéeme. En effet

oF . OF . d a
%x—i- = (c— ;)(ax —bry) + (b— ;)(cxy —dy) =0.

D’ou le résultat.
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Définition 4.1.3. (facteur intégrant). On appelle facteur intégrant du systéme
[4.1)) sur Q2 associé a une intégrale premiere H une fonction de classe C*
R : Q — R non identiquement nulle telle que

O(Rf)  O(Ryg)
ox + Jy

=0 & div(RX) = 0.

Définition 4.1.4. (Centre isochrone). Un point singulier est un centre si, dans
un certain voisinage de ce point toutes les orbites sont fermées.

Un centre est isochrone si le temps de parcours de ces orbites fermées est toujours le
meéme.

4.2 Théorémes

On considére le systéme différentiel autondéme plan
= P(x,y),
| (z,y) (4.2)
y=Q(z,y),

ot P,@Q : R? — R des fonctions continues. Supposons la condition (A1) suivante :
(A1) : le systéme (4.2]) a un anneau périodique autour du point d’équilibre (0, 0),

[y {(z,y) €R*: H(x,y) =h, h.<h < h}.

ou H est une intégrale premiére du systéme.
Désignons par = u(z,y) le facteur intégrant pour le systéme (4.2) correspondant
a 'intégrale premiére H.

On perturbe le systéme (4.2]) comme suit

{ &= P(z,y) +ep(r,y,¢), (4.3)

Y= Q(m,y) —H—:q(z,y,e),

oup,g:RZxR—=R

En 2004, Buica et Llibre [6] ont proposé une maniére pour appliquer la méthode de
moyennisation dont le but est d’étudier le nombre de cycles limites qui bifurquent
des trajectoires périodiques du systéme pour € = 0.

La premiére étape est d’écrire le systéme (4.3) sous la forme standard pour ap-
pliquer la méthode de moyennisation, i.e. sous la forme

i =cf(t,x) + gt z,e).
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Le systéme différentiel (4.3)) écrit avec cette forme standard décrit la dépendance
entre la racines carrée de 1’énergie R = v/h et 'angle ¢ des coordonnées polaires.

Théoréme 4.2.1. Supposons que (Al) est vérifiée pour le systeme (4.2) et que

rQ(x,y) —yP(x,y) #0 (4.4)

pour tout (x,y) dans l'anneau périodique.
Soit p: (Vhe,Vhs) x [0,21) — [0,00) une fonction continue telle que

H(p(R, ¢) cos ¢, p(R, ) sin ) = R, (4.5)

pour tout R € (v/he, V'hs) et tout p € [0,27).

Alors, l’équation différentielle qui décrit la dépendance entre la racine carrée de
Uénergie R = \/h et Uangle o pour le systeme [@.3)) est

AR __ p(@® +y*)(Qp — Pq)
dp 2R(Qx — Py) + 2Re(qx — py)’

(4.6)
ot x = p(R,p)cosp et y = p(R,p)sinp.

Preuve

D’aprés la définition de I'intégrale premiére et du facteur intégrant, nous avons :

a_HP+a_HQ:07
dy

OH OH
ox P

8_y:_:u7 %—MQ‘

On définit la fonction

G(r,R,¢) = H(r cos,rsin p) — R?,

en tout point (r,¢) de 'anneau périodique et pour tout R € (v/he, v hs).
On a

oG 0H OH w(x,y)

— = —cosp+ —sinp =
or ox v oy v r

oux =rcosy et y=rsinep.
Pour tout (79, o) dans 'anneau périodique, il existe un Ry tel que G(rg, Ry, o) = 0.
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0G
L’hypothése (4.4]) assure que a—('r’o, Ry, o) # 0.
r

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, au voisinage de chaque point (Ry, o)
il existe une unique fonction continue p = p(R, ) telle que I'équation (4.5)) soit vé-
rifiée.

Donc cette fonction est bien définie sur (v/he, vhs) X [0,27) et satisfait (4.5)).

La relation entre la racine carrée de I’énergie et le temps est donnée par

R(t) =/ H(x(t),y(t))
et entre 'angle ¢ et le temps est

y(1)

©(t) = arctan ==

x(t)

pour tout (z(t),y(t)) € I'y, t € R.

On obtient alors

po M@ —Pg o (Qr—yP)+elqr —py)

¢liminant le temps dans les deux expressions, on obtient 1’équation (4.6[). O

La démonstration du théoréme qui suit est une conséquence du résultat du théo-
réme 4.2.1.

Théoréme 4.2.2. la fonction f: (Vhe,Vhs) X (=€, £) = R définie par
f(z,e) = fOT F(t,z(t, z,€),€)dt pour I’équation (4.6|) est donnée par l’expression sui-
vante

[T @+ y*)(@p — Pa)
f(R,e) = 5/0 2R(Qx — Py) + 2Re(qz — py) ”

et la fonction f1 : (Ve Vhse) = R définie par fi(z2) = fOT Fi(s, z)ds pour l’équation
(4.5) est

(4.7)

htr) = [ AT g, (48)

ot = p(x,y) est un facteur intégrant pour le systéeme (4.2)) correspondant a l'inté-
grale premiére H, avec © = p(R, ) cosy ety = p(R,p)siny.
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4.3 Bifurcation des cycles limites d’un centre iso-
chrone via la méthode de moyennisation

Comme il a était présenté dans [0], soit le systéme

{i =y (4.9)

y=x+axy,

qui posséde un centre isochrone a l'origine et une intégrale premiére

? + y?
H(z,y) = 5 Notons que h. = 0, hs = 1, et la fonction p satisfaisant les

(1+y) -
hypothéses du théoréeme 4.2.1 est p(R,p) = ———— pour tout 0 < R < 1 et
1 — Rsing
¢ € [0,2m).

On perturbe le systéme (4.9) comme suit

{ﬂbz—y+x2+€p(w,y), (4.10)

y=x+xy+eq(z,y),
ou
p(x,y) = a1z — azz® + (2a2 + az)zy + agy”

et
q(x,y) = ay + as®® + ayxy — agy”.

L’équation (4.6) correspondante & ce systéme est

dR 8oth + a(p)R* + b(p) R

i 4.11
dyp 1— Rsinp+ec(p)R "’ (4.11)

ou

= (—2a; + 3as + as) sin ¢ + (a4 + ag) cos ¢ + (—5Has — as) sin® ¢
+ (—az — ay — ag) cos® @,

b(¢) = a1 + ag + (—ay — 2ay) cos® ¢ — ay cos psin p,

c(p) = (az + aq) sinp + (—3ay — as) cos p + (—az — ay — ag) sin® @

+ (4ay + as) cos® .

((a(yp)
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L’équation (4.11)) s’écrit sous la forme

dR
- = EFl(Sav R) + €2G(g0, R7 5)’
de
avec R ( )R2 b( )R3
a v+ a +
FI(R7 @) = : 4 4 9

1— Rsing

a1 R + a(p) R? + b(p) () R
(1 — Rsinyp)(1 — Rsing + ec(¢)R)’

G(R7 2 6) - =

c’est a dire sous la forme standard de la méthode de moyennisation d’ordre un.

Pour appliquer le Théoréme de moyennisation d’ordre un, on a besoin de la fonction
fi(z) = fOT Fi(s, z)ds, qui est pour notre probléeme f; :]0,1[— R,

a1z + alp)22 + b()23
0 — zsingp

Y

On calcule cette intégrale par maple, on obtient

1
M= =
— (2&5 + 8@2)\/ 1 — 22 + 8@2 + 2&5].

[2a52" + (6ay + as — 2a;)2*V1 — 22 — (10ay + 2a5)z>

En considérant la nouvelle variabla £ €]0, 1] définie par z = /1 — £2, on obtient

hlv1—=¢)=

(1 — 5)(2&262 + (2&1 — 4@4 — a5)§ + 2&1 + 2(12 -+ CL5).

1
2(v1-¢2)

Notons que z € (0, 1) est une racine de f; si et seulement si £ €]0, 1] est une racine
du polynéme g(&) = 2a2€? + c1€ + ¢y, ol ¢ = 2a; — 4ay — as et ¢y = 2a; + 2as + as.
La fonction g posséde au plus deux racines dans l'intervalle |0, 1], ceci signifie que la
fonction f; admet au plus deux racines.
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4.3. BIFURCATION DES CYCLES LIMITES D’'UN CENTRE ISOCHRONE
VIA LA METHODE DE MOYENNISATION
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FIGURE 4.1 — Deux cycles limites du systéme (4.9)).

Donc au plus deux cycles limites peuvent bifurquent de I'anneau périodique du sys-

teme (4.9)).
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Conclusion et perspectives

Cette these de doctorat porte sur un aspect important de la théorie qualitative
des systémes différentiels planaires, a savoir les cycles limites.

L’importance de déterminer le nombre de cycles limites fait I’'objet de la deuxiéme
partie du 16°™¢ probléme de Hilbert.

L’application de la méthode de moyennisation pour étudier les cycles limites des
systéemes différentiels dépendant d’un paramétre, s’avére ces derniéres années trés
fructueuse, elle a donné de bon resultats et a été appliqué par différents Mathéma-

ticiens. Notons que nos différents calculs ont été réalisé par le logiciel Maple.

Nous continuons a travailler sur des problémes analogues.
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Appendice

Dans cet appendice, nous définissons certaines formules écrites dans la preuve du
théoréme 3.3.1 et dans celle du théoréme 3.3.2, pour > 0 et 5 > 0.

27 o ] . .
/ cos' () sin? T2(0)df = { Taj S1¢ palr et j pair,
0

0 si non,

2m
/ cos'(0) sin?*2(#) cos((2h)0)dd = 0 si 4 impair ou j impair,h =0,1,2,...
0

0 si non,

2T o ) . .
/ cos'(0) sin’ 1 (0)dH = { 73 sii pair et j impair,
21
/ cos'(
/ s77H(0) sin’ T (6) x 0df = { Thij sii pairet j pair,
0
cos'(

0 si non,
/0

H—l smj“(e)dg _ md;; sl4 impair et j impair,
0 0 si non,

SmﬁQ(e) < 0d6 — { T Sit impa.ir et j impair,
0 si non,

[en]

mo;;  sld lmpair et j pair,
0 si non,

0) sin’t1(0) x 0do = {

(7B si¢ impair et j pair,
h=01,2 ..n
o B i impair et j pair,
/ cos'(6) sin?t2() cos((2h + 1)0)d0 = h=0,1,2,...m
0 Bl i impair et 7 pair,
h=0,1,2 .1
L 0 si non,
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( WA?;H—I si i pair et j impair,
h=0,1,2,....,n
o WA?;H—I si ¢ pair et j impair,
/ cos'(#) sin? *2(0) sin((2h + 1)0)dO = h=0,1,2,...m
0 WA?;‘H si i pair et j impair,
h=0,1,2,..1
L O si non,

mCZl sii impair et j impair,

o h=0,1,2,....m
/ cos'(0) sin?t2(#) sin((2h)0)dO = 7rC~’i2jh si ¢ impair et j impair,
0 h=0,1,2, .1
0 si non,

( WD?J‘H si ¢ pair et j pair,
h=0,1,2,...n
or WD?JhH si ¢ pair et j pair,
/ cos' () sin? ™ (0) sin((2h + 1)0)dO = h=0,1,2,...m
0 WD?JhH sii pair et j pair,
h=0,1,2,..,1
L 0 si non,
( WEfj»hH si ¢ impair et j impair,
h=0,1,2,....,n
o ﬁEf]hH si ¢ impair et j impair,
/ cos' (6) sin*(6) cos((2h + 1)8)d0 — h=0,1,2m
0 WE%-}‘H si ¢ impair et j impair,
h=0,1,2,..,1
L 0 si non,
(wF7" sii pair et j impair,
h=0,1,2,...n
o mF7'  sid pairet j impair,
/ cos'(0) sin’ () cos((2h)0)dO = h=0,1,2,..m
0 WFi%h si ¢ pair et j impair,
h=0,1,2,..1
L O si non,
( ﬂGth si i impair et j pair,
2 h=0,1,2,..m
/ cos'(#) sin? () sin((2h)0)dO = mG3' sid impair et j pair,
0 h=0,1,2,..1
0 si non,
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( WHfth si i impair et j pair,
h=0,1,2,....n
o 7r]:.li2jh+1 si i impair et j pair,
/ cos ™ (0) sin? 1 (6) sin((2h + 1)0)df = h=0,1,2,....m
0 Wﬁfjhﬂ si ¢ impair et j pair,
h=0,1,2,..,1
L O si non,
( WIinhH sii pair et j impair,
h=0,1,2,....n
o Wféhﬂ sii pair et j impair,
/ cos ™ (0) sin’ 1 (6) cos((2h + 1)0)df = h=0,1,2,..m
0 Wffjhﬂ if ¢+ pair et 7 impair,
h=0,1,2,..1
L 0 si non,
( ﬂKfjh si ¢ impair et j impair,
h=0,1,2,...n
o WKinh si i impair et j impair,
/ cos"™(6) sin? T (6) cos((2h)0)df = h=0,1,2,..m
0 ﬂK%-h si ¢ impair et 7 impair,
h=0,1,2,..,1
L 0 si non,

wL?"  sid pair et j pair,
h=0,1,2,....m

2m
/ cos!(6) sin’*' (6) sin((2h)0)df = { wL sii pairet j pair,
0 h=012 .1
0 sl non.

2h+1 f2h+1 42h+1 p2h+1 P2h+1 H2h+1 ~2h A2k 2h+1
Ou @ijaﬂija”Yij,@j;Aij 7Aij 7Az'j 7Bij 7Bz'j asz 7Cij7cij7Dij )
N2h+1 72h+1 2h+1 12h+1 f2h+1 2h+1 72h+1 7i2h+1 2h Y2h h+1 frr2h+1
Dij ,Dij ,Eij ,Eij ,Eij ,Fij ,Fij ,Fij ,Gij,G-- H-j ,Hl-j ,

17 ) 7
21 p2hAl F2ht1 f2hAl pe2h pe2h pe2h
2]

2h T 2h
T LT LT K K K Lyt et L sont des constantes non nulles.

( wMjr, sl impair et j pair,
k pair et h impair,

2w
/ cos"™ Y (9) sin? T3 (0)dO = { TMj,  sii pair et j impair,
0 k impair et h pair,

0 si non,

80



27
/ cos TFL(9) sind T 2(0)dh =
0

2m
/ cos ™ (0) sin? " (0)dl =
0

2m
/ cos"FTL(9) sind T (9)dh =
0

)
T Nijkh

si ¢ impair et j pair,
k est pair et h est pair,

ou ¢ pair et j pair,
k impair et A pair,

WNijkh si ¢ impair et j impair,
k est pair et h est impair,
WNijkh si¢ pair et j impair,
k impair et A impair,
L 0 si non,
(P,  si¢ impair et j pair,
k impair et h pair,
W]Bijkh si ¢ pair et j impair,
k pair et h impair,
Wf’ijkh si ¢ impair et 7 impair,
k impair et h impair,
L 0 si non,
( 7Qijkn sii pair et j pair,
k impair et h impair,
ou ¢ impair et j impair,
k pair et h pair,
WQijkh si¢ pair et j impair,
k impair et h pair,
ou ¢ impair et 7 pair,
k pair et h impair,
[ O si non,
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TRijkn si ¢ pair et 7 pair,
k pair et h impair,

ou ¢ pair et j impair,
k pair et h pair,

27
/ cos T (0) sin’ "3 (0)df = { TRy, sid impair et j pair,
0 k impair et h impair,

or ¢ impair et j impair,
k impair et h pair,

0 si non,

T1jkn si ¢ pair aet j impair,
k pair et h impair,

Wﬂjkh si ¢ impair et 7 pair,
o k2 Gtht2 k est impair et h est pair,
cos (0) sin (0)do =
0
T 1ijkn si ¢ impair et j impair,

k impair et h impair,

L 0 si non,
( 7Ujkn si ¢ pair et j pair,
k pair et h impair,

ou ¢ pair et 7 impair,
k pair et h epair,

2
/ cos™™ 2 () sin? T (0)dO = { wUp,  sid impair et j pair,
0 k impair et h impair,

ou ¢ impair et 7 impair,
k impair et A pair,

L 0 si non,
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( 7Vijkn  sid pair et j pair,
k impair et h impair,
, 7ﬂ~/ijkh si ¢ pair et j impair,
T . . .
/ cos”k“(ﬁ) Sinj+h+3(9)d0 _ k impair et h pair,
0

ou ¢ impair et j pair,
k pair et h impair,

0 sl non.

ou

Miiin, Mijin, Nijih, Nijih, Nijih, Qijich, Qijichs Pijkns Pijins Pijkns Rijin, Rijkh, Tijgn,

Tijkn, Tijen, Uijkns Usjkn, Vijin, Vigkn

sont des constantes non nulles.
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