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 خلاصة

مو اىىػعُاخ  ناسثششَح قادسج عيً الأخز تاىحذودج قاىهذف مه هزا اىثحث هى ذطىَش عىاطش مح

إن اسرعماه اىعىاطش اىمظفحح )عىاطش ثلاثُح اىشنو(  .اىرٍ ولاقُها فٍ حساب اىمشاسَع )اىهُامو(

ذداي فاان هىذسح اىقششَاخ  .اىهُامو اىقششَح , هى اىمىهح اىزٌ اذثعىاي ىرفشَذ سرقشب فٍ هزا الٍا

رشع تأن فاىطثع هزا َت .ترشمُة عىظش غشائٍ مع عىظش ااوحىاء تىاسطح عىاطش مسرىَح

وحىائُح( غُش مرقاسورُهاىظاهشذُه)اىغشائ ااسرعماه هزي اىمقاستح ذسمح فٍ غاىة الأحُان  إن .ُح و الٍا

( فٍ مىاخهح °C)مه طىف  اىعىاطش اىغشائُح دىو خ تُىما, .مشػُححيُو هزي اىقششَاخ تذقح تر

Cاىعىاطش اىمىحىُح )مه طىف
1

 ذىرح تعغ اىمشامو اىمعثش عىها ب: (

وحىاء  - ورقاه عىذ دساسح الٍا  اىفقش فٍ الٍا

سرمشاس و اىمطاتقح عىذ ااسرعماه اىعىاطش اىغشائُح تداوة اىعىاطش اىمىحىُح  - مشامو الٍا

 .يعىاطش اىقششَحى)طفُحح( و عىذ اىمشوس 

اىراىٍ فاان هذفىا هى تىاء عىاطش قششَح مظفحح ترشمُة عىظش غشائٍ مع عىظش طفُحٍ تو 

 ىمشامو.تااسرعماه مقاستح اىرشىي وتااسرعماه ذقىُاخ ذسمح تحو هزي ا

اىعىظشَه الأوىُُه خاطُه ترفشَذ اىهُامو اىسمُنح اىرٍ ىها سيىك قض مهُمه ىنىها ذظيح مزاىل 

و اىعىظش اىقششٌ اىمعمذ  (C.ep43)وقظذ اىعىظش اىقششٌ اىمعمذ  .ىحساب اىهُامو اىشقُقح

(C.ep42).  

اىهُامو اىشقُقح اىيزان ىهما سيىك ااوحىاء مهُمه و هما اىعىظش  اىعىظشان اِخشان خاطُه ترفشَذ

 .(C.mi42) و اىعىظش اىقششٌ اىمسمً (C.mi43) اىقششٌ اىمسمً

 :و اىمفاهُم اىرٍ ذسرهذف طُاغح هزي اىعىاطش ذشذنض عيً ومىرج اىرشىي وعيً اىرقىُاخ  إن

ورقاه )إثشاء -  مثُشج فٍ ذقشَة اىحو( وتاىراىٍ وحظو عيً دقح Pإثشاء حقو لٍا

ىرىاء اىهىذسٍ ىيرشثل -  سيىك طحُح اىىسثح ىلاا

 اىظفائح اىشقُقح تذدىة مشنو قفو اىقض اىخاص  -

إخاتح ىيمشامو اىعذدَح اىىاخمح عه غُاب طلاتح اىذوسان فٍ حاىح اىعىاطش اىمرحذج  -

 اىمسرىي

إػافح عقذج ساتعح داخيُح , دح ذثىٍ اىمقاستح عه ؽشَق اىرشىيهزي اىمفاهُم و اىرقىُاخ هٍ ورُ

أَه دسخاخ اىحشَح ىهزي اىعقذج سرظفً ترقىُح اىرنثُف اىسراذُنٍ عيً مسرىي  اىعقذ ىيعىظش ثلاثٍ

ااسرعماه مثذأ , مظفىفح اىظلاتح ااسرعماه اىرنامو اىرحيُيٍ ىرقُُم, مظفىفح اىظلاتح اىعىظشَح

اىخاطح تاىذوسان خىه خفغ اىطاقح اىخاطح تاىذوسان حىه اىعمىد فٍ حساب مظفىفح اىظلاتح 

هزا اىسعٍ َسمح ىىا تإوشاء عىاطش ذىاسقُح قىَح و سفُعح تاىشغم مه أوها ماصاىد  .(Ozاىمحىس )

 .شاتح و ذرطية اىمضَذ مه اىىؼح 

 الكلمات الدالة )المفتاحية( 

اىرنثُف  -اىرنامو اىرحيُيٍ  -تاىرشىي  طُاغح -اىذوسان حىه اىعمىد  - عىظش محذود قششٌ

  مظفىفح اىذوسان -اىسراذُنٍ 
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Résumé 

L'objet de ce travail est la mise au point d'une série d'éléments finis de coque permettant de 

prendre en compte l'essentiel des situations rencontrées dans le calcul des ouvrages.  

L'utilisation d'éléments plats (éléments triangulaires), pour discrétiser les structures coques est 

l’approche qu’on a considéré. En ce sens, la géométrie des coques peut être approchée en 

utilisant les éléments plans par superposition d’un élément de membrane et d’un élément de 

flexion. Ceci suppose, bien sûr que les phénomènes de membrane et de flexion soient 

découplés. L’utilisation de cette approche permet souvent l’analyse des structures coque avec 

une précision satisfaisante. Cependant la présence des éléments finis membranaires (de classe 

C°) face aux éléments flexionnels (de classe C
1
) pose des problématiques exprimées : 

* en termes de pauvreté en déplacement pour le traitement des aspects de flexion,  

* et en terme de problèmes de continuité et de conformité lorsqu’ils sont utilisés en jonction 

avec des éléments de plaques et lors du passage aux éléments de coques. 

De ce fait, notre objectif est la construction d’éléments de coques à facettes planes par 

superposition d’un élément de membrane et d’un élément de flexion, en adoptant une 

approche (celle en déformation) et en utilisant des techniques permettant d’apporter des 

solutions à ces problèmes. 

Les deux premiers éléments de coque développés sont destinés pour discrétiser les structures 

épaisses ayant des comportements membranaires dominants mais qui sont également bien 

adaptés au calcul des structures minces. Il s’agit de l’élément de coque baptisé « C.ep43 » et 

de  l’élément de coque baptisé « C.ep42 »,  

Les deux autres éléments de coque sont destinés pour discrétiser les structures minces ayant 
des comportements flexionnels dominants. Il s’agit de l’élément de coque baptisé « C.mi43 » 

et  l’élément de coque baptisé « C.mi42 .  

La formulation de ces éléments est basée sur le modèle en déformation et utilise des concepts 

et des techniques visant : 

- l’enrichissement des champs de déplacements (raffinement p), par conséquent une 

plus grande précision dans l’approximation de la solution, 

- des comportements plus robustes vis-à-vis de la distorsion géométrique du maillage, 

- le contournement du fameux problème de « shear locking » spécifique aux plaques 

minces, 

- des réponses aux problèmes numériques induits par l’absence de rigidité de rotation 

dans le cas des éléments coplanaires. 

Ces concepts et ces techniques sont l’adoption de « l’approche en déformation », 

l’introduction d’un « quatrième nœud interne » à l’élément triangulaire dont les degrés de 

liberté correspondant sont par la suite éliminés au niveau de la matrice de rigidité élémentaire 

par la technique de « condensation statique », l’utilisation de « l’intégration analytique » pour 

l’évaluation de la matrice de rigidité, l’utilisation du « principe de minimisation de l’énergie 

associée à la rotation autour de la normale » dans la détermination de la matrice de rigidité 

de rotation θz. 

Cette démarche a permis d’aboutir à des éléments finis concurrentiels, robustes et 

performants, quoi que ceux-ci restent jeunes et demandent une plus grande maturation. 

Mots clefs : Elément fini de coque, rotation autour  de la normale,  formulation en 
déformation, Intégration analytique, Condensation statique, matrice de rotation.  
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Abstract 

The purpose of this work is the development of a series of shell finite elements to take into 

account most of the situations encountered in the structural calculus. 

The approach used in this work, was flat elements (triangular elements) to discretize the shell 

structures. In this sense, the geometry of the shells can be approximated by using planar 

elements by superposing membrane element and bending element. This, of course, assumes 

that the phenomena of membrane and bending are uncoupled. The use of this approach often 

allows the analysis of shell structures with satisfactory accuracy. However, the presence of 

membrane finite elements (of class C °) against the flexuaral elements (class C1) raises issues: 

* In terms of lack of displacement for the treatment of bending aspects, 

* And in terms of continuity and conformity problems when used together with plates 

elements and in the transition to the shell elements. 

So, our goal is the construction of shell elements for planar facets using the superposition of a 

membrane element and a flexural element, by adopting an approach (the deformation one) 

and using techniques which will bring solutions to these problems. 

The first two shell elements are used to discretize thick structures with a dominant membrane 

behavior but well suited to the calculation of thin structures. These shell elements are called 
"C.ep43" and "C.ep42 " 

The other two shell elements are used to discretize thin structures with flexural dominant 

behavior. These shell elements are called "C.mi43" and "C.mi42 ". 

The formulation of these elements is based on the strain model and uses concepts and 

techniques for: 

- Enriching the displacement field (p refinement), therefore greater accuracy in the 

approximation of the solution can be obtained, 

- Robust behavior regarding the geometrical distortion of the mesh, 

- Circumvention of the famous problem of "shear locking" specific to thin plates 

- Bring answers to numerical problems caused by the absence of rotational stiffness in 

the case of coplanar elements. 

These concepts and techniques are the adoption of: 

- The "strain approach,"  

- The introduction of a "fourth internal node" in the triangular element whose 

corresponding degrees of freedom are then eliminated in the elementary stiffness matrix 

by using "static condensation technique",  

- The use of the "analytical integration" in order to evaluate the stiffness matrix,  

- The use of the "energy minimizing principle associated with the rotation about the 

normal axis" in determining the stiffness matrix rotation θz. 

This approach has led to competitive, robust and powerful finite elements whatever they are 

young and requires greater maturity. 

Keywords: shell finite element, rotation around the normal, formulation deformation, 
analytical Integration, static condensation, matrix rotation. 
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Chapitre  01 

Introduction générale 

1.1 - Cadre de la recherche 

Ce travail constitue une recherche scientifique élaborée dans le cadre des études en 
Post-Graduation en vue de l’obtention du diplôme de Doctorat en génie civil.  

Le champ de recherche choisi concerne le développement d’éléments finis permettent 

la construction d’éléments finis de coque nouveaux : développement d’éléments 
membranaires, développement d’éléments de flexion, construction des éléments de 

coques à facettes planes.  

Les premiers travaux de magister ont concerné le premier axe de recherche : 

développement d’éléments membranaires nouveaux 

Le présent travail qui est l’objet de la thèse de doctorat concerne les deux autres axes 
de recherches : développement d’éléments de flexion, construction des éléments de 

coques à facettes planes.  

Notre sujet de recherche intitulé « CONTRIBUTION A LA FORMULATION DE QUELQUES  

ELEMENTS DE COQUES BASES SUR LA FORMULATION EN DEFORMATION » répond à 

une problématique posée en terme d’atténuation des risques d’erreurs dans le 

domaine de calcul des structures, liés aux codes utilisés, particulièrement au niveau 
des hypothèses de base régissant les méthodes de calculs numériques utilisés et au 

niveau du degré de fiabilité et de robustesse des éléments finis intégrés à ces codes. 

Ce travail est mené sous la direction du Professeur Mohamed GUENFOUD directeur 

du Laboratoire de Génie Civil et Hydraulique - Université 08 mai 1945 de Guelma. 

1.2 - Problématique et objectifs 

Dans le domaine du génie civil on a souvent besoin de calculer des structures de type 

"coque" qui peuvent être relativement complexes (ponts à caisson, dalles, barrages, 
voûtes . . .). Pour de tels ouvrages il est très rare que l'on puisse obtenir une solution 

analytique du problème en utilisant les théories classiques des plaques et des coques. 

De ce fait, on est la plupart du temps obligé d'avoir recours à des méthodes 
numériques comme la méthode des éléments finis. 

Les éléments de poutre permettent souvent d'avoir une première approximation du 
comportement de nombreux ouvrages simples. Néanmoins, ils se révèlent insuffisants 

pour l'étude d'ouvrages plus complexes. Dans ces derniers cas, il faut donc utiliser des 

éléments plus performants comme les éléments finis de coque ou les éléments finis 
tridimensionnels. 

L'objet de ce travail est la mise au point d'une série d'éléments finis de coque 

permettant de prendre en compte l'essentiel des situations rencontrées dans le calcul 
des ouvrages.  

L'utilisation d'éléments plats triangulaires, pour discrétiser les structures coques est 

l’approche que on a considéré. En ce sens, l’élément « coque » est construit par 
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superposition d’un élément de membrane et d’un élément de flexion. L'avantage 

essentiel des éléments appartenant à cette catégorie est leur simplicité relative.  En 

effet leur formulation repose sur les théories classiques des plaques (minces ou 
épaisses). De ce fait on évite toutes les complexités dues à la prise en compte des 

courbures dans les théories des coques.  

Notons que le couplage flexion-membrane existant dans une structure coque courbe 

n'est pas pris en compte au niveau de chaque élément. Il n'est pris en compte que par 

l'assemblage de plusieurs éléments non coplanaires. 

Ce modèle d’élément fini de coque permet souvent d’approcher les solutions 

(déplacements, contraintes, etc.) avec une précision satisfaisante. Seulement, lorsque 

les éléments finis membranaires de classe C° sont associés à des éléments flexionnels 
de classe C

1
, des problèmes surgissent, qu’il y lieu de résoudre. Ces problèmes sont 

souvent de deux natures : 

- pauvreté en déplacement pour le traitement des aspects de flexion, ce qui 
oblige d’opter pour des réseaux denses afin d’approcher correctement la 

géométrie curviligne des coques. 

- discontinuité et incompatibilité des champs des déplacements et des 

contraintes au niveau des jonctions entre les éléments membranaires et les 

éléments flexionnels au moment du passage aux éléments de coques. 

Le traitement de ces problèmes constitue un autre objectif de notre contribution. En 

effet, la construction des quelques éléments de coque développés dans le présent 

travail s’appuie sur l’approche en déformation et utilise des concepts et des 
techniques permettant de contourner les problèmes cités auparavant. Il s’agit de : 

- l’introduction d’un quatrième noeud fictif à l’élément triangulaire 
considéré lors de l’élaboration des fonctions de forme d’interpolation des 

champs de déformations, de déplacements et des contraintes, 

- l’utilisation de l’intégration analytique au moment de l’évaluation de la 
matrice de rigidité de l’élément fini, 

- la réduction de cette matrice au niveau élémentaire (avant assemblage) 

par la technique de condensation statique qui permet d’exprimer les 
variables concernant les degrés de liberté (DDL) du nœud fictif en 

fonction des variables concernant les trois nœuds du triangle, 

-  la prise en compte au niveau de la cinématique de l’élément 
membranaire de l’inconnue nodale de rotation ; ceci de deux manières : 

drilling rotation ou minimisation de l’énergie de la rotation autour de la 
normale selon démarche de [PRO00]. 

En réponse à ces problématiques, notre travail a abouti à la formulation d’éléments de 

coques nouveaux à facettes planes construits en superposant des éléments 
membranaires et des éléments flexionnels nouveaux.  

En premier lieu, on as considéré dans ce travail deux éléments membranaires : 

- Le premier élément, baptisé « T43 » est un élément fini membranaire triangulaire à 
nœud central perturbé avec « drilling rotation ». Celui-ci a fait l’objet d’analyse 

détaillée dans les premiers travaux de magister.  
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- Le second élément, nommé « T42_Kteta », n’est autre que l’élément fini 

membranaire baptisé « T42 » avec ses quatre nœuds et ses deux degrés de liberté par 

nœud (les deux translations U et V) [HIME08] auquel on a ajouté la rigidité associée 
à la rotation autour de la normale  (matrice de rotation Kθ).  

La méthode d’adjonction de cette rotation en plan est basée sur le principe de 
minimisation de l’énergie potentielle associée à la rotation. 

En second lieu, on développe dans ce travail deux éléments flexionnels : 

- Le premier élément, baptisé « HIMEUR » est un élément fini de plaque triangulaire 
d’élasticité plane basé sur les hypothèses de la théorie des plaques minces (Théorie de 

Kirchhoff). Sa formulation utilise des concepts relatifs à l’approche en déformation, 

au quatrième nœud fictif, à la condensation statique, à l'intégration analytique.  

- Le second élément, baptisé « Pep43» est un élément fini de plaque triangulaire 

d’élasticité plane basé sur les hypothèses de la théorie des plaques épaisses (Théorie 

de Reissner mindlin). Sa formulation utilise des concepts relatifs à l’approche en 
déformation, au quatrième nœud fictif, à la condensation statique, à l'intégration 

analytique.  

L’évaluation de la matrice de rigidité élémentaire pour tous ces éléments est établie 

par l’utilisation de la méthode d’intégration analytique.  

La suite logique de notre travail est la construction d’éléments de coques à facettes 
planes par superposition d’un élément de membrane et d’un élément de flexion.  

Les deux premiers éléments sont destinés pour discrétiser les structures épaisses ayant 

des comportements membranaires dominants. Comme ils sont également bien adaptés 
au calcul des structures minces. Il s’agit de : 

- l’élément de coque baptisé « C.ep43 », dont la matrice de rigidité est structurée 
autour de celles des éléments de plaque « Pep43 » et de membrane «T43 ». Il est à 

noter que la difficulté liée à la rigidité suivant θz est levée à ce niveau dans la 

formulation de l’élément membranaire en introduisant la rotation autour de la 
normale « drilling rotation » dans la construction de la matrice de rigidité élémentaire 

correspondante. 

- l’élément de coque baptisé « C.ep42 », dont la matrice de rigidité est structurée 
autour de celles des éléments plaque épaisse « Pep43 » et de membrane « T42_Kteta ». 

Pour cet élément la difficulté liée à la rigidité suivant θz est levée dans la formulation 

de l’élément membranaire en minimisant l’énergie potentielle associée à la rotation. 

Les deux autres éléments sont destinés pour discrétiser les structures minces ayant des 

comportements flexionnels dominants. Il s’agit de : 

- l’élément de coque baptisé « C.mi43 », dont la matrice de rigidité est structurée 

autour de celles des éléments de plaque mince « HIMEUR » et de membrane «T43 ».  

- l’élément de coque baptisé « C.mi42 », dont la matrice de rigidité est structurée 
autour de celles des éléments de plaque mince « HIMEUR » et de membrane 

« T42_Kteta ».  

Les difficultés liées à la rigidité suivant θz pour ces deux derniers éléments sont 
levées de la même manière que pour les éléments de coques épaisses : Principe de 
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« drilling rotation » pour ce qui est de l’élément « C.mi43 » et minimisation de 

l’énergie potentielle associée à la rotation pour ce qui est de l’élément « C.mi42 ». 

Pour évaluer la performance de ces éléments, on a utilisé les exemples et les 
applications existantes dans la littérature permettant d’étudier le comportement de ces 

éléments dans le traitement des structures minces et épaisses avec des comportements 
différenciés : flexion pure, flexion avec cisaillement transversal, flexion dominante, 

effet de membrane dominant.  

1.3 - Plan de la thèse 

Cette thèse est composée : 

- de la présente introduction, 

- de trois chapitres, 

- des conclusions et recommandations 

- et d’un bloc d’annexes. 

- Au niveau de cette introduction, on a positionné le problème sujet de notre 

recherche, en précisant la problématique de modélisation des structures complexes et 

de coques, les objectifs visant d’apporter des réponses et les axes de travail et de 
développement adoptés pour la concrétisation de ces objectifs. 

- Dans le chapitre 02, on donne d’abord sommairement une présentation des notions 
de la mécanique des milieux continus.  

on enchaîne ensuite sur la manière dont il est possible d’en déduire les principaux 

modèles d’éléments finis existants, particulièrement les formulations « en 
déplacement », « en équilibre », « mixtes », « hybrides » et « en déformation ».  

Ce chapitre synthétise également les éléments utiles et déterminants de la conduite de 

notre démarche méthodologique. 

Ainsi, il y est fait état d’une synthèse de quelques éléments finis triangulaires de 

coques existants dans la littérature en précisant leurs spécificités et leur type de 

formulation. Puis on explique l’approche «en déformation» en présentant ses 
objectifs, ses principes, ses exigences, sa formulation et ses avantages 

comparativement aux autres approches existantes.  

on rappelle, ensuite, les définitions et les démarches de certaines techniques utilisées 

dans notre développement, telles : les notions de « drilling rotation », le principe de 

minimisation de l’énergie potentielle associée à la rotation autour de la normale 
« drilling rotation » (évaluation de la matrice rigidité associée à la rotation), 

l’intégration analytique et la condensation statique. 

- Le chapitre 03 est, quant à lui, réservé à la formulation et au développement 
d’éléments de plaques et de coques nouveaux basés sur la formulation en 

déformation. On y expose en premier lieu, la formulation de l’élément membranaire 
nouveau d’élasticité plane, qu’on a baptisé, « T42_Kθ ». on présente ensuite, les 

principales caractéristiques de l’élément  « T43 » [HIM08]. On détaille par la suite la 

démarche de formulation des deux éléments de plaque qu’on a baptisé « HIMEUR » 
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pour la plaque mince et « Pep43 » pour la plaque épaisse. Comme on finit par la 

définition de quatre éléments de coque nouveaux : 

- deux éléments de coque épaisse baptisés « C.ep43 » et « C.ep42 »,  

- deux éléments de coque minces «  C.mi43 » et « C.mi42 ».  

- Le chapitre 04 présente uniquement les tests effectués sur des exemples tirés de la 
littérature. Il y est mis en relief le comportement de nos éléments dans le traitement 

des structures minces et épaisses avec des situations diverses : effet de membrane 

dominant, effet de flexion dominante sans et avec cisaillement transversal, 
comportement mixte.  

Comme il est fait état d’une analyse comparative des performances de nos éléments 

par rapport à celles de certains éléments développés par d’autres auteurs.  

- On termine, enfin, par quelques conclusions et recommandations. 
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Chapitre  02 

Etude bibliographique :  

A - Notions théoriques de base 

2.1 - Introduction 

Dans les années 1960, grâce au développement de l’informatique, de nombreux 

secteurs industriels et en particulier celui de l’aéronautique, ont vu apparaître un 

nouvel outil de production devenu, aujourd’hui, incontournable : la Conception 
Assistée par Ordinateur (CAO).  

Cette étape dans la production, d’une pièce consiste à placer virtuellement celle-ci 
dans l’environnement où elle est censée évoluer pour analyser son comportement sans 

avoir recours à l’expérimentation.  

Pour ce faire, il est nécessaire, en premier lieu de créer une maquette informatique 
virtuelle (modélisation) de l’objet à analyser  et dans un second lieu de résoudre les 

équations physiques qui régissent les interactions de cet objet avec les sollicitations 

extérieures auxquelles il est sollicité. 

La solution exacte de tels problèmes est généralement impossible à calculer ; c’est 

pourquoi on a souvent recours à des méthodes de résolutions numériques  qui 
conduisent seulement à des solutions approchées du problème.  

Parmi celles-ci, la méthode des éléments finis est celle qui s’est imposée par sa 

robustesse et sa flexibilité. Elle est, actuellement utilisée pour résoudre des problèmes 
divers et variés tels que ceux de la mécanique des fluides, de la thermique, de 

l’électromagnétisme, etc. Mais celui qui nous intéresse, dans ce travail, est celui de la 

mécanique des milieux continus. 

2.2 – Etude de la Mécanique des milieux continus et de la méthode des 

éléments finis 

2.2.1. Cinématique des milieux continus 

Soit un corps solide quelconque ayant une configuration initiale ΩO. Ce corps, soumis 
à différentes sollicitations, se transforme au cours du temps. A un instant t 

quelconque, il prend une nouvelle configuration appelée Ωt (voir Figure 1). 

Donc dans un repère cartésien global  zyxO ,, , un point matériel quelconque Mo 

appartenant à un domaine ΩO est repéré par le vecteur des coordonnées  oooO zyxX ,,


. A 

l’instant t, le point Mo devient un nouveau point Mt appartenant au domaine Ωt qui est 

maintenant repéré par le vecteur des coordonnées  tttt zyxX ,,


. 
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Figure 1. Cinématique des milieux continus 

Dans le cadre d’une description lagrangienne, on a : 

UXMMXX OtOOt                                               (2.1) 

où le vecteur U  est appelé le déplacement du point Mo. 

En écrivant : 
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    (2.2) 

Le tenseur gradient décrivant la transformation est la matrice : 
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Ou encore 
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Si on peut écrire que                0
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Ainsi on remarque que la matrice DO représente le tenseur des déformations 
linéarisées ou petites déformations et θx, θy, θz représentent les rotations 

infinitésimales autour des axes x, y, z qui ne produisent aucune déformation. 

2.2.2. Les conditions de compatibilité cinématique  

Ces conditions [FRAF98] ont été établies par Saint Venant (1854). Physiquement, 

elles expriment la continuité de la matière avant et après transformation d’un corps 
solide, d’où l’appellation  de conditions de compatibilité cinématique.  

Mathématiquement, elles expriment des restrictions sur la forme des fonctions des 

déformations pour permettre l’intégration des équations aux dérivées partielles. De ce 
fait, elles sont, également appelées conditions d’intégralité. Leur satisfaction est 

obligatoire pour garantir l’unicité des déplacements. 

En état tridimensionnel, les six équations de compatibilité sont sous forme 
développée comme suit : 
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                                 (2.7) 

En élasticité plane et en état plan de déformations, cinq équations sont 
automatiquement vérifiées. La sixième condition qui doit être vérifiée est: 
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
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
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
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


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          (2.8) 

Pour le cas de l’état plan de contraintes, trois autres équations doivent être en plus 

vérifiées : 
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2.2.3. Contraintes, équations d’équilibre et déformations 

a. Etat de contraintes, 

Soit un corps (C) en équilibre sous l’action de forces extérieures. En tout point M de 
ce corps naissent des forces intérieures de cohésion et de frottement.  

 
Figure 2.  Corps en équilibre 

Si Fd est la résultante des forces qui s’exercent sur l’élément de surface d  de 

normale n au point M (voir figure 2), le vecteur des contraintes est défini par le 
postulat de Cauchy : 
















 d

Fd
nM

S
lim),(

0

                                                       (2.10) 

Ainsi en fonction de l’orientation de n , il existe une infinité de vecteur de contraintes 
au point M. Si on considére un repère cartésien O(x,y,z), les vecteurs contraintes 

agissant sur les facettes de normales, i , j , k du repère sont notés respectivement 

)(i , )( j  et )(k . Leurs composantes sont définies en coordonnées cartésiennes 

comme suit : 

kjii zxyxxx  )(  

kjij zyyyxy  )(                                           (2.11) 

kjik zzyzxz  )(  

Le tenseur des contraintes de Cauchy au point M  est ainsi défini comme suit : 



















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx








                                                 (2.12) 

En l’absence de couples répartis à l’intérieur et à la surface du solide, l’équilibre des 

moments autour des axes passant par M, conduit à : 

zyyz

zxxz

yxxy













                                                      (2.13) 

Ce qui permet de conclure que le tenseur des contraintes de Cauchy est symétrique. 

Ainsi le vecteur axial des contraintes se résume à six composantes : 
xx ; 

yy ; 
zz ; 

xy ; 

xz ;
yz . 
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Pour un état bidimensionnel, plusieurs hypothèses peuvent être envisagées. on cite 

entre autres l’état plan de contraintes et l’état plan de déformations. 

* En état plan de contraintes, l’hypothèse considérée suppose que les contraintes hors 
plan sont nulles. C’est-à-dire, par rapport à un plan de référence (O,x,y), les 

composantes des contraintes 
zz , 

xz , 
yz  sont nulles sur les deux faces de 

coordonnées t /2 . Sur les autres plans intérieurs parallèles au plan (x,y), la valeur de 

ces composantes est tellement faible qu’on peut affirmer qu’elles sont nulles. On en 

déduit, ainsi que : 

0 yzxz    et    yyxxzz
E




      (2.14) 

L’hypothèse des contraintes planes est généralement admise pour le calcul des 

structures minces (poutres, plaques et coques) où l’axe « O,z » représente la direction 

de l’épaisseur t. 

* En état plan de déformations, l’hypothèse considérée suppose que les déformations 

hors plan sont nulles. C’est-à-dire 0 yzxzzz    ce qui entraîne : 

0 yzxz   et   
yyxxzz       (2.15) 

Cette hypothèse peut être utilisée pour l’analyse des sections des cylindres longs dans 
la direction z. Comme, elle s’adapte bien pour l’étude du profil d’un barrage. 

b. Equations d’équilibre, 

Si le solide est soumis dans la configuration actuelle 
t à des sollicitations comme des 

forces surfaciques 
sf appliquées sur une partie de la frontière 

t1
, des déplacements 

imposés 
du appliqués sur une partie de la frontière 

t2
et des forces volumiques 

vf , 

l’équilibre du système s’écrit comme suit : 















d

s

v

uMu

fnM

fdiv

)(

).(

0)(




                                                 (2.16) 

tM   ;    
tM  2
 ;    

tM  1
 ; 

Avec la somme des parties de frontière 
t1
et 

t2
représente la frontière totale 

fermée 
t de 

t . 

c. Tenseur des déformations, 

Nos travaux, objet de cette recherche, concernent les éléments de coques, c'est-à-dire 
des structures subissant des transformations élastiques caractérisées par de grands 

déplacements et de petites déformations pour lesquelles on utilise la mesure des 

déformations de Green-Lagrange linéarisées : 
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Ou encore : 
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                                         (2.18) 

2.2.4. Loi de comportement 

Le comportement d’un matériau donné est défini par sa loi constitutive (ou de 
comportement) qui met en relation les contraintes avec les déformations et ses 

variables mécaniques intrinsèques internes. Pour un matériau dit élastique linéaire, les 

contraintes sont des fonctions linéaires des déformations. Ces relations sont données 
sous la forme générale suivante : 

oC   .                                                   (2.19) 

Où : 

- 
o est le tenseur des contraintes à l’état initial qu’on suppose nul ( 0o ) 

pour simplifier l’écriture du problème  

- C  est un tenseur de comportement d’ordre 4 dont les composantes font 
intervenir les caractéristiques physiques intrinsèques du matériau. 

Etant donné que les tenseurs   et   sont symétriques, on a alors 
jiklijkl CC  et 

ijlkijkl CC   

Ceci permet de réécrire la loi de comportement, en notation de Voigt, comme suit : 

 .C                                                        (2.20) 

Où C  est la matrice de comportement de taille 6x6, c’est-à-dire ayant 36 

composantes. Les tenseurs   et   sont ceux donnés dans les formules (2.12) et 
(2.18). 
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En élasticité tridimensionnelle, la matrice de comportement d’un matériau élastique, 

linéaire et isotrope prend la forme suivante : 
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                     (2.21) 

Où  E  et   sont respectivement, le module de Young et coefficient de poisson du 
matériau considéré.  

Pour un état bidimensionnel, la matrice de comportement C   se réduit à une taille de 
3x3 pour fournir les composantes suivantes : 

* à l’état plan de contraintes, 
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            (2.22) 

* à l’état plan de déformations, 
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2.2.5. Principe des travaux virtuels 

Le principe consiste à satisfaire l’équation d’équilibre locale sous forme intégrale (On 

dit aussi sous forme faible). Ainsi, « pour tout champs de déplacements virtuels 

cinématiquement compatibles, le travail virtuel des forces extérieures est égal au 

travail virtuel intérieur 
intWWext    ». Cet équilibre s’exprime par la relation : 

 
S

S

T

V
V

T

V

T dSfudVfudV ......                  (2.24) 

 V

T dVW ..int   : représente la variation de l’énergie de déformation, 

 
S

S

T

V

T

V

T

ext dSfudVfuW ....   : représente la variation de l’énergie des forces 

extérieures, dans laquelle 
Vf  est le vecteur des forces de volume et 

Sf  est le vecteur 

des forces de surface. 

2.2.6. Principe des travaux virtuels complémentaires 

Ce principe s’annonce comme suit : pour tout accroissement virtuel statiquement 

admissible des contraintes et des forces, « le travail virtuel complémentaire des forces 
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extérieures est égal au travail virtuel complémentaire intérieur ». Cet équilibre 

s’exprime par la relation : 

 
S

T

S
V

T

V
V

T dSufdVufdV ......          (2.25) 

 V

Tc dVW ..int   : représente la variation de l’énergie complémentaire de déformation, 

 
S

T

S
V

T

V

c

ext dSufdVufW ....   : représente la variation de l’énergie complémentaire des 

forces extérieures, dans laquelle 
Vf  est le vecteur des forces de volume et 

Sf  est le 

vecteur des forces de surface. 

2.3 – Modélisation par éléments fini : Les approches 

2.3.1 – en déplacement 

Dans cette approche, l’approximation est faite sur le champ de déplacement en 
considérant l’élément cinématiquement admissible ; c’est-à-dire l’intégrabilité du 

champ de déformation à l’intérieur de l’élément. 

La démarche à ce niveau repose sur trois principales actions :  

- la définition d’une forme paramétrique simple du champ de déplacement 

(discrétisation fonctionnelle) à l’intérieur des éléments finis de la structure.  

- l’application à chacun des éléments le principe des travaux virtuels à travers la 

satisfaction des conditions de stationnarité de la fonctionnelle pour chacun des 

éléments. Ces conditions sont une forme faible des équations d’équilibre . Elles 
permettent de relier, par l’intermédiaire de la raideur de l’élément, les paramètres de 

la discrétisation aux grandeurs équivalentes des forces qui s’appliquent sur l’é lément.  

- l’assemblage des matrices de rigidité ainsi obtenues au niveau élémentaire conduit à 

un système d’équations qui traduit les conditions de stationnarité de la fonctionnelle 

de la structure dans sa globalité. 

Les principes et les étapes de cette approche se présentent comme suit : 

* Discrétisation du champ de déplacement 

Soit un élément Ωe, la discrétisation fonctionnelle du champ de déplacement u à 
l’intérieur de l’élément est donnée sous forme matricielle par la relation : 

    eqNu .      (2.26) 

Où  eq  représente le vecteur des déplacements nodaux et  N  la matrice des 

fonctions de forme de l’élément.  

Dans le cas général en tridimensionnel et pour un élément possédant n nœuds, la 

matrice des fonctions de forme s’écrit sous forme développée comme suit : 

 
























nk

nk

nk

NNN

NNN

NNN

N

000000

000000

000000

1

1

1

 (2.27) 
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Avec kN la fonction de forme du nœud k . 

Et le vecteur des déplacements nodaux  s’écrit : 

  znynxnzkykxkzyx

Te uuuuuuuuuq ,,,........,,,,.......,,, 111         (2.28) 

* Application du principe  des travaux virtuels (ou principe des déplacements 

virtuels), 

Cette méthode demande l’application du principe des déplacements virtuels (ou des 

travaux virtuels) exprimé par la relation  extWW  int dont le développement est 

donné par la relation (2.24). 

Sachant que : 

    
    
    





.

.

.

D

qB

qNu

e

e







                (2.29) 

Avec [B] la matrice de déformation 

La relation (2.24)  devient : 

                   
e

S
s

TeT
e

V
v

TeT

V

eeTeT

eee
dSfqNdVfqNdVqBDqB   .........      (2.30) 

Ou encore  

                    
eee S

e

s

T

V

e

v

TTee

V

eTTe dSfNdVfNqqdVBDBq ......     (2.31) 

La relation (2.31) s’écrit simplement       eee FqK   

Avec        eV

eTe dVBDBK ...  et           
ee S

e

s

T

V

e

v

Te dSfNdVfNF ..  qui représentent, 

respectivement la matrice de rigidité élémentaire et le vecteur des charges aux nœuds 
équivalents aux forces extérieures. 

* Assemblage des éléments 

Les matrices élémentaires  eK  sont ensuite assemblées, de manière à obtenir la 

matrice de rigidité globale   K  de la structure. La résolution du système global  

    FqK .  fournit les valeurs des déplacements  q  des différents nœuds qui 

déterminent le maillage de la structure. Finalement par l’intermédiaire des 

déformations, on obtient l’expression des contraintes aux nœuds 

     qBD ..                (2.32) 

2.3.2 – en équilibre 

L’approche en équilibre a été introduite par Fraeijs et Veubeke [FbV65]. De la même 

manière que l’approche en déplacement, le modèle en équilibre est constitué de deux 
principales étapes : l’étape de discrétisation suivie de l’étape d’application du 

principe varitionnel. 
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Ceci consiste à choisir, en premier lieu, une forme paramétrique simple du champ des 

contraintes à l’intérieur des éléments finis de la structure. Il est, ensuite, appliqué à 

chacun des éléments le principe des travaux virtuels complémentaires (ou principe 
des forces virtuelles).  

Les principes et les étapes de cette approche se présentent comme suit : 

* Discrétisation du champ de contraintes et des tractions de surfaces  

Soit un élément Ωe, ce modèle considère deux types de discrétisations : 

- La première discrétisation porte sur le champ de contraintes σ à l’intérieur de 
l’élément. La formulation établie est donnée sous forme matricielle par la relation :  

      0.   sS     (2.33) 

Où  s  représente le vecteur des contraintes généralisées (paramètres inconnus du 

problème)  et  S  la matrice des fonctions de forme (d’approximation des contraintes) 

de l’élément.  

 0  est une solution particulière des équations d’équilibre (2.16) qui décrivent la 

statique. Elle est égale à zéro si on considére des forces de volume nulles 

- La deuxième discrétisation porte sur le champ de tractions de surface  t  à 

l’intérieur de l’élément. Cette forme est donnée sous forme matricielle par la relation :  

   egWt .      (2.34) 

Où  eg  représente le vecteur des tractions de surface généralisées statiquement 

admissibles et  W  la matrice des fonctions de forme (d’approximation des tractions 

de surface) de l’élément.  

Il est à noter que si on choisit des polynômes complets de degré p pour discrétiser les 
contraintes, les fonctions de forme des tractions de surface doivent également être des 

polynômes complets et de degré p. 

Ces deux formes de discrétisation sont reliées par les conditions d’équilibre de 
surface :  

    tC
T

      (2.35) 

Où  C  représente la matrice des cosinus directeurs. 

En remplaçant dans la relation (2.35) les paramètres   tet  par leurs valeurs 

données, respectivement, par les relations (2.33) et (2.34), on obtient les équations qui 
lient les contraintes aux tractions de surface généralisées statiquement admissibles. 

    egsCon       (2.36) 

Avec      TWSCCon ..  appelée matrice de connexion statique de l’élément. 

* Application du principe  des travaux virtuels complémentaires (ou principe des 

forces virtuelles) 
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On considère pour cette approche que extWW int , mais le principe variationnel à 

appliquer est le principe des travaux virtuels complémentaires (ou principe des forces 
virtuels). 

Le travail des forces de surface s’écrit : 

          
ee V

eTTee

S

Te

ext dsuWgdsutW ...                                  (2.37) 

L’expression      qdSuW
V

T
 ..  représente le vecteur des déplacements généralisés 

statiquement admissibles conjugués aux connecteurs  eg  

Le travail interne est donné par la relation : 

    
e

V

Te

e
dVW  ..int                                             (2.38) 

Sachant que :  

     TTT
D 1.        et         sS .  

La relation (2.38) prend la forme suivante :  

                sdVSDSsdVsSDsSW
ee V

eTTT

V

eTTTe


  ........ 11

int
      (2.39) 

L’expression         FdVSDS
eV

eTT


 ... 1  représente la matrice de flexibilité de l’élément. 

Sachant que     egsCon  , l’application du principe des travaux virtuels 

complémentaires conduit aux conditions de stationnarité de l’énergie potentielle 
complémentaire et donne la relation suivante : 

       qConFs
T

..
1

          (2.40) 

En introduisant la valeur de   s  donnée par la relation (2.40) dans la relation (2.36), 

on obtient le système d’équations classique en éléments finis de type  :  

    eee FqK       (2.41) 

 Avec,  

-    ee gF   qui représente le vecteur des tractions de surface généralisées 

statiquement admissibles, 

-       Te ConFConK
1

 qui représente la matrice de raideur de l’élément. 

La résolution du système d’équation (2.41) fournit la valeur des déplacements 
généralisés.  

Tenant compte des équations d’équilibre (2.33), la valeur des contraintes est donnée 
comme suit: 

           qConFSsS
T1

.


        (2.42) 

* Assemblage des éléments 

Vu que la structure des systèmes d’équations résultant de l’approche en équilibre est 
semblable à celle de l’approche en déplacement, les techniques d’assemblage et de 
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résolution des systèmes éléments finis formulés en modèle de « déplacement » 

peuvent donc s’appliquer aux modèles « équilibre ». 

2.3.3 – Modèle hybride 

La terminologie utilisée [PIA83] consiste à désigner par « hybrides » les approches 

éléments finis pour lesquels plusieurs champs sont discrétisés indépendamment à 
l’intérieur de l’élément et sur sa frontière.  

Les éléments finis hybrides peuvent être développés selon deux approches 

conventionnelles : éléments finis hybrides en déplacement et en contraintes qui sont 
basés respectivement sur le principe des déplacements virtuels et celui des forces 

virtuelles. 

La première, qui porte le nom d’approche hybride primale, introduite par Jones 
[JON64], consiste à choisir des éléments vérifiant, à priori, les conditions de 

compatibilité en volume. Les conditions de continuité des déplacements entre les 

éléments aux frontières sont ensuite rajoutées à la fonctionnelle par l’intermédiaire 
des multiplicateurs de Lagrange. Ces multiplicateurs qui représentent physiquement 

les tractions de surface sur les frontières, sont discrétisés de manière indépendante sur 
chaque face de la frontière de l’élément. Cette approche conduit, généralement à une 

continuité faible des déplacements aux travers des frontières des éléments. 

La seconde, appelée « approche hybride duale », a été présentée pour la première fois 
par Pian [PIA64]. Cette approche nécessite une discrétisation des champs de 

contraintes vérifiant à priori les conditions d’équilibre de volume à l’intérieur des 

éléments. Les conditions de continuité des champs de traction de surface sont 
injectées, à posteriori dans la fonctionnelle par l’intermédiaire des multiplicateurs de 

Lagrange. Ces multiplicateurs représentent physiquement les champs de déplacement 
aux frontières des éléments. Donc, dans cette approche, des discrétisations 

secondaires définissent le champ des déplacements des bords de l’élément.  

2.3.4 – Modèle mixte 

Dans cette approche, l’approximation est faite, indépendamment, sur divers champs 

d’inconnues (déplacements, déformation, contraintes).  

Il est, ensuite, appliqué à chacun des éléments le principe des travaux virtuels 
complémentaires (ou principe des forces virtuelles) du système, à travers la 

satisfaction des conditions de stationnarité de la fonctionnelle pour chacun des 

éléments.  

Cette approche permet d’obtenir des éléments d’excellente qualité. Elle est souvent 

utilisée pour corriger les défauts du modèle en déplacement.  

Seulement la diversité des fonctions d’approximation des divers champs et leur 

indépendance rendent la mise en œuvre de ce modèle longue, complexe et très 

coûteuse. 

2.3.5 – Modèle en déformation 
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  L’approche en déformation [BEL00] a été développée, à l’origine, à l’université de 

Cardiff par Sabir et Azhwell [1971]. De la même manière que l’approche en 

déplacement, le modèle en déformation est constitué de deux principales étapes : 
l’étape de discrétisation suivie de l’étape d’application du principe varitionnel. 

La démarche à ce niveau consiste à choisir, en premier lieu, une forme paramétrique 
simple du champ de déformations (discrétisation fonctionnelle) à l’intérieur des 

éléments finis de la structure. Il est, ensuite, appliqué à chacun des éléments le 

principe des travaux virtuels à travers la satisfaction des conditions de stationnarité de 
la fonctionnelle pour chacun des éléments.  

Le champ des déplacements, continu et différentiable, est déduit par intégration du 

champ des déformations. 

Les travaux de recherches, portant sur l’utilisation de ce modèle pour l’approximation 

des arcs circulaires, ont donné des résultats meilleurs que ceux du modèle en 

déplacement : c’est ce qui constitue  « la force de ce modèle ». 

2.4 – Conclusion 

Les objectifs recherchés dans cette section visent à mettre en relief les principes et les 
méthodes théoriques de base à notre développement. Ainsi, les aspects traités ont 

concerné le domaine de la mécanique des milieux continus qui nous intéresse dans ce 

travail et la méthode des éléments finis en sa qualité d’outil de résolution numérique.  

Parmi les approches développées, celle dite « en déformation » est la plus récente ; 

mais présente au niveau de la recherche un intérêt particulier, en raison de sa 

simplicité et de la performance des éléments finis formulés en déformation. 

Nos éléments sont d’élasticité plane ; ce qui nous a orienté à prospecter au niveau de 

cette partie les aspects liés aux hypothèses de linéarité géométrique, aux équations 
cinématiques, aux équations de la statique, aux lois constitutives et aux conditions de 

compatibilité cinématique. 

B - Les techniques de formulation 

2.5 – Introduction 

La présente section traite d’un aspect spécifique de l’étude bibliographique. Elle est 
réservée à la synthèse des concepts utilisés dans le développement des éléments finis 

objet de notre contribution. 

Dans un premier lieu, il est fait état d’un inventaire des familles d’éléments finis de 
coque existantes dans la littérature, en décrivant leurs spécificités, leurs principes de 

formulation et les performances affichées par ces éléments. 

Ensuite, on détaille l’approche « en déformation ». En ce sens, on explique ses 

objectifs, ses principes, ses exigences, sa formulation et ses avantages 

comparativement aux autres approches existantes.  

On rappelle, enfin, les définitions et les démarches de certaines techniques utilisées 

dans notre développement, telles : les notions concernant l’intégration analytique, la 
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condensation statique, la démarche d’évaluation de la matrice de rotation à travers le 

principe de minimisation de l’énergie de déformation liée à la rotation et l’évaluation 

de la matrice de rigidité élémentaire.  

2.6 – formulation des éléments finis de coque existants 

Il existe deux familles d’éléments de coque : une famille basée sur une approche 
bidimensionnelle qu’on applique à des corps minces et une famille basée sur 

l’assemblage d’une plaque et d’une membrane. 

Selon l’approximation en e/R (e étant l’épaisseur de l’élément et R son rayon de 
courbure) on distingue plusieurs théories de coque. Si ce rapport n’est pas petit, les 

résultats peuvent converger vers des valeurs différentes. 

Il existe de très nombreux éléments de coques, iso-paramétriques ou non, plans ou 

courbes, triangulaires ou quadrangulaires, conformes ou non, cinématiques ou 

hybrides, déformables ou non à l’effort tranchant, etc… 

Pour situer notre travail par rapport aux recherches déjà effectuées dans ce domaine, 

on se contente ici d'esquisser les quatre approches les plus fréquemment utilisées. 

Une première approche consiste à discrétiser la structure considérée à l'aide 
d'éléments dérivés des théories bidimensionnelles classiques des coques à double 

courbure. Si ces éléments ont des performances souvent très satisfaisantes, ils sont 
néanmoins assez rarement utilisés dans la pratique industrielle. Ceci est certainement 

dû à leur formulation et à leur mise en œuvre relativement complexe. 

L'analyse des coques par l'intermédiaire d'éléments dérivés des éléments iso 
paramétriques tridimensionnels constitue la deuxième approche qu’on peut citer. 

Dérivés des hypothèses cinématiques de Mindlin ces éléments permettent la prise en 

compte de l'énergie de déformation due au cisaillement transversal. De ce fait, ces 
éléments sont souvent appelés éléments de coque épaisse. Basés sur le concept 

d'éléments iso paramétriques, ils peuvent être courbes et donc bien représenter la 

géométrie réelle de la structure considérée tout en évitant les théories des coques. 

La troisième approche qu’on peut distinguer est l'utilisation d'éléments iso 

paramétriques tridimensionnels classiques pour modéliser les structures coques 
étudiées. Cette approche entraîne malheureusement des coûts de calcul qui restent 

encore souvent dissuasifs. 

L'utilisation d'éléments plats (éléments triangulaires et quadrilatères), pour discrétiser 
les structures coques est la dernière des approches qu’on peut considérer. L'avantage 

essentiel des éléments appartenant à cette catégorie est leur simplicité relative.  En 

effet leur formulation repose sur les théories classiques des plaques (minces et 
épaisses). De ce fait on évite toutes les complexités dues à la prise en compte des 

courbures dans les théories des coques.  

Notons que le couplage flexion-membrane existant dans une structure coque courbe 

n'est pas pris en compte au niveau de chaque élément. Il n'est pris en compte que par 

l'assemblage de plusieurs éléments non coplanaires. 

Les éléments de ce type sont très utilisés dans les programmes industriels de calculs 

de structure car leur emploi est relativement simple et leur coût de calcul reste 
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raisonnable (largeur de bande peu élevée par rapport à des mai1lages constitués 

d’éléments iso paramétriques tridimensionnels). 

On peut distinguer de nombreux types d'éléments appartenant à cette catégorie. A 
l'heure actuelle un certain consensus semble cependant se dessiner dans la littérature 

pour reconnaître que les éléments de plaque en flexion (triangle à 3 nœuds (DKT) et 
quadrilatère à 4 nœuds (DKQ)) basés sur les hypothèses de Love-Kirchhoff sous 

forme discrète sont à ce jour parmi les plus performants.  

2.7 – L’approche « en déformation » 

2.7.1 – Pourquoi l’approche en déformation  ? 

Le problème de convergence d’éléments simples formulés à travers l’approche en 
déplacement pour l’analyse des structures courbes ont montré la nécessité 

d’intervention au niveau de la discrétisation physique pour améliorer au mieux la 

solution. Cette intervention consiste en la diminution de la taille des éléments 
(raffinement h) pour obtenir des résultats satisfaisants ; l’objectif étant de minimiser 

l’écart entre la solution exacte et la solution approchée et tendre asymptotiquement 

vers zéro l’erreur qui en résulte. 

Ceci rend le niveau de précision de la solution tributaire du nombre d’éléments à 

utiliser dans la discrétisation physique. Ce qui pose à ce niveau une problématique en 
terme économique dans sa mise en œuvre : Quel rapport  entre « la précision de la 

solution » et « le coût pour son obtention » ? 

Pour répondre à ce questionnement, d’autres études ont été entreprises par Ashwell et 
al [ASH71b], utilisant cette fois-ci le modèle en déformation à la place du modèle en 

déplacement. Cette approche a abouti à des résultats plus performants sans avoir 

recours à un grand nombre d’éléments dans la discrétisation physique. 

Ces résultats ont encouragé beaucoup de chercheurs pour développer des éléments 

d’ordre supérieurs, des éléments nécessitant uniquement les degrés de liberté 

essentiels. Ainsi beaucoup d’éléments finis d’élasticité plane et des éléments de 
coques ont vu le jour. On cite entre autres [ASH72], [SAB75], [SAB78], [SAB85a], 

[SAB85b], [SAB86], [BEL98A], [BEL99], [HIM08]. 

2.7.2 – Hypothèses et démarche 

- Calcul exact des termes représentant les modes de corps rigides, 

- Choix des termes du champ des déformations de sorte que les conditions de 
compatibilité cinématique soient vérifiées, 

- Déduction des composantes du champ des déplacements par intégration des 

fonctions du champ de déformations, ce qui rend plus riche les polynômes 
(ordre supérieur) décrivant les champs des déplacements, 

- Application du principe des travaux virtuels (PTV), 

- Recherche de satisfaction du critère de complétude au niveau du champ de 

déformations. 
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2.7.3 – Principes de formulation 

Dans cette approche, l’approximation est faite sur le champ des déformations en 

considérant l’élément cinématiquement admissible; c’est-à-dire la continuité et 
l’intégrabilité du champ de déformation à l’intérieur de l’élément.  

La démarche à ce niveau consiste à : 

- choisir, en premier lieu, une forme paramétrique simple du champ de 

déformations (discrétisation fonctionnelle) à l’intérieur des éléments finis de 

la structure.  

- le champ des déplacements est déduit, en second lieu, par intégration du 

champ des déformations.  

- Il est, enfin, appliqué à chacun des éléments le principe des travaux virtuels.  

En considérant la continuité du champ de déplacement dans toute la structure, 

l’assemblage des fonctionnelles, ainsi obtenues au niveau élémentaire, conduit à un 

système d’équations qui traduit les conditions de stationnarité de la fonctionnelle dans 
la structure dans sa globalité. 

2.7.4 – Procédure de formulation 

Pour illustrer la procédure de développement des éléments finis à modèle en 

déformation, on prend un exemple simple d’un élément triangulaire de membrane 

d’élasticité plane développé par [HIM08] et qui est utilisé dans le présent travail dans 
la construction de certains éléments de coque à facettes planes.  

Cet élément de membrane, baptisé T_43, est constitué de quatre nœuds (les trois 

sommets du triangle et le quatrième au niveau du barycentre). Chacun des nœuds 
possède trois degrés de liberté : les deux translations U et V et la rotation autour de 

la normale (« drilling rotation ») θz.  

Pour un élément membranaire similaire, les relations entre les déformations et les 

déplacements sont établies comme suit : 

x

U
εx






                y

V
εy






          x

V

y

U
γxy











                            (2.43) 

La rotation autour de la normale est donnée par la relation :  




















y

U

x

V
.

2

1
θz

                                                     (2.44) 

Le choix des fonctions d’interpolation est établi en deux étapes : 

- La première, permettant de représenter les modes de corps rigides (MCR), 

- La seconde, permettant de représenter les modes supérieurs, particulièrement 

ceux  donnant des états de déformations homogènes. 

Pour les modes de corps rigides, les fonctions d’interpolation des déplacements 

doivent permettre à l’élément de subir un mouvement sans déformation interne.  

Ce critère est essentiel, puisque : 
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- d’une part, il permet de représenter la réalité du comportement des structures, 

- et d’autre part, il évite la lenteur dans la convergence vers la solution exacte 

qui se produit s’il n’est pas respecté 

Ainsi, pour les mouvements de corps rigide (MCR), les déformations sont nulles : 

0εx             0εy           0γxy                                         (2.45) 

L’intégration des équations (2.45) nous donne les champs des déplacements 

représentant les mouvements de corps rigide qui se présentent comme suit : 

3zR32R31R a  θ.xa  aV.ya - aU                            (2.46) 

 Avec a1 et a2, des paramètres représentant les translations U et V du corps rigide 

respectivement le long des axes X et Y et a3 représentant la rotation du corps rigide 
autour de la normale (drilling rotation) θz.  

Notre élément est constitué de quatre Nœuds. Chacun de ses nœuds possède trois 

degrés de liberté. Donc les champs de déplacement, formulés par l’utilisation du 
modèle en déformation, possèdent 12 constantes indépendantes (a1. ……,a12). 

Les trois premières (a1, a2, a3) sont utilisées dans les équations (2.46) pour 

représenter les mouvements de corps rigide. 

Les neufs autres (a4, ……. , a12) sont utilisés dans le modèle de déformation de 

l’élément. Ils sont répartis dans les fonctions d’interpolation des déformations de 
manière à : 

- satisfaire l’équation générale de compatibilité des déformations pour 

l’élasticité plane, 

- et éviter la singularité de la matrice des coordonnées nodales de l’élément. 

Ainsi les champs des déformations sont établis comme suit : 















x2a.y2a.ya.xa2aγ

.y.x2axa.xaaε

.x.y2ay²a.yaaε

129865xy

3

11

2

1087y

3

111064x

                                        (2.47) 

Ce champ se caractérise par : 

- l’existence d’états de déformations constantes qui assurent la convergence 

lorsqu’on raffine le maillage, représentés par les constantes a4, a7, a5. 

- l’existence d’états de déformation linéaires au niveau des dilatations (εx, εy), 
représentés par les paramètres a6 et a8. 

- Un état de déformation bilinéaire des distorsions (γxy), représenté par les 
paramètres a9, a12 et aussi par les paramètres a6 et a8 qui mettent en 

dépendance les distorsions avec les dilatations. 

- Des états de déformations non linéaires (en y pour εx, et en x pour εy ) 
permettant la satisfaction du critère de complétude des champs des 

déplacements et le changement de courbure des déformées. Ces états sont 

représentés par les paramètres a10 et a11. 
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- La satisfaction de l’équation générale de compatibilité des déformations : 

0
yx

γ

x

ε

y

ε xy

2

2

y
2

2

x
2
















                                          (2.48) 

L’intégration des équations (2.47) nous donne les champs des déplacements 
suivants: 



















xayxayxaya
y

a

xaxxa

ya

.3..2.
2

.
2

x
.a-  θ

...ya- .y.xa -.x.y a .y a.V

.y.xa  .x.ya.ya .x.y a ..x aU

12

22

1110986zS

2

12

32

11

2

10875S

32

11

2

10

2

9654S

                      (2.49) 

Le champ de déplacement final est obtenu en additionnant les relations (2.46) et 

(2.49) 



















xayxayxaya
y

aa

xaxxaxaa

yayaa

.3..2.
2

.
2

x
.a-  θ

...ya- .y.xa -.x.y a .y a..V

.y.xa  .x.ya.ya .x.y a ..x a.U

12

22

11109863z

2

12

32

11

2

1087532

32

11

2

10

2

965431

             (2.50) 

Une fois le champ des déplacements défini, le reste des étapes de formulation pour la 

construction de la matrice de rigidité élémentaire, d’assemblage et de résolution sont 
similaires que ceux de l’approche en déplacement. 

2.7.5 – Ses avantages 

- Facilité de la  mise en œuvre, au même titre que le modèle en déplacement, 

- Satisfaction absolue des critères de convergence liés aux déformations : mode 

de corps rigide et mode de déformation constante, 

- Pour un même élément fini, obtention de champ de déplacement plus riche et 

avec des polynômes ayant des termes d’ordre élevé, comparativement à ceux 

résultant du modèle en déplacement, 

- Meilleure précision dans l’approximation des déformations et des contraintes 

que celle du modèle en déplacement où ces variables sont obtenues par 

dérivation du champ de déplacement provoquant ainsi une dégradation de leur 
approximation, 

 

2.8 – Concepts mathématiques utilisés  

2.8.1 – Evaluation de la matrice de rotation 

L’évaluation de la matrice de rotation est basée sur le principe de minimisation de 

l’énergie déformation associée à la rotation. Cette matrice est associée à la rotation 

autour de la normale « drilling rotation » connue dans la mécanique des milieux 
continus sous la formulation : 
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


















y

U

x

V
Z

2

1


    (2.51) 

Pour un élément triangulaire avec prise en compte du degré de liberté relatif à la 

drilling rotation (voir figure 3), la rotation moyenne θmoy est donnée comme suit : 


A

moy dAyx
A

).,(
1


    (2.52) 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure 3. Triangle avec trois nœuds et trois degrés de liberté par nœud 

(Deux translations U et V et la rotation autour de la normale θZ) 

 

Pour ce type d’élément fini, les fonctions de formes sont : 

 

 
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....
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   (2.53) 

Avec    
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jiij
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xyyxA
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 31213121 ..2

 

 

 

 

 

 La rotation moyenne : 

Le champ d’approximation des déplacements est donné comme suit : 



















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   (2.54) 
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En remplaçant dans la relation (2.52) θmoy par sa valeur donnée dans la formule 

(2.54), l’expression de la rotation moyenne devient : 

  dA
y

u

x

v

A A
moy ).(

2

11









                              (2.55) 

L’intégration de l’expression (2.55) par rapport aux coordonnées nodales nous 
donne : 

 312312231231123123 ......
4

1
vyuxvyuxvyux

A
moy 

  (2.56) 

 La rotation pondérée θ : 

La rotation θ constitue une moyenne pondérée par rapport aux coordonnées 
surfaciques (Ai) des nœuds de l’élément (voir figure 3.1).  

 312211 ...
1

 AAA
A


                 (2.57) 

 Minimisation de l’énergie de déformation associée à la rotation  : 

Selon [PRO00], l’énergie de déformation associé à la rotation autour de la normale 

(drilling rotation) est définie par : 

  
A

2
moyθ dAθθβ.γV

    (2.58) 

Avec :               ν)2(1

E
GG

ν-1

t
β




 ;   

                           E : Module de Young ; ν : Coefficient de Poisson ; t : Epaisseur de l’élément 

γ est un paramètre choisi arbitrairement positif et très petit pour que l’énergie de 
déformation associée à la rotation passe par le minimum. La valeur de γ = 10

-8
 peut 

convenir et permet d’éviter la singularité de la matrice de rigidité d’une part et de 

minimiser l’énergie de déformation associée à la rotation d’autre part. 

Après développement de l’expression (2.58), l’énergie de déformation associée à la 

rotation autour de la normale prend, sous forme matricielle, l’expression suivante: 

    qK.qV e

θ

T

θ       (2.59) 

Avec     TT
vuvuvuq 333222111 ,,,,,,,,   

][Ke

θ   représente la matrice de rigidité associée à la rotation et est donnée comme suit : 
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Avec  ijijijij yyyetxxx 
.   

2.8.2 – Condensation statique 

La condensation statique est une technique qui permet de libérer des degrés de liberté 

d’un élément en agissant sur le système d’équation qui régit l’équilibre de l’élément 
(JEA91), par la réduction de ses composantes (matrice de rigidité, vecteurs de 

charges). 

Le principe de base est d’exprimer les variables inconnues relatives aux degrés de 

liberté à éliminer du système d’équations en fonction des variables inconnues à 

maintenir, d’où la réduction du nombre d’équations à celui des inconnues restantes, 
l’avantage étant la réduction du temps de calcul pour la résolution du système et aussi 

une utilisation limitée de la capacité mémoire. Cette technique présente la spécificité 

d’être considérée une méthode de calcul qui agit au niveau élémentaire (avant 
assemblage). 

Dans le cas de la méthode des éléments finis, l’équilibre statique de l’élément est 
régit par un système d’équation de type : 

    FUK       (2.60) 

Avec     K  : la matrice de rigidité de l’élément, 

             U  : les déplacements nodaux, 

             F  : le vecteur des charges équivalentes extérieures. 

Désignons par l’indice e les équations à éliminer et par l’indice c les équations à 

conserver. Ainsi le système d’équation (2.60) prendrait la forme suivante : 
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    (2.61) 
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De la relation (2.61) on peut déduire les vecteurs des déplacements à éliminer et à 

conserver :  

          eeeceeece FKUKKU ...
11 

    (2.62) 

          cceccec FKUKKU ...
11 

     (2.63) 

En considérant que pour un nœud interne (dont les ddl sont à éliminer) la composante 

du vecteur des charges extérieures   0eF  et en remplaçant dans l’équation (2.63) 
 eU  par sa valeur donnée par l’équation (2.61) on obtient : 

             ccceeecccec FKUKKKKU .....
111 

   (2.64) 

La relation (2.64) se simplifie pour donner une forme similaire aux équations de 

l’équilibre statique dans la méthode des éléments finis : 

          cceceecec FUKKKK 


....
1

   (2.65) 

La matrice          eceecec KKKKK ...
1

  constitue la matrice de rigidité condensée et le 
système d’équation (2.60) est ainsi réduit au système suivant : 

    cc FUK       (2.66) 

2.8.3 – Intégration analytique 

L’utilisation de l’intégration numérique dans l’évaluation de la matrice de rigidité 

(éléments iso paramétriques) peut engendrer deux types de problèmes : 

- perte de précision pour les distorsions géométriques, surtout lorsque les 

champs d’approximation sont constitués de polynômes de degré élevé. 

- blocage de cisaillement « shear locking » spécifique aux plaques minces 

Alors que l’intégration analytique permet de les éviter. Mathématiquement, cette 

formulation est donnée comme suit : 

     dS.y)Q(x,[D].y)Q(x,K
S

T

o                                           (2.67) 

D.J. Hamadi et M.T Belarbi [HAM06] ont mis en œuvre une démarche permettant 

l’évaluation automatique de la matrice  oK  ; ceci quel que soit le degré du polynôme 

résultant de l’expression      y)Q(x,[D].y)Q(x,Q
T

0   et quel que soit la distorsion de 

l’élément.  
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Cette démarche se présente comme suit : 

Soit un élément fini (triangulaire par exemple) (figure 4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4. Intégration analytique - Exemple d’un élément fini triangulaire 

Les composantes de la matrice résultant du produit       y)Q(x,[D].y)Q(x,Q
T

0   sont sous 

la forme
 yxC .. .  Donc l’intégration de l’expression    dS.y)Q(x,[D].y)Q(x,

S

T

  revient à 

intégrer chacun des termes de la matrice ][Q0  

                                   

dydxyxCI

x y

....  

                                             (2.68) 

Avec     I = I1 + I2   et  C : une constante. 

-  I1 représente l’intégrale entre les droites Y1 et Y3 dans le sens des y et entre x1 et x3 
dans le sens des x. 

-  I2 représente l’intégrale entre les droites Y1 et Y2 dans le sens des y et entre x3 et x2 
dans le sens des x. 

Les valeurs de  I1 et I2 sont données comme suit :  

dydy
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      (2.69) 

y : représente l’ordonnée de la droite d’équation y = a.x + b. 

donc      pour β = 2, on aura y² = (a.x + b)² = 1.a².x² + 2.a.b.x + 1.b², 

              pour β = 3, on aura y
3
 = (a.x + b)

 3
 = 1.a

3
.x

3
 + 3.a².b.x² + 3.a.b².x +  1.b

3
, 

Ainsi, selon la valeur de β, on aboutit à la forme générale suivante : 
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 (2.70) 
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Les valeurs des coefficients )(kC  sont données en fonction de la valeur de β et de k  

dans le tableau 1. suivant :  

 C(k), k=1,6 

C(1)  C(2)  C(3)  C(4)  C(5)  C(6)  

β =1 1 - - - - - 

β =2 1 1 - - - - 

β =3 1 2 1 - - - 

β =4 1 3 3 1 - - 

β =5 1 4 6 4 1 - 

β =6 1 5 10 10 5 1 
Tableau 1. - Valeurs des coefficients C(k) en fonction de β 

L’intégrale 
dy

βy
 devient : 
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    (2.71) 

Pour des bornes constituées de droites d’équation Yi = ai.x + bi et Yj = aj.x + bj, 
l’équation (2.70) devient : 
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L’intégration de l’équation (2.71) par rapport aux bornes xm et xn nous donne : 
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L’expression finale de l’intégrale est enfin : 
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2.9 – Conclusion  

Les techniques et les concepts synthétisés dans le présent chapitre devront permettre 
l’amélioration de la qualité de nos éléments nouveaux.  

La revue bibliographique des méthodes de formulation des éléments finis de coque 

existants nous oriente sur les aspects de formulation à améliorer. Comme elle nous 
donne une référence d’appréciation de la qualité des nouveaux éléments développés.  

En ce sens l’adoption de l’approche en déformation qui se distingue, au même titre 

que l’approche en déplacement, par sa simplicité, présente un double avantage  :  

- plus facile dans sa mise en œuvre que les modèles existants, 
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- permet un raffinement p (avoir des fonctions polynomiales d’approximation avec 

des degrés plus élevés) sans avoir besoin de recourir à l’augmentation du nombre de 

nœuds. 

L’introduction dans la formulation de l’élément, d’un nœud interne est une autre 

action permettant de mieux raffiner les fonctions polynomiales d’approximation. 
Cette action présente l’inconvénient d’augmenter la taille de la matrice de rigidité de 

la structure. 

Mais, cet inconvénient est contourné par l’utilisation de la technique de condensation 
statique qui permet de réduire la matrice de rigidité au niveau élémentaire en 

éliminant les ddl concernant le nœud interne introduit en exprimant les variables 

correspondants en fonction de celles des trois autres nœuds de l’élément triangulaire. 

L’utilisation de l’intégration analytique permet d’éviter la perte de convergence avec 

la distorsion ; phénomène observé pour les éléments utilisant l’intégration numérique 

(éléments iso paramétriques) dont la convergence est conditionnée par un maillage 
régulier (non distordu) 
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Chapitre  03 

Développement d’éléments de coque à base 
triangulaire 

3.1 – Introduction 

3.2 - Formulation des éléments nouveaux de flexion 

3.2.1 – Elément de plaque mince (HIMEUR) 

3.2.2 – Elément de plaque épaisse (Pep43) 

3.3 - Formulation des éléments nouveaux de membrane 

3.3.1 – Elément membranaire T42_Kθ  

3.3.2 – Elément membranaire T_43  

3.4 - Formulation des éléments nouveaux de coque 

3.5 - Conclusion 
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Chapitre 03 

Développement d’éléments de coques à base triangulaire, 

3.1 – Introduction 

L'objet de ce travail est la mise au point d'une série d'éléments finis de coque 
permettant de prendre en compte l'essentiel des situations rencontrées dans le calcul 

des ouvrages 

L'utilisation d'éléments plats triangulaires pour discrétiser les structures coques est 

l’approche qu’on a considéré. L'avantage essentiel des éléments appartenant à cette 
catégorie est leur simplicité relative.  En effet leur formulation repose sur les théories 

classiques des plaques (minces et épaisses). De ce fait on évite toutes les complexités 
dues à la prise en compte des courbures dans les théories des coques.  

En ce sens, la géométrie des coques peut être approchée en utilisant les éléments 
plans par superposition d’un élément de membrane et d’un élément de flexion. Ceci 

suppose, bien sûr que les phénomènes de membrane et de flexion soient découplés. 

L’utilisation de cette approche permet souvent l’analyse des structures coque avec 
une précision satisfaisante. Cependant la présence des éléments finis membranaires 

(de classe C°) face aux éléments flexionnels (de classe C
1
) pose des problématiques 

exprimées : 

* en termes de pauvreté en déplacement pour le traitement des aspects de flexion, ce 
qui oblige d’opter pour des réseaux denses afin d’approcher correctement la 

géométrie curviligne des coques et décrire les variations de contrainte. 

* et en terme de problèmes de continuité et de conformité lorsqu’ils sont utilisés en 

jonction avec des éléments de plaques et lors du passage aux éléments de coques. 

La recherche de solutions à ces problèmes constitue l’objectif de notre contribution 

par le développement d’éléments de coques à facette planes basés sur la formulation 
en déformation et construits par superposition des éléments membranaires aux 

éléments flexionnels nouveaux. Ces éléments sont nuancés selon leurs 
caractéristiques fonctionnelles et selon la formulation adoptée pour chaque d’eux. 

3.2 - Formulation des éléments nouveaux de flexion 

3.2.1 – Elément de plaque mince (HIMEUR) 

3.2.1.1 - Caractéristiques 

C'est un élément fini de plaque mince triangulaire d’élasticité plane auquel on a 
rajouté un  quatrième nœud fictif positionné à l'extérieur et loin du triangle  (voir 
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figure 5.). Cette position, à l'extérieur, est choisie pour éviter l'assouplissement de la 

matrice de rigidité qui entraînerait une surestimation des déplacements nodaux. 

Chaque nœud possède trois degrés de liberté : les flèches wi et les rotations θxi et θyi. 

 

 

 

 

 

Figure 5.  Elément triangulaire de plaque avec trois degrés de liberté par nœud 

Les degrés de liberté correspondant à ce quatrième nœud sont par la suite éliminés par 
condensation statique de la matrice de rigidité au niveau élémentaire. Donc l'intérêt 

majeur de ce nœud fictif réside en l’enrichissement des champs de déplacements 

(raffinement p), et vise, par conséquent, une plus grande précision dans 
l’approximation de la solution. Sa formulation se base sur l'approche en déformation. 

Les fonctions d'interpolation des champs de déformation, par conséquent des 
déplacements et des contraintes sont développées en utilisant le triangle de Pascal.  

Le critère variationnel correspondant est celui de l'énergie potentielle totale. 

L’intégration analytique dans l’évaluation de la matrice de rigidité, est fortement 
intéressante pour éviter la perte de convergence; phénomène observé chez les 

éléments iso paramétriques (utilisant l’intégration numérique) qui sont très sensibles 

(leur convergence est conditionnée par un maillage régulier - non distordu). 

Les hypothèses de cette formulation sont celles de la théorie des plaques minces 

(théorie de Kirchoff) en négligeant le cisaillement transversal. 

3.2.1.2 – Cinématique 

Dans la figure 6, les rotations autour des deux axes x et y sont notées  θx et θy et les 

pentes dans les deux directions sont définies par les variables βx et βy, avec : 

y x
            xy                                                     (3.1) 

L'hypothèse de la section droite implique une variation linéaire du déplacement sur 
l'épaisseur de la plaque. Ce qui se traduit par : 

                                    
),(),(),,( yxzyxzzyxu yx   , 

                                    
),(),(),,( yxzyxzzyxv xy   ,  

                                     ),(),,( yxwzyxw                                                             (3.2) 

+  Un quatrième  nœud fictif 

 

wi 

θxi 
θyi 
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Les expressions (3.2) permettent de découpler les champs des déplacements (u,v) de 

celui de la flèche (w) qui constitue, en référence aux hypothèses de Kirchoff, l'unique 

champ permettant de définir le comportement de la plaque.   

                 

Figure 6. Déformation d'une plaque en flexion (Théorie de Kirchoff) 

Ainsi, les déplacements sont donnés par : 
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),,(              (3.3) 

Et les rotations sont données par : 
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Le tenseur de Green est alors : 
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Les courbures liées aux moments sont données par : 
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3.2.1.3 – Conditions de compatibilité cinématique 

Ces conditions [FRAF98] ont été établies par Saint Venant (1854). Leur satisfaction 

est obligatoire pour garantir l’unicité des déplacements. Les équations de 
compatibilité sont sous forme développée comme suit : 
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3.2.1.4 – Loi de comportement 

En état plan de contraintes et pour des matériaux isotropes, hypothèse généralement 

admise pour le calcul des structures minces (poutres, plaques et coques), la loi de 
comportement s’écrit : 
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Ce qui se traduit en termes de relations "Moments - Courbures" par le système 
d'équations suivant : 
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3.2.1.5 – Equation d’équilibre 

L'équilibre d'un élément géométrique de dimensions dx x dy est obtenu par le bilan 

des forces extérieures et des actions internes et externes. 
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Où Qx et Qy sont respectivement les efforts tranchants dans les sections 

perpendiculaires aux axes x et y. L'expression (3.10) est simplifiée pour donner : 
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L'équilibre des moments autour des axes x et y donne : 
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En remplaçant les valeurs des équations (3.11) et (3.12) dans la relation établie par les 

équations (3.9), la condition d'équilibre se traduirait en fonction du déplacement "w" 
par l'expression suivante : 

02
4

4

22

4

4

4
















D

q

y

w

yx

w

x

w     (3.13) 

Avec  
)1(12 2

3




Eh
D

 



Chapitre 03 : Développement d’éléments de coques à base triangulaire 
 

43 

 

3.2.1.6 – Fonctions d’interpolation 

Pour les mouvements de corps rigide (MCR), les courbures liées aux moments sont 
nulles : 

0Kx               
0K y          

0Kxy           (3.14) 

En remplaçant dans les équations (3.6) les courbures par leurs valeurs données par les 
équations (3.14) et après intégration, on obtient les champs des déplacements 

représentant les mouvements de corps rigide qui se présentent comme suit : 

32321 aa-.xa - aW ay yx  
         (3.15) 

Avec a2 et a3, des paramètres représentant les rotations θy et θx du corps rigide 
respectivement autour des axes "y"et "x" et a3 représentant la translation (flèche) du 

corps rigide le long de la normale (axe "z"). 

Notre élément possède quatre nœuds (les trois sommets du triangle auquel on a 
rajouté un quatrième nœud fictif). Chacun de ses nœuds possède trois degrés de 

liberté. Donc les champs des déplacements, formulés par l’utilisation du modèle en 

déformation, possèdent 12 constantes indépendantes (a1. ..,a12). Les trois premières 
(a1, a2, a3) sont utilisées dans les équations (3.15) pour représenter les mouvements de 

corps rigide. 

Les neuf autres (a4, … , a12) sont utilisés dans le modèle de déformation de l’élément. 
Ils sont répartis dans les fonctions d’interpolation des déformations de manière à 

satisfaire les équations (3.7) de compatibilité cinématique pour l’élasticité plane. 
Ainsi, les champs de déformation pour les modes supérieurs sont établis à partir du 

triangle de Pascal comme suit : 
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En remplaçant dans les équations (3.6) les courbures par leurs valeurs données par les 

équations (3.16) et après intégration, on obtient les champs des déplacements 
suivants : 
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Le champ final des déplacements est obtenu en additionnant les relations (3.15) et 

(3.17): 
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Sous forme matricielle le champ des déplacements donné par les équations (3.18) 
s’écrit comme suit : 
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Connaissant les coordonnées nodales (xi,yi) correspondant aux nœuds j (j=1,…,4) et 

en application de la relation (3.19) le vecteur des déplacements nodaux, au niveau 
élémentaire, est donné comme suit : 
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                                                     (3.21) 
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: matrice des coordonnées nodales. 

La forme matricielle développée de la matrice des coordonnées nodales [A] est 
donnée en annexe.  

De l’équation (3.21), on en déduit la valeur des paramètres "ai" qui sont données par 

le système d’équations suivant : 

   e1

i q[A]a                                                         (3.22) 

En remplaçant les valeurs des paramètres a i données par la relation (3.22) dans le 

système d’équation (3.19), on obtient la relation : 
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           (3.23) 

dans laquelle,   1][.f(x.y) ][  AN   représente la matrice des fonctions d’interpolation N i 

En remplaçant dans les équations (3.6), w(x,y) par ses valeurs de l’équation (3.19), 
Les courbures liées aux moments prendront la forme développée suivante : 
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Avec           121110987654321

T

i ,,,,a,a,a,a,a,a,a,aa aaaa  

Ainsi, la matrice de déformation est donnée comme suit :  
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3.2.1.7 – Matrice de rigidité élémentaire 

Le travail virtuel intérieur, élémentaire discrétisé est donné par l’expression : 

     
eV

eT

int .dVσ.ε
e

W                             (3.26) 

Sachant que :                          e1e' q.[A]Q(x.y)q.Nε                                               (3.27) 

Et que :                               ε.Dσ                                                                          (3.28) 

Et en remplaçant dans l’expression (3.26)  ε et  σ par leurs valeurs données, 

respectivement dans les équations (3.27) et (3.28), on obtient : 

         


eV

ee1T1TTe

int dVq.[A]Q(x.y).[D].].[AQ(x.y)q
e

W                        (3.29) 

Ainsi, la matrice de rigidité élémentaire tirée de l’expression (3.29) est la suivante : 

   


eV

eTe dVADAK 11T
][.y)Q(x,]..[][.y)Q(x,][                                 (3.30) 

L’expression (3.30) peut, s’écrire :  

         111T1 ]].[[][].[.Q(x.y)].[Q(x.y)][][    AKAAdVDAK o

T

V

eTe

e

               (3.31) 

L’évaluation de l’expression  0K est établie par intégration analytique des différentes 

composantes résultant du produit matriciel    .y)Q(x,[D].y)Q(x,
T  dont les expressions 

prennent la forme " 
 yxCH .. ".  La matrice [KO] relative à l'élément "HIMEUR" 

est donnée en annexe.  

Enfin la matrice de rigidité élémentaire  à prendre en considération au niveau de 

l’assemblage et de la construction de la matrice de rigidité globale de la structure, est 
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celle obtenue après condensation de la matrice [K
e
]. Cette condensation statique 

concerne les degrés de liberté relatifs au quatrième nœud fictif. 

3.2.2 – Elément de plaque épaisse (Pep43) 

3.2.2.1 - Caractéristiques 

C'est un élément fini de plaque épaisse triangulaire d’élasticité plane auquel on a 

rajouté un  quatrième nœud fictif positionné à l'extérieur et loin du triangle  (voir 

figure 7). Cette position, à l'extérieur, est choisie pour éviter l'assouplissement de la 
matrice de rigidité qui entraînerait une surestimation des déplacements nodaux. 

Chaque nœud possède trois degrés de liberté : les flèches wi et les rotations θxi et θyi. 

 

 

 

 

 

Figure 7. Elément triangulaire de plaque avec trois degrés de liberté par nœud 

Les degrés de liberté correspondant à ce quatrième nœud sont par la suite éliminés par 
condensation statique de la matrice de rigidité au niveau élémentaire. Donc l'intérêt 

majeur de ce nœud fictif réside en l’enrichissement des champs de déplacements 

(raffinement p), et vise, par conséquent, une plus grande précision dans 
l’approximation de la solution.  Sa formulation se base sur l'approche en déformation. 

Les fonctions d'interpolation des champs de déformation, par conséquent des 
déplacements et des contraintes sont développées en utilisant le triangle de Pascal.  

Le critère variationnel correspondant est celui de l'énergie potentielle totale. 

L’intégration analytique dans l’évaluation de la matrice de rigidité, est fortement 
intéressante pour éviter la perte de convergence; phénomène observé chez les 

éléments iso paramétriques (utilisant l’intégration numérique) qui sont très sensibles 

(leur convergence est conditionnée par un maillage régulier - non distordu). 

Les hypothèses de cette formulation sont celles de la théorie des plaques épaisses 

(théorie de Reissner-Mindlin). 

3.2.2.2 - Cinématique 

En considérant les hypothèses de la théorie de Reissner-Mindlin pour les plaques, les 

déplacements en un point du domaine dans un système d’axes cartésien sont établis 
comme suit : 

),(),(),,( yxzyxzzyxu yx  
 

),(),(),,( yxzyxzzyxv xy    

+  Un quatrième  nœud fictif 

 

wi 

θxi 
θyi 

z 

x 

y 

1 
2 

3 

βx (θy) 

βy (-θx) 
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),(),,( yxwzyxw                                                               (3.32) 

Il est à noter que l'hypothèse de la section droite implique une variation linéaire du 

déplacement sur l'épaisseur de la plaque. 

Et les rotations sont données par : 

  
yx             

xy                                                 (3.33) 

Le tenseur de déformation infinitésimal est alors : 
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                                                                  (3.34) 

Les courbures liées aux moments sont données par : 
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        (3.35) 

3.2.2.3 – Conditions de compatibilité cinématique 

Ces conditions [FRAF98] ont été établies par Saint Venant (1854). Leur satisfaction 

est obligatoire pour garantir l’unicité des déplacements. Les équations de 
compatibilité sont sous forme développée comme suit : 
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3.2.2.4 – Loi de comportement 

En état plan de contraintes et pour des matériaux isotropes, la relation "contraintes - 

déformations" selon la théorie de Reissner-Mindlin est donnée par le système 
d’équations suivant : 
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           (3.37)  

Avec : 

- E : le module d’Young,  

- h : l’épaisseur de la plaque,  

- ν : le coefficient de poisson  

- k : le coefficient de réduction de la section pris généralement égal à 5/6. 

- Mx, My, Mxy, Tx, Ty représentent respectivement les moments de flexion, 

le moment de torsion et les efforts tranchants par unité de longueur. 

3.2.2.5 – Equation d’équilibre 

L'équilibre d'un élément géométrique de dimensions dx x dy est obtenu par le bilan 
des forces extérieures et des actions internes et externes. 

0)()( 








 dxQdyQdx

y

Q
Qdy

x

Q
Qqdxdy yx

y

y
x

x

  (3.38) 

Où Qx et Qy sont respectivement les efforts tranchants dans les sections 
perpendiculaires aux axes x et y. L'expression (3.38) est simplifiée pour donner : 
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                (3.39) 

L'équilibre des moments autour des axes x et y donne : 
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        (3.40) 

En remplaçant les valeurs des équations (3.39) et (3.40) dans la relation établie par les 
équations (3.37), la condition d'équilibre se traduirait en fonction du déplacement "w" 

par l'expression suivante : 
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3.2.2.6 – Fonctions d’interpolation 

Pour les mouvements de corps rigide (MCR), les courbures liées aux moments sont 
nulles : 

0Kx               
0K y          

0Kxy    0xz            
0yz 

       (3.42)  
En remplaçant dans les équations (3.34) et (3.35) les courbures et les déformations 

par leurs valeurs données par les équations (3.42) et après intégration, on obtient les 

champs des déplacements représentant les mouvements de corps rigide qui se 
présentent comme suit : 

32321 aa-.xa - aW ay yx  
         (3.43) 

Avec a2 et a3, des paramètres représentant les rotations θy et θx du corps rigide 

respectivement autour des axes "y"et "x" et a3 représentant la translation (flèche) du 
corps rigide le long de la normale (axe "z"). 

Notre élément possède quatre nœuds (les trois sommets du triangle auquel on a 

rajouté un quatrième nœud fictif). Chacun de ses nœuds possède trois degrés de 
liberté. Donc les champs de déplacement, formulés par l’utilisation du modèle en 

déformation, possèdent 12 constantes indépendantes (a1. ..,a12). Les trois premières 

(a1, a2, a3) sont utilisées dans les équations (3.43) pour représenter les mouvements de 
corps rigide. 

Les neuf autres (a4, … , a12) sont utilisés dans le modèle de déformation de l’élément. 

Ils sont répartis dans les fonctions d’interpolation des déformations de manière à 
satisfaire les équations (3.36) de compatibilité cinématique pour l’élasticité plane. 

Ainsi, les champs de déformation pour les modes supérieurs sont établis à partir du 
triangle de Pascal comme suit : 
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512yz a-a x                                                                   (3.44) 

Après intégration des équations (3.44) et leur addition aux déplacements donnés dans 

[3.43], le champ final des déplacements obtenu est comme suit: 

22422
a

24222
a aa

2244222
a-

2

x
a -

2

x
aa-xa - a

12
10

2

9876

2

53

11

2

1098

2

7542

1211

2

10

2

98

2

7

2

6

2

5

2

4321

axy
a

x
a

x
axyaya

x
a

ay
a

xy
a

y
a

y
axyx

y
a

x
a

xy
a

yx
a

xy
a

xy
a

yy
yW

y

x













                
(3.45) 

Sous forme matricielle le champ des déplacements donné par les équations (3.45) 

s’écrit comme suit : 
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                                      (3.46) 

Avec,             121110987654321

T

i ,,,,a,a,a,a,a,a,a,aa aaaa  

Connaissant les coordonnées nodales (xj,yj) correspondant aux nœuds j (j=1,…,4) et 

en application de la relation (3.46), le vecteur des déplacements nodaux, au niveau 
élémentaire, est donné comme suit : 
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Avec,           
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: matrice des coordonnées nodales. 

La forme matricielle développée de la matrice des coordonnées nodales [A] est 

donnée en annexe.  

De l’équation (3.47), on en déduit la valeur des paramètres "ai" qui sont données par 

le système d’équations suivant : 

   e1

i q[A]a                                                         (3.48) 

En remplaçant les valeurs des paramètres a i données par la relation (3.48) dans le 
système d’équation (3.46), on obtient la relation : 
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dans laquelle,   1][.f(x.y) ][  AN   représente la matrice des fonctions d’interpolation N i 

En remplaçant dans les équations (3.34), w(x,y) par ses valeurs de l’équation (3.49), 

Les courbures liées aux moments prendront la forme développée suivante : 
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Ainsi, la matrice de déformation est donnée comme suit :  
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3.2.2.7 – Matrice de rigidité élémentaire 

Le travail virtuel intérieur, élémentaire discrétisé est donné par l’expression : 

     
eV

eT

int .dVσ.ε
e

W                             (3.52) 

Sachant que :                          e1e' q.[A]Q(x.y)q.Nε                                               (3.53) 

Et que :                               ε.Dσ                                                                          (3.54) 

Et en remplaçant dans l’expression (3.52)  ε et  σ  par leurs valeurs données, 

respectivement dans les équations (3.53) et (3.54), on obtient : 

         
ee

W 


eV

e1T1TTe

int dVq.[A]Q(x.y).[D].].[AQ(x.y)q                        (3.55) 

Ainsi, la matrice de rigidité élémentaire tirée de l’expression (3.55) est la suivante : 

   


eV

eTe dVADAK 11T
][.Q(x.y)]..[][.Q(x.y)][                                 (3.56) 

L’expression (3.56) peut, s’écrire :  

         111T1 ]].[[][].[.Q(x.y)].[Q(x.y)][][    AKAAdVDAK o

T

V

eTe

e

               (3.57) 

L’évaluation de l’expression  0K est établie par intégration analytique des différents 

composants résultant du produit matriciel    .Q(x.y)[D].Q(x.y)
T  dont les expressions 

prennent la forme " 
 yxCH .. ".  La matrice [KO] relative à l'élément "Pep43" est 

donnée en annexe.  

 
Enfin la matrice de rigidité élémentaire  à prendre en considération au niveau de 

l’assemblage et de la construction de la matrice de rigidité globale de la structure, est 

celle obtenue après condensation de la matrice [K
e
]. Cette condensation statique 

concerne les degrés de liberté relatifs au quatrième nœud fictif. 

3.3 - Formulation des éléments nouveaux de membrane 

3.3.1 – Elément membranaire T42_Kθ  

3.3.1.1 - Caractéristiques 

Cet élément de membrane, baptisé T42_Kθ n’est autre que l’élément de membrane 

triangulaire T_42 [HIM08] avec ses quatre nœuds et ses deux degrés de liberté par 
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nœud (les deux translations U et V), formulé sur la base de l’approche en déformation 

auquel on a rajouté dans le présent travail la rigidité associée à la rotation autour de la 

normale.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 8. Elément T42_Kθ; Triangle avec quatre nœuds et deux degrés de liberté par nœud (deux 

translations U et V) adjoint de la rigidité liée à la rotation autour de la normale 

De ce fait, la matrice de rigidité [K
e
] de cet élément est de taille « 9x9 », obtenue par 

superposition de deux matrices : la matrice de rigidité [K
e42

] [HIM08] de l’élément 

T_42 formulée sur la base de l’approche en déformation et la matrice [Kθ
e
] associant 

la rigidité liée à la rotation autour de la normale. 

La combinaison de ces rigidités qui est schématisée comme suit, donne la matrice de 

rigidité élémentaire [K
e
] de l’élément T42_Kθ. 





































0

0k

0kk

0000SYM

0kk0k

0kk0kk

0000000

0kk0kk0k

0kk0kk0kk

][K

m66

m56m55

m46m45m44

m36m35m34m33

m26m25m24m23m22

m16m15m14m13m12m11

e42

                       (3.58) 
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                  (3.59) 
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La matrice de rigidité élémentaire ][K e  de notre élément est obtenue par addition des 

matrices (3.58) et (3.59) ;  ce qui donne : 

 
           

         

       

     

   
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
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

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θ89θ88m66
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θ39θ38θ37θ36θ35θ34θ33
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][K

(3.60) 

3.3.1.2 – Construction de la matrice [K
e42

] 

* Selon [HIM08], l’élément de membrane, T_42, est formulé en utilisant le modèle 

en déformation. Il est constitué (voir figure 9) de quatre nœuds : les trois sommets 
du triangle et le quatrième au niveau du barycentre. Ce dernier est par la suite 

éliminé au niveau de la matrice de rigidité de l’élément par l’utilisation de la 

technique de condensation statique.  

 

 

 

 

 

 

 

Figure 9. Elément T_42 ; Triangle avec quatre nœuds et deux degrés de liberté par nœud (deux translations 
(U et V) 

* Les relations entre les déformations et les déplacements Pour cet élément sont 

établies comme suit : 

x

U
εx






                y

V
εy






          x

V

y

U
γxy











                              (3.61) 

* Les champs de déplacement, formulés par l’utilisation du modèle en déformation, 

se présentent, sous forme matricielle, comme suit : 

  ia.f(x.y)
y)v(x,

u(x.y)










                                            (3.62) 

Avec,              87654321
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* Donc la matrice des coordonnées nodales, détaillée sous forme matricielle en 

annexe, est la suivante : 

[A] = 

 
 
 
 



















)y,f(x

)y,f(x

)y,f(x

)y,f(x

44

33

22

11

 

* La matrice des fonctions d’interpolation de cet élément est donnée par 

l’expression :  

  1][.y)f(x, ][  AN                                                (3.63) 

* La matrice de déformation est donnée comme suit :  

 


















10000000

0100000

0001000

Q x

y

                                             (3.64) 

* L’application du principe des travaux virtuels au niveau élémentaire et discrétisé 

aboutit pour cet élément à la forme suivante de la matrice de rigidité élémentaire: 

   


S

Te dSADAtK 11T
][.y)Q(x,]..[][.y)Q(x,.][                           (3.65) 

Expression pouvant s’écrire :  

    111T1 ]].[[].[].[.y)Q(x,].[y)Q(x,].[][    AKAtAdSDAtK o

T

S

Te         (3.66) 

L’évaluation de l’expression      
S

dSD .y)Q(x,].[y)Q(x,K
T

0
 a été établie par intégration 

analytique des différents éléments du produit matriciel   y)Q(x,[D].y)Q(x,
T . 

Le développement de la matrice [Ko] est donné en annexe. 

Enfin la matrice de rigidité élémentaire [K
e42

] à prendre en considération au niveau 
de l’assemblage et de la construction de la matrice de rigidité globale de la structure, 

est celle obtenue après condensation de la matrice [K
e
]. Cette condensation statique 

concerne les degrés de liberté relatifs au nœud central. 

3.3.1.3 – Construction de la matrice [Kθ
e
] 

L’approche permettant la construction de la matrice [Kθ
e
] est détaillée dans le 

paragraphe 2.8.1 précédent. Celle-ci repose sur : 

 * La définition de la rotation moyenne obtenue par l’expression : 


A

m θ.dA
A

1
θ

                    avec              



















y

U

x

V
.

2

1
θ

                         (3.67) 

 

Il est à noter que cette intégration à travers l’élément, est établie par rapport aux 
coordonnées surfaciques. 
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* L’évaluation de l’énergie de déformation associée à cette rotation, qui selon 

[PRO00] est établie comme suit : 

 
A

2

mθ .dAθ-θβ.γV
                                         (3.68) 

Avec         )1(2-1

t
β

 


E
GG

 

               E : Module de Young 

γ  un paramètre choisi arbitrairement positif et très petit pour que l’énergie 

de déformation associée à la rotation passe par le minimum. 

Selon [PRO00] la valeur de γ = 10
-8

 peut convenir et permet d’éviter la singularité de 
la matrice de rigidité d’une part et de minimiser l’énergie de déformation associée à 

la rotation d’autre part. 

* Cette approche, permet d’aboutir à la matrice de rotation [Kθ
e
] qui prend la forme 

suivante: 
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(3.69) 

Avec  

             xi et yi : coordonnées cartésiennes des nœuds i ;     xij = xj - xi ;     yij = yj - yi 

            A : aire de l’élément 

             t : Epaisseur de l’élément 

            E : Module de Young 

            ν : coefficient de poisson 

3.3.2 – Elément membranaire T_43  

3.3.2.1 - Caractéristiques 

Cet élément de membrane, baptisé T_43 n’est autre que l’élément de membrane 
triangulaire développé par [HIM08] avec ses quatre nœuds et ses trois degrés de 
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liberté par nœud (les deux translations U et V et la rotation autour de la normale 

(« drilling rotation ») θz.), formulé sur la base de l’approche en déformation.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 10.  Elément T_43 ; Triangle avec quatre nœuds et trois degrés de liberté par nœud 

(deux translations U et V et la rotation θz) 

 

Cet élément a été développé sur la base des éléments suivants : 

* Cinématique de base : 
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* Champs des déplacements : 
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* Matrice des coordonnées nodales : 
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Avec,            4Z443Z332Z221Z11

Te θ,v,u,θ,v,u,θ,v,u,θ,v,uq  

                     121110987654321

T
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: matrice des coordonnées nodales. 

Le développement de la matrice des coordonnées nodales pour l’élément fini 

« T_43 » est détaillé en annexe. 

* Matrice des coordonnées nodales : 

   e1

i q[A]a                                                       (3.75) 

                     e1
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A
                                        (3.76) 

dans laquelle,   1][.y)f(x, ][  AN  représente la matrice des fonctions d’interpolation Ni 

* Matrice des déformations : 
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                 (3.78) 

Avec,              121110987654321

T

i ,,,,a,a,a,a,a,a,a,aa aaaa  

Ainsi, la matrice de déformation est donnée comme suit :  

  .
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32



















                         (3.79) 

* Matrice de rigidité : 

Le travail virtuel intérieur, élémentaire discrétisé est donné par l’expression : 

     
eV

eT

int .dVσ.ε
e

W                                                 (3.80) 
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 Sachant que :              e1e' q.[A]y)Q(x,q.Nε                                                       (3.81)  

Et que :                    ε.Dσ                                                                                    (3.82)  

Et en remplaçant dans l’expression (3.80)  ε et  σ par leurs valeurs données, 

respectivement dans les équations (3.81) et (3.82), on obtient : 

         


eV

ee1T1TTe

int dVq.[A]y)Q(x,.[D].].[Ay)Q(x,q
e

W                 (3.83) 

Ainsi, pour un élément d’épaisseur t constante, la matrice de rigidité élémentaire 
tirée de l’expression (3.83) est la suivante : 

   


S

Te dSADAtK 11T
][.y)Q(x,]..[][.y)Q(x,.][                           (3.84) 

L’expression (3.84) peut, s’écrire :  

    111T1 ]].[[].[].[.y)Q(x,].[y)Q(x,].[][    AKAtAdSDAtK o

T

S

Te         (3.85) 

L’évaluation de l’expression      
S

dSD .y)Q(x,].[y)Q(x,K
T

0
 est établie par intégration 

analytique des différents éléments du produit matriciel    y)Q(x,[D].y)Q(x,
T  dont les 

composantes se présentent généralement sous la forme 
 yxCH .. . 

Le développement de la matrice [Ko] est donné en annexe. 

Enfin la matrice de rigidité élémentaire  à prendre en considération au niveau de 
l’assemblage et de la construction de la matrice de rigidité globale de la structure, est 

celle obtenue après condensation de la matrice [K
e
]. Cette condensation statique 

concerne les degrés de liberté relatifs au nœud central. 

3.4 - Formulation des éléments nouveaux de coque 

Dans ce paragraphe on va développer la formulation des éléments de coque dont les 
matrices de rigidité élémentaires sont obtenues en superposant la matrice prenant en 

compte les effets de flexion à une matrice prenant en compte les effets de membrane.  

Les éléments considérés sont ceux développés précédemment : 

- Utilisation des éléments T42_ Kteta  ou T43, pour ce qui est des rigidités 

prenant en compte les effets de membrane, 

- Utilisation de l’élément Himeur, pour ce qui de la rigidité prenant en compte 

les effets de flexion sans cisaillement transversal (pour la construction des 

éléments de coque mince), 

- Utilisation de l’élément Pep43, pour ce qui de la rigidité prenant en compte 

les effets de flexion avec cisaillement transversal (pour la construction des 

éléments de coque épaisse), 

La combinaison de tous ces éléments permet de définir quatre éléments de coque : 
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* Deux éléments destinés pour discrétiser les structures épaisses ayant des 

comportements membranaires dominants mais qui sont également bien adaptés au 

calcul des structures minces. Il s’agit de : 

- l’élément de coque baptisé « C.ep43 », dont la matrice de rigidité est 

structurée autour de celles des éléments de plaque « Pep43 » et de 
membrane «T43 ».  

- l’élément de coque baptisé « C.ep42 », dont la matrice de rigidité est 

structurée autour de celles des éléments plaque épaisse « Pep43 » et de 
membrane « T42_Kteta ».  

* Deux éléments destinés pour discrétiser les structures minces ayant des 

comportements flexionnels dominants. Il s’agit de : 

- l’élément de coque baptisé « C.mi43 », dont la matrice de rigidité est 

structurée autour de celles des éléments de plaque mince « HIMEUR » et 

de membrane «T43 ».  

- l’élément de coque baptisé « C.mi42 », dont la matrice de rigidité est 

structurée autour de celles des éléments de plaque mince « HIMEUR » et 
de membrane « T42_Kteta ».  

Les principes de la démarche adoptée se présentent comme suit : 

* Approximation de la géométrie réelle par des facettes planes, donc les courbures 
sont négligées sur l’élément. Ceci permet d’éviter le blocage de membrane . 

* Utilisation d’un élément de plaque en membrane et un élément de plaque en 

flexion : les éléments nouveaux de coque développés sont construits comme suit : 

 

                            + 
 

 

Elément de membrane                                      Elément de flexion Elément de 
coque 

9 DDL 9 DDL 18 DDL 

 T

zzz vuvuvu
333222111    Tyxyxyx www

333222111    

T43  Pep43 C.ep43  

T42_Kteta  Pep43 C.ep42  
T43  HIMEUR  C.mi43  

T42_Kteta  HIMEUR  C.mi42  

Figure 11. Modes de construction des éléments nouveaux de coque 

L’élément de coque peut avoir une orientation quelconque dans le repère global XYZ. 

Par contre l’élément de plaque est défini dans un repère local xyz 

 

 

1 2 
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1 2 
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1 2 
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Figure 12. L’élément de plaque par rapport aux deux repères (global et local) 

* Le passage du repère local au repère global est établi par le biais de la matrice de 

rotation [Ro] comme suit : 

            URKRUuKu Oe

T

O

T

e

T
                                         (3.86) 

* L’éclatement des termes de rigidité à l’intérieur de la matrice de rigidité de 

l’élément de coque (18x18) au niveau élémentaire avant assemblage est schématisé 
dans la figure 13. 

    nœud 1 nœud 2 nœud 3 

   U1 V1 W1 θx1 θy1 θz1 U2 V2 W2 θx2 θy2 θz2 U3 V3 W3 θx3 θy3 θz3 

n
œ

u
d

 1
 

U1                   

V1                   

W1                    

θx1                    

θy1                    

θz1                    

n
œ

u
d

 2
 

U2                    

V2                   

W2                   

θx2                   

θy2                   

n
œ

u
d

 3
 

θz2  S Y M E T R I  E           

U3                     

V3                   

W3                   

θx3                   

θy3                   

θz3                    

Avec :    
 Terme de la rigidité membranaire  

 Terme de la rigidité flexionnelle  

Figure 13. Structure type de la matrice de rigidité de l’élément coque [Ke] au niveau élémentaire construite 
dans le système d’axes des coordonnées locales 
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Pour ce  qui est des éléments de coque « C.ep43 » et « C.mi43», la difficulté liée à la 

rigidité suivant θz est levée dans la formulation de l’élément membranaire en 

introduisant la rotation autour de la normale « drilling rotation » dans la construction 
de la matrice de rigidité élémentaire correspondante. 

Pour ce  qui est des éléments de coque « C.ep42 » et « C.mi42 », la difficulté liée à la 
rigidité suivant θz est levée dans la formulation de l’élément membranaire en 

minimisant l’énergie potentielle associée à la rotation. 

3.5 - Conclusion 

Toutes les approches et techniques adoptées et utilisées devront permettre d’apporter 

des réponses aux problématiques posées dans la modélisation des structures 
complexes et des coques, notamment en ce qui concerne : 

- l’enrichissement de l’interpolation des champs, par conséquent l’amélioration de la 

solution, 

- la résolution des problèmes d’incompatibilité lorsqu’il y a adjonction entre éléments 

membranaires et éléments flexionnels, 

- la résolution du problème du « sixième DDL » rencontré en pratique dans l’analyse 
des structures combinant des éléments membranaires et des éléments flexionnels. 

Il est à noter que tout ce travail de développement a été suivi par un autre de 
programmation en vue d’intégrer ces éléments nouveaux au code de calcul 

« Eléments finis » disponible au niveau du Laboratoire de Génie Civil et 

d’Hydraulique de l’université de Guelma. 

Cette programmation, réalisée en langage « Fortran », a consisté à mettre en place un 

programme de calcul pour ces nouveaux éléments qui prend en charge les différentes 

approches et les différentes techniques utilisées dans notre développement.  
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Chapitre  04 

Validation numérique :  

A – Les éléments membranaires 
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4.2 – Test de comportement à la flexion avec cisaillement : (Poutre Cantilever) 

4.3 – Test de comportement à la flexion pure  

4.4 – Conclusion :  

B - Les éléments flexionnels 

4.5 – Introduction 

4.6 – flexion sans effet de cisaillement transversal 

4.6.1 – Patch-test  

4.6.2 – Poutre console soumise à une charge ponctuelle à son extrémité  

4.6.3 – Plaque carrée isotrope 

4.6.4 – Plaque biaise isotrope 

4.6.5 – Tests de ROBINSON 

4.7 – flexion avec effet de cisaillement transversal 

4.7.1 Patch-tests  

4.7.2 - Poutre console 

4.7.3 – Torsion d’une plaque carrée 

4.7.4 – plaque carrée isotrope 

4.8 – Conclusion 

C - Les éléments de coques 

4.9 – Introduction 

4.10 – Cylindre pincé à bords libres 

4.11 – Cylindre pincé avec diaphragmes 

4.12 – Conclusion 
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Chapitre  04 

Validation :  

A – Les comportements membranaires 

4.1 – Introduction 

Pour valider nos éléments vis-à-vis des comportements membranaires, on a utilisé 

deux types de test. 

- la poutre Cantilever de J.L.Batoz et G.Dhatt [BAT90] pour analyser le 
comportement de nos éléments vis-à-vis du rythme de convergence vers la solution 

théorique en utilisant différents types de maillages (réguliers et distordus). Ce test 

traite des aspects de flexion avec cisaillement transversal. 

- l’exemple traité par Ibrahimbégovic, Frey et Rebora [IBR93] pour jauger les 

performances de nos éléments dans le cas des flexions pures. 

Il est à noter que l'analyse numérique et les résultats du comportement membranaire 
pour l’élément T43 a fait l'objet des travaux de magister (HIM 08). On présente à ce 

niveau un résumé de ces résultats. 

4.2 – Test de comportement à la flexion avec cisaillement : (Poutre Cantilever) 

Soit une poutre (voir Figure 14) d’élancement L/B=100, utilisée par J.L.Batoz et 

G.Dhatt [BAT90] pour étudier l’influence du type de maillage et de la distorsion 
géométrique des éléments sur les déplacements pour le cas des contraintes planes.  

Les autres données du problème sont : E = 10
7
 ; ν = 0,30 ; p = 10

4
. 

 

 

 

 

 

Figure 14. Poutre Console de J.L.Batoz et G.Dhatt [BAT90] 

Les types de maillages utilisés sont illustrés dans la figure 15. 

Maillage régulier Maillage distordu 

M1 M2 M3 M4 M5 

     

Figure 15. Type de maillage 
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Le déplacement V à l’extrémité (au point de coordonnée x=100 ; y=0) est, selon la 

théorie des poutres (avec prise en charge du cisaillement transversal) : 

4.030.034
5GA

6PL

3EI

PL
V

3


                                    (4.01) 

Pour les aspects de flexion avec prise en charge du cisaillement transversal, le 
déplacement à l’extrémité libre de la poutre console (point de coordonnées x=100 ; 

y=0) selon les différents cas de millage sont illustrés par les courbes  des figures 16, 

17, 18, et 19.  

Les résultats obtenus montrent la robustesse et l’excellente performance de  ces 

éléments, ceci tant pour les maillages réguliers que pour les maillages distordus. 

Ces deux éléments sont en fait concurrentiels aux éléments performants existants 

dans la littérature, tant au niveau de leur comportement en membrane qu’au niveau 

de leur vitesse de convergence. 

Pour le cas des deux types de maillage, on observe pour ces éléments, une 

convergence rapide, monotone par le bas pour le cas de T43 et monotone par le haut 

pour le cas de T42_Kθ. 
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Figure 16. - Test convergence pour un maillage régulier – Déplacement V de l’extrémité libre 
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Figure 17. - Comparaison des éléments développés avec d’autres éléments existants dans la littérature, 

pour des maillages réguliers 
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Figure 18. - Test convergence pour un maillage distordu – Déplacement V de l’extrémité libre 
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Figure 19. - Comparaison des éléments développés avec d’autres éléments existants dans la littérature, 

pour des maillages distordus 

4.3 – Test de comportement à la flexion pure  

L’exemple utilisé (Figure 20) est celui traité par Ibrahimbégovic, Frey et Rebora 

dans leur article de synthèse [IBR93] pour montrer la performance des éléments finis 
à formulation traditionnelle.  

Ce test est utilisé pour valider les performances de notre élément pour le cas des 

sollicitations en flexion pure.  

Les caractéristiques mécaniques adoptées sont :  

- E = 1500 Mpa ; ν = 0,00.  

- L = 10m ;  H = 2m ;  épaisseur = 1m. 

- deux cas de chargement : 

- CC1 désigne le cas de chargement 1, lorsque la poutre est sollicitée par le 
couple de force  F=10 KN. 

- CC2 désigne le cas de chargement, lorsque la poutre est sollicitée par le 

moment M=10 N.m.   

 

 

 

 

 

La solution de référence est donnée par Ibrahimbégovic, Frey et Rebora dans leur 
article de synthèse [IBR93]. 

Figure 20. - Flexion Pure 
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Les résultats donnés par nos éléments sont illustrés dans le tableau 5.1. On remarque 

que pour la flexion pure, nos éléments montrent également un comportement 

performant.  

Déplacements 
Cas de 

Charge 
Réf, T42_Kθ T43 IBR SAB SBT2 SBT2V SBT3 SBT3V SBQ4 

VB 
1 1,0000 1,0000 1,0073 1,0000 1,0003 1,0000 1,0000 1,0000 0,9996 1,0030 

2 1,0000 1,0072 1,0176 1,0100 1,0070 1,0088 1,0098 1,0100 1,0075 1,0070 

θZ 
1 0,2000 0,2000 0,2012 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000 

2 0,2000 0,2020 0,2084 0,2000 0,2025 0,2033 0,2043 0,2037 0,2020 0,2025 

Tableau 2. -  Résultats des tests à la flexion pure 

4.4 – Conclusion  

Les premières conclusions, à tirer de ces tests, dénotent le comportement très 

performant de nos éléments et leur robustesse pour le traitement des aspects de 
flexion avec cisaillement transversal et les aspects de flexion pure. 

B – Les comportements flexionnels 

4.5 – Introduction 

Pour valider nos éléments vis-à-vis des comportements flexionnels, on les a soumis à 

un ensemble de cas tests. Pour chaque cas test, le résultat obtenu est comparé, d’une 
part, à la solution de référence correspondante, et d’autre part, à la solution donnée 

par certains éléments de plaque se trouvant dans la littérature. 

D'une manière générale, la démarche adoptée dans notre développement a permis 

d’aboutir à des éléments finis de plaque concurrentiels, robustes et performants. Ceci 
apparaît, d'une part, à travers leur stabilité face aux patch-tests et d’autre part à travers 

leur excellent rythme de convergence vers la solution de référence. Comme ils 

présentent des comportements performants comparativement à d'autres éléments de 
plaque triangulaires existants dans la littérature. 

4.6 – flexion sans effet de cisaillement transve rsal 

4.6.1 – Patch-test  

4.6.1.1 – Modes rigides  

Ce test est effectué sur un seul élément isolé. L’objectif recherché est de mesurer la 
capacité de notre élément à représenter l’état de modes rigides c'est-à-dire de vérifier 

si un champ de déplacements non nuls produit des déformations nulles. 

Pour ce faire on a défini trois vecteurs de déplacements correspondants chacun à 
chacun des  modes rigides : 

- {Uti}  =  {1 0 0;  1 0 0;  1 0 0}         pour le mode de translation rigide, 
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- {Uxzi} = {-x1 1 0 ;  -x2 1 0;  -x3 1 0} pour le mode de rotation rigide dans « xz , 

- {Uyzi} = {-y1 0 1;  -y2 0 1;  -y3 0 1}  pour le mode de rotation rigide dans « yz ». 

Puis on vérifie pour chacun des vecteurs ci-dessus définis l’équation suivante : 

[K]{Ui}={0}                                                         (4.02) 

Les résultats de calcul obtenus montrent que notre élément satisfait bien cette 
condition quel que soit la distorsion de sa forme géométrique, donc très performant 

dans la représentation de modes rigides. 

4.6.1.2 - Patch-test mécanique 

On considère dans ce test un assemblage de quatre éléments triangulaires. Sur un 

domaine rectangulaire de côtés 2a= 40 unités et 2b = 20 unités. On impose des 

sollicitations traduisant l’état des moments (ou de contraintes) constants. 

Dans un premier test les sollicitations sur le contour sont en accord avec le champ 

défini par 1nM  (voir figure 21a) pour avoir 1 yx MM  partout (voir figure 22a). 

Dans un second test les sollicitations sur le contour sont en accord avec le champ 

défini par 1nsM  (voir figure 21b) pour avoir 1xyM  partout (voir figure 22b). 

Comme ces tests ont été effectués pour des épaisseurs variant de 0.01 à 4.0 unités 

Les autres données du problème sont définies comme suit :  

E=1000;      ν=0.3;       h=0.01 – 0.04 – 1.0 – 4.0;       W1=W2=W3=0 

 

(a)                                                                            (b) 

Figure 21.  – Sollicitations sur le contour reflétant l’état des contraintes constantes 

 

(a)                                                                       (b) 

Figure 22. – Charges nodales équivalentes 

Après calcul des matrices élémentaires de rigidité, assemblage, assignation des 

conditions aux limites et résolution on obtient les résultats donnés dans le tableau 3 
qui suit. Ces résultats montrent que notre élément est performant face à ces patch-

tests. 
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Epaisseur h=0.01 h=0.04 h=1.0 h=4.0 

1 yx MM  
 

1xyM  

)05(nodexM
 

-0.98 -0.98 -0.98 -0.98 

)05(nodeyM
 

1 1 1 1 

)05(nodexyM
 

-0.97 -0.97 -0.97 -0.97 

Tableau 3. – Résultats des patch-tests mécaniques pour l’élément de plaque de type « Kirchhoff » 

4.6.1.3 – torsion d’une plaque carrée 

La plaque dans la figure 23 est simplement appuyée (W=0) aux coins B, C et D. Une 

force transversale P est appliquée au coin A.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 23. – Torsion d'une plaque carrée 

Les caractéristiques géométriques et mécaniques du matériau sont données comme 

suit : 

Longueur du côté L = 8.0 

Epaisseur h= 1.0 

Module d'Young E=10000 

Coefficient de Poisson ν  = 0.3 

Chargement P= 5 

Ce problème traité par [YUA88], [CLO65] et [BAT80] pour l'analyse d'autres 

éléments finis, dans l'évaluation de la capacité de notre élément à représenter l'état 

des torsions constantes. La solution exacte donnée par la théorie des plaques minces 
se présente comme suit : 

WA (coin A) 0.2496 

WF (centre F de la plaque) 0.0624 

MX (Partout dans la plaque) 0.0 

MY (Partout dans la plaque) 0.0 

MXY (centre F de la plaque) 2.5 

Les résultats des déplacements et des moments obtenus par l'élément Himeur, sont 
comparés à ceux d'autres éléments dans le tableau 4.  
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Type d'élément Déplacement "W" Moments dans la 

plaque 

Point A Point F MX et MY MXY 

Himeur (2x2) 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

SBRP (2x2) 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

Réf. [YUA 88] (2x2) 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

ACM [YUA 88] (8x8) 0.24972 0.06244 0.0 2.5 

HCT [CLO 65] (8x8) 0.25002 0.06254 0.0 2.5 

DKT [BAT 80] 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

HSM [BAT 80] 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

Solution exacte (Thin theory) 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

Tableau 4. – Résultats de la simulation de la torsion d'une plaque carrée. 

Ces résultats montrent que notre élément est performant vis-à-vis de ce test. 

4.6.2 – Poutre console soumise à une charge ponctuelle à son extrémité 

Ce test permet de vérifier le comportement de notre élément en flexion simple en 
fonction de l'élancement (rapport L/h). En effet dans ce cas test la flexion est 

dominante devant le cisaillement pour des rapports L/h élevés. A l'extrémité libre, la 

poutre est soumise selon la direction "Oz", à une charge ponctuelle d'intensité P=0.1. 
On simule un encastrement parfait à l'autre extrémité (voir Figure 24). 

 

 

 

 

 
 

 

 

Figure 24. – Poutre –Console soumise à une charge ponctuelle 

Les données géométriques, mécaniques et de chargement sont données dans le 

tableau 5. 

Longueur L=10,0 

Largeur b=1,0 

Epaisseur h=(L/100 ≈ L) 

Module d'Young E=1,2x10
6
 

Coefficient de Poisson ν  = 0,0 

Chargement P=0,1 

Tableau 5. – Données géométriques, mécaniques et de chargement  

pour la poutre console en flexion simple 

Pour voir l'influence du cisaillement transversal sur le comportement de notre 
élément, on simule, dans ce cas test, le déplacement "w" du point "A" selon la 

direction "Oz" pour plusieurs valeurs du rapport "L/h". On compare ensuite les 
résultats, d'une part à la solution théorique donnée par la formule (4.03) de la théorie 

des poutres et d'autre part, au comportement d'autres éléments triangulaires traités par 
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Guenfoud [GUE93] (DSTM, ANST6, DKTM). La solution théorique du déplacement 

"w" du point "A" selon la direction "Oz" est donnée comme suit : 






















2

3

3

2

1
1

4

l

h

kEbh

PL
wt

                 avec k=5/6                   (4.03) 

Les résultats de simulation du point "A" suivant la direction "Oz" sont donnés dans le 

graphe de la figure 25 et le tableau 6. Le graphe de la figure 25 représente le 

déplacement normalisé du point "A" en flexion simple en fonction du rapport "L/h" et 
la comparaison du comportement de l'élément HIMEUR par rapport à la solution 

théorique de référence. On remarque que notre élément est très performant pour des 

élancements importants (rapport L/h >10). Il est à noter que sa convergence vers la 
solution est obtenue avec un maillage composé de dix (10) éléments.  

Le tableau 6 récapitule aussi les résultats donnés par d'autres éléments triangulaires 

existants. On remarque là également que notre élément est robuste devant les 
éléments DSTM, DKTM, [GUE93] surtout pour des rapports L/h > 3, puisque son 

comportement est plus proche de la solution théorique de référence. Comme il est très 
concurrentiel face à l'élément ANST6 [GUE93].  

0,00

0,10

0,20

0,30

0,40

0,50

0,60

0,70

0,80

0,90

1,00

1,10

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Rapport L/H

D
é

p
la

c
e
m

e
n
t 
n
o
rm

a
lis

é
 (

 W
c
/W

t )
 d

u
 p

o
in

t 
A

HIMEUR solution théorique

Figure 25. – Déplacement normalisé du point A en flexion simple 

 

L/h DSTM ANST6 DKTM HIMEUR Solution 

théorique 

1 5,1x10
-7

 5,3x10
-7

 3,1x10
-7

 3,3x10
-7

 5,3x10
-7

 

2 2,9x10
-6

 3,0x10
-6

 2,5x10
-6

 2,7x10
-6

 3,1x10
-6

 

3 9,0x10
-6

 9,6x10
-6

 8,4x10
-6

 9,0x10
-6

 9,6x10
-6

 

4 2,0x10
-5

 2,2x10
-5

 2,0x10
-5

 2,1x10
-5

 2,2x10
-5

 

5 4,0x10
-5

 4,2x10
-5

 3,9x10
-5

 4,1x10
-5

 4,3x10
-5

 

10 - - - 3,3x10
-4

 3,3x10
-4

 

100 0,31329 -
 

0,31327 0,33303 0,3333 

Tableau 6. – Déplacement du point A suivant l'axe "Oz" de la poutre console en flexion simple 
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4.6.3 – Plaque carrée isotrope 

Cet exemple a été repris par de nombreux auteurs dans la littérature notamment 

[BAT90]. Il s'agit d'une plaque carrée isotrope de côté a et d'épaisseur h. On simule 
dans ce travail plusieurs cas de figure en fonction des conditions aux limites de la 

plaque et du type de chargement. Il s'agit dans ce cas test d'étudier le comportement 
de l'élément HIMEUR en considérant différents maillages et plusieurs rapports "a/h".  

Les résultats concernent le déplacement "w" du point central (C) de la plaque, qui est 

comparé aux solutions analytiques données pour les plaques minces relatives à 
chaque cas de figure. Comme on procèdera à des comparaisons avec des éléments 

triangulaires existants dans la littérature, notamment les éléments SRI [SAB00], 

C
O
[BEL84], TRUMP (Argyris), DKT [BAT90]. 

4.6.3.1 – Plaque carrée isotrope sollicitée par une charge ponctuelle appliquée en 

son extrémité 

4.6.3.1.1 – Plaque carrée isotrope simplement appuyée sur ses quatre côtés 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure 26. – Plaque carrée isotrope soumise à une charge ponctuelle appliquée en son centre 

Les données géométriques et mécaniques sont données dans le tableau 7. 

Longueur du côté a = 2,0m 

Epaisseur h= 0,03m 

Module d'Young E=210x10
9
N/m² 

Coefficient de Poisson ν  = 0,3 

Chargement P= 800 N 

Tableau 7. – Données géométriques, mécaniques et de chargement pour la plaque carrée isotrope 

La solution théorique du déplacement "w" du point "C" le long de la direction "Oz" 

est donnée par [BAT90] comme suit : 

D

Pa
wt

2

0116.0
                                            (4.04) 

avec                            2

3

112 


Eh
D

 

Les résultats du déplacement du point "C" suivant la direction "Oz" et selon 

l’intensité du maillage sont donnés dans le graphe de la figure 27 et le tableau 8. 
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La figure 27 représente l’erreur relative en pourcentage du déplacement du point "C" 

selon différents maillages. On remarque la bonne performance de notre élément, 

puisque il converge rapidement vers la solution analytique de référence. 

Le tableau 8 regroupe les valeurs du déplacement normalisé "Wc/Wt" du point C de 

quelques éléments triangulaires de plaque mince, pour différents maillages et 
plusieurs rapports "a/h". Celui-ci met en exergue la qualité des résultats obtenus par 

l'élément HIMEUR devant ces éléments. Là aussi notre élément est le plus robuste 

comparativement aux éléments SRI [SAB00], C
O 

[BEL84], TRUMP (Argyris), ceci  
quel que soit le maillage ou le rapport «a/h». Comme il est très concurrentiel face à 

l'élément DKT [BAT90]. 

Maillage 
 

4 x 4 6 x 6 8 x 8 

a/h 100 1000 10000 100 1000 10000 100 1000 10000 

SRI 0,070 0,9E-3 0,9E-5 0,134 0,0018 1,9E-5 0,207 0,0031 3,1E-5 
CO 0,898 0,382 0,008 0,960 0,781 0,083 0,978 0,916 0,309 

TRUMP 1,017 1,016 1,016 1,009 1,007 1,007 1,006 1,004 1,004 
DKT 1,003 1,003 1,003 1,002 1,002 1,002 1,001 1,001 1,001 

HIMEUR 0,984 0,984 0,984 0,997 0,997 0,997 1,000 1,000 1,000 

Tableau 8. – Déplacement  normalisé "Wc/Wt" du point C pour une plaque carrée isotrope, simplement 

appuyée sur ses quatre côtés, avec charge concentrée au point C – 
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Figure 27. – Erreur relative (%) du déplacement  du point C pour une plaque carrée isotrope, simplement 

appuyée sur ses quatre côtés, avec charge concentrée au point C – 

4.6.3.1.2 – Plaque carrée isotrope encastrée sur ses quatre côtés 

On reprend pour ce cas test l'exemple de la figure 26 avec les mêmes données 
géométriques et mécaniques du matériau, mais en simulant un encastrement parfait de 

la plaque sur ses quatre côtés. La solution théorique du déplacement "w" du point "C" 
le long de la direction "Oz" est donnée par [BAT90] comme suit : 
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D

Pa
wt

2

0056.0
                                             (4.05) 

avec                         2

3

112 


Eh
D

 

Les résultats du déplacement du point "C" suivant la direction "Oz" selon différents 

maillages sont donnés dans le graphe de la figure 28. 

Cette figure représente, sous forme graphique, le déplacement du point "C" selon 

différents maillages. Au même titre que les cas tests précédents, notre élément 

présente, là également de bonnes performances, puisque il converge rapidement vers 
la solution analytique de référence. 
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 Figure 28. – Erreur relative (%) du déplacement  du point C pour une plaque carrée isotrope, encastrée sur 

ses quatre côtés, avec charge concentrée au point C – 

4.6.3.2 – Plaque carrée isotrope sollicitée par une charge uniformément répartie  

On reprend pour ce cas test l'exemple de plaque de la figure 26 qu’on sollicite par une 
charge uniformément répartie d'intensité q = 60 T/m².  

 

 

 

 

 

 

 

Figure 29. – Plaque carrée isotrope soumise à une charge uniformément répartie 
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La solution théorique du déplacement "w" du point "C" le long de la direction "Oz" 

est donnée pour le cas d'une plaque simplement appuyée par la formule (4.06) et pour 

le cas de la plaque encastrée par la formule (4.07) : 

D
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wt

4

004062.0
                                    (4.06) 

D
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wt
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3
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Eh
D

 

Les résultats de simulation du déplacement du point "C" suivant la direction "Oz" 

selon différents maillages sont donnés dans les graphes des figures 30 et 31. 
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 Figure 30. – Erreur relative (%) du déplacement  du point C pour une plaque carrée isotrope simplement 

appuyée sur ses quatre côtés, avec une charge uniformément répartie – 
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 Figure 31. – Erreur relative (%) du déplacement  du point C pour une plaque carrée isotrope encastré sur 

ses quatre côtés, avec une charge uniformément répartie – 

Le graphe de la figure 30 regroupe les résultats pour le cas d'une plaque simplement 
appuyée et le graphe de la figure 31 ceux relatifs à la plaque encastrée sur ses quatre 

côtés. On remarque que pour les deux cas tests, notre élément se comporte bien, 
puisque il se caractérise par la rapidité de convergence vers la solution analytique. 

4.6.4 – Plaque biaise isotrope 

Il s'agit, pour ce test, d'une plaque isotrope biaise (angle 60°) (figure 32) soumise à 
une charge uniforme p ayant deux appuis simples (W=0) et deux bords libres.  

 

 

 

 

 

 

Figure 32. – Plaque isotrope biaise (60°) avec bords libres 

 

y 

x L 

L C 

Appui 

Appui 
60° 



Chapitre 04 : Validation numérique  
 

79 

 

 

Les données géométriques et mécaniques sont données dans le tableau 9.  

Longueur du côté L = 100,0  
Epaisseur h= 0,1 
Module d'Young E=1000 
Coefficient de Poisson ν  = 0,31 

Tableau 9. – Données géométriques, mécaniques pour la plaque biaise (60°) isotrope 

Ce problème, traité par [BAT90] pour l'analyse des éléments quadrilatéraux DSQ et 
Q4γ est utilisé pour évaluer la convergence de notre élément. Pour ce faire on a 

considéré des maillages de 2x2, 4x2, 8x2, 16x2 éléments par côté. La solution de 
référence, obtenue par un schéma de différences finies [RAZ73], est donnée par la 

formule 4.08. 

     
D
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wRéf

2

.

.
07945.0                                         (4.08) 
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)1(12

.
2

3
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

hE
D  

Les résultats des déplacements obtenus par l'élément HIMEUR sont illustrés par le 

graphe de la figure 33. On y a également, porté pour des fins de comparaison, les 

résultats donnés par les éléments quadrilatéraux DSQ et Q4γ [BAT90]. On remarque 
une convergence monotone pour les trois éléments avec une convergence par le haut 

de l'élément "HIMEUR".  
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Figure 33. – Déplacement normalisé "Wc/Wréf." du point central  - plaque biaise isotrope avec bords libres 
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4.6.5 – Tests de ROBINSON 

Il s'agit de deux tests proposés par ROBINSON [ROB78] pour étudier le 

comportement d'un élément triangulaire sollicité en flexion et en torsion gênées. On 
étudie l'influence du rapport "L/h" (la longueur varie de 1 x h  à 10000 x h) sur le 

déplacement "W" du point "A" pour deux types de sollicitations. 

 

 

 

 

 

 

 

A - flexion gênée                                                                     B -  Torsion gênée 

 

Figure 34. – Poutre –Console soumise aux tests de ROBINSON 

 

Les caractéristiques géométriques et mécaniques du matériau sont données dans le 

tableau 10.  

Longueur du côté L = Variable  

Largeur B=1,0 

Epaisseur h= 0,05 

Module d'Young E=1,0x10
7
 

Coefficient de Poisson ν  = 0,25 

Tableau 10. – Données géométriques, mécaniques du matériau pour la poutre-console soumise aux tests de 

ROBINSON 

Le test "A" concerne le comportement de la poutre-console sous l'action de deux 
couples My=1.0 appliquées aux nœuds de son extrémité libre. C'est la flexion gênée.   

Le test "B" concerne l'action de deux charges concentrées Pz=1.0 et Pz=-1.0 

appliquées respectivement aux mêmes nœuds. C'est la torsion gênée.  

La solution de référence (BENCHMARK) relative aux éléments triangulaires est 

extraite de [GUE90].  

Les tableaux 11 et 12 et les graphes des figures 35 et 36 représentent le déplacement 
"W" du point "A" en fonction du rapport "L/h" et la comparaison du comportement de 

l'élément HIMEUR par rapport à la solution de référence (BENCHMARK) et aux 

résultats donnés par d'autres éléments triangulaires existants ANST3 [GUE90], 
ANST6 [GUE90], HCT, DKT [BAT90].  

L'étude détaillée des résultats obtenus met en exergue la bonne performance de 
l'élément HIMEUR. En effet les résultats enregistrés sont très proches de la solution 

de référence tant pour la flexion gênée que pour la torsion gênée et ceci quel que soit 

la longueur "L".  

z 

x 

L 

1.0 

W 

B 

A 

1.0 

1.0 

z 

x 

L 

1.0 

W 

B 

A 

1.0 

1.0 



Chapitre 04 : Validation numérique  
 

81 

 

Il est à noter, que ce résultat n'est obtenu qu'avec un maillage modéré, composé 

seulement de quatre éléments triangulaires.  

Par ailleurs, l'élément HIMEUR apparaît plus robuste que tous les éléments pris 
comme base de comparaison, bien que l'élément DKT pour la situation de flexion 

gênée et à un degré moindre l'élément ANST3 pour la situation de la torsion gênée, 
lui sont concurrentiels.  

 

L ANST3 ANST6 HCT DKT HIMEUR BENCH- 
MARK 

0,05 0,00000174 0,0000064 - - 0,00000802 - 
0,5 0,00087300 0,0011800 - - 0,00092053 - 
1 0,00356000 0,0038100 0,0010520 0,002105 0,00235240 0,0028 
2 0,00935000 0,0100000 0,0015790 0,006580 0,00614230 0,0056 
3 0,01480000 0,0162000 0,0010520 0,009870 0,00938960 0,0084 
4 0,02020000 0,0222000 0 0,013160 0,01215900 0,0112 
5 0,02550000 0,0280000 -0,0052600 0,016450 0,01477200 0,0140 
6 0,03070000 0,0339000 -0,0018420 0,019740 0,01735700 0,0168 
7 0,03600000 0,0397000 - 0,023030 0,01995100 0,0196 
8 0,04120000 0,0455000 -0,0028940 0,026320 0,02256200 0,0224 
9 0,04600000 0,0513000 - 0,029620 0,02518800 0,0252 

10 0,05170000 0,0571000 -0,0044730 0,032900 0,02782800 0,0280 
11 - - - 0,036190 0,03047800 0,0308 
12 - - -0,0057890 0,039480 0,03313700 0,0336 
25 0,12970000 0,1433000 - - 0,06805900 - 
50 0,25970000 0,2869000 - - 0,13567000 - 

500 2,59850000 2,6540000 - - 1,35530000 - 

 

Tableau 11. – Test "A" - Flexion Gênée – déplacement "W" du point "A" 
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Figure 35. – Test "A" - Flexion Gênée – déplacement "W" du point "A" 
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L ANST3 ANST6 HCT DKT HIMEUR BENCH- 
MARK 

0,05 0,00000116 0,00000383 - - 0,00000100 - 
0,5 0,00043800 0,00088300 - - 0,00045531 - 
1 0,00178000 0,00252000 0,0010660 0,001866 0,00186770 0,002666 
2 0,00467000 0,00555000 0,0024000 0,004400 0,00550220 0,005333 
3 0,00743000 0,00847000 0,0030660 0,006800 0,00840630 0,007999 
4 0,01010000 0,01130000 0,0034660 0,009200 0,01095800 0,010666 
5 0,01270000 0,01420000 0,0037330 0,011733 0,01344500 0,013333 
6 0,01540000 0,01710000 0,0042666 0,014000 0,01593200 0,015999 
7 0,01800000 0,02000000 - 0,016400 0,01842900 0,018666 
8 0,02060000 0,02290000 0,0050660 0,018933 0,05093700 0,021333 
9 0,02320000 0,02570000 - 0,021333 0,02345500 0,023999 

10 0,02580000 0,02860000 0,0061330 0,023600 0,02598100 0,026666 
11 - - - 0,025866 0,02851200 0,029333 
12 - - 0,0070660 0,028266 0,03104700 0,031999 
25 0,06489000 0,07170000 - - 0,06419500 - 
50 0,12986000 0,14350000 - - 0,12817000 - 

500 1,29930000 1,43270000 - - 1,28090000 - 

 

Tableau 12. – Test "B" - Torsion Gênée – déplacement "W" du point "A" 
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Figure 36. – Test "B" - Torsion Gênée – déplacement "W" du point "A" 
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4.7 – flexion avec effet de cisaillement transversal 

4.7.1 Patch-tests  

4.7.1.1 - Modes rigides 

Ce test est effectué sur un seul élément isolé. L’objectif recherché est la capacité de 

notre élément à représenter l’état de modes rigides c'est-à-dire de vérifier si un champ 
de déplacements non nuls produit des déformations nulles. 

Pour ce faire on a défini trois vecteurs de déplacements correspondants chacun à 

chacun des  modes rigides : 

- {Uti}  =  {1 0 0;  1 0 0;  1 0 0}         pour le mode de translation rigide, 

- {Uxzi} = {-x1 1 0 ;  -x2 1 0;  -x3 1 0} pour le mode de rotation rigide dans « xz , 

- {Uyzi} = {-y1 0 1;  -y2 0 1;  -y3 0 1}  pour le mode de rotation rigide dans « yz ». 

Puis on vérifie pour chacun des vecteurs ci-dessus définis l’équation suivante : 

 [K]{Ui}={0}                                                     (4.09) 

Les résultats de calcul obtenus montrent que notre élément satisfait bien cette 
condition quel que soit la distorsion de sa forme géométrique, donc très performant 

dans la représentation de modes rigides. 

4.7.1.2 - Patch-test mécanique 

On considère dans ce test un assemblage de quatre éléments triangulaires. Sur un 

domaine rectangulaire de côtés 2a= 40 unités et 2b = 20 unités. On impose des 
sollicitations traduisant l’état des moments (ou de contraintes) constants. 

Dans un premier test les sollicitations sur le contour sont en accord avec le champ 

défini par 1nM  (voir figure 37a) pour avoir 1 yx MM  partout (voir figure 38a). 
Dans un second test les sollicitations sur le contour sont en accord avec le champ 

défini par 1nsM  (voir figure 37b) pour avoir 1xyM  partout (voir figure 38b). 

Comme ces tests ont été effectués pour des épaisseurs variant de 0.01 à 4.0 unités. 
Les autres données du problème sont définies comme suit :  

E=1000;      ν=0.3;       h=0.01 – 0.04 – 1.0 – 4.0;       W1=W2=W3=0 

 

(a)                                                                              (b) 

Figure 37.  – Sollicitations sur le contour reflétant l’état des contraintes constantes 
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(a)                                                                       (b) 

Figure 38.  – Charges nodales équivalentes 

Après calcul des matrices de rigidité élémentaires, assemblage, assignation des 

conditions aux limites et résolution on obtient les résultats donnés dans le tableau 13 
qui suit. On constate, à travers ces résultats, qui notre élément est performant face à 

ces patch-tests. 

Epaisseur h=0.01 h=0.04 h=1.0 h=4.0 

1 yx MM  
 

1xyM  

)05(nodexM
 

-1 -1 -1 -1 

)05(nodeyM
 

1 1 1 1 

)05(nodexyM
 

-1 -1 -1 -1 

Tableau 13. – Résultats des patch-tests mécaniques pour l’élément de plaque de type « Reissner Mindlin » 

4.7.2 - Poutre console 

Ce test permet de vérifier le comportement de notre élément en flexion simple en 

fonction de l'élancement (rapport L/h) . A l'extrémité libre, la poutre est soumise 
selon la direction "Oz", à une charge ponctuelle d'intensité P=0.1. On simule un 

encastrement parfait à l'autre extrémité (voir Figure 39).  

 

 

 

 

 

 

Figure 39. - Poutre –Console soumise à une charge ponctuelle 

Les données géométriques, mécaniques et de chargement sont données comme suit : 

Longueur L=10 m 

Largeur b=1 m 

Epaisseur h=varie de 0,1 à 10m 

Module d'Young E=1,2x10
6
N/m² 

Coefficient de Poisson ν  = 0 

Chargement P=0,1 N 

Pour voir l'influence du cisaillement transversal sur le comportement de notre 
élément, on simule, dans ce cas test, le déplacement "w" du point "A" selon la 

direction "Oz" pour plusieurs valeurs du rapport "L/h". La solution théorique du 

z 

x 

l 

b 

P 

A y 
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déplacement "w" du point "A" selon la direction "Oz" est donnée comme suit, avec 

k=5/6 : 






















2

3

3

2

1
1

4

l

h

kEbh

Pl
wt

                                    (4.10)  

Les résultats obtenus (voir tableau 14 et figure 40) montre une absence totale du 
phénomène de blocage de cisaillement transversal, puisque les déplacements obtenus 

se situent au niveau de la solution théorique quelque soit l’élancement (rapport l/h). 
Comme on remarque une robustesse de notre élément comparativement à certains 

éléments existants. Il est à noter que sa convergence vers la solution est obtenue avec 

un maillage composé de vingt (20) éléments.  

 

L/h DSTM ANST6 DKTM Pep43 Solution 

théorique 

1 5,1x10
-7

 5,3x10
-7

 3,1x10
-7

 5,3x10
-7

 5,3x10
-7

 

2 2,9x10
-6

 3,0x10
-6

 2,5x10
-6

 3,05x10
-6

 3,1x10
-6

 

3 9,0x10
-6

 9,6x10
-6

 8,4x10
-6

 9,53x10
-6

 9,6x10
-6

 

4 2,0x10
-5

 2,2x10
-5

 2,0x10
-5

 2,19x10
-5

 2,2x10
-5

 

5 4,0x10
-5

 4,2x10
-5

 3,9x10
-5

 4,23x10
-5

 4,3x10
-5

 

10 - - - 3,3x10
-4

 3,3x10
-4

 

100 0,31329 - 0,31327 0,3300 0,3333 

Tableau 14. - Déplacement observé du point A suivant l'axe "Oz" de la poutre console 
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Figure 40. – Erreur relative sur le déplacement observé du point A suivant l'axe "Oz" de la poutre console 
par rapport  la solution théorique donnée pour plusieurs élancement 
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4.7.3 – Torsion d’une plaque carrée 

La plaque dans la figure 41 est simplement appuyée (W=0) aux coins B, C et D. Une 

force transversale P est appliquée au coin A.  

 

 

 

 

 

 

Figure 41. – Torsion d'une plaque carrée 

Les autres données  sont établies comme suit : 

Longueur du côté L = 8.0 

Epaisseur h= 1.0 

Module d'Young E=10000 

Coefficient de Poisson ν  = 0.3 

Chargement P= 5 

Ce problème traité par [YUA 88], [CLO 65] et [BAT 80] pour l'analyse d'autres 

éléments finis, dans l'évaluation de la capacité de notre élément à représenter l'état 
des torsions constantes. La solution exacte donnée par la théorie des plaques (thin 

théory)  se présente comme suit : 

WA (coin A) 0.2496 

WF (centre F de la plaque) 0.0624 

MX (Partout dans la plaque) 0.0 

MY (Partout dans la plaque) 0.0 

MXY (centre F de la plaque) 2.5 

Les résultats des déplacements et des moments obtenus par l'élément Pep43, sont 

comparés à ceux d'autres éléments dans le tableau 15.  

Type d'élément Déplacement "W" Moments dans la 

plaque 

Point A Point F MX et MY MXY 

Pep43 (2x2) 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

SBRP (2x2) 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

Réf. [YUA 88] (2x2) 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

ACM [YUA 88] (8x8) 0.24972 0.06244 0.0 2.5 

HCT [CLO 65] (8x8) 0.25002 0.06254 0.0 2.5 

DKT [BAT 80] 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

HSM [BAT 80] 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

Solution exacte (Thin theory) 0.24960 0.06240 0.0 2.5 

Tableau 15. – Résultats de la simulation de la torsion d'une plaque carrée. 

Ces résultats, obtenus avec k=10
5
, montrent que notre élément est performant vis-à-

vis de ce test. 

z 

C 

y 

x 

L 

L P 

B 

D A 

F 
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4.7.4 – plaque carrée isotrope 

Cet exemple a été repris par de nombreux auteurs dans la littérature. Il s'agit d'une 

plaque carrée isotrope de côté « a » et d'épaisseur « h ».  

 

 

 

 

 

 

Figure 42. - Plaque carrée isotrope 

On simule dans ce travail plusieurs cas de figure en fonction des conditions aux 
limites de la plaque et du type de chargement. Il s'agit dans ce cas test d'étudier le 

comportement de l'élément Pep43 en considérant différents maillages et plusieurs 

rapports "a/h". Les déplacements obtenus au centre de la plaque (point C)  sont 
comparés aux solutions de références et à ceux d'autres éléments dans les tableaux et 

les graphes des figures qui suivent qui suivent.  

4.7.4.1 - Plaque soumise à une charge uniformément répartie 

 a/h=10 a/h=100 

R4 SBRP SBH8 Pep43 R4 SBRP SBH8 Pep43 

2x2 0.23169 0.35869 0.35935 0.03583 0.00446 0.06733 0.08817 0.0004 

4x4 0.36519 0.43106 0.43161 0.25869 0.01727 0.31151 0.31235 0.0505 

6x6 0.41146 0.44631 0.44686 - 0.03689 0.38017 0.38061 - 

8x8 0.43142 0.45245 0.45299 0.40000 0.06128 0.39616 0.39628 0.2369 

10x10 0.44163 0.45555 0.45609 - 0.08819 0.40153 0.40157 - 

16x16 - - - 0.43752 - - - 0.3928 

32x32 - - - 0.46137 - - - 0.4054 

Réf. 0.46169 0.4062 

Tableau 16. - Flèche au centre (point C) de la plaque simplement appuyée  - Réf.=100WD/qa4 avec 

)1(12

.
2

3




hE
D  

 a/h=10 a/h=100 

R4 SBRP SBH8 Pep43 R4 SBRP SBH8 Pep43 

2x2 0.06989 0.09032 0.09089 0.02377 0.00101 0.00270 0.00273 0.0002 

4x4 0.11518 0.13836 0.13871 0.08323 0.00367 0.05584 0.056235 0.0031 

6x6 0.13218 0.14528 0.14561 - 0.00784 0.10354 0.10374 - 

8x8 0.13954 0.14757 0.14789 0.13700 0.01322 0.11789 0.11797 0.0483 

10x10 0.14096 0.14862 0.14894 - 0.01946 0.12250 0.12253 - 

16x16 - - - 0.14758 - - - 0.1186 

32x32 - - - 0.15030 - - - 0.1254 

Réf. 0.15046 0.126 

Tableau 17. - Flèche au centre (point C) de la plaque encastrée  - Réf.=100WD/qa4 avec 

)1(12

.
2

3




hE
D  

z 

C 

y 

x 

a 

a 
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Figure 43. – Déplacement normé du point  C au centre  de la plaque simplement appuyée  -  
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Figure 44. - Déplacement normé du point  C au centre  de la plaque encastrée sur ses quatre côtés  
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4.7.4.2 - Plaque soumise à une charge Concentrée appliquée au milieu 

 a/h=10 a/h=100 

R4 SBRP SBH8 Pep43 R4 SBRP SBH8 Pep43 

2x2 0.73584 1.06060 1.06336 0.143308 0.01342 0.18284 0.25566 0.001504 

4x4 1.12951 1.29855 1.30142 0.803125 0.04846 0.84496 0.85630 0.193668 

6x6 1.27713 1.36561 1.36872 - 0.10212 1.05964 1.06046 - 

8x8 1.34606 1.39877 1.40198 1.213846 0.16901 1.11641 1.11674 0.716010 

10x10 1.38474 1.41914 1.42254 - 0.24314 1.13740 1.13756 - 

16x16 - - - 1.312500 - - - 1.085048 

32x32 - - - 1.414375 - - - 1.111154 

Réf. 

[YUA 

88] 

1.44267  

Kirchhoff 

solution 

 1.16 

 

Tableau 18. - Flèche au centre (point C) de la plaque simplement appuyée  - Réf.=100WD/Pa2 avec 

)1(12

.
2

3
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D  
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Figure 45. – Déplacement normé du point  C au centre  de la plaque simplement appuyée   
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 a/h=10 a/h=100 

R4 SBRP SBH8 Pep43 R4 SBRP SBH8 Pep43 

2x2 0.32949 0.39200 0.39486 0.095096 0.00458 0.01064 0.01078 0.000951 

4x4 0.57104 0.65236 0.65482 0.360851 0.01690 0.24039 0.24204 0.013793 

6x6 0.66796 0.71320 0.71586 - 0.03596 0.44707 0.44794 - 

8x8 0.71499 0.74211 0.74492 0.630240 0.06043 0.51183 0.51216 0.229216 

10x10 0.74234 0.76000 0.76294 - 0.08867 0.53513 0.53531 - 

16x16 - - - 0.719231 - - - 0.504663 

32x32 - - - 0.806587 - - - 0.525096 

Kirchhoff 

solution 

 0.56 

Réf. 

[YUA 

88] 

0.77775  

Tableau 19. - Flèche au centre (point C) de la plaque encastrée  - Réf.=100WD/Pa2 avec 

)1(12
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2
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Figure 46. - Déplacement normé du point  C au centre  de la plaque encastrée sur ses quatre côtés  

4.7.5 – plaque isotrope circulaire 

Cet exemple a été repris par de nombreux auteurs dans la littérature et repris par 

[BAT90]. Il s'agit de l'analyse d'une plaque circulaire épaisse (R/h=5) simplement 
appuyée sur son contour et soumise  une charge uniformément répartie f. 

La figure 46 montre trois type de maillage avec 4, 16 et 58 éléments triangulaires. Les 

données géométriques et mécaniques sont: Rayon R=5.0; épaisseur h=1.0; coefficient 
de Poisson υ=0.36. 

Les résultats concernant le déplacement w au centre de la plaque sont comparés aux 
solutions de référence données par [BAT90] qui se présentent comme suit: 

- Pour une plaque simplement appuyée: 
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



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







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



1

5

64D

f.r
w

4

efr
                                         (4.11)  

 

- Pour une plaque encastrée: 

  1
64D

f.r
w

4

efr
                                              (4.12)

 
 

Avec              et         

 

Le critère de comparaison utilisé est le déplacement normé (wc/wref). 

 

Figure 47. – Plaque circulaire avec les maillages considérés  

Le résultat observé, illustré par le graphe de la figure 48 montre une convergence 
rapide du modèle vers les valeurs analytiques. 
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Figure 48. - Déplacement normé du point  C au centre  de la plaque circulaire  

 2

3

-112

Eh
D


















1

1
2

r

h

5

16



 92 

4.8 – Conclusion 

On a validé dans ce chapitre les éléments finis flexionnel (plaque mince et plaque 

épaisse) en perspective de l'analyse linéaire statique et dynamique et pour l'analyse 
non linéaire géométrique de structures courbes (arcs et coques).  

L’approche adoptée, les concepts et les techniques de développement utilisés ont 
permis d’aboutir à des éléments finis concurrentiels, robustes et performants pour le 

traitement des plaques.  

Ce sont  des éléments qui présentent des avantages certains qui plaident pour leur 
utilisation. La présence du nœud fictif et l’adoption de l’approche « en déformation » 

ont donné la possibilité d’enrichissement des champs de déplacements, par 

conséquent une plus grande précision dans l’approximation de la solution, en évitant 
la complexité des théories classiques.  

La réduction des matrices de rigidité élémentaires par la technique de « condensation 

statique », action concernant les degrés de liberté relatifs au nœud fictif, permet 
d'éviter des systèmes d’équations, à résoudre, énormes, donc des économies de temps 

machine non négligeables.  

L’utilisation de l’intégration analytique dans l’évaluation de la matrice de rigidité, a 

donné à ces éléments des comportements performants. Ce résultat a été remarquable 

dans les tests de convergence effectués où on observe une tendance rapide vers la 
solution contrairement  aux éléments iso paramétriques (utilisant l’intégration 

numérique). 

C – Les éléments de coques 

4.9 – Introduction 

Pour valider nos éléments, on a utilisé deux types de test qui ont  servi aux 
chercheurs pour évaluer la performance des éléments finis de coque : 

- Le premier concerne l'analyse du cylindre pincé isotrope court à bords libres pour 

évaluer la performance de nos éléments finis de coque du point de vue vitesse de 
convergence et représentation du mouvement de corps rigide. 

- le second se rapporte au cylindre pincé isotrope court à bords muni à ces deux 
extrémités de diaphragmes rigides. Ce test permet de simuler les états de membrane 

complexes associés à une part importante de flexion. 

4.10 – Cylindre pincé à bords libres  

Ce test concerne l'analyse du cylindre pincé isotrope court à bords libres présenté 

dans la figure 49. Il s'agit d'un exemple des plus répandu dans la littérature.  

En effet, il a toujours servi aux chercheurs pour évaluer la performance des éléments 
finis de coque du point de vue vitesse de convergence et représentation du 

mouvement de corps rigide. 

Les données géométriques et mécaniques de la structure se présentent comme suit: 
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Longueur du cylindre   ( L ) 10.35  

Rayon du cylindre ( R ) 4.953  

Module d'Young ( E ) 10.50x10
6
 

Coefficient de Poisson ( υ ) 0.3125 

Cylindre épais 
Epaisseur ( h ) 0.0994  

Charge concentrée P 100.0 

Cylindre mince 
Epaisseur ( h ) 0.01548  

Charge concentrée P 0.10 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 49. – Cylindre pincé à bords libres – Géométrie et maillage 

Le chargement concerne la section médiane du cylindre par l'application de deux 

forces P et –P diamétralement opposées. Par raison de double symétrie, seul un 

huitième du cylindre est modélisé en imposant les conditions de symétrie le long des 
arrêtes "AC", "BD" et "CD". Les conditions aux limites considérées sont données 

comme suit: 

W = θx = θy = 0 Le long de BD 

V = θx = θz = 0 Le long de CD 
U = θy = θz = 0 Le long de AC 

 

Le maillage considéré est composé d'un seul élément dans le sens longitudinal, 

puisque la coque se déforme sensiblement de la même manière dans chacune des 
sections transversales. Et plusieurs découpages sont pris en compte dans le sens 

circonférentiel. 

Le critère considéré pour l'évaluation de la performance des éléments de coques est le 
déplacement le long de l'axe z du point C ( déplacement wC ). 

Les solutions de références sont établies selon le type de cylindre (épais ou mince), 

puisque la convergence des modèles numériques diffère selon la théorie des coques 
retenues : surbaissées ou profondes. 

Ainsi, les valeurs de références se présentent comme suit: 
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Cylindre épais: 

- théorie des coques surbaissées (VLASSOV-DONNELL): wC = -0.066 

- théorie de coques profondes (KOITER-TIMOSHENKO): wC = -0.1130 

Cylindre mince: 

- théorie des coques surbaissées: wC = - 

- théorie de coques profondes: wC = -0.0244 

Les résultats donnés par nos éléments sont illustrés dans les tableaux 20, 21 et 22 et 

illustrés dans les graphes des figures 51, 51 et 52. Les résultats obtenus nous 
permettent de tirer les conclusions suivantes: 

- Une convergence rapide de tous nos éléments, traduisant une représentation 

correcte de l'état des mouvements de corps rigides, 

- Les éléments C.mi.42 et C.mi.43 convergent vers la solution donnée par la 

théorie des coques profondes: vers wC = -0.1130 pour le cylindre épais   et 

wC = -0.0244 pour le cylindre mince 

- Les éléments C.ep.42 et C.ep.43 convergent bien vers la solution donnée par 

la théorie des coques profondes pour ce qui est du cylindre épais (wC = -
0.1130) et vers la solution donnée par la théorie des coques surbaissées pour 

ce qui est du cylindre mince. Ceci peut s'expliquer par l'effet du cisaillement 

transversal pris en considération dans la formulation de ces deux éléments. 

- Aucun phénomène de "rigidification" n'est observé dans la modélisation du 

cylindre mince ce qui dénote un traitement efficace du problème de blocage 

du cisaillement transversal. 

- Dans la discrétisation des coques épaisses les éléments prenant en 

considération le cisaillement transversal (C.ep.42 et C.ep.43) donnent des 
résultats meilleurs que ceux où le cisaillement transversal est négligé 

(C.mi.42 et C.mi.43). 

- Avec le maillage choisi on observe une convergence monotone vers le haut 
de tous nos éléments. 

Maillage C.ep.42 C.ep.43 C.mi.42 C.mi.43 

48 ddl 2,8038E-04 3,35450E-06 1,2062E-05 1,2062E-05 

96 ddl 4,3764E-04 6,13230E-05 3,7996E-05 3,7996E-05 

120 ddl 5,9511E-04 1,70770E-04 1,0766E-02 1,0766E-02 

360 ddl 6,8838E-04 4,04530E-04  2,3144E-02 2,3144E-02 

Référence 2,4390E-02 

Tableau 20. – Cylindre mince – déplacement du point C (wC) selon la densité du maillage 

Maillage C.ep.42 C.ep.43 C.mi.42 C.mi.43 

48 ddl 4,6279E-02 4,4186E-03 5,3869E-05 5,3869E-05 

96 ddl 7,2071E-02 6,0304E-03 1,6970E-04 1,7222E-04 

120 ddl 9,3988E-02 4,4295E-02 4,8082E-02 4,8082E-02 

360 ddl 1,1324E-01 1,1352E-01 1,0337E-01 1,0337E-01 

Référence 1,1390E-01 

Tableau 21. – Cylindre épais – déplacement du point C (wC) selon la densité du maillage 
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Figure 50. - Cylindre mince - Déplacement du point "C" selon la densité du maillage 
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Figure 51. - Cylindre épais - Déplacement du point "C" selon la densité du maillage 
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Rapport 

(h/R) 
C.ep.42 C.ep.43 C.mi.42 C.mi.43 DST 

0,5 3,3430E-03 3,2903E-03 1,3982E-26 1,4551E-27 8,0760E-06 

0,2 1,0204E-02 1,0327E-02 8,8321E-05 8,8321E-05 9,6345E-05 

0,1 2,1158E-02 2,1355E-02 7,0653E-04 7,0657E-04 7,3982E-04 

0,02 1,0745E-01 1,0772E-01 8,8321E-02 8,8321E-02 9,3398E-02 

0,01 2,1508E-01 2,1499E-01 7,0657E-01 7,0657E-01 7,4074E-01 

Tableau 22. – Cylindre épais – déplacement du point C (wC) selon le rapport "L/R"  

(pour un maillage de360 ddl) 
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Figure 52. – Cylindre épais – déplacement du point C (wC) selon le rapport "L/R"  

(pour un maillage de360 ddl) 

4.11 – Cylindre pincé avec diaphragme 

Ce test concerne l'analyse du cylindre pincé isotrope court à bords muni à ces deux 
extrémités de diaphragmes rigides pour empêcher la distorsion de la section. Celui-ci 

est présenté dans la figure 53. Il s'agit d'un exemple des plus répandu dans la 

littérature. En effet, il a toujours servi aux chercheurs pour simuler les états de 
membrane complexes associés à une part importante de flexion, notamment au niveau 

des zones sollicitées par le chargement. 

Les données géométriques et mécaniques de la structure se présentent comme suit: 

Longueur du cylindre   ( L ) 6.00 m  

Rayon du cylindre ( R ) 3.00 m  

Module d'Young ( E ) 3.0x10
10

Pa 

Coefficient de Poisson ( υ ) 0.3 

Epaisseur ( h ) 0.03 m 

Charge concentrée P 1.0 N 
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Le chargement concerne la section médiane du cylindre par l'application de deux 

forces P et –P diamétralement opposées. Par raison de double symétrie, seul un 

huitième du cylindre est modélisé en imposant les conditions de symétrie le long des 
arrêtes "AC", "BD" et "CD". Ces conditions sont données comme suit: 

W = θx = θy = 0 Le long de BD 

V = θx = θz = 0 Le long de CD 
U = θy = θz = 0 Le long de AC 

L'arrête reposant sur le diaphragme rigide est concernée par les conditions aux limites 
suivantes: 

U=W = θy = 0 Le long de AB 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 53. – Cylindre pincé avec diaphragme rigide – Géométrie et maillage 

Le maillage considéré est régulier avec une discrétisation établie le long des deux 

sens: longitudinal et circonférentiel. 

Le critère considéré pour l'évaluation de la performance des éléments de coques est le 

déplacement le long de l'axe z du point C ( déplacement WC ). 

La solution de référence est donnée par Flügge [FLU60] et Lindberg [LINd60]; elle 
se présente comme suit: 

24.164. . 
P

Eh
WRéf Créf

                                         (4.13) 

Les résultats donnés par nos éléments sont illustrés dans les tableaux 23 et 24 et 

illustrés dans les graphes des figures 54 et 55. Les résultats obtenus nous permettent 
de tirer les conclusions suivantes: 

- Une convergence rapide de tous nos éléments, traduisant toujours, une 

représentation correcte de l'état des mouvements de corps rigides, 

y 

P 

R 

h 

z 

x 

P 

A 

B 
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D 

 

Diaphragme rigide 
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- Tous les éléments convergent vers la solution exacte donnée par Flügge 

[FLU60] et Lindberg [LINd60], 

- Aucun phénomène de "rigidification" n'est observé dans la modélisation du 
cylindre mince ce qui dénote un traitement efficace du problème de blocage 

du cisaillement transversal. 

- Avec le maillage choisi on observe une convergence monotone vers le haut 

de tous nos éléments  l'exception de "C.mi.43" dont la convergence se fait 

par le haut. 

- Le comportement de nos éléments montre bien la dominance de l'état de 

flexion au voisinage du point C et reflète convenablement la déformée du 

cylindre le long de l'arrête "AC" telle que montré par le graphe de la figure 
55. 

Déplacement " WC " du point C 

Valeurs calculées 

Maillage C.ep42 C.ep43 C.mi.42 C.mi.43 

2x(3x3) 4,89E-08 1,97E-08 1,52E-08 1,12E-06 

2x(4x4) 9,71E-08 9,98E-08 9,71E-08 4,87E-07 

2x(5x5) 1,34E-07 1,02E-07 1,23E-07 4,39E-07 

2x(6x6) 1,82E-07 1,82E-07 1,54E-07 1,83E-07 

Valeurs normées = WC.Eh/P 

2x(3x3) 43,978 17,767 13,678 1005,750 

2x(4x4) 87,368 89,780 87,414 437,967 

2x(5x5) 120,960 92,223 110,655 395,073 

2x(6x6) 164,052 163,917 138,375 164,394 

Référence 164,240 

Tableau 23. – Cylindre pincé avec diaphragme – déplacement du point C (WC) selon la densité du maillage  
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Figure 54. – Cylindre pincé avec diaphragme – déplacement du point C (wC) selon la densité du maillage 
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Déplacement " W " le long du  bord A_C 

Valeurs calculées 

distance C.ep42 C.ep43 C.mi.42 C.mi.43 

0,00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 

0,50 7,2434E-09 1,6235E-08 1,3766E-14 7,4703E-09 

1,00 2,0669E-08 3,4017E-08 2,2359E-13 1,5748E-08 

1,50 3,6325E-08 5,3785E-08 1,1400E-13 2,3668E-08 

2,00 6,1563E-08 8,1858E-08 1,4120E-11 3,7472E-08 

2,50 9,9143E-08 1,2144E-07 1,3316E-09 4,3393E-08 

3,00 1,8228E-07 1,8213E-07 1,5376E-07 1,8266E-07 

Valeurs normées = WEh/P 

0,00 0,000 0,000 0,000 0,000 

0,50 6,519 14,612 0,000 6,723 

1,00 18,602 30,615 0,000 14,173 

1,50 32,693 48,407 0,000 21,301 

2,00 55,407 73,672 0,013 33,725 

2,50 89,229 109,296 1,198 39,054 

3,00 164,052 163,917 138,384 164,394 

Tableau 24. – Cylindre pincé avec diaphragme – déplacement  (W) le long du bord AC 

(pour une  densité du maillage de 294 DDL) 

0,00

20,00

40,00

60,00

80,00

100,00

120,00

140,00

160,00

180,00

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50

Distance (sens  A---->C)

D
é
p

la
c
e
m

e
n

t 
n

o
rm

é
e
 "

W
E

h
/P

"

C.ep42 C.ep43 C.mi.42 C.mi.43 Réf,

 

Figure 55. – Cylindre pincé avec diaphragme – déplacement  (W) le long du bord AC 

(pour une  densité du maillage de 294 DDL) 
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4.12 – Conclusion :  

Les premières conclusions, à tirer de ces tests, dénotent le comportement très 

performant de nos éléments et leur robustesse du point de vue vitesse de 
convergence et représentation du mouvement de corps rigide. 

Comme, il montre bien la dominance de l'état de flexion au voisinage des points de 
chargement  et reflète convenablement la déformée de la structure. Par ailleurs il 

n’est observé aucun phénomène de "rigidification" dans la modélisation des 

structures minces ; ce qui dénote un traitement efficace du problème de blocage du 
cisaillement transversal. 
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Chapitre  05 

 

Conclusions et recommandations 
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Chapitre  05 

Conclusions et recommandations 

On a présenté dans cette contribution une série d’éléments finis de coque à base 

triangulaire. L’approche adoptée, les concepts et les techniques de développement 

utilisés ont permis d’aboutir à des éléments finis concurrentiels pour certains, 
robustes et performants pour d’autres. 

La présence du nœud central à l’intérieur de l’élément triangulaire et l’adoption de 
l’approche « en déformation » pour leur discrétisation fonctionnelle a donné la 

possibilité d’enrichissement des champs de déplacements, par conséquent une plus 

grande précision dans l’approximation de la solution. Ce résultat a été remarquable 
dans les tests de convergence effectués où on observe une tendance rapide vers la 

solution contrairement  aux éléments isoparamétriques (utilisant l’intégration 

numérique). 

Pour éviter d’avoir des systèmes d’équations, à résoudre, relativement énormes 

(nécessitant plus de temps machine), on a procédé, au niveau de notre démarche, à la 
réduction des matrices de rigidité élémentaires par la technique de « condensation 

statique ». Cette action a concerné les degrés de liberté relatifs au nœud interne.  

Les éléments de coque « C.ep43 » et « C.mi43 » se caractérisent par la présence 
d’inconnues nodales de rotation θz définies par dérivation des champs de 

déplacements (drilling rotation). Le premier développé pour la discrétisation de tout 

type de structures (épaisses et minces), puisque il prend en compte l’effet du 
cisaillement transversal, alors que le second n’est performant que pour les structures 

minces. 

Concernant les autres éléments de coque « C.ep42 » et « C.mi42 », la difficulté liée à 
la rigidité suivant θz est levée dans la formulation de l’élément membranaire en 

minimisant l’énergie potentielle associée à la rotation. 

L’utilisation de l’intégration analytique dans l’évaluation de la matrice de rigidité, a 

donné à nos éléments des comportements robustes vis-à-vis de la distorsion 

géométrique du maillage.  

Ce résultat a été remarquable dans les tests de convergence effectués où on observe 

l’absence de perte de convergence avec la distorsion du maillage. Alors que pour ces 

mêmes tests les éléments isoparamètriques (utilisant l’intégration numérique) sont 
très sensibles (leur convergence est conditionnée par un maillage régulier, non 

distordu). 

Sur la base des tests que on a effectués, les premières observations dénotent :  

- une stabilité de tous nos éléments vis-à-vis des patch-tests effectués, 

particulièrement dans leur comportement  vis-à-vis des modes rigides et les modes 
traduisant les moments constants. 

- un comportement marqué par l’absence du blocage de cisaillement transversal.  
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- La robustesse des éléments « C.ep43 »  et  « C.ep42 » et leur performance pour le 

traitement aussi bien des structures épaisses que minces. 

- Les autres éléments « C.mi43 »  et  « C.mi42 » sont plutôt performants pour les 
structures minces. 

Ainsi, on présente des éléments qui présentent des avantages certains plaidant pour 
leur utilisation.  

En perspectives, leur maturation reste nécessaire. Il est intéressant d’étudier leur 

comportement en contraintes, en dynamique, en flambement et de conforter les 
performances observées par plus de tests de validation supplémentaires. 
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Annexes 

ANNEXE I – Matrices des coordonnées nodales [A] 

I-a / Elément fini de membrane « T42 » 

I-b / Elément fini de membrane « T43 » 

I-c / Elément fini de plaque mince « HIMEUR » 

I-d / Elément fini de plaque épaisse « Pep43 » 

ANNEXE II – Matrices [Ko] 

II-a / Elément fini de membrane « T42 » 

II-b / Elément fini de membrane « T43 » 

II-c / Elément fini de plaque mince « HIMEUR » 

II-d / Elément fini de plaque épaisse « Pep43 » 

ANNEXE III - Structure type de la matrice de rigidité de l’élément coque  

                          [Ke] au niveau élémentaire construite dans le système d’axes  

                          des coordonnées locales 
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Annexes 

ANNEXE I – Matrices des coordonnées nodales [A] 

I-a / Elément fini de membrane « T42 » 
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I-b / Elément fini de membrane « T43 » 
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I-c / Elément fini de plaque mince « HIMEUR » 
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I-d / Elément fini de plaque épaisse « Pep43 » 
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ANNEXE II – Matrices [Ko] 

II-a / Elément fini de membrane « T42 » 

* Forme générale 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

* Forme développée avant intégration analytique 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

* Forme développée après intégration analytique 
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II-b / Elément fini de membrane « T43 » 

* Forme générale 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

* Forme développée avant intégration analytique 
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* Forme développée après intégration analytique 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Avec :     dydxYXH .. 


  

 

II-c / Elément fini de plaque mince « HIMEUR » 

 
* Forme générale 
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* Forme développée avant intégration analytique 
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* Forme développée après intégration analytique 
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II-d / Elément fini de plaque épaisse « Pep43 » 

* Forme générale 
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ANNEXE III  

Structure type de la matrice de rigidité de l’élément coque [Ke] au niveau 
élémentaire construite dans le système d’axes des coordonnées locales 

    nœud 1 nœud 2 nœud 3 

  
 U1 V1 W1 βx1 βy1 θz1 U2 V2 W2 Βx2 Βy2 θz2 U3 V3 W3 Βx3 Βy3 θz3 

n
œ

u
d

 1
 

U1 M11 M12 0 0 0 M13 M14 M15 0 0 0 M16 M17 M18 0 0 0 M19 

V1  M22 0 0 0 M23 M24 M25 0 0 0 M26 M27 M28 0 0 0 M29 

W1    F11 F12 F13 0 0 0 F14 F15 F16 0 0 0 F17 F18 F19 0 

βx1     F22 F23 0 0 0 F24 F25 F26 0 0 0 F27 F28 F29 0 

βy1      F33 0 0 0 F34 F35 F36 0 0 0 F37 F38 F39 0 

θz1       M33 M34 M35 0 0 0 M36 M37 M38 0 0 0 M39 

n
œ

u
d

 2
 

U2        M44 M45 0 0 0 M46 M47 M48 0 0 0 M49 

V2        M55 0 0 0 M56 M57 M58 0 0 0 M59 

W2         F44 F45 F46 0 0 0 F47 F48 F49 0 

βx2          F55 F56 0 0 0 F57 F58 F59 0 

βy2           F66 0 0 0 F67 F68 F69 0 

θz2  S Y M E T R I  E     M66 M67 M68 0 0 0 M69 

n
œ

u
d

 3
 

U3                M77 M78 0 0 0 M79 

V3              M88 0 0 0 M89 

W3               F77 F78 F79 0 

βx3                F88 F89 0 

βy3                 F99 0 

θz3                     M99 

 
Avec : 

- M ij : Terme de la rigidité membranaire 
- Fij  :  Terme de la rigidité flexionnelle 


