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 الملخص 

 القابلة الكسرية الأوزان إدخال يتم أين رتبة كسريةذات  التحكموحدة  تقويم أجل من جديدةطريقة  نقترح ٬الأطروحة هذه في
استقرار  متانة ضمان و الأداءتحسين تحقيق زيادة في  من يمكننا الاقتراح هذا .المعممة المختلطة حساسيةال مشكلةفي  للتعديل
 الخارجيةضطرابات عدم التأثر بالا، تتبع مسارات محددة مسبقا :جملهام من ونذكر القيود مختلف من العديدمع احترام  النظام

ذات رتبة تم تصميم وحدة تحكم يفي الخطوة الأولى، . حمل خطوتينالمقترحة تطريقة المتانة . قياسالضوضاء تخفيض في و
تم يفي الخطوة الثانية، . المعممة المختلطة حساسيةال مشكلةحل  في طبيعيةال ذات الرتب الأوزان في ذالكيستخدم و كسرية

من أجل ضمان  وهذا للتعديل ةقابلال كسريةالأوزان ذات  الرتب الويستخدم في ذالك   ةمتين ذات رتبة كسريةتصميم وحدة تحكم 
 مجموعة من أجل ، ولكن أيضاالمثالي نظاملا من أجل ليس فقط وهذا لنظامل استقرار أكثر و متانة ضمان و السابق الأداء تحسين

 مولد لامتزامن ثنائي التغذيةلسيطرة على ا وهذا من أجل ةالمقترح هذه الطريقةاستخدام  و لقد تم .الأنظمة الديناميكية المجاورة
 وذالتحكم  النتائج المتحصل عليها مع نظام  مقارنة تتمو لقد  .خارجيا مضاعفخطي ارتيابي م انظب ممثلة تهديناميكي أن حيث

 فعالية الطريقة المقترحة حيث تم إثبات∞ Hمع نظام  التحكم الكلاسيكي  الأوزان ذات الرتب الطبيعية وكذلك  ذا الرتبة الكسرية
  في المجالين التواتري و الزمني

  كلمات مفتاحية

.المولد اللامتزامن ثنائي التغذية  ،التحكم الكلاسيكي الرتبة الكسرية، وذ المتينالرتبة الكسرية، التحكم  والتحكم ذ  

Abstract 

   In this work, a robustification method of the primary fractional controller is proposed. This 

novel method uses the adjustable fractional weights on the H∞ mixed sensitivity problem. It can 

achieve an enhancement in both, nominal performance and robust stability margins for the 

uncertain plants while respecting the frequency-domain constraints, such as the tracking of the 

set-point references, load disturbances attenuation and measurement noises suppression. The 

proposed robustification holds two steps; in the first step, a primary fractional controller is 

designed from solving the H∞  mixed-sensitivity problem that uses the fixed integer-weights. In 

the second step, the robustified fractional controller with adjustable fractional weights is designed 

in order to guarantee a good compromise between the nominal performance and the robust 

stability not only for the nominal plant, but also for all set of the neighbouring plants. The 

proposed robustified fractional controller is used to control the doubly-fed induction generator. Its 

dynamic is modelled by the unstructured output-multiplicative uncertain plant. Simulation results 

given by both primary and robustified fractional controllers are compared in time and frequency 

domains with those given by the conventional integer H∞ controller in order to validate the 

effectiveness of the proposed method. 

Keywords 

 Primary fractional controller; Robustified fractional controller; Conventional integer controller; 

Doubly-fed induction generator.  

 

 



Résumé  

 Dans ce travail, une méthode de robustification du contrôleur fractionnaire primaire est 

proposée afin d’améliorer ses marges de robustesse de stabilité robuste et des performances 

nominales. L’idée adoptée dans cette robustification est basée sur l’introduction des 

pondérations rationnelles ajustables dans le critère de sensibilité mixte généralisé. Ces 

pondérations permettent de quantifier un nombre considérable des spécifications 

fréquentielles imposées ce qui peut améliorer les performances du contrôleur fractionnaire 

primaire. Les paramètres optimaux de ces pondérations ainsi que ceux du contrôleur 

fractionnaire robustifié sont obtenus via la résolution itérative du problème de sensibilité 

mixte généralisé, en utilisant la fonction Fminimax du logiciel Matlab. De ce fait, la 

robustification proposée s’articule sur deux étapes essentielles qui sont : un contrôleur 

fractionnaire primaire est premièrement conçu à partir de la résolution du problème de 

sensibilité mixte généralisé basé sur des pondérations irrationnelles fixes. Ensuite, un 

contrôleur fractionnaire robustifié est synthétisé avec une sélection optimale et systématique 

des pondérations fractales ajustables. Ce contrôleur doit garantir une amélioration du 

compromis de robustesse entre la performance nominale et la stabilité robuste  du système 

bouclé par le contrôleur fractionnaire primaire. Ceci non seulement pour le régime de 

fonctionnement nominal, mais aussi pour tous les régimes de fonctionnement perturbés. La 

validation de l’idée proposée est montrée à partir de la commande d’un générateur asynchrone 

à double alimentations où son comportement réel est modélisé par un modèle linéaire 

incertain. Les résultats de simulation obtenus sont comparés, dans les plans fréquentiel et 

temporel, à ceux fournies par le contrôleur fractionnaire primaire ainsi celui synthétisé par la 

méthode H∞ utilisant l’approche LMI. 

Mots-clés 

     Contrôleur fractionnaire primaire, contrôleur fractionnaire robustifié, contrôleur 

conventionnel, Générateur asynchrone à double alimentations. 
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݀௬ Vecteur des perturbations à la sortie du système 

 ௬ Vecteur des bruits de mesuresߟ

ௗܸ௦ Composantes du vecteur tension statorique selon l’axe « d » 

௤ܸ௦ Composantes du vecteur tension statorique selon l’axe « q » 

ௗܸ௥ Composantes du vecteur tension rotorique selon l’axe « d » 

௤ܸ௥ Composantes du vecteur tension rotorique selon l’axe « q » 

 « ௗ௦ Composantes du vecteur courant statorique selon l’axe « dܫ

 « ௤௦ Composantes du vecteur courant statorique selon l’axe « qܫ

 « ௗ௥ Composantes du vecteur courant rotorique selon l’axe « dܫ

 « ௤௥ Composantes du vecteur courant rotorique selon l’axe « qܫ

߶ௗ௦ Composantes du vecteur flux statorique selon l’axe « d » 

߶௤௦ Composantes du vecteur flux statorique selon l’axe « q » 

߶ௗ௥ Composantes du vecteur flux rotorique selon l’axe « d » 

߶௤௥ Composantes du vecteur flux rotorique selon l’axe « q » 

ܴ௦ Résistances (d’une phase) de l’enroulement statorique  

ܴ௥ Résistances (d’une phase) de l’enroulement rotorique 

  ௦ Inductances cycliques du statorܮ

 ௥ Inductances cycliques du rotorܮ

 Inductance mutuelle cyclique ܯ

 Nombre de paires de pôles de la machine asynchrone ݌

 ௥ Couple resistantܥ

݂ Coefficient du frottement visqueux 

 Moment d’inertie ܬ

  ௘ Couple électromagnétiqueܥ

 ௠ Couple mécaniqueܥ



Symboles et Abréviations 

 Commande Robuste d’Ordre Entier ܧܱܴܥ

 Commande Robuste d’Ordre Non Entier ܧܱܴܰܥ

ܲܰ  Performances Nominales 

ܴܵ Stabilité Robuste 

  Contrôleur Conventionnel d'Ordre Entier ܧܱܥܥ

 Contrôleur Fractionnaire Primaire ܲܨܥ

 Contrôleur Fractionnaire Robustifié ܴܨܥ

 Multi Input Multi Output ܱܯܫܯ

 Décomposition en Valeurs Singulières ܦܸܵ

 Transformation linéaire fractionnaire ܶܨܮ

 Proportionnel Intégral Dérivée ܦܫܲ

 Fractionnaire Ordre Proportionnel Intégral Dérivée ܦܫܱܲܨ

 Heating Ventilation Air Conditioning ܥܣܸܪ

 Machine Asynchrone à Double Alimentation ܣܦܣܯ

 Générateur Asynchrone à Double Alimentation ܣܦܣܩ

 Vertical Axis Wind Turbine ܹܶܣܸ

  Horizontal Axis Wind Turbine ܹܶܣܪ

  Machine Asynchrone ܵܣܯ

 Machine Synchrone ܵܯ

 Doubly-Fed Induction Generator ܩܫܨܦ
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Introduction générale  

Durant ces dernières décennies, le problème de la commande des systèmes 

pluridimensionnels à base des modèles linéaires incertains a attiré l’intérêt de plusieurs 

chercheurs. En effet, l’apparition systématique des grandeurs non souhaitées comme la présence 

des incertitudes de modélisation, l’effet des bruits de mesure, ou encore l’effet de la dynamique 

non linéaire négligée, … etc, à incité mettre en œuvre des méthodes de synthèse très efficaces 

l’une que les autres. Ces méthodes doivent synthétiser des contrôleurs assurant un compromis 

idéal entre la stabilité robuste du système bouclé ainsi que les performances nominales. Ce 

compromis doit être assuré non seulement pour le régime de fonctionnement nominal du système 

réel à commander mais aussi pour un ensemble de régimes de fonctionnement dans lesquels les 

paramètres du modèle de synthèse peuvent varier dans une plage de variation importante. 

Dans la stratégie basée sur la théorie de la commande robuste, l’élaboration du contrôleur 

robuste à base d’un modèle linéaire exact est souvent très difficile à atteindre dans la pratique. 

Ceci est causé par l’existence des incertitudes de modélisation engendrant, par conséquent, des 

modèles linéaires qui sont incapables de décrire parfaitement le comportement réel des systèmes 

à commander. Pratiquement, il existe plusieurs causes qui provoquent ces incertitudes. 

Généralement,  les causes les plus souvent remarquées lors de la modélisation des systèmes réels 

sont celles produites par la dynamique en hautes fréquences, qui sont toujours mal connues, ou 

volontairement négligées, la présence des retards purs multiples qui provoquent souvent 

l’instabilité du système bouclé, la présence des erreurs commises sur la valeur exacte des 

paramètres physiques, l’écart entre le comportement réel du système et celui fourni par le modèle 

de synthèse. Cet écart est souvent produit lors de la linéarisation du système autour de son point 

de fonctionnement, la présence des effets non souhaités causés par l’utilisation des modèles 

simplifiées pour les actionneurs et les capteurs,…. etc. 

Il convient donc de faire une évaluation stricte et correcte de toutes ces incertitudes et cela 

pour élaborer des contrôleurs capables de satisfaire un niveau élevé des spécifications 

temporelles et fréquentielles imposées par un tel cahier de charges. Notant ici, qu’un contrôleur 

conventionnel tel que le contrôleur Proportionnel-Intégral- Dérivée PID pluridimensionnel est 

largement suffisant pour stabiliser un système pluridimensionnel simple dont sa dynamique est 

décrite par un modèle linéaire incertain non compliqué. En revanche, le réglage optimal de ses 

trois gains est pratiquement très difficile à atteindre notamment si les paramètres de ce modèle 

changent dans une large bande [1].  
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En outre, la plupart de ces contrôleurs sont incapables d’assurer un bon compromis de 

robustesse du système bouclé même si ces variations paramétriques sont très réduites. 

Conformément aux exigences susnommées, l’élaboration du contrôleur robuste via un modèle 

incertain devient une nécessité inévitable dans l’industrie [2], [3]. En effet, pour la conception 

d’un contrôleur robuste, plusieurs méthodes de synthèse ont été suggérées pour les systèmes 

physiques modélisés par des modèles pluridimensionnels incertains. Parmi les méthodes robustes 

les plus utilisées dans la pratique, on peut citer la commande robuste d’ordre entier CROE 

utilisant les équations de Riccati ainsi que celle utilisant l’approche LMI (Linear Matrix 

Inequalities). 

Ces méthodes robustes ont commencé au début des années 80 par les travaux des chercheurs 

Doyle et Safonov dans lesquels des nouveaux outils mathématiques ont été introduits, en 

particulier la norme ℋ∞, et les valeurs singulières structurées. La mesure de la stabilité et des 

performances à base de ces valeurs singulières était, en général, conservative aux perturbations 

structurées des processus. Ensuite, Doyle a introduit en 1982 et pour la première fois, le concept 

des valeurs singulières structurées dans la théorie de la commande robuste avec lesquelles 

d’autres chercheurs ont suggéré les règles fondamentales de l’analyse du contrôle robuste. En 

1983, le problème de synthèse optimale ℋ∞ pour les systèmes Single Input Single Output SISO a 

été résolu par Zames et Francis, mais sa généralisation aux systèmes pluridimensionnels a été 

abordée après, notamment en 1984. Après cette année, les solutions au problème de stabilisation 

des systèmes Multi Inputs Multi Outputs MIMO ont été présentées par plusieurs chercheurs 

comme Vidyasagar et Kimura et Glover notamment en 1986. L’évaluation de ces solutions 

entraîne la recherche des algorithmes performants, qui sont aujourd’hui disponibles dans les 

logiciels spécialisés comme le Matlab. 

Parallèlement à ces travaux, d’autres recherches comme Francis, Kwakernaak, Doyle, 

Glover,…etc. ont utilisé le même formalisme pour développer la "commande ℋ∞" dans laquelle 

le problème de la commande est conçu par l’optimisation de la norme ℋ∞ d’un transfert qui 

intervient entre des signaux d’entrées exogènes (perturbations, bruits, références,…, etc.) et ceux 

des sorties exogènes qui représentent les signaux d’erreurs judicieusement choisit. Le pas décisif 

pour l’utilisation de cette stratégie de commande fut franchi à la fin des années 80, quand 

apparurent les principales techniques permettant de résoudre le problème standard.  

Récemment, d’autres stratégies de commande, qui sont inspirées du même principe de la 

commande robuste ℋ∞, ont été proposées dans la littérature pour la commande des systèmes 
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incertains. Ces méthodes de synthèse peuvent élaborer des contrôleurs robustes aboutissant  à un 

bon compromis de robustesse entre les deux objectifs contradictoires comme les Performances 

Nominales PN et la Stabilité Robuste SR du système bouclé, et cela avec des commandes très 

réduites [4], [5]. La majorité d'entre-elles peuvent atteindre cet objectif à partir de la résolution 

itérative d’un problème d’optimisation appelé « problème de sensibilité mixte généralisée », en 

anglo-saxon : Generalized Mixed Sensitivity Problem. Ce problème d’optimisation peut contenir 

un ensemble des pondérations définissant les spécifications temporelles et fréquentielles d’un tel 

cahier de charges. De plus, La résolution de celui-ci peut être assurée par le choix adéquat d’un 

algorithme d’optimisation avec lequel la norme ℋ∞ du critère de performance doit être 

minimisée dans une plage de fréquence fixée à priori par l’utilisateur. Le critère de performance 

cité précédemment est obtenu par une transformation linéaire appelée « Linear Fractional 

Transformation » LFT. Cette dernière reliant le contrôleur robuste à synthétiser par le modèle 

généralisé (système augmenté) qui englobe toutes les spécifications imposées à satisfaire. La 

solution optimale de ce problème est obtenue au moyen de quelques méthodes de la commande 

robuste, on peut citer parmi lesquelles : la méthode ℋ∞ utilisant les équations de Ricatti [4], et 

méthode ℋ∞ utilisant l’approche des Inégalités Matricielles Linéaires LMI [5]. 

 Toutefois, ces deux méthodes précédentes peuvent fournir des contrôleurs stabilisant le 

système bouclé avec lesquels les performances obtenues montrent la supériorité de ces méthodes 

de synthèse par rapport les méthodes conventionnelles. Cet avantage se traduit par la satisfaction 

des conditions de robustesse sur les performances nominales et sur la stabilité robuste en 

présence les incertitudes de modélisations et les effets de bruits de mesure. Il se traduit 

également par l’obtention des meilleures marges de robustesse du compromis entre PN et SR 

dans lequel les signaux de commande obtenus doivent être assurées avec moins d'énergie. 

Néanmoins, pour certaines applications industrielles, ces méthodes de synthèses peuvent 

élaborer des contrôleurs d’ordre très élevé avec lesquels la phase d’implémentation est souvent 

très difficile en pratique. C’est pour cette raison, qu’on doit chercher des méthodes de réduction 

des modèles qui permettent de réduire l’ordre élevé du contrôleur robuste.  

A cet effet, plusieurs techniques ont été proposées dans la littérature assurant l’objectif cité ci-

dessus. Parmi ces méthodes de réduction et qui sont les plus utilisées dans la théorie de la 

commande robuste, on peut citer : la technique de réduction de Schur SMR [6], la technique 

optimale de Hankel OHMR, et d'autres [7]. Toutefois ces techniques proposées sont capables de 

résoudre avec efficacité remarquables le problème de la complexité des structures de certains 

contrôleurs robustes d’ordre élevé. Malheureusement, cette réduction peut influer sur les 
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propriétés de robustesse du système bouclé chose qui peut les aggraver progressivement en 

fonction de l'évolution de la fréquence dans le plan fréquentiel ([3], [8], [9]). De ce fait, la 

recherche d’autres stratégies de commandes assurant des structures fixes et simples pour les 

contrôleurs robustes devient inévitable. Il est à signaler, qu’un contrôleur robuste assuré par une 

structure fixe avec moins de variables représente l’un des objectifs ciblé par méthodes de 

synthèse et cela depuis la fin des années 90. Les paramètres optimaux de cette structure sont 

obtenus via la résolution du problème de sensibilité mixte généralisé par plusieurs algorithmes 

spécifiques d’optimisation. Parmi lesquels, on peut citer : l’algorithme d’optimisation globale 

GOA [8], la programmation de la matrice des inégalités des contraintes non linéaires MICNP [9], 

optimisation des valeurs propres EVO [10], et d'autres. Notons ici, que l’efficacité des méthodes 

de synthèse utilisant les algorithmes précédents a été validée sur plusieurs systèmes physiques. 

Cependant, la convergence de la solution optimale définissant la structure fixée du contrôleur 

robuste n’est pas souvent assurée et cela est due à plusieurs raisons qui sont : la convergence de 

l’algorithme se ralentit et s’approche de la solution optimale à cause du nombre plus élevé des 

fonctions objectives à optimiser ainsi que le nombre élevé des spécifications à satisfaire.  La 

convergence vers des minima locaux (ou optimum global) n’est pas garantie en raison du 

mauvais choix de l’étape d’initialisation de l’algorithme à utiliser car le choix adéquat de celle-ci 

peut requérir plusieurs tentatives [3]. 

Récemment, la synthèse basée sur les contrôleurs de deux degrés de libertés 2-Degree Of 

Freedom 2-DOF est une technique alternative la plus souvent utilisée pour satisfaire le nombre 

élevé de spécifications du cahier de charges [11]. L’idée de ces méthodes consiste à séparer la 

satisfaction des performances nominales de celle de la stabilité robuste  du système bouclé. De 

plus, elles disposent de deux contrôleurs de rétroaction dans la boucle de commande. Le premier 

contrôleur appelé « le pré-compensateur » qui est conçu pour assurer des meilleures propriétés 

de performance. Cependant, le second contrôleur appelé « le post-compensateur » qui est 

synthétisé pour renforcer la robustesse de la stabilité robuste et cela par la détermination du 

transfert appelé Q-parameter qui minimise la norme ℋ∞ utilisée dans la paramétrisation de 

Youla. Plusieurs inconvénients de la technique 2-DOF-ℋ∞ peuvent être observés. Parmi ceux-ci, 

on peut citer : le coût élevé de la mise en service de ces deux contrôleurs, le manque de fiabilité, 

et les problèmes potentiels dans l'entretien des instruments de commande. Pour éviter ces 

problèmes, le contrôleur 2-DOF basé sur la commande prédictive généralisée GPC a été proposé 

pour améliorer le compromis de robustesse du système bouclé en présence des incertitudes de 

modélisation ainsi que les bruits de capteurs [12-14]. La synthèse de ce contrôleur doit suivre les 
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trois étapes suivantes : premièrement, un contrôleur primaire est tout d'abord conçu par la forme 

initiale de la loi de GPC et cela pour assurer de bonnes propriétés de suivi des trajectoires de 

référence. Sa robustesse est ensuite renforcée par le transfert stable Q-parameter. Ce dernier est 

ensuite combiné avec le contrôleur primaire précédent en utilisant le paramétrage de Youla pour 

élaborer le contrôleur robustifié. Il est important de noter ici que la conception du Q-paramètre 

est basée sur l’utilisation des spécifications fréquentielles et temporelles pour formuler le 

problème d’optimisation qui permet la détermination optimale des coefficients du transfert Q-

parameter. En outre, un inconvénient de cette stratégie de commande s’est exprimé par le choix 

difficile de l'ordre optimal du transfert Q-parameter, ce qui est fixé après plusieurs essais. 

Durant ces dernières décennies, l’avancée de la recherche dans le calcul fractionnaire a donné 

lieu à d’autres méthodes de synthèses très efficaces les unes que les autres. L’avantage de ces 

méthodes réside dans le fait qu’elles ne nécessitent que la proposition d’une structure fractale 

d’ordre très réduit pour élaborer le contrôleur robuste. Puis, le problème de sensibilité mixte 

généralisé précédent est résolu par un algorithme d’optimisation de type min-max avec lequel la 

solution optimale obtenue permet de définir les paramètres de cette structure suggérée. 

Il est à noter ici que, l'ordre fractionnaire survenant dans l'opérateur de Laplace peut être 

rapproché par un transfert usuel d'ordre entier comportant un nombre infini de pôles et de zéros 

[15]. A cet effet, de nombreuses méthodes de synthèse avancée peuvent bénéficier de cette 

propriété importante pour concevoir un contrôleur fractionnée avec une structure adéquate, facile 

à implémenter, simple et comportant un nombre d’inconnus très réduit [16]. Dans ce cas, une 

réduction importante de la dimension du problème de la commande est observée lors la synthèse 

du contrôleur chose qui représente, plus tard, une importance capitale pour le succès des outils 

d'optimisation [3].  

Toutefois, la synthèse du contrôleur fractionnaire pluridimensionnel par la résolution du 

problème de sensibilité mixte généralisée utilisant les pondérations fixes et d’ordre entier peut 

satisfaire un nombre considérable des contraintes industrielles. Cependant, le niveau élevé de 

contraintes rigoureuses rend difficile l'atteinte d'un compromis idéal entre les PN et la SR du 

système bouclé. 

Selon des travaux antérieurs [17-20], la réalisation d'une bonne marge de robustesse des PN et 

SR dépend largement du choix appropriée de la structure fractionnaire proposée pour la 

conception du contrôleur robuste. Elle dépend également du choix adéquat des pondérations 

fixes d’ordre entier avec lesquelles la formulation du problème de sensibilité mixte généralisée 

peut prendre en compte la satisfaction de toutes les spécifications imposées par le cahier de 
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charges [17]. Bien que la détermination des pondérations appropriées quantifiant un nombre 

réduit des spécifications simples nécessite plusieurs expériences et essais. En revanche, pour 

plusieurs spécifications dures, l’utilisation des pondérations irrationnelles peut restreindre 

l’efficacité du contrôleur fractionnaire [20].  

Le travail de se fixe comme objectif de pallier à cette anomalie, ceci par l’introduction des 

pondérations fractionnaires et ajustables dans le problème de sensibilité mixte généralisée. Le 

choix optimal de celles-ci est effectué systématiquement par un algorithme d’optimisation tout 

en satisfaisant un guide de réglage permettant d’assurer des formes idéales des matrices de 

sensibilités dans le plan fréquentiel. Cette stratégie proposée permettant de robustifier tous les 

contrôleurs fractionnaires primaires dont leurs paramètres sont obtenus par la solution du 

problème de sensibilité mixte généralisée utilisant les pondérations irrationnelles fixes. La 

méthode de commande proposée, dans ce travail, sera basée sur les trois étapes suivantes : dans 

la première étape, un contrôleur fractionnaire standard est synthétisé via la résolution du 

problème de sensibilité mixte généralisée utilisant les pondérations irrationnelles fixes. Dans la 

deuxième étape, le problème précédent est reformulé par d’autres pondérations rationnelles 

ajustables inconnues. Ensuite, à partir d’un ensemble des règles de réglage, les paramètres du 

contrôleur fractionnaire robustifie ainsi que ceux des pondérations fractionnaires sont obtenus 

simultanément par l’optimisation Min-Max en utilisant la fonction de Matlab Fminimax. Dans la 

dernière étape, les termes intégro-différentiels d’ordre non entier construisant le contrôleur 

résultant sont rapprochés par des transferts irrationnels en utilisant l’une des méthodes 

d’approximations, à savoir : Oustaloup, Matsuda, Carlson,….etc. Une autre contribution sera 

proposée dans ce travail et cela dans le but d’améliorer les performances obtenues par le 

contrôleur fractionnaire robustifié. L’idée proposée ici consiste, à la substitution de la structure 

fractale du contrôleur PID fractionnaire, qui contient un nombre des paramètres très élevé, par 

celle basée sur la forme cascade des trois gains du contrôleur PID fractionnaire dans laquelle le 

nombre de variables à optimiser devient très réduit. Le processus de calcul des paramètres de 

cette structure proposée ainsi que les paramètres des pondérations rationnelles correspondantes 

est toujours conservé. Finalement, l’ordre du transfert irrationnel rapprochant cette nouvelle 

structure fractale est réduite en utilisant les approches basées sur l’identification fréquentielle. 

Les stratégies de commande proposées dans ce travail sont appliquées sur deux procédés réels 

dont les dynamiques sont modélisées par des modèles linéaires incertains en utilisant la forme 

multiplicative directe en sortie. Les résultats de simulation obtenus seront comparés à ceux 

fournis par les contrôleurs non robustifiés à savoir: le contrôleur PID conventionnel d’ordre 
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entier, le contrôleur robuste d’ordre entier fourni par les deux méthodes  ℋ∞ (Riccati et LMI) et 

le contrôleur PID fractionnaire basé sur la résolution du problème de sensibilité mixte généralisé 

utilisant les pondérations irrationnelles fixes. Les résultats obtenus sont très innovants chose qui 

nous a permis  de les publié dans des revues scientifiques de renommée internationale.  

Après cet état de l’art, l'organisation de cette thèse a été décomposée selon le modèle suivant : 

Le premier chapitre de ce travail sera subdivisé en trois parties. Dans la première partie nous 

allons présenter les outils mathématiques fondamentaux de la commande robuste d’ordre entier 

tels que: la représentation des systèmes pluridimensionnels modélisés par des modèles incertains, 

normes et valeurs singulières d'un système linéaire et la modélisation des incertitudes non 

structurées. Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous allons présenter le théorème du petit 

gain, les conditions de robustesse sur la stabilité robuste et sur les performances nominales, la 

formulation de problème de sensibilité mixte généralisé et les deux méthodes de synthèse du 

contrôleur robuste. Finalement, dans la troisième partie de ce chapitre, nous allons entamer une 

étude comparative dans laquelle un procédé thermique mal conditionné (ill-conditionned system) 

est contrôlé par deux contrôleurs robustes synthétisés par deux versions de la commande ℋ∞. 

Les performances obtenues sont comparées à celles fournies par le contrôleur conventionnel PID 

pluridimensionnel. 

Le deuxième chapitre  est dédié à l’exposition de différentes définitions utilisées dans la 

commande robuste d’ordre non entier CRONE en particulier les définitions de l’opérateur 

intégro-différentiel d’ordre non entier décrivant le transfert du contrôleur PID fractionnaire 

robuste. Ensuite, nous allons donner la représentation d’état d’ordre non entier notamment pour 

les contrôleurs fractionnaires d’ordre commensurable, les régions de stabilité d’un système 

bouclé par un contrôleur fractionnaire, les différentes méthodes d’approximation de l’opérateur 

intégro-différentiel d’ordre non entier, formulation du problème de sensibilité mixte généralisé 

basé sur les pondérations irrationnelles et la synthèse du contrôleur PID fractionnaire robuste via 

la solution optimale de ce problème en utilisant l’algorithme d’optimisation Min-Max. 

Finalement, ce chapitre est achevé par l’exposition de différents transferts irrationnels 

rapprochant le transfert du PID fractionnaire en utilisant les méthodes de Clarson, Matsuda, 

CFE-low, CFE-high, Oustaloup,….etc. Les performances de ce contrôleur sont comparées dans 

les plans fréquentiel et temporel avec celles fournies par les contrôleurs robustes du premier 

chapitre et cela pour présenter les avantages ainsi que les inconvénients de la commande par le 

contrôleur PID fractionnaire en présence des incertitudes de modélisation, l’effet de bruits de 

mesures et l’effet de l’approximation du retard multiples par la méthode de Padé. 
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Le troisième chapitre de ce travail, il sera subdivisé en trois parties. Dans la première partie 

nous allons présenter les nouvelles structures fractales utilisées pour la conception des 

pondérations rationnelles avec lesquelles le contrôleur fractionnaire primaire est robustifié et la 

stratégie de commande peut bénéficier plus de degré de liberté. Les paramètres de l’ensemble 

« contrôleur fractionnaire robustifié et pondérations fractionnaires » sont déterminées par 

l’optimisation Min-Max tout en satisfaisant les spécifications du cahier de charges ainsi que les 

règles de réglage assurant la sélection optimale des pondérations rationnelles ajustables. Dans la 

deuxième partie de ce chapitre, nous allons proposer une autre structure fractionnaire pour 

synthétiser un contrôleur fractionnaire robustifié. La structure fractale proposée comportant 

moins de variables inconnues ce qui réduit la dimension du problème de sensibilité mixte 

généralisé utilisant les pondérations rationnelles ajustables. De plus, l’implémentation du 

contrôleur fractionnaire est aussi améliorée par le rapprochement des blocs des transferts 

fractionnaires par ceux d’ordre entier en utilisant les approches basées sur l’identification 

fréquentielles. La troisième partie de ce chapitre sera consacrée à la validation de cette 

robustification proposée sur le même système thermique et les performances obtenues sont 

comparées avec celles fournies par un contrôleur fractionnaire primaire. 

Le quatrième chapitre  est dédié à la commande robuste d’ordre entier et d’ordre non entier 

d’une machine asynchrone à double alimentation où sa dynamique simulant le fonctionnement 

d’un système d’énergie renouvelable. Le fonctionnement nominal de cette machine est établi au 

moyen du logiciel Simulink et la synthèse du contrôleur fractionnaire primaire robustifié est 

assurée par l’optimisation Min-Max en utilisant la fonction Fminimax. Les résultats obtenus sont 

comparés, dans le plan fréquentiel et temporel, avec ceux fournis par les contrôleurs robustes 

d’ordre entier synthétisés par la méthode ℋ∞. Finalement, ce travail sera achevé avec une 

conclusion générale et quelques perspectives proposées pour les futurs par la robustification des 

contrôleurs fractionnaires primaires par l’introduction de l’ordre fractale dans le problème de 

sensibilité mixte généralisé. 
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1.  Introduction  

La commande robuste d’ordre entier CROE des systèmes multivariables est une technique de 

commande qui vise à garantir les performances et la stabilité des processus industriels en 

présence des perturbations et des incertitudes de modélisation qui affectent le modèle de 

synthèse. En effet, ce dernier est une représentation qui approxime au mieux, avec des 

hypothèses simplificatrices, le système réel.  

Dans la plupart des applications industrielles, il existe un écart entre le comportement 

observé du système réel et son modèle de synthèse. En revanche, la CROE vise à déterminer 

une loi de commande garantissant des critères imposés par des cahiers de charge où le modèle 

utilisé doit modéliser le fonctionnement nominal du système à commander. Par conséquent, le 

contrôleur robuste obtenu doit assurer une Stabilité Robuste SR du système bouclé ainsi que la 

robustesse des Performances Nominales PN de celui-ci. Ceci non seulement pour le régime de 

fonctionnement nominal mais aussi pour tous les régimes possibles de perturbations. Dans le 

domaine de la CROE, plusieurs méthodes efficaces ont été proposées pour assurer les deux 

robustesses précédentes en présence des incertitudes de modélisation, des bruits de mesures et 

finalement en présence des dynamiques négligées en hautes fréquences. Parmi les méthodes de 

synthèse les plus efficaces, la méthode ℋ∞ est celle la plus utilisée pour assurer des meilleures 

marges de SR et de PN. C’est une méthode d'optimisation qui prend en compte une formulation 

mathématique des contraintes par rapport au comportement attendu en boucle fermée. 

Un des avantages considérables de la commande ℋ∞ est sa capacité à introduire des concepts 

liés aussi bien à la commande classique que la commande robuste. Le mot « optimal » est 

fréquemment utilisé dans son sens strictement mathématique, car la commande synthétisée est 

celle qui minimise l'effet des entrées/sorties exogènes du système, ce qui peut être vu comme 

"non optimal" par les opérateurs (l'optimisation étant relative à l'objectif recherché). De plus, le 

mot « infini » dans le symbole ℋ∞ signifie que ce type de commande est conçu pour imposer 

des restrictions de type min-max au sens de la théorie de la décision (minimiser la perte 

maximale possible) dans le domaine fréquentiel. Finalement, La norme ℋ∞ d'un système 

dynamique est l'amplification maximale que le système peut exercer sur l'énergie du signal 

d'entrée. Dans le cas d'un système Multi- Input, Multi-Output MIMO, ceci équivaut à la valeur 

singulière maximale du système, ce qui, dans le cas mono variable SISO (Single Input Single 

Output), se traduit par la valeur maximale de l'amplitude de sa réponse fréquentielle. 

Dans ce chapitre, une introduction aux techniques basées sur la théorie de la CROE des 
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systèmes multivariables linéaires sera détaillée, où un intérêt particulier est donné à  la méthode 

de synthèse ℋ∞. A cet effet, nous allons présenter les outils mathématiques et les principales 

définitions utilisées dans cette stratégie de commande comme la définition de la norme ℋ∞ et 

ses propriétés, la quantification et l’évaluation des incertitudes de modélisation qui affectent le 

modèle de synthèse, les tracés des lieux des valeurs singulières maximales des deux sensibilités 

directe et complémentaire dans le plan fréquentiel. Ces derniers permettant la vérification des 

deux conditions de robustesse sur la stabilité robuste ainsi que sur les performances nominales 

du système bouclé. Ces deux conditions seront formulées sous forme d’un problème de 

sensibilité mixte qui sera résolu par  deux versions de la méthode ℋ∞.  

La première version est  basée sur la résolution récursive de deux équations de Riccati. 

Quant à la seconde, elle est basée sur la formulation des spécifications sous forme des inégalités 

matricielles ou en anglais Linear Matrix Inequalities LMI. Ce chapitre sera achevé par une 

partie de simulation où les performances des deux versions précédentes de la méthode ℋ∞ 

seront comparées à travers une application sur un procédé chimique modélisé par un modèle 

incertain à retard pur multiple. Les résultats de simulation seront comparés à ceux fournis par un 

contrôleur PID (Proportionnel Intégral Dérivée) pluridimensionnel, et cela dans les deux plans 

fréquentiel et temporel.  

1.1. Représentation d’un système pluridimensionnel  

1.1.1 Représentation utilisant le modèle linéaire incertain  

  Le modèle linéaire décrivant la dynamique réelle d’un système pluridimensionnel est celui 

donné par les équations d’état et de mesure suivantes [21,22]: 

൜
ሶݔ (ݐ) = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ
(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ + (ݐ)ݑܦ

                                                                   (1.1) 

Avec : 
 (ݐ)ݔ ∈ ℝ௡×ଵ: représente le vecteur d’état du système à commander. 

 (ݐ)ݑ ∈ ℝ௣×ଵ: représente le vecteur de commande fournies par le contrôleur. 

 (ݐ)ݕ ∈ ℝ௤×ଵ : représente le vecteur de sorties (grandeurs à régler) 

 ܣ ∈ ℝ௡×௡ : représente la matrice d’état du système à commander. 

 ܤ ∈ ℝ௡×௣: représente la matrice de commande. 

 ܥ ∈ ℝ௤×௡: représente la matrice d’observation. 

 ܦ ∈ ℝ௣×௤: représente la matrice de la chaîne directe. 
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La matrice de transfert, notée ici par (ݏ)ܩ ∈ ℂ௣×௤, est déterminée comme suit: 

(ݏ)ܩ = .ݏ)ܥ ௡×௡ܫ − ܤଵି(ܣ +  (1.2)                                                          ܦ

Au regard de l’équation (1.2), il est évident que la matrice (ݏ. ௡×௡ܫ − (ܣ ∈ ℂ௡×௡ ne sera 

inversible qu’à condition que son déterminant ne soit pas identiquement nul. De ce fait, la 

représentation matricielle d’un système MIMO est celle donnée par le formalisme unifié suivant: 

൤
ሶݔ (ݐ)
൨(ݐ)ݕ = ቂܣ ܤ

ܥ ܦ
ቃ ൤

(ݐ)ݔ
 ൨      (1.3)(ݐ)ݑ

Dans le but de mettre en évidence la correction d’un système pluridimensionnel; deux 

configurations possibles des systèmes fermés sont à rappeler. La configuration donnée par la 

figure Fig.1.1.a est utilisée dans l’étape de synthèse du contrôleur. Par contre la configuration de 

la figure Fig.1.1.b est utilisée si le système à commander est entaché par des erreurs 

d’incertitudes de modélisation [22,23]. 

 
 
 

 

 

           Fig.1.1. a. Configuration standard (ܲ −  (ܭ

                                                                                                  Fig.1.2.b. Configuration standard (ܯ − ∆௫)                                                                                       

Fig.1.3. Configuration standard d’un système bouclé 

A partir de ces figures, les notations suivantes seront utilisées dans la suite, avec : 

 ܲ(ݏ): est une matrice de transfert décrivant le modèle généralisé (système augmenté). 

 (ݏ)ܭ: est une matrice de transfert décrivant le contrôleur robuste à synthétiser. 

 ∆௫(ݏ): est une matrice de transfert stable décrivant les incertitudes de modélisation. 

 (ݏ)ݓ: est un vecteur qui représente les différentes entrées exogènes à savoir: les trajectoires 

de références, les perturbations, les bruits de mesures, … etc. 

 (ݏ)ݖ: est un vecteur qui représente les différentes sorties exogènes: les erreurs modérées de 

poursuite, les commandes modérées, … etc. 
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1.1.2. Représentation fréquentielle 

La représentation fréquentielle d’un système LTI multi-variable notée ܩ(݆߱) pour ߱ ∈ ℝ∗ା 

est une matrice complexe dont le gain et la phase dépendent  de la fréquence ߱ et du vecteur des 

excitations du système (vecteur des entrées). Il est donc intéressant d’étudier certaines propriétés 

de cette matrice dans une plage fréquentielle donnée. Les définitions suivantes sont nécessaires 

pour cette étude : 

1.1.3. La décomposition en valeurs singulières SVD  

L’idée de la décomposition en valeurs singulière est similaire à la décomposition en valeurs 

propres des matrices carrées et diagonisables, mais fonctionne pour n’importe quelle matrice ܩ 

de taille ݌ ×  :en produit de trois matrices ܩ on factorise :ݍ

ܩ = .ߓ ࣞ. ࣰ∗                                                                         (1.4) 

Avec ߓ une matrice ݌ × ݍ unitaire, ࣰ∗ une matrice ݌ × ݌ unitaire et ࣞ une matrice ݍ ×  ݍ

diagonale avec coefficients réels et positifs. ࣞ peut être exprimée comme suit [24]:  

ࣞ =

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵߪ 0 ⋯ 0
0 ଶߪ ⋯ 0
⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

⋮
௤ߪ

0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 , avec  ߪଵ ≥ ଶߪ ≥ ⋯ ≥ ௤ߪ ≥ 0                   (1.5)  

1.1.3.1.   SVD pour les systèmes LTI multi-variables 

Lors de la synthèse d’un contrôleur robuste, les valeurs singulières d’une matrice de transfert  

du système à commander, sont de plus en plus utilisées pour quantifier les énergies des signaux 

agissant sur le système bouclé. Ces dernières décrivent l’évolution de la dynamique du système 

dans le plan fréquentiel.  

De ce fait, une matrice de transfert (ݏ)ܩ peut être décomposée en valeurs singulières 

maximales  ߪഥ ሾܩ(݆߱)ሿ et en valeurs singulières minimales ߪሾܩ(݆߱)ሿ, on obtient les deux 

relations [24]: 

∀߱ > ሿ(݆߱)ܩതሾߪ ,0 ≜  ሿሽ                                             (1.6)(݆߱)ܩ௜ሾߪ௜ሼݔܽ݉

∀߱ > ሿ(݆߱)ܩሾߪ ,0 ≜ ݉݅݊௜ሼߪ௜ሾܩ(݆߱)ሿሽ                                              (1.7) 
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Ces deux dernières relations sont équivalentes à : 

ሿ(߱)ܩതሾߪ ≜ .ܩ‖௫‖ୀଵ‖ݔܽ݉ ‖ݔ = ඥߣ௠௔௫ሾܩ∗(߱).  ሿ,                      (1.8)(߱)ܩ

ሿ(߱)ܩሾߪ ≜ ݉݅݊‖௫‖ୀଵ‖ܩ. ‖ݔ = ඥߣ௠௜௡ሾܩ∗(߱).  ሿ,                       (1.9)(߱)ܩ

Où ‖. ‖ représente la norme euclidienne,  ܩ∗ la matrice conjuguée de ܩ et ߣ௠௔௫ est la plus 

grande valeur propre.  

1.1.3.2. Les normes  ऒ૛ et  ऒ∞  

Pour un système LTI ayant comme vecteurs d’entrées (ݐ)ݑ, de sortie (ݐ)ݕ et comme matrice de 

transfert (ݏ)ܩ, les deux normes sur la relation entrée/sortie sont définies par les équations (1.10) 

et (1.11). 

a) Norme  ऒ૛  

ଶ‖(݆߱)ܩ‖ = ௨(௦)∈ுమ݌ݑܵ
ቀ

‖௒(௦)‖ಮ

‖௎(௦)‖ಮ
ቁ = ቀ

ଵ

ଶగ
׬ ሿ݀߱(݆߱)ܩ(݆߱)∗ܩሾ݁ܿܽݎݐ

ା∞

ି∞
ቁ

భ
మ               (1.10) 

b) Norme  ऒ∞  

C’est la norme induite par la norme des fonctions ℋଶ. De plus, cette norme mesure le gain 

maximal (pic de résonance) de la réponse fréquentielle de ܩ(݆߱)c :  

∞‖(݆߱)ܩ‖ = ௨(௦)∈ுమ݌ݑܵ
ቀ

‖௒(௦)‖మ

‖௎(௦)‖మ
ቁ = ఠݔܽ݉  ሿ                                  (1.11)(݆߱)ܩതሾߪ

1.2. Modélisation des incertitudes  

Dans le contexte de la commande robuste, la connaissance d’un modèle nominal utilisé pour 

la synthèse du contrôleur est insuffisante. Il est donc judicieux de prendre en charge tout type 

d’incertitudes causées par les erreurs de modélisation, les dynamiques négligées, les bruits de 

mesures…etc. 

Les incertitudes de modélisation peuvent être décrites par les incohérences entre le modèle 

nominale de synthèse et le régime de fonctionnement réel du système physique. Pratiquement, il 

existe trois raisons pour l’existence de ces incertitudes [22]: 

 Une connaissance incomplète de la dynamique réelle à modéliser. 
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 Le système original est parfaitement connu, mais le modèle est réduit pour contourner les 

difficultés imposées par la complexité du modèle complet. 

 Les incertitudes sont causées par une structure inadéquate du modèle, par exemple la 

représentation d’un modèle non linéaire par un modèle linéaire. 

Durant la phase de modélisation d’un comportement réel d’un tel système physique, les 

erreurs de modélisation, dites non structurées, peuvent être classées en deux formes: additive 

(directe ou inverse) et multiplicative (directe ou inverse). Cette dernière peut être représentée en 

entrée ou en sortie du modèle du système.  

1.2.1. Incertitude additive directe ou inverse [25]  

 Cette incertitude présente l’erreur absolue entre le comportement réel et celui fourni par le 

modèle nominal ܩே(ݏ). Elle est souvent employée pour modéliser les différentes dynamiques 

négligées à savoir les dynamiques non linéaires et/ou méconnues [26]. L’incertitude additive 

peut se décomposer en deux types qui sont : incertitude additive directe et incertitude additive 

inverse. En effet, pour chaque type, le système perturbé est modélisé par la matrice de 

transfert ܩ௣(ݏ) qui est donnée par : 

 

 

 

 

 

 

   Fig. 1.2.a. Incertitude additive directe                                                  Fig. 1.2.b. Incertitude additive inverse 

(ݏ)௣ܩ = (ݏ)ேܩ + Δ௔(ݏ)                  (1.12)                      ܩ௣(ݏ) = ேܩൣ
ିଵ(ݏ) + Δ௔೔

൧(ݏ)
ିଵ

        (1.13) 

Fig.1.2. Incertitude additive 

1.2.2.  Incertitudes multiplicatives  

La forme multiplicative représente l’écart, en terme de variation, entre le comportement 

fourni par le système réel et celui déterminé via le modèle nominal de synthèse. Cette forme peut 

être classée en multiplicative directe ou inverse soit  par rapport aux entrées du modèle 

nominale, soit par rapport aux sorties. 
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Notons ici que la forme multiplicative en entrée est souvent employée pour prendre en compte 

les erreurs de modélisation causées par les actionneurs ou les convertisseurs installés dans la 

boucle de commande. La forme multiplicative en sortie est, généralement, utilisée pour 

modéliser les défauts causés par les capteurs ou les autres instruments de mesures installés dans 

la boucle de commande [26]. En effet, le système perturbé ܩ௣(ݏ) s’écrit, dans ces cas, comme 

suit :    

 

 

 

 

 

Fig. 1.3.a. Incertitudes multiplicative en sortie directe          Fig. 1.3.b. Incertitudes multiplicative en sortie inverse 

(ݏ)௣ܩ = ሾܫ + Δ௦(ݏ)ሿ. (ݏ)௣ܩ                         (1.14)     (ݏ)ேܩ = ܫൣ + Δ௦೔
൧(ݏ)

ିଵ
.  (1.15)            (ݏ)ேܩ

 

 

 

 

Fig. 1.3.c. Incertitudes multiplicative en entrée directe        Fig. 1.3.d. Incertitudes multiplicative en entrée inverse 

(ݏ)௣ܩ = .(ݏ)ேܩ ሾܫ + Δ௘(ݏ)ሿ     (1.16)                            ܩ௣(ݏ) = .(ݏ)ேܩ ܫൣ + Δ௘೔
൧(ݏ)

ିଵ
        (1.17)  

Fig.1.3. Incertitudes multiplicative 

1.3. Transformation linéaire fractionnaire LFT 

Dans la théorie de la commande robuste, deux transformations linéaires fractionnaires sont 

utilisées pour la modélisation et la commande du système pluridimensionnel incertain. Ces deux 

transformations sont définies comme suit : 

1.3.1. LFT supérieure [24,25]  

L’interconnexion de la matrice de transfert complexe (ݏ)ܯ à celle des incertitudes ∆௫(ݏ) 

permet de définir le transfert en boucle fermée ௪ܶ↦௭(ݏ). Ceci est effectué par l’utilisation d’une 

transformation dite LFT supérieure ܨ௨(ܯ, ∆௫): 
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Fig.1.4.a.  Schéma d’une LFT supérieure d’un système bouclé. 

A partir de la Fig.1.4.a, le transfert ௪ܶ↦௭(ݏ) est défini comme suit: 

(ݏ)ݖ  = ሼܨ௨(ܯ, ∆௫)ሽ.  (1.19)                                                                      (ݏ)ݓ

Où la LFT supérieure est définie comme suit : 

,ܯ)௨ܨ  ∆௫) = .ଶଵܯ ܫ) − ∆௫. .ଵଵ)ିଵܯ ∆௫. ଵଶܯ +  ଶଶ,                                  (1.20)ܯ

Cette transformation permet aussi de définir le système perturbé ܩ௣(ݏ) du système à 

commander, et cela pour n’importe quel type d’incertitudes citées au paragraphe §1.2.  

Par conséquent, on obtient le transfert ܩ௣(ݏ) = ௨ܶ↦௬(ݏ)  donné comme suit : 

 Incertitude additive directe: ܩ௣(ݏ) = ,ܯ)௨ܨ ∆௔) avec ܯ = ൤
0 ܫ
ܫ ேܩ

൨. 

 Incertitude additive inverse: ܩ௣(ݏ) = ,ܯ௨൫ܨ ∆௔೔
൯ avec ܯ = ൤

ேܩ− ேܩ
ேܩ− ேܩ

൨.  

 Incertitude multiplicative directe en sortie: ܩ௣(ݏ) = ,ܯ)௨ܨ ∆௦) avec ܯ = ൤
0 ேܩ
ܫ ேܩ

൨.  

 Incertitude multiplicative inverse en sortie: ܩ௣(ݏ) = ,ܯ௨൫ܨ ∆௦೔
൯ avec ܯ = ൤

ܫ− ேܩ
ܫ− ேܩ

൨.  

 Incertitude multiplicative directe en entrée: ܩ௣(ݏ) = ,ܯ)௨ܨ ∆௘) avec ܯ = ൤
0 ܫ

ேܩ ேܩ
൨.  

 Incertitude multiplicative inverse en entrée: ܩ௣(ݏ) = ,ܯ௨൫ܨ ∆௘೔
൯ avec ܯ = ൤

ܫ− ܫ
ேܩ− ேܩ

൨.  

1.3.2. LFT inférieure [24,25]  

Dans le contexte de la commande robuste, l’interconnexion de la matrice augmentée ܲ(ݏ) 

avec celle du contrôleur (ݏ)ܭ permet de définir le transfert en boucle fermée ௪ܶ↦௭(ݏ). Ceci est 

effectue à l’aide d’une transformation dite LFT inférieure ܨℓ(ܲ,  : (ܭ
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Fig.1.4.b. Schéma d’une LFT inférieure d’un système bouclé. 

Dans la suite, nous verrons que la matrice de transfert du contrôleur robuste sera déterminée 

via la minimisation de la norme ℋ∞ d’un critère fourni par LFT inférieure ܨℓ(ܲ,  ce qui donne ,(ܭ

la relation suivante : 

(ݏ)ݖ = ሼܨℓ(ܲ, .ሽ(ܭ  (1.21)                                                                     (ݏ)ݓ

Où la LFT inférieure  est définie comme suit : 

,ܲ)ℓܨ   (ܭ = ଵܲଶ. ܫ) − .ܭ ଶܲଶ)ିଵ. .ܭ ଶܲଵ + ଵܲଵ ,                                            (1.22) 

1.4. Stabilité des systèmes pluridimensionnels  

1.4.1. Stabilité nominale  

La stabilité nominale d’un système pluridimensionnel est assurée si tous les pôles du transfert 

en boucle fermée se situent dans le demi-plan complexe gauche. Il faut noter ici que lors de la 

conception du contrôleur, la simplification de pôles/zéros instables entre le système nominale et 

le contrôleur peut faire apparaître une instabilité, cette simplification peut disparaître lors de 

l’implémentation du contrôleur sur le système physique réel. 

1.4.2. Stabilité interne  

Un système est en  stabilité interne si en lui appliquant des signaux d'entrée bornés, on obtient 

des signaux de sorties bornés. Nous verrons dans la suite de ce travail que ce type de stabilité 

dépend de la stabilité de quatre matrices de sensibilité dont les transferts seront détaillés.  

1.4.3. Stabilité robuste   

Ce type de stabilité doit être examiné dans le cas d’un système bouclé soumis à des 

incertitudes de modélisation. A cet effet, la figure Fig.1.5.a schématise la structure du système 

bouclé pour l’analyse d’une telle stabilité. 
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Fig.1.5.a. Structure d’un système bouclé pour l’analyse de la robustesse de stabilité  

Avec ܩே(ݏ) est le modèle nominal, (ݏ)ܭ est le contrôleur, ∆௫(ݏ) est le transfert modélisant l’une 

d’incertitude non structurée citées précédemment [24] et, finalement, ݎ est le vecteur des entrées 

de références supposées nulles. 

Pour l’analyse de la robustesse de stabilité, la structure donnée par la figure Fig.1.5.a peut être  

reconfigurée sous la forme générale (ܯ∆ − ∆௫) ci-dessous: 

 

 

  

 

Fig.1.5.b. Structure générale d’étude de la robustesse de stabilité  

A partir de la Fig.1.5.b, il est intéressant d’étudier la robustesse de stabilité d’un tel système 

bouclé soumis à des incertitudes de modélisation non structurées. Pour cela, on fait appel au 

théorème du faible gain (Small gain theorem).      

1.4.3.1. Théorème du petit gain  

Considérons ∆௫ une perturbation stable satisfaisant la condition :  

‖∆௫ ‖∞ ≤ 1,                                                                                                     (1.23) 

a. Théorème 1  

Le système donné par la figure Fig.1.5.b est stable en présence des incertitudes ߂௫(ݏ), si : 

.(ݏ)∆ܯ ‖ ∞‖(ݏ)௫߂ ≤ 1 , ∀߱ ∈ ℝ∗ା    ⇔ .(݆߱)∆ܯሾߪ ௫(݆߱)ሿ߂ < 1                  (1.24) 

Une autre condition de stabilité robuste également suffisante mais plus conservative est la 

suivante : 


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b. Théorème 2  

 Le système bouclé représenté par la Fig.1.5.b est robustement stable si la condition suivante 

est vérifiée : 

.∞‖(ݏ)∆ܯ ‖  ∞‖(ݏ)௫߂ ‖ ≤ 1 ,     ∀߱ ∈ ℝ∗ା                                                   (1.25) 

1.4.3.2. Condition de stabilité  

L’application du théorème 2 sur le système bouclé donné par la Fig.1.5.a, en présence des  

incertitudes détaillées dans la section §1.3, donne les conditions de robustesse de stabilité 

suivantes :    

 Incertitude additive directe ቛ ܭ. ௣×௣ܫൣ + ேܩ . ൧ܭ
ିଵ

ቛ
∞

≤
ଵ

‖ ௱ೌ(௦)‖∞
. 

 Incertitude additive inverse ቛ ܩே . ௤×௤ܫൣ + .ܭ ே൧ܩ
ିଵ

ቛ
∞

≤
ଵ

ቛ ௱ೌ೔
(௦)ቛ

∞

. 

 Incertitude multiplicative directe en sortie ቛ ܩே . .ܭ ௣×௣ܫൣ + ேܩ . ൧ܭ
ିଵ

ቛ
∞

≤
ଵ

‖ ௱ೞ(௦)‖∞
. 

 Incertitude multiplicative inverse en sortie ቛ ൣܫ௣×௣ + ேܩ . ൧ܭ
ିଵ

ቛ
∞

≤
ଵ

ቛ ௱ೞ೔
(௦)ቛ

∞

. 

 Incertitude multiplicative directe en entrée ቛ ܭ. ேܩ . ௤×௤ܫൣ + .ܭ ே൧ܩ
ିଵ

ቛ
∞

≤
ଵ

‖ ௱೐(௦)‖∞
. 

 Incertitude multiplicative inverse en entrée ቛ ൣܫ௤×௤ + .ܭ ே൧ܩ
ିଵ

ቛ
∞

≤
ଵ

ቛ ௱೐೔
(௦)ቛ

∞

. 

1.4.4. Analyse de robustesse en présences de diverses entrées exogènes  

L’analyse de robustesse fondée sur la stabilité robuste, les performances nominales et les 

performances robustes, présente le sujet de nombreuses méthodes de synthèse des contrôleurs 

robustes et stables. Ces derniers stabilisent de manière robuste non seulement le système 

nominal, mais aussi le système en présence d’entrées exogènes telles que: les incertitudes de 

modélisations, les bruits de mesures, les perturbations…etc.  

A cet effet, des conditions de robustesse sont introduites afin de satisfaire les spécifications 

fréquentielles imposées par un cahier de charges. Pour la formulation du problème de la synthèse 

d’un contrôleur robuste, on considère la configuration standard donnée par la figure Fig.1.6 [24, 

25] : 
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Fig.1.6. Configuration standard d’un système bouclé  

Les notations suivantes seront utilisées dans la suite, avec : 

 ݀௨: représente le vecteur des perturbations à l’entrée du système. 

 ݀௬: représente le vecteur des perturbations à la sortie du système. 

  ݁: représente le vecteur des erreurs de poursuite entre les sorties mesurées et les références. 

 ߟ௬: représente le vecteur des bruits de mesures 

 ݖଵ, ݖଶ et ݖଷ: représentent, respectivement, les signaux modérés (filtrés) des erreurs de 

poursuite, des commandes et les sorties mesurées. 

A partir de la configuration standard ci-dessus, on peut obtenir facilement les équations 

suivantes : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ݁ = ൫ܫ௣×௣ + .ேܩ ൯ܭ

ିଵ
. ൫ݎ − ݀௬ − ݊௬൯ − ேܩ . ൫ܫ௤×௤ + .ܭ ே൯ܩ

ିଵ
. ݀௨

ݑ = .ܭ ൫ܫ௣×௣ + ேܩ . ൯ܭ
ିଵ

. ൫ݎ − ݀௬ − ݊௬൯ − .(ݏ)ܭ .(ݏ)ேܩ ൫ܫ௤×௤ + .ܭ ே൯ܩ
ିଵ

. ݀௨

ݕ = ேܩ . .ܭ ൫ܫ௣×௣ + ேܩ . ൯ܭ
ିଵ

. ൫ݎ − ݊௬൯ + ൫ܫ௣×௣ + ேܩ . ൯ܭ
ିଵ

. ݀௬ + ேܩ . ൫ܫ௤×௤ + .ܭ .ேܩ ൯
ିଵ

݀௨

   (1.26) 

Où les sorties exogènes sont données par : 

൝
ଵݖ = ௌܹ. ݁
ଶݖ = ோܹ . ݑ
ଷݖ = ்ܹ . ݕ

                                                                                                                          (1.27) 

On peut ainsi définir les quatre sensibilités suivantes : 

a. Sensibilité directe en sortie  (࢙)࢟ࡿ   

Elle représente le transfert entre les sorties mesurées du système bouclé et les différents 

signaux d’entrées tels que, les erreurs de poursuite,  perturbations de sortie et les signaux de 

commande, on obtient : 
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ܵ௬(ݏ) = ௣×௣ܫൣ + .(ݏ)ேܩ ൧(ݏ)ܭ
ିଵ

                                                 (1.28) 

b. Sensibilité directe en entrée  (࢙)࢛ࡿ  

Elle représente le transfert entre les sorties mesurées du système bouclé et les perturbations à 

l’entrée. Elle est donnée par : 

ܵ௨(ݏ) = ௤×௤ܫൣ + .(ݏ)ܭ ൧(ݏ)ேܩ
ିଵ

                                                       (1.29) 

c. Sensibilité complémentaire en sortie  (࢙)࢟ࢀ   

Elle représente l’influence des bruits de mesure sur les sorties du système bouclé, ainsi que 

l’effet des perturbations à l’entrée sur les commandes. Elle est donnée par : 

 

௬ܶ(ݏ) = .(ݏ)ேܩ .(ݏ)ܭ ௣×௣ܫൣ + .(ݏ)ேܩ ൧(ݏ)ܭ
ିଵ

                                                (1.30) 

d. Sensibilité complémentaire en entrée  (࢙)࢛ࢀ  

Ce transfert relie les entrées de perturbation à l’entrée du système bouclé à celle des entrées 

de commande, il  est donné par : 

௨ܶ(ݏ) = .(ݏ)ܭ .(ݏ)ேܩ ௤×௤ܫൣ + .(ݏ)ܭ ൧(ݏ)ேܩ
ିଵ

                                       (1.31) 

 

Ces sensibilités sont liées entre-elles par les relations décrites par les équations (1.32) : 

൞

.(ݏ)ேܩ .(ݏ)ܭ ௣×௣ܫൣ + .(ݏ)ேܩ ൧(ݏ)ܭ
ିଵ

= ௣×௣ܫൣ + .(ݏ)ேܩ ൧(ݏ)ܭ
ିଵ

. .(ݏ)ேܩ (ݏ)ܭ

.(ݏ)ܭ .(ݏ)ேܩ ௤×௤ܫൣ + .(ݏ)ܭ ൧(ݏ)ேܩ
ିଵ

= ௤×௤ܫൣ + .(ݏ)ܭ ൧(ݏ)ேܩ
ିଵ

. .(ݏ)ܭ (ݏ)ேܩ
.(ݏ)ܭ ܵ௬(ݏ) = ܵ௨(ݏ). (ݏ)ܭ

   ,     (1.32) 

Tenant compte des deux relations :   

                ൜
ܵ௬ + ௬ܶ = ௣×௣ܫ

ܵ௨ + ௨ܶ = ௤×௤ܫ
                                                                                (1.33) 

et en se basant sur les définitions ci-dessus, les équations données par  (1.26) seront réécrites 

selon les équations (1.34) : 
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 ൞

݁ = ܵ௬. ൫ݎ − ݀௬ − ݊௬൯ − ேܩ . ܵ௨. ݀௨

ݑ = .ܭ ܵ௬. ൫ݎ − ݀௬ − ݊௬൯ − ௨ܶ. ݀௨

ݕ = ௬ܶ. ൫ݎ − ݊௬൯ + ܵ௬. ݀௬ + ேܩ . ܵ௨. ݀௨

                                                                  (1.34) 

Les spécifications qui doivent être assurées par le contrôleur robuste sont les suivantes : 

Spécification 1 : Une bonne dynamique de poursuite des signaux de référence implique 

que ߪ௠௔௫ൣܵ௬(߱)൧ doit être faible.  

Spécification 2 : Une bonne atténuation de l’effet des bruits de mesure implique que 

௠௔௫ൣߪ ௬ܶ(߱)൧ doit être faible. 

Spécification 3 : Une bonne rejection des perturbations en entrée du modèle implique 

que ߪ௠௔௫ൣܩே(߱). ܵ௬(߱)൧ doit être minimisée. 

Spécification 4 : Une bonne minimisation des énergies de commande implique 

que  ߪ௠௔௫ሾ ௨ܶ(߱)ሿ ou  ߪ௠௔௫ൣܭ(߱). ܵ௬(߱)൧ doivent être faibles. 

Spécification 5 : Un compromis de robustesse entre les objectifs contradictoires PN et SR doit 

être assuré avec une marge élevée.  

A partir des équations données par (1.34) et utilisant la norme  ℋ∞ , les indicateurs des 

performances des sensibilités précédentes sont définis par les équations (1.35) [24, 25]: 

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ ௌܯ = ฮܵ௬ฮ

∞
= maxఠ∈ℝ∗శ൫ߪ௠௔௫ൣܵ௬(߱)൧൯

ோܯ = ฮܭ. ܵ௬ฮ
∞

= maxఠ∈ℝ∗శ൫ߪ௠௔௫ൣܭ(߱). ܵ௬(߱)൧൯

்ܯ = ฮ ௬ܶฮ
∞

= maxఠ∈ℝ∗శ൫ߪ௠௔௫ൣ ௬ܶ(߱)൧൯

෩ௌܯ = ‖ܵ௨‖∞ = maxఠ∈ℝ∗శ(ߪ௠௔௫ሾܵ௨(߱)ሿ)
෩ோܯ = ேܩ‖ . ܵ௨‖∞ = maxఠ∈ℝ∗శ(ߪ௠௔௫ሾܩே(߱). ܵ௨(߱)ሿ)

෩்ܯ = ‖ ௨ܶ‖∞ = maxఠ∈ℝ∗శ(ߪ௠௔௫ሾ ௨ܶ(߱)ሿ)

 
                            (1.35) 

Où ܯௌ, ܯோ , ܯ ,்ܯ෩ௌ, ܯ෩ோ et ܯ෩் correspondent, respectivement, aux pics maximaux des 

valeurs singulières des transferts ܵ௬(ݏ), (ݏ)ܭ. ܵ௬(ݏ) , ௬ܶ(ݏ), ܵ௨(ݏ), ܩே(ݏ). ܵ௨(ݏ) et ௨ܶ(ݏ).  

De plus, si les valeurs de ܯ⋆ et de ܯ෩⋆ sont élevées, les marges de robustesse des performances 

et de stabilité du système bouclé devient être faibles face aux incertitudes de modélisation qui 

affectent le système.  
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1.5. Problème  ℋ∞ standard  

A partir des équations (1.34), la satisfaction des spécifications précédentes peut être effectuée 

via la minimisation de la norme ℋ∞ d’un critère de performance formulé par LFT inférieure sur 

le système d’interconnexion représenté par la Fig. 1.7 :    

 

 

 

 

 

Fig.1.7. Configuration (ࡼ −   du système bouclé  (ࡷ

La représentation interne du système bouclé peut être mise sous la forme de l’équation (1.36) 

[24,25]: 

ቐ
(ݐ)ሶݔ = .ܣ (ݐ)ݔ + .ଵܤ (ݐ)ݓ + .ଶܤ (ݐ)ݑ

(ݐ)ݖ = .ଵܥ (ݐ)ݔ + .ଵଵܦ (ݐ)ݓ + .ଵଶܦ (ݐ)ݑ
(ݐ)ݕ = .ଶܥ (ݐ)ݔ + .ଶଵܦ (ݐ)ݓ + .ଶଶܦ (ݐ)ݑ

  ,                                      (1.36)                 

La matrice de transfert du système augmenté ܲ(ݏ) est alors partitionnée selon l’équation 

(1.37):  

൤
(ݏ)ݖ
൨(ݏ)ݕ = (ݏ)ܲ ൤

(ݏ)ݓ
൨(ݏ)ݑ = ൬ ଵܲଵ(ݏ) ଵܲଶ(ݏ)

ଶܲଵ(ݏ) ଶܲଶ(ݏ)൰ ൤
(ݏ)ݓ
 ൨ ,               (1.37)(ݏ)ݑ

et la loi de commande est donnée par :  ݑ = .(ݏ)ܭ  ݁ 

La synthèse du contrôleur robuste se ramène finalement à la résolution de l’un des deux 

problèmes à savoir : problème ℋ∞ optimal ou  problème ℋ∞ sous-optimal. 

1.5.1. Problème ℋ∞ ࢕ptimal [27]   

La synthèse de la commande consiste à minimiser le critère de performance décrit par 

l’équation (1.38): 

݉݅݊௄(௦) ቄ݌ݑݏ௪ஷ଴
‖௭‖మ

‖௪‖మ
ቅ = ݉݅݊௄(௦)ሼ‖ܶܨܮ(ܲ,   ሽ                         (1.38)∞‖(ܭ

 
      ݀௨ 

     ݀௬ 

 ௬ߟ     

 ݎ      
 ଵݖ
 ଶݖ

 ଷݖ

 

 ݖ       ݓ      

 ݑ       ݁      
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La minimisation de  ‖ܶܨܮ(ܲ,  stabilisant d’une (ݏ)ܭ  sur l’ensemble des contrôleurs ∞‖(ܭ

manière interne le système bouclé, peut fournir un gain optimal d’atténuation noté ߛ௢௣௧ pour 

lequel toutes les spécifications, imposées par le cahier de charges, sont satisfaisantes.  

1.5.2. Problème ℋ∞ sous optimal  

Dans ce cas, le problème de la commande est remplacé par la recherche de la solution de 

l’inégalité représentée par l’équation (1.39) : 

ܨܮ‖ ℓܶ(ܲ, ∞‖(ܭ <  (1.39)                                                      , ߛ

Où ߛ ∈ ℝ∗ାest le gain d’atténuation fixé à priori par l’utilisateur. 

1.5.3. Problème de Sensibilité Mixte généralisée  

Dans tout ce qui suit, le vecteur de perturbations  ݀௨ agissant sur les entrées du système  est 

supposé nul. Le raisonnement adopté durant la synthèse du contrôleur robuste est celui basé sur 

les formes de  ߪ௠௔௫ൣܵ௬( ݆߱)൧ , ߪ௠௔௫ൣܭ( ݆߱). ܵ௬( ݆߱)൧  et  ߪ௠௔௫ൣ ௬ܶ( ݆߱)൧ qui sont bornées 

comme suit : 

൞

௠௔௫ൣܵ௬( ݆߱)൧ߪ ≤ ℓௌ(߱)

.(݆߱ )ܭ௠௔௫ൣߪ ܵ௬( ݆߱)൧ ≤ ℓோ(߱)

௠௔௫ൣߪ ௬ܶ( ݆߱)൧ ≤ ℓ்(߱)

                                                           (1.40) 

Où ℓௌ , ℓோ et ℓ் sont des fonctions scalaires spécifiant l’allure (gabarit) désiré. De plus, si l’on 

définit ௌܹ =  ℓௌ
ିଵ, ோܹ =  ℓோ

ିଵ et  ்ܹ =  ℓ்
ିଵ, les équations données par (1.40) deviennent: 

ฮ ௌܹ. ܵ௬ฮ
∞

< 1                                                                           (1.41) 

ฮ ௨ܹ. .ܭ ܵ௬ฮ
∞

< 1                                                                       (1.42) 

ฮ ்ܹ . ௬ܶฮ
∞

< 1                                                                           (1.43) 

Les transferts  ௌܹ , ோܹ et ்ܹ sont des pondérations choisies à priori par l’utilisateur afin de 

limiter, respectivement, les valeurs singulières maximales des transferts  ܵ௬, ܭ. ܵ௬ et ௬ܶ. Notons 

ici que la condition sur les performances nominales du système bouclé est assurée par la 

satisfaction de l’inégalité (1.41), sachant que la matrice de pondération ௌܹ est souvent choisie 

diagonale : 
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 ௌܹ(ݏ) =

ۉ

ۈ
ۇ

ௌܹభభ
0 ⋯ 0

0 ௌܹమమ ⋯ 0

⋮
0

⋮
0

⋱
…

⋮
ௌܹ೛×೛ی

ۋ
ۊ

 , avec : ௌܹ೔೔
(ݏ) =

ೞ
ಾೞ೔೔

ାఠಳ೔೔
.ఌೄ೔೔

௦ାఠಳ೔೔
                  (1.44) 

Où ܯ௦೔೔ ,  ߱஻೔೔
 et  ߝௌ೔೔

 sont des paramètres sélectionnés à l’avance par l’utilisateur pour 

formuler la ݅é௠௘ fonction de pondération ௌܹ೔೔
 dont son inverse limite la ݅é௠௘ fonction de (ݏ)

sensibilité direct ܵ௬೔೔
dans la plage fréquentielle ሾ߱௠௜௡ (ݏ) ߱௠௔௫ሿ .  

De plus, la satisfaction de l’inégalité (1.42) permet de limiter les amplitudes des signaux de 

commande, sachant que la matrice de pondération ோܹ est souvent choisie diagonale : 

 ோܹ(ݏ) =

ۉ

ۈ
ۇ

ோܹభభ
0 ⋯ 0

0 ோܹమమ ⋯ 0

⋮
0

⋮
0

⋱
…

⋮
ோܹ೜×೜ی

ۋ
ۊ

 , avec : ோܹ೔೔
(ݏ) =

௦ା
ഘಳ಴೔೔
ಾೃ೔೔

ఌಳ಴೔೔
.௦ାఠಳ಴೔೔

                  (1.45) 

Où ܯோ೔೔
,  ߱஻஼೔೔

 et  ߝ஻஼೔೔
 sont des paramètres choisis à priori afin de borner la sensibilité ܵܭ௬ 

dans la plage de fréquence ሾ߱௠௜௡ ߱௠௔௫ሿ . 

Finalement, la condition sur la stabilité robuste se traduit par la satisfaction de l’inégalité 

(1.43), sachant que la matrice de pondération ்ܹ est souvent choisie aussi diagonale : 

(ݏ)்ܹ  =

ۉ

ۈ
ۇ

்ܹభభ
0 ⋯ 0

0 ்ܹమమ ⋯ 0

⋮
0

⋮
0

⋱
…

⋮
்ܹ೛×೛ی

ۋ
ۊ

 , avec : ்ܹ೔೔
(ݏ) =

ఌ೅೔೔
.௦ାఠಳ೅೔೔

௦ା
ഘಳ೅೔೔
ಾ೅೔೔

                  (1.46) 

Où ்ܯ೔೔
,  ߱஻்೔೔

 et  ்ߝ೔೔
 sont des paramètres sélectionnés à priori par l’utilisateur. L’inverse de 

la ݅é௠௘ fonction de pondération ்ܹ೔೔
 doit être choisie pour borner la ݅é௠௘ fonction de (ݏ)

sensibilité complémentaire en sortie directe ௬ܶ೔೔
dans la plage fréquentielle  ሾ߱௠௜௡ (ݏ) ߱௠௔௫ሿ . 

Notons ici que la détermination directe du contrôleur robuste (ݏ)ܭ satisfaisant les inégalités 

(1.41), (1.42) et (1.43) représente un problème d’optimisation ouvert. Cependant, ces dernières 

peuvent être substituées sous forme d’un problème de ℋ∞ sous-optimal dit problème « sensibilité 

mixte généralisée ». Ce dernier est donné comme suit [27] : 
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ቯ

.(ݏ)ܹܵ (ݏ)ݕܵ
.(ݏ)ܴܹ .(ݏ)ܭ (ݏ)ݕܵ

.(ݏ)ܹܶ ܶ
ݕ
(ݏ)

ቯ

ஶ

< 1                                                             (1.47) 

Sachant que :  

max ቀฮ ௌܹܵ௬ฮ
∞

, ฮ ோܹܵܭ௬ฮ
∞

, ฮ ்ܹ ௬ܶฮ
∞

ቁ ≤ ቯ
ௌܹܵ௬

ோܹܵܭ௬

்ܹ ௬ܶ

ቯ

∞

≤ √2 max ቀฮ ௌܹܵ௬ฮ
∞

, ฮ ோܹܵܭ௬ฮ
∞

, ฮ ்ܹ ௬ܶฮ
∞

ቁ 

                                                                                                                                                 (1.48)                    

Ou bien sous forme d’un problème ℋ∞ optimal qui est formulé comme suit : 

݉݅݊௄(௦)ሼ‖ℱℓ(ܲ, ஶሽ‖(ܭ = ݉݅݊௄(௦) ቐmaxఠ∈ℝ∗శ ቌߪത ቎
ௌܹ( ݆߱). ܵ௬( ݆߱)

ோܹ( ݆߱). .(݆߱ )ܭ ܵ௬( ݆߱)

்ܹ( ݆߱). ௬ܶ( ݆߱)
቏ቍቑ                 (1.49) 

La matrice de transfert du système augmenté peut être formulée en fonction du système 

nominal et des fonctions de pondérations, comme suit:  

(ݏ)ܲ                = ൮ 
ௌܹ(ݏ)
0
0
ܫ

        ተ

− ௌܹ(ݏ). (ݏ)ேܩ
ோܹ(ݏ)

.(ݏ)்ܹ (ݏ)ேܩ
(ݏ)ேܩ−

൲                                             (1.50) 

1.6. Résolution du problème  ऒ∞  

1.6.1. Résolution fondée sur les équations de Riccati  

Considérons la représentation d’état généralisée (1.36). Nous supposons dans cette 

représentation que la matrice ܦଶଶ est nulle, c’est à dire qu’il n’existe pas une transmission directe 

du vecteur des entrées vers celui des sorties ce qui est le cas dans les plupart des applications 

industrielles. La solution du problème standard est basée sur la solution algébrique de l’équation 

de Riccati [22], [27]. L’équation de Riccati étant donnée par : 

ܺஶ. ܧ + ்ܧ . ܺஶ − ܺஶ. ܹ. ܺஶ + ܳ = 0                                            (1.51) 

Avec ܹ = ்ܹ et  ܳ = ்ܳ. 

La solution stabilisante  ܺஶ , si elle existe, sera une matrice symétrique  telle que la matrice  

ܧ) − ܹ. ܺஶ) soit stable, i.e., ses valeurs propres ont une partie réelle strictement négative. Une 

telle solution sera notée : 



Chapitre 1                                                                                           Commande Robuste d’Ordre Entier CROE 

Page | 27  

 

ܺஶ = ܴ݅ܿ ൤
ܧ −ܹ

−ܳ  ൨                                                                              (1.52)்ܧ−

Soit :  

ܴ௡ = ∗ଵܦ
் ∗ଵܦ − ൤ߛଶܫ௠ଵ 0

0 0
൨ et  ෨ܴ௡ = ଵ∗ܦଵ∗ܦ

் ∗ଵܦ − ൤ߛଶܫ௣ଵ 0
0 0

൨                 (1.53) 

Où  ܦଵ∗ = ሾܦଵଵ ଵ∗ܦ ଵଶሿ etܦ = ൤
ଵଵܦ
ଶଵܦ

൨. 

Dans la mesure où ܴ௡  et ෨ܴ௡  sont des matrices non singulières. Nous définissons les deux 

matrices dites Hamiltoniennes ܪ et ܬ selon les équations (1.54) et (1.55): 

ܪ = ൤
ܣ 0

ଵܥ−
் . ଵܥ ൨்ܣ− − ൤

ܤ
ଵܥ−

் . ∗ଵܦ
൨ ܴ௡

ିଵሾܦଵ∗
் . ଵܥ  ሿ                             (1.54)்ܤ

ܬ = ൤ ்ܣ 0
ଵܤଵܤ−

.் ܣ−
൨ − ൤ ்ܥ

.ଵܤ− ଵ∗ܦ
் ൨ . ෨ܴ௡

ିଵ. ሾܦ∗ଵ. ଵܤ
்  ሿ                                 (1.55)ܥ

En prenant  ܺஶ = et  ஶܻ (ܪ)ܴܿ݅ =  ܮ et ܨ  nous pouvons définir les deux matrices ,(ܬ)ܴܿ݅

comme suit : 

ܨ = −ܴ௡
ିଵ. ∗ଵܦ)

் . ଵܥ + ்ܤ . ܺஶ) = ൤
ଵܨ
ଶܨ

൨ = ൥
ଵଵܨ
ଵଶܨ
ଶܨ

൩                                           (1.56) 

ܮ = .ଵܤ)− ଵ∗ܦ
் + ஶܻ. .(்ܥ ෨ܴ௡

ିଵ = ሾܮଵ ଶሿܮ = ሾܮଵଵ ଵଶܮ  ଶሿ                   (1.57)ܮ

Où ܨଵ , ܨଶ , ܨଵଵ et ܨଵଶ  sont formées respectivement de ݉ଵ , ݉ଶ , (݉ଵ −  , ଵܮ ଶ lignes et݌ ଶ) et݌

ଵ݌) , ଶ݌ , ଵ݌ ଵଶ sont formées respectivement deܮ ଵଵ etܮ , ଶܮ − ݉ଶ) et ݉ଶ  colonnes. 

La solution du problème  ℋ∞ existe si les hypothèses suivantes sont satisfaites: 

 Hypothèses 1 : (ܣ, ,ଶܥ) ଶ) est stabilisable etܤ  ; est détectable (ܣ

 Hypothèses 2 : ܦଵଶ = ൬
0

௠మܫ
൰, ܦଶଵ = ௣మܫ   0ൣ

൧ sont, respectivement, de rang  ݉ଶ et ݌ଶ ; 

 Hypothèses 3 : ∀߱ ∈ ℝ∗ା, ݃݊ܽݎ ൬
ܣ − ௡ܫ݆߱ ଶܤ

ଵܥ ଵଶܦ
൰ = ݊ + ݉ଶ , donc de rang complet et 

en plus  ଵܲଶ n’a pas de zéros sur l’axe des imaginaires ; 

 Hypothèses 4 : ∀߱ ∈ ℝ∗ା , ݃݊ܽݎ ൬
ܣ − ݆߱ ௡ ଵܤ

ଶܥ ଶଵܦ
൰ = ݊ +  ଶ donc de rang complet et݌

en plus  ଶܲଵ n’a pas de zéros sur l’axe des imaginaires. 
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En mettant ܦଵଵ = ൬
ଵଵଵଵܦ ଵଵଵଶܦ
ଵଵଶଵܦ ଵଵଶଶܦ

൰ avec ܦଵଵଶଶ est de dimension ݉ଶ  ×  ଶ , la solution sera݌ 

donnée par le théorème 1.1 [22, 27]: 

1.6.1.1. Théorème 1.1  

Supposons qu’un système ܲ(ݏ) vérifie les hypothèses 1 à 4 décrites plus haut. 

1. Il existe un correcteur (ݏ)ܭ stabilisant le système tel que ‖ℱℓ(ܲ, ∞‖(ܭ <  : si et seulement si ߛ

 γ > .ଵଵଵଵܦσሾ)ݔܽ݉ , ଵଵଵଶሿܦ σሾܦଵଵଵଶ.  (ଵଵଶଵሿܦ

 Il existe des solutions ܺஶ > 0 et ஶܻ > 0 vérifiant les deux équations de Riccati relatives aux 

matrices Hamiltonienne ܪ et ܬ, et tel que la condition  ߩ(ܺஶ. ஶܻ) < ,ଶߛ  avec, ߩ(. ) désigne le 

rayon spectral. 

2. Les correcteurs stabilisant le système, et vérifiant ‖ℱℓ(ܲ, ∞‖(ܭ <  : sont donnés par ,ߛ

(ݏ)ܭ =  ℱℓ(ࣤ, ߶)                                                                          (1.58) 

Où  ‖߶(ݏ)‖ஶ <  est donné par la réalisation suivante (ݏ)ࣤ et ߛ

ࣤ = ቎
መܣ ෠ଵܤ ෠ଶܤ

መଵܥ ෡ଵଵܦ ෡ଵଶܦ

መଶܥ ෡ଶଵܦ 0
቏                                                      (1.59)  

Avec ܦ෡ଵଵ = .ଵଵଶଵܦ− ଵଵଵଵܦ
் . ൫ߛଶ. ௠భି௣మܫ

− ଵଵଵଵܦଵଵଵଵܦ
் ൯

ିଵ
ଵଵଵଶܦ −  .ଵଵଶଶܦ

Sachant que ܦ෡ଵଶ ∈ ℝ௠మ×௠మ  et ܦ෡ ଶଵ ∈ ℝ௣మ×௣మ sont deux matrices arbitraires vérifiant :   

.෡ଵଶܦ ෡ଵଶܦ
் = ௠మܫ

− .ଵଵଶଵܦ  ൫ߛଶ. ௠భି௣మܫ
− ଵଵଵଵܦ

் . ଵଵଵଵ൯ܦ
ିଵ

. ଵଵଶଵܦ
் .  ଵଵଶଵܦ

෡ଶଵܦ
் . ෡ଶଵܦ = ௣మܫ

− ଵଵଶଵܦ 
் . ൫ߛଶ. ௣మି௠మܫ

− .ଵଵଵଵܦ ଵଵଵଵܦ
் ൯

ିଵ
.  ଵଵଵଶܦ

 ܤ෠ଶ = ܼஶ. ଶܤ) + .(ଵଶܮ ෠ଵܤ            ෢ଵଶ           etܦ = −ܼஶ. ଶܮ + ܼஶ. ଶܤ) + .(ଵଶܮ  ෢ଵଵܦ

 ܥመଶ = .෡ଶଵܦ− ଶܥ) + መଵܥ            ଵଶ)           etܨ = ଶܨ − .෡ଵଵܦ ଶܥ) +  (ଵଶܨ

 ܼஶ = ௡ܫ) − .ଶߛ ஶܻ. ܺஶ)ିଵ 

 ܣመ = ܣ + .ܤ ܨ − .෠ଵܤ ଶܥ) +  (ଵଶܨ

Le correcteur calculé pour ߶(ݏ) = 0 est appelé le correcteur central, il est largement utilisé 

sous la forme (1.60): 
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(ݏ)ܭ = ቎
መܣ ⋮ ෠ܤ
⋯ ⋮ ⋯
መܥ ⋮ ෡ଵଵܦ

቏                                                        (1.60)  

1.6.2. Résolution fondée sur l’approche LMI 

En dehors de l'approche fondée sur les équations algébriques de Riccati et des techniques 

utilisant des représentations d’état, il existe une approche plus récente pour la résolution du 

problème ℋ∞.  En effet, cette approche utilise une formulation du problème en termes 

d'inégalités matricielles linéaires (LMI) pour les matrices ܺ∞ et ∞ܻ introduites précédemment 

[24]. 

Sans entrer dans les détails de la technique, nous donnons ici quelques éléments de la théorie 

développée dans [27,28].  

Dans le cadre ℋ∞, les techniques LMI utilisent le lemme fondamental suivant. 

1.6.2.1. Lemme 1.1  

Soit un système ayant la réalisation en espace d'état donnée par le système d’équations (1.36), 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

 ‖ℱℓ(ܲ, ∞‖(ܭ <  ;est stable ܣ et la matrice d’état  ߛ

 Il existe une matrice symétrique ܺ∞ définie positive ܺ∞ > 0 qui représente la solution de 

l'inégalité matricielle linéaire suivante :  

ቌ
்ܣ . ܺஶ − ܺஶ. ܣ ܺஶ. ܤ ்ܥ

்ܤ . ܺஶ .ߛ− ܫ ்ܥ

ܥ ܦ .ߛ− ܫ
ቍ < 0                                                      (1.61)  

Ce résultat est connu sous la forme du Lemme de Kalman-Popov-Yacubovich 

et est démontré dans [29]. Il est facile de voir que l’ensemble des solutions de l’équation (1.61) 

constitue un ensemble convexe dont on peut extraire une solution par des 

techniques d’optimisation très performantes. 

La démonstration pour le problème de synthèse ℋ∞ consiste à appliquer le lemme précédent 

au système bouclé puis à manipuler la condition obtenue jusqu’à obtenir des conditions plus 

simples. On peut raisonnablement espérer obtenir des LMI puisqu’elles constituent une autre 

caractérisation de la norme ℋ∞. Ces manipulations détaillées dans [30] conduisent au résultat 

donné par le théorème 1.2 : 
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1.6.2.2. Théorème 1.2  

Il existe un contrôleur (ݏ)ܭ qui représente la solution du problème ℋ∞ sous-optimal 

si et seulement si il existe des matrices symétriques ܺ∞  et ∞ܻ solution du problème LMI ci après : 

ቀ ௫ܰ 0
0 ܫ

ቁ
்

ቌ
൤
ܺஶ. ܣ + ்ܣ . ܺஶ ܺஶ. ଵܤ

ଵܤ
் . ܺஶ .ߛ− ܫ

൨ ൤
ଵܥ

்

ଵଵܦ
் ൨

ሾܥଵ ଵଵሿܦ ሾ−ߛ. ሿܫ
ቍ ቀ ௫ܰ 0

0 ܫ
ቁ < 0                    (1.62) 

൬ ௬ܰ 0
0 ܫ

൰
்

ቌ
൤ ஶܻ. ்ܣ + .ܣ ஶܻ ஶܻ. ଵܥ

்

ଵܥ ஶܻ .ߛ− ܫ
൨ ൤

ଵܤ
ଵଵܦ

൨

ሾܥଵ ଵଵሿܦ ሾ−ߛ. ሿܫ
ቍ ൬ ௬ܰ 0

0 ܫ
൰ < 0                    (1.63) 

൬
ܺஶ ܫ
ܫ ஶܻ

൰ > 0                                                                                                 (1.64) 

1.7. Exemple d’application et de simulation  

1.7.1.  Description du système HVAC  

La commande du système de chauffage, de ventilation et de climatisation HVAC à l’intérieure 

d’une salle, constitue un objectif indispensable pour assurer un confort thermique avec un air 

sain et parfait. Ces objectifs peuvent être atteints par un contrôleur robuste garantissant un 

réglage optimal des températures ambiantes. Ce réglage doit être assuré non seulement en cas de 

présence des changements thermiques avec l’environnement extérieur, mais aussi en cas de 

présence d’autres grandeurs d’influences inconnues agissant sur le fonctionnement correcte des 

capteurs de températures. Les températures ambiantes ܶ = ( ௚ܶ௔௨௖௛ ௗܶ௥௢௜௧௘)் sont les 

grandeurs de sorties du système HVAC. Elles sont mesurées par deux capteurs de température 

(gauche et droit) installés en deux coins opposés à l’intérieure de la salle. La commande de ces 

grandeurs est assurée par le réglage de positions de deux volumes d’air variables  ߠ௏஺௏ =

൫ߠ௏஺௏௟௘௙௧ ௏஺௏௥௜௚௛௧൯ߠ
்
. La matrice de transfert du système est donnée comme suit [31, 32]: 

(ݏ)ܩ = ቎

௄భభ.௘షೝభభ.ೞ

ଵା భ்భ.௦

௄భమ.௘షೝభమ.ೞ

ଵା భ்మ.௦
௄మభ.௘షೝమభ.ೞ

ଵା మ்భ.௦

௄మమ.௘షೝమమ.ೞ

ଵା మ்మ.௦

቏                                                                   (1.65) 

Le fonctionnement nominal du système HVAC est celui fourni par les données numériques 

suivantes :  
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 Les gains statiques  ܭ௜௝ avec ܭଵଵ =
ିଵ

ଶଶ.ସ
ଵଶܭ  ,  =

ିଵ

଻଴.଺
ଶଵܭ  ,  =

ିଵ

ହଵ.ହ
  et  ܭଶଶ =

ିଵ

ଵଽ.଼
 .  

 Les constantes de temps ௜ܶ௝  (en minutes) avec ଵܶଵ = 119.66 ,  ଵܶଶ = 109.025 ,  ଶܶଵ =

137.083  et  ଶܶଶ = 96.09. 

 Les retards purs  ݎ௜௝ (en minutes) avec  ݎଵଵ = ଶଶݎ  = ଵଶݎ , 23.2 = 63.3 et  ݎଶଵ = 15. 

Ces retards multiples doivent être approximés par des transferts stables d’ordre ݊௜௝ = 1 , en 

utilisant l’approximation de Padé suivante: 

݁ି௥೔ೕ.௦ =
ଵା∑ ቊቀ

షೝ೔ೕ.ೞ

మ
ቁ

ೖ
∙

భ
ೖ!

ቋ
 ೙೔ೕ
ೖసభ

ଵା∑ ቊቀ
ೝ೔ೕ.ೞ

మ
ቁ

ೖ
.
భ
ೖ!

ቋ
 ೙೔ೕ
ೖసభ

                                                                                  (1.66) 

La matrice de transfert du système nominal HVAC devient : 

(ݏ)ேܩ =

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

 ௄భభ.ቀଵି
ೝభభ.ೞ

మ
ቁ

(ଵା భ்భ.௦)ቀଵା
ೝభభ.ೞ

మ
ቁ

 ௄భమ.ቀଵି
ೝభమ.ೞ

మ
ቁ

(ଵା భ்మ.௦)ቀଵା
ೝభమ.ೞ

మ
ቁ

 ௄మభ.ቀଵି
ೝమభ.ೞ

మ
ቁ

(ଵା మ்భ.௦)ቀଵା
ೝమభ.ೞ

మ
ቁ

 ௄మమ.ቀଵି
ೝమమ.ೞ

మ
ቁ

(ଵା మ்మ.௦)ቀଵା
ೝమమ.ೞ

మ
ቁے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

                                                         (1.67) 

La synthèse d’un contrôleur basée sur le modèle nominale précédent doit être précédée par 

une analyse fréquentielle et/ou temporelle du système non corrigé en boucle ouverte. Ce qui 

permet de quantifier la dynamique d’interaction entre les paires d’entrées/sorties du système à 

commander. Cette dynamique se traduit par le tracé du signal de conditionnement défini par 

l’expression ci-après : 

݀݊݋ܿ   =
ఙ೘ೌೣሾீಿ( ௝ఠ)ሿ

ఙ೘೔೙ሾீಿ( ௝ఠ)ሿ
                                                                     (1.68) 

La figure Fig. 1.8 illustre les valeurs singulières maximales et minimales du modèle nominal 

du système HVAC. Elle illustre également le lieu de conditionnement du système non corrigé en 

boucle ouverte.  
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Fig. 1.8. Lieux de ݔܽ݉ߪሾܰܩ( ݆߱)ሿ , ߪ௠௜௡ሾܩே( ݆߱)ሿ et 
ఙ೘ೌೣሾீಿ( ௝ఠ)ሿ

ఙ೘೔೙ሾீಿ( ௝ఠ)ሿ
 

D’après la figure Fig.1.8, on a pu constater l’existence d’un écart entre les gains principaux 

maximum et minimum. Cet écart se traduit par la présence d’un fort couplage des signaux 

d’entrées/sorties du système HVAC, ceci est confirmé par l’allure du conditionnement du 

système notamment dans la bande de fréquence 10ିଷ ≤ ߱ ≤ 10 radians/secondes.  

On note aussi, que le modèle du HVAC a été employé pour la synthèse d’un contrôleur PID 

pluridimensionnel [31]. La matrice de transfert ainsi obtenue est donnée comme suit : 

(ݏ)଴ܭ = ቎
−43.36 −

଴.ସଶ

ௌ
+ 293.21 × ݏ 16.4 −

଴.ଵଽ

ௌ
+ 75.6 × ݏ

11.25 −
଴.ଵ଺

ௌ
+ 75.44 × ݏ −46.69 −

଴.ହ଼

ௌ
+ 212.73 × ݏ

቏              (1.69) 

Les performances obtenues par ce contrôleur seront comparées, dans les domaines temporel et  

fréquentiel, à celles obtenues par les deux contrôleurs robustes synthétisés par les deux versions 

de la méthode ℋ∞ . 

1.7.2. Synthèse des contrôleurs robustes par les deux versions de la méthode ऒ∞  

La synthèse du contrôleur robuste pour commander le système HVAC nécessite tout d’abord  

une évaluation adéquate des incertitudes qui entachent notamment ses retards multiples. Cette 

évaluation a été réalisée par le choix de la forme multiplicative directe en sortie où chaque 

approximation par un transfert stable d’ordre différent produit un régime perturbé différent ce 

qui implique une génération d’une erreur relative différente.  
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Les lieux des valeurs singulières maximales de tous les erreurs résultantes sont ensuite 

majorés par les lieux des valeurs singulières maximales de la matrice de pondérations ்ܹ(ݏ) 

définie par :   

(ݏ)்ܹ = ൬
்ܹభభ

0
0 ்ܹమమ

൰  , où ்ܹభభ
= ்ܹమమ

=
ఌ೅.௦ାఠಳ೅

௦ା
ഘಳ೅
ಾ೅

, avec ்ܯ = 100, ߱஻் = 1 et ܶߝ = 10−4 . 

Par conséquent, cette matrice de pondération permet de définir la condition sur la stabilité 

robuste du système bouclé face aux incertitudes multiplicative directe en sortie. Cette robustesse 

est assurée par la satisfaction la condition suivante : 

 ฮ .(ݏ)்ܹ ௬ܶ(ݏ)ฮ
∞

< 1
∆
⇒ ௠௔௫ൣߪ ௬ܶ( ݆߱)൧ <

ଵ

ఙ೘ೌೣሾௐ೅( ௝ఠ)ሿ
 , ∀߱߳ℝ∗ା                     (1.70) 

La figure Fig.1.9 présente les valeurs singulières maximales de 20 formes d’incertitudes 

multiplicatives directes en sortie ainsi que les lieux de ߪ௠௔௫ሾ ்ܹ( ݆߱)ሿ majorant celles-ci. 

 
Fig. 1.9. Lieux des valeurs singulières maximales de  ∆௦( ݆߱) et ்ܹ( ݆߱) 

D’après la figure Fig.1.9, on constate que toutes les lieux des valeurs singulières maximales 

des incertitudes multiplicatives agissant sur le système deviennent faibles en basses fréquences et 

cela jusqu’à la pulsation ߱ = 0.09972 radians/secondes. Par conséquent, la condition (1.23) est 

toujours vérifiée ce qui permet de tirer la condition de robustesse sur la stabilité robuste à partir 

de l’inverse de la matrice ்ܹ(ݏ). De plus, la spécification sur les performances nominales 
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permet d’avoir une idée sur la dynamique de rejections des perturbations multiplicative directe 

en sortie et sur la dynamique de poursuite des trajectoires de références. Ces deux dernières 

peuvent être quantifiées par la matrice de transfert ௌܹ(ݏ) suivante : 

 ௌܹ(ݏ) = ൬
ௌܹభభ

0
0 ௌܹమమ

൰  , où ௌܹభభ
= ௌܹమమ

=
ݏ

ݏܯ
ݏߝ.ܤ߱+

ܤ߱+ݏ
, avec ܯௌ = 4, ߱஻ = 0.025 et ܵߝ = 4 × 10−4 . 

Où la condition de robustesse sur les performances nominales est assurée si l’inégalité ci-

dessous est vérifiée, on aura donc : 

 ฮ ௌܹ(ݏ). ܵ௬(ݏ)ฮ
ஶ

< 1
∆
⇒ ௠௔௫ൣܵ௬( ݆߱)൧ߪ <

ଵ

ఙ೘ೌೣሾௐೄ( ௝ఠ)ሿ
 , ∀߱߳ℝ∗ା                        (1.71) 

Notons ici que les performances nominales en boucle fermée sont assurées si la condition 

(1.71) est vérifiée pour toutes les fréquences  ߱߳ሾ10ିହ, 10଺ሿ radians/secondes. 

Les deux conditions de robustesse sur SR et sur PN du système bouclé par le contrôleur PID 

pluridimensionnel sont à vérifiées dans le domaine fréquentiel.  

 

Fig. 1.10. Stabilité robuste / performances nominales fournis par le contrôleur PID pluridimensionnel 

Sur la figure Fig.1.10, on observe nettement la détérioration de la condition de robustesse sur 

les performances nominales notamment dans la plage fréquentielle limitée par 

l’intervalle 10ିହ ≤ ߱ ≤ 0.047 radians/secondes. De plus, une autre violation de la condition de 

robustesse sur la stabilité robuste est également observée notamment dans la plage fréquentielle 

limitée par l’intervalle 10.58 ≤ ߱ ≤  10ିହ radians/secondes. Ces résultats confirment que le 
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contrôleur PID proposé devient incapable, non seulement, d’assurer les robustesses PN et SR 

mais aussi d’aboutir à un compromis optimal entre eux. 

Dans la suite de ce travail, l’objectif de synthèse du contrôleur robuste sera d’assurer non 

seulement un compromis optimal entre les robustesses PN et SR, mais aussi assurer des 

commandes avec des énergies très réduites. La limitation des signaux de commandes est 

effectuée par le choix de la pondération ோܹ, avec ோܹ = ቀ10ିଶ 0
0 10ିଶቁ. Cette dernière est 

utilisée afin de modéliser les valeurs singulières maximales de la matrice de sensibilité ܭ. ܵ௬. 

Finalement, on obtient le problème de sensibilité mixte généralisé ܵ௬/ܭ. ܵ௬/ ௬ܶ qui peut être 

présenté soit sous forme d’un problème optimal ou sous-optimal. La représentation d’état du 

contrôleur robuste est fournie par l’application de la méthode  ℋ∞ utilisant les équations de 

Riccati dans laquelle le gain d’atténuation ߛ௢௣௧ est choisi par ߛ௢௣௧ = 0.20. Une autre 

représentation du contrôleur robuste est fournie par l’application de la méthode  ℋ∞ utilisant 

l’approche LMI où sa solution optimale est achevée par un gain d’atténuation ߛ௢௣௧ = 0.5763.  

Les performances obtenues par les trois contrôleurs précédents sont comparées en premier 

lieu dans le plan fréquentiel. La figure Fig.1.11 permet de vérifier la satisfaction de la condition 

sur la stabilité robuste du système bouclé dans le plan fréquentiel. 

 

Fig. 1.11. Examen de la stabilité robuste dans le plan fréquentiel   

D’après la figure Fig.1.11, on observe clairement la satisfaction de la condition sur la SR par 

la méthode  ℋ∞  utilisant l’approche LMI et comme celle basée sur les équations de Riccati avec 
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laquelle on obtient une meilleure marge de sécurité vis-à-vis les incertitudes multiplicatives 

directes en sortie. En revanche, la méthode  ℋ∞ , utilisant l’approche LMI, fournit une marge de 

sécurité faible notamment dans la plage fréquentielle 10଴ ≤ ߱ ≤  10ଷ radians/secondes, dans 

laquelle le système bouclé devient un peu sensible aux effets des bruits de mesure dans le régime 

permanent. Finalement, selon la figure Fig.1.11, on observe clairement la violation de cette 

condition par la stratégie de commande basée sur le contrôleur PID pluridimensionnel. Ceci peut 

limiter l’application de cette méthode de commande sur les systèmes modélisés par les modèles 

linéaires incertains.  

La figure Fig.1.12 permet d’illustrer la satisfaction de la condition sur les performances 

nominales par les trois contrôleurs cités précédemment. 

 
Fig. 1.12. Performances nominales du système bouclé par les trois contrôleurs précédents   

D’après la figure Fig.1.12, on peut voir nettement que les trois contrôleurs précédents n’ont 

pas atteint l'objectif souligné. Ceci se traduit par la violation de la condition sur les performances 

nominales notamment dans la plage fréquentielle 10ିହ ≤ ߱ ≤ 0.0335 radians/seconde. De plus, 

le contrôleur synthétisé par la méthode  ℋ∞ utilisant l’approche LMI peut fournir des 

performances néanmoins acceptables en comparaison avec celles fournies par les deux autres 

contrôleurs.  

Pour confirmer ces résultats dans le plan temporel, le logiciel Simulink/Matlab est utilisé pour 

visualiser les réponses temporelles du système bouclé par les trois contrôleurs précédents 

(Fig.1.13). Trois entrées exogènes, qui sont (ݐ)ݎ, ݀௬(ݐ) et ߟ௬(ݐ), sont utilisées pour voir et 
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analyser les dynamiques suivantes

rejection des perturbations en sortie, dynamique d’atténuation 

de l’effet des dynamique négligée

Fig. 1.13. Système bouclé constitué par le système perturbé et les trois contrôleurs précédents

A partir de cette configuration, 

 (ݐ)ݎ = ൬
(ݐ)ଵݎ
 ൰, avec(ݐ)ଶݎ

 ݀௬(ݐ) = ቆ
݀௬ଵ(ݐ)
݀௬ଶ(ݐ)ቇ, avec

 ߟ௬(ݐ) = ቆ
(ݐ)௬ଵߟ
ቇ, avec(ݐ)௬ଶߟ

Avec ܧ(ߟ௬⋆) et ܸܽߟ)ݎ௬⋆

d’entrée(ߟ௬⋆), sachant que ce dernier vecteur est 

ݐ ≤ 1000 secondes. La figure 

Fig. 1.14. 
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analyser les dynamiques suivantes : dynamique de poursuite des références, dynamique de 

rejection des perturbations en sortie, dynamique d’atténuation de l’effet des br

dynamique négligées. On obtient donc la configuration suivante

Système bouclé constitué par le système perturbé et les trois contrôleurs précédents

A partir de cette configuration, les trois vecteurs d’entrées exogènes sont 

൰, avec ൜
(ݐ)ଵݎ = 1
(ݐ)ଶݎ = 0

  , pour ݐ ∈ ሾ0,1000ሿ secondes. 

( )
( )ቇ, avec ݀௬ଵ(ݐ) = ݀௬ଶ(ݐ) = ൜

 0: ݐ ∈ ሾ0 , 500
−0.3 ∶ ݐ ∈ ሿ500 ,

( )
( )ቇ, avec ܧ(ߟ௬ଵ) = ௬ଶ൯ߟ൫ܧ = 0 et ܸܽݎ(ߟ௬ଵ) = ݎܸܽ

⋆) sont, respectivement, la moyenne et la variance d

, sachant que ce dernier vecteur est appliqué pendant l’intervalle

figure Fig.1.14 donne le schéma du système HVAC

 Blocs Simulink/Matlab modélisant le système perturbé
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références, dynamique de 

l’effet des bruits de mesures et 

donc la configuration suivante : 

 

Système bouclé constitué par le système perturbé et les trois contrôleurs précédents 

sont donnés comme suit : 

 

500ሿ
1000ሿ

  secondes. 

௬ଶ൯ߟ൫ݎܸܽ = 0.05 

et la variance du signal 

l’intervalle du temps 800 ≤

HVAC. 

 

s Simulink/Matlab modélisant le système perturbé 
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Les sorties du système bouclé sont détaillées dans les figures Fig.1.15 à Fig.1.18. 

 
Fig. 1.15. Sorties globales du système bouclé par le contrôleur PID pluridimensionnel 

 

Fig. 1.16. Sorties globales du système bouclé par le contrôleur  ℋ∞ utilisant l’approche LMI 

 

Fig. 1.17. Sorties globales du système bouclé par le contrôleur  ℋ∞ utilisant les équations de Riccati 
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Fig. 1.18. Comparaison des sorties obtenues par les trois contrôleurs précédents  

D’après les sorties présentées dans le plan temporel,  nous  constatons que le contrôleur 

robuste synthétisé par l’approche LMI assure les meilleures dynamiques de poursuite de 

références et de rejection de perturbations par rapport aux autres contrôleurs. Ceci se traduit par : 

l’obtention des sorties caractérisées par des temps de montées rapides en régime transitoire, la 

rejection des perturbations dans un intervalle du temps très court et l’atténuation des effets des 

bruits de mesures en régime stationnaire. Toutefois, le contrôleur PID pluridimensionnel peut 

fournir un temps d’établissement rapide, néanmoins leurs commandes deviennent très fluctuantes 

et très sensibles aux effets des bruits  de mesure qui agissent sur le système bouclé en régime 

statique. Ceci est causé par la violation de la condition de robustesse sur la stabilité robuste (voir 

la figure Fig.1.19). 

 
Fig. 1.19. Comparaison des commandes fournies par les trois contrôleurs précédents 
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D’après la figure Fig.1.19, en absence des signaux de perturbations et de bruits de mesure, les 

commandes du système bouclé par les trois contrôleurs précédents convergent vers l’inverse des 

gains statiques de la matrice de transfert (ݏ)ܩ. Notons ici que la poursuite idéale des trajectoires 

de références en régime stationnaire (i.e. (ݏ)ݕ ≅  est assurée par des commandes idéales ,( (ݏ)ݎ

satisfaisantes l’expression ci-dessous : 

lim௧→ஶሼ(ݐ)ݑሽ ≝  lim௦→଴ሼݏ. ሽ(ݏ)ݑ = lim௦→଴ሼݏ. .(ݏ)ଵିܩ  .ሽ(ݏ)ݎ

Comme le vecteur de consigne est supposé donné  par  (ݏ)ݎ = ቂ
ଵ

௦
0ቃ

்
, d’où : 

൤
ଵ(0)ݑ
ଶ(0)൨ݑ = ቂ−25.5121 7.1549

9.8085 −22.5508
ቃ . ቂ1

0
ቃ = ቂ−25.5121

9.8085
ቃ 

La figure Fig.1.20 confirme la convergence des signaux de commandes vers l’inverse des 

gains statiques de (ݏ)ܩ pour les trois contrôleurs précédents. On aura donc la Fig.1.20 : 

 

Fig. 1.20. Convergence des commandes fournies vers l’inverse des gains statiques de (ݏ)ܩ  
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1.8. Conclusion  

Dans ce chapitre nous avons rappelé des notions théoriques de la commande robuste des 

systèmes pluridimensionnels modélisés par des modèles incertains. Nous avons également 

présenté les différents types d’incertitudes non structurées qui peuvent être utilisées pour 

quantifier l’effet de différentes dynamiques négligées lors de la phase de modélisation. Par 

conséquent, une évaluation adéquate de ces incertitudes permet de définir une matrice de 

pondération où son inverse permet de borner la matrice de sensibilité complémentaire du 

système bouclé. La condition de robustesse sur la stabilité robuste est ainsi satisfaite. Une autre 

condition de robustesse sur les performances nominales du système bouclé doit être vérifiée. 

Celle-ci dépend d’un choix adéquat d’une matrice de pondération où son inverse permet de 

borner la matrice de sensibilité directe du système bouclé. En agissant ainsi, la condition de 

robustesse sur les performances souhaitées est  satisfaite. La satisfaction de deux conditions de 

robustesse précédentes est irréalisable dans la même plage de fréquence. A cet effet un 

compromis de robustesse doit être réalisé par le contrôleur robuste. Cet objectif peut être formulé 

par un critère de sensibilité mixte où sa minimisation est effectuée par deux versions de la 

méthode ℋ∞.  

Les performances de la méthode ℋ∞ ont été validées sur le système HVAC où sa dynamique a 

été modélisée par la forme multiplicative directe en sortie. Les résultats de simulation montrent 

que le choix de la méthode ℋ∞ utilisant les équations de Riccati ou l'approche ܫܯܮ est très 

important pour contrôler ce genre de systèmes. Ce choix dépend des marges de robustesse de 

stabilité et  des performances nominales dans le plan fréquentiel.  

Les résultats de simulation obtenus dans les plans fréquentiel et temporel montrent 

l’impossibilité d’atteindre un compromis de robustesse acceptable par les deux versions de la 

méthode ℋ∞, ce qui peut restreindre ses applications pour des niveaux élevés aussi bien  des 

incertitudes  ou   de bruits de mesure. A cet effet, nous verrons, dans le chapitre suivant, que 

l’utilisation de la structure d’ordre non entier lors de la phase de synthèse du contrôleur robuste 

peut améliorer le niveau de robustesse du système bouclé. Les paramètres de la structure 

proposée seront toujours basés sur la minimisation du même problème de sensibilité mixte 

généralisé en utilisant un algorithme d’optimisation de type Min-Max. Le chapitre suivant sera 

donc consacré à la commande robuste d’ordre non entier (CRONE) des systèmes 

pluridimensionnels modélisés par des modèles incertains où les performances de la commande 

proposée seront comparées, dans les plans fréquentiel et temporel, à celles fournies par la 

commande robuste d’ordre entier (CROE).  



 

 

 

Chapitre 2 : 

Commande Robuste 
d’Ordre Non Entier 

CRONE 
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2. Introduction 

Tout système modélisé par une équation différentielle utilisant la dérivation d’ordre 

fractionnaire est appelé système d’ordre fractionnaire. Actuellement, beaucoup de travaux 

traitent des systèmes ou des phénomènes physiques qui nécessitent l’utilisation de cette  

théorie du calcul fractionnaire. A cet effet, des chercheurs essayent de développer de 

nouveaux outils  mathématiques et informatiques qui permettent de manipuler et simuler les 

systèmes d’ordre fractionnaire. En revanche, d’autres chercheurs tentent de d’analyser leurs 

caractéristiques dynamiques et statiques.  

Récemment, le calcul fractionnaire possède un champ d’applications très vaste [33] 

notamment dans plusieurs domaines, à savoir : l’automatique, l’électricité, la mécanique, la 

viscoélasticité, la théorie du contrôle, les équations de diffusion, l’électromagnétique, la 

biologie…etc. [34]. Leurs processus ont été souvent commandés par des contrôleurs robustes 

d’ordre non entier assurant des marges de robustesse très élevées en présence des incertitudes 

de modélisation et des bruits de mesures [35, 36].  

Parmi les contrôleurs robustes les plus utilisés dans la pratique, le contrôleur proportionnel 

intégro-différentiel d’ordre fractionnaire FOPID a reçu une attention considérable durant ces 

dernières années à la fois du point de vue académique et industriel. Ses paramètres sont 

obtenus via une solution optimale ou sous-optimale d’un problème d’optimisation dans lequel 

le critère de sensibilité mixte généralisé est le plus souvent utilisé pour atteindre les objectifs 

imposés par un tel cahier de charges. Cette solution est généralement fournie par des 

méthodes d’optimisation Min-Max en présence de plusieurs types de contraintes, à savoir : les 

contraintes de bornes (contraintes de saturations), d’égalités et les contraintes d’inégalités.  

Dans ce chapitre, nous allons présenter les définitions et les propriétés de base de la 

dérivation et l’intégration d’ordre non entier qui seront employées pour la synthèse des 

contrôleurs fractionnaires robustes. Ensuite, nous allons présenter les méthodes 

d’approximation existantes dans la littérature. Ces méthodes permettent l’approximation des 

opérateurs fractionnaires par des transferts d’ordre entier, ce qui offre la possibilité 

d’implémenter les contrôleurs d’ordre non entier dans la boucle de commande. Après, nous 

allons exposer les détails d’une stratégie de commande basée sur la structure d’un PID 

fractionnaire où ses paramètres seront déterminés via la solution optimale du problème de 

sensibilité mixte en utilisant l’optimisation Min-max. Enfin, le procédé thermique proposé 

dans le premier chapitre sera contrôlé par cette stratégie de commande. Une étude 
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comparative des performances de cette stratégie de commande avec les deux meilleures 

méthodes robustes d’ordre entier étudiées est réalisée dans les plans fréquentiel et temporel. 

Cette comparaison sera établie par le logiciel Simulink/Matlab dans lequel le système bouclé 

utilisant le fonctionnement perturbé du système HVAC sera excité par les mêmes entrées 

exogènes utilisées dans le premier chapitre et cela pour voir les différentes dynamiques, à 

savoir : poursuite des références, interaction des sorties,  rejection des perturbations, 

atténuation des bruits de mesures et l’effet de la dynamique négligée sur le système bouclé.   

2.1. Théorie de la dérivation non entière  

2.1.1.   Fonctions spécifiques pour la dérivation non entière 

2.1.1.1. Fonction Gamma 

Pour tout nombre complexe ݖ ∈ ℂ tel que  ܴ݁(ݖ) > 0, on définit la fonction suivante, 

appelée fonction gamma, par [37] : 

Γ(ݖ) = ׬ ஶ(௭ିଵ)ݐ
଴

݁ି௧݀(2.1)                                                                   ݐ 

Avec Γ(0) = 1 , Γ(0ା) = ∞ , Γ(ݖ) est une fonction monotone et strictement décroissante, 

pour 0 < ݖ ≤ 1 . Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence 

donnée par l’équation (2.2): 

 Γ(ݖ + 1) =  z. Γ(ݖ)                                                                           (2.2) 

La fonction de Gamma Euler généralise la factorielle car Γ(݊ + 1) =  ݊!, ∀݊ ∈ ℕ∗. 

2.1.1.2. Fonction Mittag-Leffler 

En mathématiques, la fonction de Mittag-Leffler, notée  Ε஑,ஒ , qui tient son nom du 

mathématicien Gösta Mittag-Leffler, est une fonction spéciale, c’est-à-dire qui ne peut être 

calculée à partir d'équations rationnelles, qui s'applique dans le plan complexe et dépend de 

deux paramètres complexes ߙ et ߚ. Elle est définie pour (ߙ, (ߚ > 0  [37] par la relation 

donnée par l’équation (2.3) : 

Εఈ,ఉ(ݖ) = ∑ ௭ೖ

୻(ఈ.௞ାఉ)
ஶ
௞ୀ଴                                                                  (2.3) 

Pour ߚ = 1, on obtient la fonction  Εఈ,ଵ(ݖ) définie par [37] : 
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Εఈ,ଵ(ݖ) = Εఈ(ݖ) = ∑ ௭ೖ

୻(ఈ௞ା )
ஶ
௞ୀ଴                                                   (2.4) 

De l’équation (2.4), si ߙ = 1, on obtient la fonction ݁௭ qui représente ici un cas particulier de 

la fonction de Mittag-Leffler. On obtient donc : 

Εଵ,ଵ(ݖ) = ∑ ௭ೖ

୻(௞ାଵ)
ஶ
௞ୀ଴ = ∑ ௭ೖ

୩!
= ݁௭ஶ

௞ୀ଴                                                   (2.5) 

2.2. Opérateurs d’intégration et de dérivation d’ordre non entier  

      Dans la théorie basée sur les calculs fractionnaires, l’opérateur fondamental intégro-

différentiel est défini par ܦ௧
ఈ

௧బ
 où  ݐ଴ et  ݐ  sont ses limites inférieure et supérieure, ߙ  est 

l’ordre non entier qui peut être complexe dans lequel sa partie réelle est définie par ܴ݁(ߙ). 

Par conséquent, selon le signe de ܴ݁(ߙ), on obtient la définition suivante :  

௧ܦ
ఈ

௧బ
=

ە
۔

ۓ
ௗഀ

ௗ௧ഀ , (ߙ)ܴ݁ > 0

1 , (ߙ)ܴ݁ = 0

׬ (݀߬)ఈ௧
௧బ

, (ߙ)ܴ݁ < 0

                                                      (2.6) 

2.2.1. Dérivation et intégration d’ordre non entier 

La dérivation (intégration) d’ordre non entier est la généralisation de la dérivée 

(l’intégration) entière classique à des ordres non entiers quelconques. Cette généralisation 

peut être obtenue par les trois définitions suivantes :  

2.2.1.1. Définition au sens de Grunwald-Letnikov GL 

 
Soient ߙ ∈ ℝା un réel positif et ݂(ݐ) une fonction continue intégrable sur 

l’intervalle [ݐ଴, +∞[. La  dérivée ߙé௠௘de la fonction ݂(ݐ) au sens de Grunwald-Letnikov est 

définie par l’expression (2.7) [37, 38]:  

௧ܦ
ఈ[݂(ݐ)] = lim

೐்→଴శ ቊ ௘ܶ
ିఈ. ∑ ቆ(−1)௝. ቀ

ߙ
݆ ቁ . ݐ)݂ − ݆. ௘ܶ)ቇ

ቂ
೟ష೟బ

೅೐
ቃ

௝ୀ଴ ቋ௧బ
ீ௅            (2.7) 

Dans ce qui précède, ቂ
௧ି௧బ

೐்
ቃ étant la partie entière du nombre réel  ቀ

௧ି௧బ

೐்
ቁ,  ௘ܶ dénote le pas 

d’échantillonnage et ቀ
ߙ
݆ ቁ =

௰(ఈାଵ)

௰(௝ାଵ).௰(ఈି௝ାଵ)
  étant le binôme de Newton généralisé. 
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De l’équation (2.7), si ߙ = 1, l’expression de ܦ௧
ఈ[݂(ݐ)]௧బ

ீ௅  est alors réécrite comme suit : 

௧ܦ
ିଵ[݂(ݐ)]௧బ

ீ௅ = lim
೐்→଴శ ቊ ௘ܶ . ∑ ቆ

(ିଵ)ೕ.௰(ఈାଵ)

௰(௝ାଵ).௰(ଵ)
. ݐ)݂ − ݆. ௘ܶ)ቇ

ቂ
೟ష೟బ

೅೐
ቃ

௝ୀ଴ ቋ              (2.8) 

Ce qui représente l’intégral de Gründwald-Leitnikov où sa représentation générale est définie, 

pour  ߙ = −2, −3, ⋯ , par l’expression ci-dessous :  

௧ܫ
ఈ[݂(ݐ)] =௧బ

ீ௅ ௧ܦ
ିఈ[݂(ݐ)] = lim

೐்→଴ ቊ ௘ܶ
ఈ. ∑ ቆ(−1)௝ . ቀ

ߙ−
݆ ቁ . ݐ)݂ − ݆. ௘ܶ)ቇ

ቂ
೟ష೟బ

೅೐
ቃ

௝ୀ଴ ቋ௧బ
ீ௅    (2.9) 

2.2.1.2.  Définition au sens de Riemann-Liouville RL 

Pour un ordre non entier ߙ compris entre ݊ − 1 et ݊ ( i.e. ݊ − 1 < ߙ < ݊ avec ݊ ∈ ℕ∗ ), La 

dérivée ߙé௠௘ de la fonction ݂(ݐ) est définie, selon Riemann-Liouville, par l’expression (2.10) 

[37]:  

௧ܦ
ఈ

௧బ
ோ௅ [(ݐ)݂] =

ଵ

௰(௡ିఈ)
.

ௗ೙

ௗ௧೙ ቀ׬ ݐ) − ߬)௡ିఈିଵ. ݂(߬)݀߬
௧

௧బ
ቁ                                (2.10) 

La notation ܦ௧
ఈ

௧బ
ோ௅  ଴ etݐ entre (ݐ)݂ signifie la dérivée d’ordre non entier de la fonction [(ݐ)݂]

 selon la définition de Riemann-Liouville. Par ailleurs, la définition de l’intégration d’ordre ݐ

non entier est définie par l’équation (2.11): 

௧ܫ
ఈ[݂(ݐ)]௧బ

ோ௅ =
ଵ

௰(ఈ)
. ቀ׬ ݐ) − ߬)ఈିଵ. ݂(߬)݀߬

௧
௧బ

ቁ                                                 (2.11) 

Sachant que : 

௧ܦ
ఈ

௧బ
ோ௅ [(ݐ)݂] =

ௗ೙

ௗ௧೙ ൫ ௧ܫ
௡ିఈ[݂(ݐ)]௧బ

ோ௅ ൯                                                              (2.12) 

2.2.1.3.  Définition au sens de Caputo  

Le calcul de la dérivée ߙé௠௘ de la fonction ݂(ݐ), pour ߙ, compris entre ݊ − 1 et ݊, est 

définie, selon Caputo par l’expression (2.13) [37, 38]: 

௧ܦ
ఈ

௧బ
஼ [(ݐ)݂] = ௧ܫ

௡ିఈ
௧బ
஼ ቂ

ௗ೙

ௗ௧೙ ൫݂(ݐ)൯ቃ =
ଵ

௰(௡ିఈ)
.

ௗ೙

ௗ௧೙ ቀ׬ ݐ) − ߬)௡ିఈିଵ. ݂(௡)(߬)
௧

௧బ
݀߬ቁ     (2.13) 
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Où ݂(௡)(ݐ) étant la dérivée ݊é௠௘ d’ordre entier de la fonction ݂(ݐ). La notation 

௧ܦ
ఈ

௧బ
஼  selon la ݐ ଴ etݐ entre (ݐ)݂ signifie la dérivée d’ordre non entier de la fonction [(ݐ)݂]

définition de Caputo.  

De l’équation (2.13), si la borne inférieure  ݐ଴ est nulle (i.e. ݐ଴  = 0), alors, les deux 

équations (2.7) et (2.10) sont reliées par les expressions suivantes : 

௧ܦ
ఈ

௧బ
ோ௅ [(ݐ)݂] = ௧ܦ

ఈ
௧బ
஼ [(ݐ)݂] + ∑ ቀ

௧ೖషഀ

୻(୩ି஑ାଵ)
. ݂(௞)(0ା)ቁ௡ିଵ

௞ୀ଴                            (2.14) 

௧ܦ
ఈ

௧బ
ோ௅ ቂ݂(ݐ) − ∑ ݂(௞)(0ା)௡ିଵ

௞ୀ଴
௧ೖ

௞!
ቃ = ௧ܦ

ఈ
௧బ
஼  (2.15)                                         [(ݐ)݂]

2.2.2.  Quelques propriétés de la dérivation non entière 

Dans cette partie, afin de simplifier la notification des opérateurs intégro-différentiels cités 

précédemment, on notera dans la suite ܦఈ pour ܦ௧
ఈ

௧బ

ீ௅;ோ௅;஼  et ܫఈ pour ܫ௧
ఈ

௧బ

ீ௅;ோ௅;஼  .  

Les principales propriétés du calcul fractionnaire utilisant les opérateurs  intégro-

différentiels peuvent être ainsi  résumées comme suit [39]: 

 Si ݂(ݐ) est une fonction analytique variée dans le temps ݐ, alors sa dérivée d’ordre 

fractionnaire est une fonction analytique dans laquelle sa variation dépend de deux 

paramètres ݐ et  ߙ.  

 Pour ߙ = ݊, ou  ݊ ∈ ℕ , l’opérateur, ܦఈ[݂(ݐ)]  donne le même résultat que la 

différentiation classique d’ordre entier ݊ , i.e. ܦఈ[݂(ݐ)] =
ௗ೙

ௗ௧೙   .(ݐ)݂

 Pour ߙ = 0 , l’opération ܦఈ[݂(ݐ)] est l’opérateur identité, i.e. ܦ଴[݂(ݐ)] =   .(ݐ)݂

 Pour ߮ et ߩ deux nombres réels positifs non nuls, la loi additive d’indexe d’une dérivée 

d’ordre non entier est donnée par : 

([(ݐ)݂]ఘܦ)ఝܦ = ([(ݐ)݂]ఝܦ)ఘܦ =  (2.16)                                [(ݐ)݂]ఝାఘܦ

 La différentiation et l’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires. Ainsi, 

si  ݂(ݐ) et ݃(ݐ) sont deux fonctions continues et ߮ et ߩ sont des nombres réels, on a :  

.߮]ఈܦ (ݐ)݂ + .ߩ [(ݐ)݃ = ߮. [(ݐ)݂]ఈܦ + .ߩ  (2.17)                                [(ݐ)݃]ఈܦ
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2.2.3. Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire 

2.2.3.1. Transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire 

La transformée de Laplace de l’intégration d’ordre fractionnaire présentée par les trois 

définitions citées précédemment pour  ݊ − 1 < ߙ < ݊ est donnée par l’expression suivante 

[39, 40]: 

ℒ൫ ௧ܫ
ఈ[݂(ݐ)]௧బ

ீ௅;ோ௅;஼ ൯ = .ఈିݏ  (2.18)                                                                  (ݏ)ܨ

Cette transformation est toujours valable. 

2.2.3.2. Transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire 

La transformée de Laplace de la dérivée ݊è௠௘ de la fonction ݂(ݐ) dépendant du temps ݐ  

est, en générale, donnée par l’expression suivante [39, 40]: 

ℒ ቀ
ௗ೙

ௗ௧೙ ቁ(ݐ)݂ = .௡ݏ (ݏ)ܨ − ∑ ቀ
ௗ೙షೖషభ

ௗ௧೙షೖషభ ݂(0)ቁ௡ିଵ
௞ୀ଴  ,  ݊ ∈ ℕ∗                          (2.19) 

De l’équation (2.19), deux définitions de la transformée de Laplace ont été proposées pour la 

dérivée ߙè௠௘de la fonction ݂(ݐ) dépendant du temps ݐ. Ces deux définitions sont :  

 Selon la définition de RL 

La transformée de Laplace de la dérivée ߙè௠௘de la fonction ݂(ݐ) est donnée, selon 

Riemann-Liouville,  par : 

ℒ( ௧ܦ
ఈ

଴
ோ௅ ([(ݐ)݂] = ቐ

.ఈݏ (ݏ)ܨ                                                                   ∶ ߙ < 0  
(ݏ)ܨ                                                                        ∶ ߙ = 0

.ఈݏ (ݏ)ܨ − ∑ ൫ݏ௞. ௧ܦ
ఈିଵି௞

଴
ோ௅ [݂(0)]൯              ∶ ߙ  > 0  ௡ିଵ

௞ୀ଴

     (2.20) 

Toutefois, cette transformée est bien connue dans la théorie des calculs fractionnaires [37]. 

Néanmoins, ses applications en pratique sont très limitées à cause de l’absence d’une 

interprétation physique adéquate des valeurs limitant ses dérivées lorsque le système est à 

l’état de repos, i.e. à l’instant ݐ଴ = 0.     

 Selon la définition de Caputo 

La transformée de Laplace de la dérivée ߙè௠௘de la fonction ݂(ݐ) est donnée par : 
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ℒ( ௧ܦ
ఈ

଴
஼ ([(ݐ)݂] = ቐ

.ఈݏ (ݏ)ܨ                                                                   ∶ ߙ < 0  
(ݏ)ܨ                                                                        ∶ ߙ = 0

.ఈݏ (ݏ)ܨ − ∑ ൫ݏఈି௞ିଵ. ௧ܦ
௞

଴
஼ [݂(0)]൯              ∶ ߙ  > 0  ௡

௞ୀ଴

     (2.21) 

C’est la transformée la plus utilisée en pratique à cause des valeurs initiales conventionnelles 

de  ݂௞(0), pour  ݇ = 0,1, ⋯ , (݊ − 1). De ce fait, pour l’étude et l’analyse des systèmes 

fractionnaires, la définition de Caputo semble être la plus appropriée que les deux autres 

définitions précédentes. Autrement dit, si le système fractionnaire est à l’état de repos pour 

଴ݐ  = 0 , cette transformation se  réduit à celle donnée par : 

ℒ൫ ௧ܦ
ఈ

௧బ
ோ௅ ൯[(ݐ)݂] = ℒ൫ ௧ܦ

ఈ
௧బ
஼ ൯[(ݐ)݂] = .ఈݏ  (2.22)                                            (ݏ)ܨ

2.2.4. Représentation d’un contrôleur fractionnaire  

Un contrôleur fractionnaire est, généralement, représenté par des équations différentielles 

non entières. De ce fait, la dynamique réelle de celui-ci est souvent décrite par l’un des trois 

modèles suivants [40,41] : 

 Equation différentielle généralisée. 

 Représentation d’état fractionnaire. 

 Matrice de transfert fractionnaire. 

2.2.4.1. Équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire 

Le comportement réel d’un contrôleur fractionnaire pluridimensionnel est souvent 

représenté par l’équation différentielle fractionnaire (2.23) [40, 41]: 

௄೙ܣ
. [(ݐ)ݑ]ఈ೙ܦ + ⋯ + ௄బܣ

. [(ݐ)ݑ]ఈబܦ = ௄೘ܤ
. [(ݐ)݁]ఓ೘ܦ + ⋯ + ௄బܤ

.  (2.23)      [(ݐ)݁]ఓబܦ

Où, (ݐ)ݑ et e(ݐ) sont respectivement les vecteurs des signaux de commandes et des erreurs. 

݅ ௜  oùߙ ఈ೔ représente l’opérateur de la dérivée d’ordreܦ ∈ ℕ , ݅ = 1,2, ⋯ ݊ et  ߙ௡ > ௡ିଵߙ >

⋯ > ݆ ௝ oùߤ ఓ೔ représente l’opérateur de la dérivée d’ordreܦ .଴ߙ ∈ ℕ, j= 1,2, ⋯ ݉ et  ߤ௠ >

௠ିଵߤ > ⋯ > ௄೔ܣ  .଴ߤ
 et ܤ௄ೕ sont des matrices réelles à des coefficients constantes. 

Quand les ordres de dérivées fractionnaires  ߙ௜ et ߤ௝ sont multiples du même nombre réel ߙ 

avec ߙ௜ = ݅. ௝ߤ ,ߙ = ݆. et 0 ߤ ≤ ߙ = ߤ ≤ 1, Alors, le contrôleur résultant est un contrôleur 

fractionnaire dit « commensurable ». A cet effet, l’équation (2.23) est réécrite comme suit :   
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∑ ൫ܣ௄೔
. ൯[(ݐ)ݑ]௜.ఈܦ = ∑ ൫ܤ௄೔

. ൯௠[(ݐ)݁]௜.ఈܦ
௜ୀ଴

௡
௜ୀ଴                                             (2.24) 

Un contrôleur fractionnaire est dit non commensurable si la condition (ߙ௞, (௞ߤ ≠ ݇.  ,ߙ

∀݇ ∈ ℕ∗ n’est pas remplie 

2.2.4.2. Représentation d’état d’un contrôleur fractionnaire commensurable 

De l’équation (2.24), la représentation d’état d’un contrôleur fractionnaire commensurable 

est définie comme dans le cas entier, on remplace seulement la dérivée d’ordre 1 par la celle 

d’ordre fractionnaire ߙ. On obtient donc :  

൜
[(ݐ)ݔ]ఈܦ = ௄ܣ . (ݐ)ݔ + .௄ܤ (ݐ)݁

(ݐ)ݑ = .௄ܥ (ݐ)ݔ + ௄ܦ . (ݐ)݁
                                                                    (2.25) 

[(ݐ)ݔ]ఈܦ = [(ݐ)ଵݔ]ఈܦ] [(ݐ)ଶݔ]ఈܦ ⋯  représente le vecteur de la dérivée ்[[(ݐ)௡ݔ]ఈܦ

d’ordre ߙ . 

2.2.5. Matrice de transfert d’un contrôleur fractionnaire commensurable 

La transformée de la Laplace basée sur la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire au 

sens de Caputo est appliquée sur l’équation (2.25). On aura donc : 

൜
.ఈݏ (ݏ)ܺ − .ఈିଵݏ (଴ݐ)ݔ = ௄ܣ . (ݏ)ܺ + .௄ܤ (ݏ)ܧ

(ݏ)ܷ = .௄ܥ (ݏ)ܺ + ௄ܦ . (ݏ)ܧ
                                          (2.26) 

൜
(ݏ)ܺ = ܫఈݏ) − .௄)ିଵܣ .௄ܤ (ݏ)ܧ + .ఈݏ) ܫ − (଴ݐ)ݔఈିଵݏ௄)ିଵܣ

(ݏ)ܷ = .௄ܥ (ݏ)ܺ + ௄ܦ . (ݏ)ܧ
                    (2.27) 

Sachant que (ݏ)ܷ ,(ݏ)ܧ et ܺ(ݏ) représentent respectivement la transformée de Laplace des 

signaux ݁(ݐ), (ݐ)ݑ et (ݐ)ݔ. Notons ici que la définition de Caputo est nécessaire si nous 

voulons que les conditions initiales soient exprimées comme les valeurs des états à 

l’instant  ݐ଴ = 0. Dans le cas où ces conditions sont nulles, l’équation (2.27) est réécrite 

comme suit : 

൜
(ݏ)ܺ = .ఈݏ) ܫ − .௄)ିଵܣ .௄ܤ (ݏ)ܧ

(ݏ)ܷ = .௄ܥ] .ఈݏ) ܫ − .௄)ିଵܣ ௄ܤ + .[௄ܦ (ݏ)ܧ
                                         (2.28) 

Par ailleurs, la matrice de transfert du contrôleur fractionnaire est obtenue par la 

relation (2.29): 
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(ݏ)ܭ = .௄ܥ .ఈݏ) ܫ − .௄)ିଵܣ ௄ܤ + ௄ܦ = ൦

(ݏ)ଵଵܭ (ݏ)ଵଶܭ
(ݏ)ଶଵܭ (ݏ)ଶଶܭ

⋯ (ݏ)ଵ௠ ܭ
⋯ (ݏ)ଶ௠ ܭ

⋮ ⋮
(ݏ)௠ଵܭ (ݏ)௠ଶܭ

⋱ ⋮
⋯ (ݏ)௠௠ܭ

൪      (2.29) 

Où chaque transfert ܭ௜௝(ݏ) est peut être défini par [41] : 

(ݏ)௜௝ܭ =
௄ಿ೔ೕ,೛೔ೕ

.௦ഀ×೛೔ೕା௄ಿ೔ೕ,(೛షభ) .௦ഀ×(೛೔ೕషభ)ା⋯ା௄ಿ೔ೕ,బ

௄ವ೔ೕ,೜೔ೕ
.௦ഀ×೜೔ೕା௄ವ

೔ೕ,ቀ೜೔ೕషభቁ
.௦ഀ×(೜೔ೕషభ)ା⋯ା௄ವ೔ೕ,బ

, avec ቐ
,௜௝݌  ௜௝ݍ ∈ ℕ
௜௝ݍ  ≥ ௜௝݌ 

݅, ݆ = 1, ⋯ , ݉

          (2.30) 

De l’équation (2.30), si ࣭ =  ࣭ ఈ, on obtient le transfert irrationnel par rapport à la variableݏ

comme suit : 

(࣭)௜௝ܭ =
∑ ቄ௄ಿ೔ೕ,ೖ

.࣭ೖቅ
೛೔ೕ
ೖసబ

∑ ቄ௄ವ೔ೕ,ೖ
.࣭ೖቅ

೜೔ೕ
ೖసబ

                                                                       (2.31) 

2.3. Stabilité d’un système bouclé par un contrôleur fractionnaire pluridimensionnel 

Dans la théorie de la stabilité des systèmes bouclés à dérivée d’ordre entier, nous savons 

bien que la stabilité est vérifiée si toutes les racines du polynôme caractéristique sont à 

parties réelles strictement négatives, donc situées dans la moitié gauche du plan complexe. 

Par ailleurs, dans le cas d’un système bouclé par un contrôleur d’ordre non entier, la 

définition de la stabilité est différente de celle des systèmes d’ordre entier. En  effet, les 

systèmes fractionnaires peuvent bien avoir des racines dans la moitié droite du plan 

complexe et être stables [42]. Notons ici que la stabilité des systèmes fractionnaires a été 

étudiée et bien détaillée notamment dans la référence [43], où des conditions nécessaires et 

suffisantes ont été obtenues donnant lieu au théorème suivant : 

2.3.1. Théorème 2.1 [43, 44]: 

 Considérons la représentation d’état suivante du système bouclé d'ordre commensurable : 

ቐ
௧ܦ

ఈ(ݐ)ݔ = ிܣ . (ݐ)ݔ + .ிܤ (ݐ)ݑ
(ݐ)ݕ = .ிܥ (ݐ)ݔ

(଴ݐ)ݔ = ଴ݔ

 ,   pour 0 < ߙ < 2                                    (2.32) 

Avec  (ݐ)ݔ ∈ ℝ௡, ((ݐ)ݑ, ((ݐ)݁ ∈ ℝ௡, sachant que {ߣଵ, … ,  ௡} représentent les valeurs propresߣ

de la matrice réelle ܣி ∈ ℝ௡×௡, d’où, le système d’équations (2.32) avec comme entrées 

(଴ݐ)ݑ = 0 est stable si et seulement si la condition suivante est remplie, on obtient donc : 
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|arg(ߣ௜)| >
ఈగ

ଶ
 , ∀ ݅ ∈ ℕ                                                               (2.33) 

D'après ce théorème de stabilité, découle les différentes zones stables et instables pour un 

système fractionnaire bouclé. La Fig.2.1.a présente le cas où l’ordre entier est compris entre 0 

et 1, cependant la Fig.2.1.b présente le cas où l’ordre entier est compris entre 1 et 2. On 

obtient : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2.1.a. Régions de stabilité pour  ૙ < ߙ < 1                            Fig.2.1.b. Régions de stabilité pour  ૚ < ࢻ < 2 

Fig.2.2. Régions de stabilité d'un contrôleur fractionnaire 

2.4. Approximations des opérateurs d’ordre fractionnaire 

L’implémentation d’un contrôleur d’ordre non entier consiste à simuler ses éléments de 

base qui sont les opérateurs d’intégration ou de dérivation d’ordre fractionnaire. A cet effet, 

plusieurs chercheurs ont été intéressés par l’approximation de ces opérateurs par des transferts 

d’ordre entier. Pour cela, plusieurs techniques d’approximation ont été introduites pour la 

modélisation de ces opérateurs, parmi lesquelles, on peut citer : 

2.4.1. Méthode utilisant les expansions de fraction continue CFE 

La méthode utilisant la CFE (Continued Fraction Expansions) est une moyenne très 

efficace permettant de rapprocher le transfert d’ordre non entier ܳ(ݏ) ∈ ℂ  par le transfert 

irrationnel d’ordre fini ෨ܳ(ݏ) ∈ ℂ . Ce dernier peut contenir ݉ொ zéros et ݊ொ pôles répartis dans 

la bande de fréquence [߱௕ , ߱ℎ], on obtient donc [45]: 

෨ܳ(ݏ) =CFE {ܳ(ݏ)}௠ೂ,௡ೂ
=

∑ ொ෨ಿೖ .௦ೖ೘ೂ
ೖసబ

∑ ொ෨ವೖ .௦ೖ
೙ೂ
ೖసబ

 , ݉ொ ≤ ݊ொ                                         (2.34) 
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Où l’expression de CFE {ܳ(ݏ)}௠ೂ,௡ೂ
 peut être écrite sous la forme (2.35) : 

CFE {ܳ(ݏ)}௠ೂ,௡ೂ
= ऀ଴(ݏ) +

ँభ(௦)

ऀభ(௦)ା
ँమ(ೞ)

ऀమ(ೞ)శ
ँయ(ೞ)

…శ
⋯

…శ
ँಮ(ೞ)
ऀಮ(ೞ)

                                           (2.35) 

ऀ௞(ݏ) et ँ௞(ݏ) sont des polynômes d’ordre entier obtenus au moyen de la fonction cfrac du 

logiciel Matlab/Symbolic/Math/Toolbox. Plusieurs auteurs ont proposé d'autres façons d'écrire 

la CFE  et cela pour faciliter sa représentation qui est donnée par l’équation (2.35). Parmi 

lesquels, on peut citer les notifications suivantes : 

CFE {ܳ(ݏ)}ஶ,ஶ = ऀ଴(ݏ) +
 ँభ(௦)|

|ऀభ(௦)  +
 ँమ(௦)|

|ऀమ(௦)  + ⋯ +
 ँಮ(௦)|

|ऀಮ(௦)                                      (2.36) 

CFE {ܳ(ݏ)}ஶ,ஶ = ऀ଴(ݏ) +
ँభ(௦)

ऀభ(௦)ା
 

ँమ(௦)

ऀమ(௦)ା
⋯ +

ँಮ(௦)

ऀಮ(௦)
                                          (2.37) 

CFE {ܳ(ݏ)}ஶ,ஶ = ቂऀ଴(ݏ);
ँభ(௦)

ऀభ(௦)
,

ँమ(௦)

ऀమ(௦)
, ⋯

ँಮ(௦)

ऀಮ(௦)
ቃ                                                  (2.38) 

CFE {ܳ(ݏ)}ஶ,ஶ = ቂऀ଴(ݏ);
ँೖ(௦)

ऀೖ(௦)
ቃ

௞ୀଵ

ஶ
                                                                   (2.39) 

CFE {ܳ(ݏ)}ஶ,ஶ = ቂऀ଴(ݏ);
ँభ(௦)

ऀభ(௦)
,

ँೖ(௦)

ऀೖ(௦)
ቃ

௞ୀଶ

ஶ
                                                          (2.40) 

Dans ce qui suit, deux variantes basées sur la CFE sont proposées pour le rapprochement 

du dérivateur (ou intégrateur) d’ordre non entier ܳ஽;ூ(ݏ) =  ఈ . Le principe de chacune±ݏ

d’elles peut être résumé  dans ce qui suit. 

2.4.1.1. CFE utilisant une fonction génératrice continue 

a. Méthode d'approximation utilisant les deux CFE : CFE-haut et CFE-bas 

Dans cette méthode [45], la dérivée d’ordre non entier ܳ஽(ݏ) =  ఈ peut se deviser en deuxݏ

transferts rationnels où le premier transfert, qui est ܳ஽೓೔೒೓
 peut décrire cette dérivée en ,(ݏ)

hautes fréquences, tandis que le second transfert, qui ܳ஽೗೚ೢ
 ఈ en bassesݏ peut décrire ,(ݏ)

fréquences. Par conséquent, les deux transferts irrationnels rapprochant la dérivée d’ordre non 

entier sont déterminés par l’application de la CFE comme suit : 

a.1.    Approximation utilisant la CFE-haut    

 ܳ஽೓೔೒೓
(ݏ) = ߱௖

ఈ. CFEቄቀ1 +
௦

ఠ೎
ቁ

ఈ
ቅ,   si  ߱ ≫ ߱௖                                      (2.41) 
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Dans ce cas, le transfert rationnel ෨ܳ஽೓೔೒೓
 est obtenu par (ݏ)

෨ܳ஽೓೔೒೓
(ݏ) = ߱௖

ఈ. ቈ0;
ଵ

ଵ
,

ିఈ.ቀ
ೞ

ഘ೎
ቁ

ଵ
, ቊ

ೖ(ೖశഀ)
(మೖషభ)మೖ

.ቀ
ೞ

ഘ೎
ቁ

ଵ
,

ೖ(ೖషഀ)
(మೖశభ)మೖ

.ቀ
ೞ

ഘ೎
ቁ

ଵ
ቋ቉

௞ୀଵ

ே

                           (2.42) 

        a.2.    Approximation utilisant la CFE-bas 

ܳ஽೗೚ೢ
(ݏ) = ߱௖

ఈ. CFEቄቀ1 +
ఠ೎

௦
ቁ

ିఈ
ቅ,   si  ߱ ≪ ߱௖                                      (2.43) 

Dans ce cas, le transfert rationnel ෨ܳ஽(ݏ) est obtenu par 

෨ܳ஽೗೚ೢ
(ݏ) = ߱௖

ఈ. ቈ0;
ଵ

ଵ
,

ఈ.ቀ
ഘ೎

ೞ
ቁ

ଵ
, ቊ

ೖ(ೖషഀ)
(మೖషభ)మೖ

.ቀ
ഘ೎

ೞ
ቁ

ଵ
,

ೖ(ೖశഀ)
(మೖశభ)మೖ

.ቀ
ഘ೎

ೞ
ቁ

ଵ
ቋ቉

௞ୀଵ

ே

                           (2.44) 

b. Méthode de Matsuda utilisant la CFE 

Cette méthode [46]  qui  rapproche le dérivateur d’ordre non entier  ܳௗ(ݏ) =  ఈ  par leݏ

transfert rationnelle ෨ܳௗ(ݏ) fourni par la méthode utilisant la CFE. De ce fait, 

les fréquences ߱଴ =  ߱௕, ߱ଵ,߱ଶ,..., ߱௡ = ߱ℎ sont obtenues au moyen de la fonction logspace 

du Matlab, qui fournit un ensemble des fréquences espacées de manière logarithmique. Si le 

module de la fonction fractionnaire ܳௗ(߱) est connu dans ces fréquences, la fonction 

irrationnelle ෨ܳௗ(߱) est alors calculée comme suit [46, 47]:  

෨ܳௗ(߱) = ݀଴(߱) +
௦ିఠబ

ௗభ(ఠ)ା
ೞషഘభ

೏మ(ഘ)శ
ೞషഘమ

೏య(ഘ)శ⋯

= ቂ݀଴(߱);
௦ିఠೖషభ

ௗೖ(ఠ)
ቃ

௞ୀଵ

ே
             (2.45) 

De l’équation (2.45), l’expression de récurrence définissant la fonction  ݀௞(݆߱) est donnée 

par :   

 ቊ
݀଴(߱) = |ܳௗ(݆. ߱଴)|

݀௞(߱) =
ఠିఠೖషభ

ௗೖషభ(ఠ)ିௗೖషభ(ఠೖషభ)

  ,   ݇ = 1, ⋯ , ܰ                                          (2.46) 

2.4.1.2. CFE utilisant la fonction génératrice discrète  

Le principe de cette méthode est basé sur l’approximation du dérivateur (ou de 

l’intégrateur) d’ordre non entier  ܳ஽;ூ(ݏ) =  .(ଵିݖ)ఈ par le transfert irrationnel discret  ෨ܳ஽;ூ±ݏ
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De ce fait, si l’opérateur de Laplace (ݏ) est, a priori, transformé par l’une de ces formules ci-

dessous [41] :  

 Différence finie de premier ordre (1ofd) : ݏ ≈
ଵି௭షభ

೐்
                                             (2.47) 

 Différence finie de deuxième ordre (2ofd) : ݏ ≈
ଷିସ.௭షభା௭షమ

ଶ. ೐்
                                 (2.48) 

 Différence finie de troisième ordre (3ofd) : ݏ ≈
ଵଵିଵ଼.௭షభାଽ.௭షమିଶ.௭షయ

଺. ೐்
                   (2.49) 

 Transformation bilinéaire de Tustin : ݏ ≈
ଶ

೐்
.

ଵି௭షభ

ଵା௭షభ                                               (2.50) 

 Formule de Simpson: ݏ ≈
ଷ

೐்
.

ଵି௭షమ

ଵାସ.௭షభା௭షమ                                                               (2.51) 

L’application de la CFE peut alors fournir les transferts irrationnels discrets suivants :  

 Différence finie de premier ordre : 

෨ܳ஽;ூ(ିݖଵ) = ൫ ௘ܶ
∓ఈ൯.CFE {(1 −  ଵ)±ఈ}௣,௤                                                 (2.52)ିݖ

 Différence finie de deuxième ordre : 

 ෨ܳ஽;ூ(ିݖଵ) = ( ௘ܶ)∓ఈ.CFE൜ቀ
ଷିସ.௭షభା௭షమ

ଶ
ቁ

±ఈ
ൠ

௣,௤
                                             (2.53) 

 Différence finie de troisième ordre : 

 ෨ܳ஽;ூ(ିݖଵ) = ( ௘ܶ)∓ఈ.CFE൜ቀ
ଵଵିଵ .௭షభାଽ.௭షమିଶ.௭షయ

଺
ቁ

±ఈ
ൠ

௣,௤
                               (2.54) 

 Transformation bilinéaire de Tustin : 

 ෨ܳ஽;ூ(ିݖଵ) = ( ௘ܶ)∓ఈ.CFE൜ቀ2.
ଵି௭షభ

ଵା௭షభቁ
±ఈ

ൠ
௣,௤

                                                  (2.55) 

 Formule de Simpson: 

 ෨ܳ஽;ூ(ିݖଵ) = ( ௘ܶ)∓ఈ.CFE൜ቀ3.
ଵି௭షమ

ଵାସ.௭షభା௭షమቁ
±ఈ

ൠ
௣,௤

                                       (2.56) 

Sachant que ( ௘ܶ)∓ఈ.CFE{(∗)±ఈ}௣,௤ est donnée par la forme générale (2.57) : 
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( ௘ܶ)∓ఈ.CFE{(∗)±ఈ}௣,௤  =
ொ෨೙ವ;಺൫௭షభ൯

ொ෨೏ವ;಺
(௭షభ)

=
ொ෨೙బାொ෨೙భ .௭షభା⋯ାொ෨೙೛ .௭ష೛

ொ෨೏బାொ෨೏భ .௭షభା⋯ାொ෨೏೜ .௭ష೜                                   (2.57) 

Finalement, le transfert irrationnel rapprochant la dérivée (intégrateur) d’ordre non entier 

est obtenu par la transformée en ݖ inverse de la fonction de transfert (2.58) :    

൞

෨ܳ஽(ݏ) = ࣴିଵ ൜
ொ෨೙ವ൫௭షభ൯

ொ෨೏ವ
(௭షభ)

ൠ

෨ܳூ(ݏ) = ࣴିଵ ൜
ொ෨೙಺൫௭షభ൯

ொ෨೏಺
(௭షభ)

ൠ

                                                                 (2.58) 

2.4.2. Approximation utilisant le développement en série des expansions de Maclaurin 

Le principe de cette méthode est basé le développement en séries de Maclaurin du 

dérivateur (ou de l’intégrateur) d’ordre non entier ܳ஽;ூ(ݏ) =  ఈ . Le résultat de ce±ݏ

développement produit le transfert irrationnel discret ෨ܳ஽;ூ(ିݖଵ). De ce fait, si l’opérateur de 

Laplace (ݏ) est, a priori, transformé par l’une des formules citées précédemment par les 

équations (2.47) jusqu’à (2.51), le transfert ෨ܳ஽(ିݖଵ) est alors défini comme suit [41] : 

 Différence finie de premier ordre : 

෨ܳ஽(ିݖଵ) = ( ௘ܶ
ିఈ). ∑ (−1)௞. ൫ఈ

௞൯. ௞ேିݖ
௞ୀ଴                                                  (2.59) 

 Différence finie de deuxième ordre : 

 ෨ܳ஽(ିݖଵ) =
[௰(ఈାଵ)]మ

(ଶ. ೐்)ഀ . ∑ ቀିݖ௞ . ∑ ቀ
ଷ(ഀషೕ)(ିଵ)ೖ

௰(௝ାଵ).௰(ఈି௝ାଵ).௰(௞ି௝ାଵ).௰(ఈି௞ା௝ାଵ)
ቁ௞

௝ୀ଴ ቁே
௞ୀ଴                 (2.60) 

 Différence finie de troisième ordre : 

 ෨ܳ஽(ିݖଵ) =
[௰(ఈାଵ)]య

(ଷ. ೐்)ഀ × 

∑ ቌିݖ௞ ∑ ቌ∑ ቌ
(ିଵ)ℓ൬ି

ళ
ర

ି√యవ
ర

.௜൰
ഀషೕశℓ

൬ି
ళ
ర

ା√యవ
ర

.௜൰
ഀషೖశೕ

௰(ℓାଵ)௰(ఈିℓାଵ)௰(௝ିℓାଵ)௰(ఈି௝ାℓାଵ)௰(௞ି௝ାଵ)௰(ఈି௞ା௝ାଵ)
ቍ௝

ℓୀ଴ ቍ௞
௝ୀ଴ ቍே

௞ୀ଴  (2.61) 

 Transformation bilinéaire de Tustin : 

 ෨ܳ஽(ିݖଵ) = ቀ
ଶ

೐்
ቁ

ఈ
ߙ)߁ + ߙ−)߁(1 + 1) × ⋯ 

∑ ቀିݖ௞ ∑ ቀ
(ିଵ)ೕ

௰(ఈି௝ାଵ).௰(௝ାଵ).௰(௞ି௝ାଵ).௰(ିఈା௝ି௞ାଵ)
ቁ௞

௝ୀ଴ ቁே
௞ୀ଴        (2.62) 

 Formule de Simpson: 
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 ෨ܳ஽(ିݖଵ) = ቀ
ଷ

೐்
ቁ

ఈ
൫ߙ)߁ + ߙ−)߁(1 + 1)൯

ଶ
× ⋯ 

∑ ቆିݖ௤ ∑ ∑ ൬
(ିଵ)೙.൫ଶି√ଷ൯

షഀష೛శమ೙
.൫ଶା√ଷ൯

షഀష೜శ೛

௰(௡ାଵ).௰(ఈି௡ାଵ)௰(௣ିଶ௡ାଵ)௰(ିఈି௣ାଶ௡ାଵ)௰(௤ି௣ାଵ)௰(ିఈି௤ା௣ାଵ)
൰௤

௣ୀଶ௡
ቀ

೜
మ

ቁ

௡ୀ଴ ቇே
௤ୀ଴    (2.63) 

2.4.3. Méthode de Carlson 

Le principe de Carlson est fondé sur le processus itératif de Newton-Raphson 

dans lequel la détermination de la  ߙè௠௘ racine de l'équation (2.64) peut rapprocher 

le transfert d’ordre non entier ܳ஽;ூ(ݏ), sachant que ܳ஽(ݏ) = (ݏ)ఈ, et ܳ஽ݏ =  ఈ. Onିݏ

aura donc [41, 47] : 

[ℳ(ݏ)]ଵ ఈൗ − (ݏ)ࣨ = 0     , ℳ(ݏ) =  ఈ                  (2.64)[(ݏ)ࣨ]

Où ℳ(ݏ) est un transfert rationnel défini par l’équation de récurrence (2.65) et ࣨ(ݏ) est un 

transfert rationnel qui peut prendre le terme différentiel d’ordre entier (ݏ), avec ࣨ(ݏ) =  ou ݏ

bien le terme intégral d’ordre entier  
ଵ

௦
, avec  ࣨ(ݏ) =

ଵ

௦
.  

Pour ߙ =
ଵ

௤
 , ݉ =

௤

ଶ
  et le transfert initial ℳ଴(ݏ) = 1, la résolution de l’équation (2.64) est 

assurée par le processus itératif suivant : 

  ℳ௞(ݏ) = ℳ௞ିଵ(ݏ). ൬
(௤ି௠).൫ℳೖషభ(௦)൯

మ
ା(௤ା௠).ࣨ(௦)

(௤ା௠).൫ℳೖషభ(௦)൯
మ

ା(௤ି௠).ࣨ(௦)
൰                                            (2.65) 

Si le processus (2.65) est s’itéré jusqu’à l’itération ݇௠௔௫ qui est fixée à l’avance, on 

obtient, alors, les transferts d’ordre entier suivants :  

 ൝
 ෨ܳ஽(ݏ) = ℳ௞೘ೌೣ

(ݏ)ࣨ     :(ݏ) = ݏ

 ෨ܳூ(ݏ) = ℳ௞೘ೌೣ
(ݏ)ࣨ     :(ݏ) =

ଵ

௦

                                                     (2.66) 

2.4.4. Méthode d’Oustaloup  

Cette méthode s’appelle aussi « approximation CRONE (Première génération) » [48]. Elle 

est basée sur l'approximation, en temps continu, de l'opérateur d'ordre fractionnaire  ܳௗ(ݏ) =

 ܰ ఈ  par un transfert rationnel. Cette approximation utilise une distribution récursive deݏ

zéros et ܰ pôles se trouvant dans la bande de fréquence [߱௕ , ߱ℎ] à l’intérieure de laquelle 

l’approximation est valide. De ce fait, le transfert d’ordre entier ෨ܳௗ(ݏ) est obtenu comme 

suit : 
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෨ܳௗ(ݏ) = ௗܥ .
∏ ൬ଵା

ೞ
ഘ೥,ೖ

൰ಿ
ೖసభ

∏ ቆଵା
ೞ

ഘ೛,ೖ
ቇಿ

ೖసభ

                                                                 (2.67) 

Les zéros ߱௭,௞ et les pôles ߱௣,௞ de ce transfert peuvent être déterminés par :  

ە
ۖ
۔

ۖ
௭,௞߱ۓ = ߱௕ . ቀ

ఠ೓

ఠ್
ቁ

మೖషభషഀ
మಿ

߱௣,௞ = ߱௕ . ቀ
ఠ೓

ఠ್
ቁ

మೖషభశഀ
మಿ

                                                                  (2.68) 

Ainsi que le rapport constant entre eux est toujours assuré comme suit :  

ఠ೥,ೖశభ

ఠ೥,ೖ
=

ఠ೛,ೖశభ

ఠ೛,ೖ
= ቀ

ఠ೓

ఠ್
ቁ

భ
ಿ                                                                         (2.69) 

Ce rapport peut assurer un placement alterné équidistant entre les paires ߱௭,௞ et ߱௣,௞ et cela 

dans une échelle logarithmique de fréquences telle que celle trouvée dans un diagramme de 

Bode. De plus, le gain ܥௗ doit être ajusté de telle sorte que la condition suivante |(݆߱)ఈ|ఠୀଵ =

ߙ∀ ,ܤ݀ 0 ∈ ℝ est toujours remplie. 

2.4.5. Méthode de Charef 

Le principe de cette méthode [49] est basé sur le rapprochement de l’intégrateur 

fractionnaire ܳூ(ݏ) = ܰ qui possède ܰ zéros et (ݏ)ఈ par le transfert d’ordre entier ෨ܳூିݏ + 1 

pôles répartis dans la plage de fréquence [߱௕, ߱ℎ]. A cet effet, le transfert ܳூ(ݏ) peut être 

modelé par le Pôle à Puissance Fractionnaire (PPF) suivant :   

ܳ௉௉ி(ݏ) =
௄ഘ

ቀଵା
ೞ

ഘ೎
ቁ

ഀ  , avec  ߱௕ < ߱௖ < ߱ℎ                                                (2.70) 

ఠܭ = ൫1 ߱௖ൗ ൯
ఈ

 et  ߱௖ = ට−1 + 10ቀ
ഄ

భబഀ
ቁ  représentent le gain et la pulsation de coupure du 

PPF. ߝ dénote l’erreur maximale permise entre la pente de la réponse fréquentielle de 

l'opérateur ିݏఈ et le PPF donné par l'équation (2.70). Le transfert d’ordre entier est donc 

donné comme suit : 

෨ܳூ(ݏ) = ூܥ .
∏ ൬ଵା

ೞ
ഘ೥,ೖ

൰ಿషభ
ೖసబ

∏ ቆଵା
ೞ

ഘ೛,ೖ
ቇಿ

ೖసబ

                                                                      (2.71) 
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Les pôles ߱௣,௞ et les zéros ߱௭,௞ peuvent être déterminés comme suit :   

      ቊ
߱௣,௞ = ߱௖ . (߰. ߮)௞. ඥ߮     ,    ݇ = 0,1, ⋯ , ܰ

߱௭,௞ = ߰. ߱௖ . (߰. ߮)௞. ඥ߮       ,    ݇ = 0,1, ⋯ , ܰ − 1
                           (2.72) 

 

Avec : 

         

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ߰ = 10ቀ

ഄ
భబ(భషഀ)ቁ

߮ = 10ቀ
ഄ

భబ.ഀ
ቁ

ܰ = ቈ
௟௢௚ቀ

భబబ.ഘ೓
೛బ

ቁ

௟௢௚(ట.ఝ)
቉ + 1

                                                                          (2.73) 

où ቈ
௟௢௚ቀ

భబబ.ഘ೓
೛బ

ቁ

௟௢௚(ట.ఝ)
቉ dénote la partie entière du nombre réel  

௟௢௚ቀ
భబబ.ഘ೓

೛బ
ቁ

௟௢௚(ట.ఝ)
. 

2.5. Synthèse d’un contrôleur robuste par l’optimisation Min-Max 

 La synthèse d’un correcteur robuste, qui assure une marge de sécurité élevée pour la 

stabilité robuste et pour les performances nominales du système bouclé, présente l’objectif 

principal. Cet objectif peut être atteint si le problème de sensibilité mixte généralisé est résolu 

conformément à certaines conditions d'optimalité. A cet effet, plusieurs algorithmes 

d’optimisation ont été suggérés pour aboutir à des solutions optimales de ce problème [50]. 

L’algorithme que nous avons utilisé est  l’algorithme d’optimisation Min-max qui a la 

capacité d’assurer un bon compromis de robustesse et de satisfaire un nombre important de 

spécifications.  

Par ailleurs, les performances de cet algorithme sont liées directement au bon choix de la 

structure utilisée pour la synthèse du contrôleur robuste où cette structure doit être présentée 

avec un nombre raisonnable de variables à optimiser. Elles sont liées également au nombre 

des spécifications fréquentielles qui sont imposées par le cahier de charges. Il faut mentionner 

ici que l’efficacité de l’algorithme se traduit, mathématiquement, par la qualité de 

convergence de sa solution vers l’optimum global ou vers les optima locaux. 

 Dans ce qui suit, le contrôleur robuste est proposé selon la structure d’ordre non entier du 

PID pluridimensionnel dans laquelle le vecteur des paramètres du contrôleur est obtenu à 

partir de la solution optimale du problème de sensibilité mixte généralisé en utilisant la 

fonction Fminimax du logiciel Matlab. Les opérateurs intégro-différentiels de celui-ci sont 
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ensuite rapprochés par des transferts d’ordre entier en choisissant une méthode 

d’approximation parmi celles proposées dans le paragraphe §2.4.      

2.5.1. Structure générale du ࡰࡵࡼ fractionnaire pluridimensionnel (ࣆࡰࣅࡵࡼ) 

La matrice de transfert du contrôleur ܲܫఒܦఓ pluridimensionnel est donnée par (2.74) [51]:  

ிை௉ூ஽ܭ =

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ௉ଵଵܭ + .ூଵଵܭ ఒభభିݏ + .஽ଵଵܭ ఓభభݏ

௉ଶଵܭ + .ூଶଵܭ ఒమభିݏ + .஽ଶଵܭ ఓమభݏ

⋯
⋯

௉ଵ௠ܭ + .ூଵ௠ܭ ఒభ೘ିݏ + .஽ଵ௠ܭ ఓభ೘ݏ

௉ଶ௠ܭ + .ூଶ௠ܭ ఒమ೘ିݏ + .஽ଶ௠ܭ ఓమ೘ݏ

⋮ ⋱ ⋮
௉௠ଵܭ + .ூ௠ଵܭ ఒ೘భିݏ + .஽௠ଵܭ ఓ೘భݏ ⋯ ௉௠௠ܭ + .ூ௠௠ܭ ఒ೘೘ିݏ + .஽௠௠ܭ ےఓ೘೘ݏ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

   (2.74) 

Où ߤ௜௝ ∈ ℝା, et ߣ௜௝ ∈ ℝା représentent respectivement les ordres fractals des actions dérivée et 

intégrale de la fonction de transfert ܭ௜௝(ݏ). Cette fonction est donnée par : 

(ݏ)௜௝ܭ               = ௉೔ೕܭ
+ ூ೔ೕܭ

. ఒ೔ೕିݏ + ஽೔ೕܭ
 ఓ೔ೕ                                           (2.75)ݏ

Ce transfert fractionnaire sera rapproché par une fonction de transfert d’ordre entier donnée 

par : 

(ݏ)෩௜௝ܭ = ௉೔ೕܭ
+ ூ೔ೕܭ

. ෨ܳூ೔ೕ
(ݏ) + ஽೔ೕܭ

. ෨ܳௗ೔ೕ
 (2.76)                                    (ݏ)

De l’équation (2.74), le vecteur à optimiser par l’algorithme Min-Max est celui donné par :   

௖ݔ ∈ ℝହ௠మ
= ௉భభܭ ൣ

, ⋯ , ௉೘೘ܭ
ห ܭூభభ

, ⋯ , ூ೘೘ܭ
ห ܭ஽భభ

, ⋯ , ஽೘೘ܭ
ห ߤଵଵ, ⋯ , ,ଵଵߣ|௠௠ߤ ⋯ , ௠௠൧ߣ

்
 (2.77) 

2.5.2. Problème de sensibilité mixte généralisé utilisant le contrôleur ࣆࡰࣅࡵࡼ  

La détermination des paramètres de ܲܫఒܦఓ  nécessite la résolution itérative du problème de 

sensibilité mixte généralisé donné par l’équation (1.47). Ce problème est formulé par le 

système d’interconnexion en boucle fermée de ܲ(ݏ) par le contrôleur ܲܫఒܦఓ. On obtient donc 

le problème suivant :     

min௫೎೘ೌೣஸ௫೎ஸ௫೎೘ೌೣ
{(௖ݔ)ஶܬ} = min௫೎೘ೌೣஸ௫೎ஸ௫೎೘ೌೣ

{‖ℱℓ[ܲ(ݏ), ,ݏ)ிை௉ூ஽ܭ  ௖)]‖∞}         (2.78)ݔ

Pour ߮ pulsations générées au moyen de la fonction logspace du Matlab dans la plage de 

fréquence [߱௠௜௡ ߱௠௔௫] , le problème ci-dessus est réécrit comme suit [27] :  
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݉݅݊௫೎൛ܬஶ,௞(ݔ௖)ൟ = ݉݅݊௫೎ ൞݉ܽݔఠ೘೔೙ஸఠஸఠ೘೔೙
൮ߪ௠௔௫ ቎

ௌܹ( ݆߱௞). ܵ௬( ݆߱௞ , (௖ݔ

ோܹ( ݆߱௞). ௞݆߱ )ܭ , .(௖ݔ ܵ௬( ݆߱௞ , (௖ݔ

்ܹ( ݆߱௞). ௬ܶ( ݆߱௞ , (௖ݔ
቏

௞ୀଵ,..,ఝ

൲ൢ      (2.79) 

Sachant que  ߱ଵ = ߱௠௜௡ , ߱ఝ = ߱௠௔௫ et  ߱ଵ < ߱ଶ < ⋯ < ߱ఝ. L’espace de recherche 

contenant la solution optimale ݔ௖
∗  est celui défini par  Ω = ൫ݔ௖௠௜௡ ,  ௖௠௔௫ ൯, ses limitesݔ

inférieure et supérieure sont définies par les deux vecteurs suivants : 

௖೘೔೙ݔ
= ቂ ܭ௉భభ೘೔೙

, ⋯ , ௉೘೘೘೔೙ܭ
ቚ ூభభ೘೔೙ܭ 

, ⋯ , ூ೘೘೘೔೙ܭ
ቚ ஽భభ೘೔೙ܭ 

, ⋯ , ஽೘೘೘೔೙ܭ
ቚ ଵଵ೘೔೙ߤ 

, ⋯ , ௠௠೘೔೙ߤ
หߣଵଵ೘೔೙

, ⋯ , ௠௠೘೔೙ߣ
ቃ

்
      (2.80) 

௖೘ೌೣݔ
= ቂ ܭ௉భభ೘ೌೣ

, ⋯ , ௉೘೘೘ೌೣܭ
ቚ ூభభ೘ೌೣܭ 

, ⋯ , ூ೘೘೘ೌೣܭ
ቚ ஽భభ೘ೌೣܭ 

, ⋯ , ஽೘೘೘ೌೣܭ
ቚ ଵଵ೘ೌೣߤ 

, ⋯ , ௠௠೘ೌೣߤ
หߣଵଵ೘ೌೣ

, ⋯ , ௠௠೘ೌೣߣ
ቃ

்
 (2.81) 

(௖ݔ)ஶ,௞ܬ ∈ ℝఝ×ଵ est le vecteur portant les fonctions objectives à minimiser. Ce dernier est 

donné comme suit : 

(௖ݔ)ஶ,௞ܬ = ቂ ܬஶ,଴(ݔ௖)ห
߱ୀ߱0

ห(௖ݔ)ஶ,ଵܬ 
߱ୀ߱1

⋯ ห(௖ݔ)߮,ஶܬ 
߱ୀ߱߮

ቃ
்
                               (2.82) 

2.5.3. Problème de sensibilité mixte généralisé utilisant l’estimant du contrôleur ࣆࡰࣅࡵࡼ 

La matrice de transfert du contrôleur irrationnel robuste, notée  ܭ௘(ݏ), qui assure les 

mêmes performances du contrôleur ܲܫఒܦఓ pluridimensionnel, est donnée par [51]: 

(ݏ)෩ܭ =

ۏ
ێ
ێ
ۍ (ݏ)෩ଵଵܭ (ݏ)෩ଵଶܭ

(ݏ)෩ଶଵܭ (ݏ)෩ଶଶܭ
⋯ (ݏ)෩ଵ௠ܭ
⋯ (ݏ)෩ଶ௠ܭ

⋮ ⋮
(ݏ)෩ଵ௠ܭ (ݏ)෩ଶ௠ܭ

⋱ ⋮
⋯ ے(ݏ)෩௠௠ܭ

ۑ
ۑ
ې
                                                              (2.83) 

De l’équation (2.76), si les ෨ܳூ,஽೔ೕ
෩ܭ  de (ݏ) ௜௝(ݏ) sont rapprochés par la méthode 

d’Oustaloup, la fonction de transfert irrationnel ܭ෩௜௝(ݏ) est donc présentée par 2. ܰ pôles, 

2. ܰ zéros et les trois gains ܭ௉೔ೕ
,  ቀܭூ೔ೕ

× ூ೔ೕܥ
ቁ etቀ ܭ஽೔ೕ

× ஽೔ೕܥ
ቁ, On obtient :  

(ݏ)෩௜௝ܭ = ௉೔ೕܭ
+ ூ೔ೕܭ

. ൮ܥூ೔ೕ
.

∏ ቆଵା
ೞ

ഘ಺೛,ೖ
ቇ

೔ೕ

ಿ
ೖసభ

∏ ቆଵା
ೞ

ഘ಺೥,ೖ
ቇ

೔ೕ

ಿ
ೖసభ

൲ + ஽೔ೕܭ
. ൮ܥ஽೔ೕ

.
∏ ቆଵା

ೞ
ഘವ೥,ೖ

ቇ
೔ೕ

ಿ
ೖసభ

∏ ቆଵା
ೞ

ഘ಺೛,ೖ
ቇ

೔ೕ

ಿ
ೖసభ

൲                     (2.84) 

De l’équation (2.79), si le contrôleur ܭிை௉ூ஽ est remplacé par son équivalent ܭ෩(ݏ), l’espace de 

recherche paramétré par le choix de ܰ peut donc s’augmenter à la valeur (4. ܰ + 3) × ݉ଶ. 

Dans ce cas, le vecteur de solution présenté par l’équation (2.77) est remplacé par :    
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௖ݔ ∈ ℝ(4.ܰ+3).݉2
= ቎

ቂܭ௉భభ , ൫11ܫܭ
× 11ܫܥ

൯, ൫ 11ܦܭ
× 11ܦܥ

൯, 11,݌ܫ߱
, 11,ݖܫ߱

, 11,ݖܦ߱
, 11,݌ܫ߱

ቃ , ⋯ , ⋯ ,

⋯ , ቂܭ௉೘೘ , ൫݉݉ܫܭ × ,൯݉݉ܫܥ ൫ ݉݉ܦܭ × ,൯݉݉ܦܥ ݉݉,݌ܫ߱ , ݉݉,ݖܫ߱ , ݉݉,ݖܦ߱ , ቃ݉݉,݌ܫ߱
቏

்

    (2.85) 

Pratiquement, la synthèse du contrôleur robuste basée sur la structure précédente peut 

poser de sérieux problèmes, notamment dans le cas où le nombre des variables à optimiser est 

élevé. A cet effet, la solution obtenue par l'algorithme d'optimisation Min-Max peut être 

localisée dans les minima locaux ce qui peut produire des commandes déstabilisantes pour le 

système bouclé. Notons ici que les performances d’un tel algorithme d'optimisation peuvent 

être améliorées si les paramètres du contrôleur robuste à synthétiser sont très réduits. Par 

ailleurs, ce problème peut être remédié en choisissant comme  structure du contrôleur  celle 

donnée  par l’équation (2.74) avec laquelle la taille de l’espace de recherche peut être 

diminuée d’une façon remarquable. Par conséquent, la structure optimale du contrôleur 

fractionnaire robuste est obtenue systématiquement en fonction de la solution fournie par 

l’algorithme d’optimisation. Cette solution peut produire une structures fractale telle que celle 

de ܲܫఈ, ܲܦఓ , ܲܫఈܦఓ, ….etc., Elle peut également produire la structure d’ordre entier telle 

que celle de ܲܦܫܲ , ܦܲ ,ܫ, ...etc, et c’est pour cette raison que l’ordre fractale dans la synthèse 

de contrôleur robuste est introduit. 

2.5.4. Résolution basée sur l’optimisation Min-Max 

Cette partie résume les étapes à suivre pour synthétiser le contrôleur robuste ܲܫఒܦఓ 

pluridimensionnel. Les paramètres de celui-ci sont obtenus à partir de la solution optimale du 

problème de sensibilité mixte généralisé en utilisant l’algorithme d’optimisation Min-Max.  

Le contrôleur obtenu doit satisfaire un compromis de robustesse du système bouclé et non 

seulement pour le régime de fonctionnement nominal, mais également en cas de présence des 

incertitudes de modélisation et des bruits de mesure. Les étapes qu’on doit suivre pour la 

synthèse sont résumées comme suit [50, 52]: 

2.5.4.1. Algorithme d’optimisation Min-Max 

Le modèle nominal de synthèse étant présenté par la matrice de transfert ܩே(ݏ) de 

dimension ݉ × ݉ avec : 

(ݏ)ܩ      = ൥
(ݏ)ଵଵܩ ⋯ (ݏ)ଵ௠ܩ

⋯ ⋯ ⋯
(ݏ)௠ଵܩ ⋯ (ݏ)௠௠ܩ

൩                                                               (2.86) 
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Le contrôleur à synthétiser est supposé donné par la structure fractale de l’équation (2.74) 

avec laquelle le problème de sensibilité mixte généralisé (à résoudre) est posé par l’équation 

(2.79) ainsi que sa solution optimale qui est considérée par le vecteur donné par l’équation 

(2.77). La détermination de cette solution nécessite les données ci-après : 

 Définition des deux contraintes de bornes données par les équations (2.80) et (2.81) ; 

 Définition de la solution initiale (le vecteur de départ) ݔ௖బ
 ; 

 Définition les paramètres des matrices de transfert ௌܹ(ݏ), ோܹ(ݏ) et ்ܹ(ݏ) 

 Définition du nombre maximal d’itération ℓ௠௔௫  et la précision de calcul  ܬ௠௜௡ 

La fonction Fminimax du Matlab est ensuite appliquée pour minimiser le critère multi 

objectifs ܬஶ,௞(ݔ௖) donné par l’équation (2.82). Sa solution est obtenue via les étapes 

suivantes :    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Etape1  

- Génération de (߮ ∈ ℕ∗) pulsations qui doivent être espacées d’une façon logarithmique dans la plage de 

fréquence [߱௠௜௡ , ߱௠௔௫]. On aura donc les pulsations  ߱ଵ ,  ߱ଶ ,  ߱ଷ  ,…,  ߱௠௔௫  sachant que ൫߱ଵ = ߱௠௜௡ ൯ et 

൫߱ఝ = ߱௠௔௫ ൯ ; 

- Initialisation du nombre d’itération (ℓ) par (ℓ ← 0) ; 

- Initialisation du nombre des critères (݇) par (݇ ← 1)  puis aller à l’étape 2 ;    

 Etape2 

- Evaluation des matrices de transfert  ܩ(߱௞ )  et  ܭிை௉ூ஽൫߱௞ , ௖ℓݔ
൯ ; 

- Evaluation de ܵ௬൫ ݆߱௞, ௖ℓݔ
൯ , ܭ൫ ݆߱௞ , ௖ℓݔ

൯. ܵ௬൫ ݆߱௞ , ௖ℓݔ
൯et ௬ܶ൫ ݆߱௞ , ௖ℓݔ

൯ ; 

- Evaluation de ௌܹ(݆߱௞) , ோܹ( ݆߱௞) et ்ܹ(݆߱௞) ; 

- Evaluation de ൫ ܬ∞,௞(ݔ௖ℓ
)൯ avec  ܬ∞,௞(ݔ௖ℓ

) = ௠௔௫ߪ ൦
ௌܹ( ݆߱௞). ܵ௬൫ ݆߱௞ , ௖ℓݔ

൯

ோܹ( ݆߱௞). ൫ ݆߱௞ܭ , ௖ℓݔ
൯. ܵ௬൫ ݆߱௞, ௖ℓݔ

൯

்ܹ( ݆߱௞). ௬ܶ൫ ݆߱௞ , ௖ℓݔ
൯

൪ ; 

- Incrémentation de (݇) par (݇ ← ݇ + 1) ;  

- Test de la valeur de(݇) : si (݇ < ߮) aller à l’étape 2. Sinon, aller à l’étape3.     

 Etape3 

- Incrémentation de (ℓ) par ൫ℓ ← ℓ + 1 ൯; 

- Le processus de calcul est arrêté si la condition suivante  ൫ܬ∞,௞൫ݔ௖ℓ
൯ ≤ ݇∀ , ௠௜௡൯ܬ = 1,2, ⋯ ߮തതതതതതതതതത est remplie ou si 

le nombre d’itération (ℓ) atteint sa valeur maximale (ℓ௠௔௫). Dans ce cas la solution du problème est 

obtenue par le vecteur ൫ݔ௖ℓ
൯. Sinon : 

-  substituer le vecteur précédent ൫ݔ௖ℓషభ
൯ par le nouveau vecteur ൫ݔ௖ℓ

൯ minimisant le pire des critères 

 ൫ܬ∞,௠௔௫൯ avec ܬ∞,௠௔௫൫ݔ௖ℓ
൯ = ௖ℓషభݔଵ൫,∞ܬൣݔܽ݉

൯, ௖ℓషభݔଶ൫,∞ܬ
൯, ⋯ , ௖ℓିଵ൯൧ݔఝ൫,∞ܬ

்
 ; 

Réinitialiser le nombre (݇)  par (݇ ← 1)  puis aller à l’étape 2 ;    
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Notant ici que, le principe de la fonction Fminimax est basé essentiellement sur 

l'algorithme de SQP (Successive Quadratic Programming) qui utilise la méthode BFGS (plus 

de détails sont disponible dans le Help/Matlab). 

2.5.5. Structure générale de la fonction Fminimax 

Un problème d’optimisation Min-Max multicritères est, en général, composé d'un vecteur 

des fonctions objectives à minimiser ainsi que d’un ensemble des contraintes à satisfaire. Ces 

contraintes peuvent être présentées par des égalités linéaires, des inégalités linéaires, des 

limites inférieures et supérieures (contraintes de bornes). Elles peuvent être également 

présentées par des fonctions non linéaires des égalités et des inégalités. La structure standard 

d’un problème d’optimisation Min-Max est donnée par le formalisme ci-dessous [50, 52]: 

ە
ۖ
۔

ۖ
min௫೎ۓ

{(௖ݔ)ஶܬ} = min
௫೎

(ܿݔ)1,∞ܬൣ (ܿݔ)2,∞ܬ ⋯ ൧(ܿݔ)߮,∞ܬ
்

à ݐ݆݁ݑݏ ∶ ቐ
(௖ݔ)݃ ≤ 0
ℎ(ݔ௖) = 0

௖௠௜௡ݔ ≤ ௖ݔ ≤ ௖௠௔௫ݔ

 

                                      (2.87) 

Où ݃(ݔ௖) et ℎ(ݔ௖) représentent respectivement les contraintes linéaires (non linéaires) des 

égalités et des inégalités. ݔ௖௠௜௡ et ݔ௖௠௔௫ sont les contraintes de saturations (contraintes de 

bornes) qui limitent la solution optimale ݔ௖
∗. Cette solution peut être déterminée par la 

fonction Fminimax avec laquelle on utilise le formalisme ci-dessous : 

௖ݔ
∗ = ,(௖ݔ)ஶܬ)ݔܽ݉݅݊݅݉ܨ ,௖଴ݔ ,௘௤ܣ ௘௤ܤ , ௜௡௘௤ܣ , ,௜௡௘௤ܤ ,௖௠௜௡ݔ ௖௠௔௫ݔ ,                          (2.88)         (݈݊݅݊݋ܰ

De l’équation (2.87) et l’équation (2.88), les contraintes ݃(ݔ௖) et ℎ(ݔ௖) peuvent être 

classifiées suivant le système d’équations suivant : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

௘௤ܣ . ௖ݔ = ௘௤ܤ

௜௡௘௤ܣ . ௖ݔ ≤ ௜௡௘௤ܤ

஻ܮ ≤ ௖ݔ ≤ ܷ஻

(௖ݔ)௡௢௡_௟௜௡_௘௤ܥ = 0
(௖ݔ)௡௢௡_௟௜௡_௜௡௘௤ܥ ≤ 0

                                                                             (2.89) 

 ݈ܰ݊݅݊݋ : dénote la fonction qui représente toutes les contraintes des égalités et des 

inégalités non linéaires. La structure générale de celle-ci est définie par le formalisme 

standard suivant : 
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݈݊݅݊݋ܰ = උܥ௡௢௡_௟௜௡_௜௡௘௤    ܥ௡௢௡_௟௜௡_௘௤ඏ                                     (2.90) 

 ܣ௘௤ ,  ܤ௘௤ sont les matrices réelle définissant tous les contraintes linéaires des égalités.  

 ܣ௜௡௘௤ , ܤ௜௡௘௤ sont les matrices réelles définissant toutes les contraintes linéaires des 

inégalités. 

 ܮ஻  et  ܷ஻  sont respectivement les limites supérieures et inférieures limitant le 

vecteur  ݔ௖, cet ensemble englobe toutes les contraintes de bornes. 

 ݔ௖଴ dénote le vecteur initialisant l’algorithme d’optimisation. 

2.6. Simulation  

Dans  cette simulation, le contrôleur robuste ܲܫఒܦఓ pluridimensionnel est appliqué sur le 

même procédé thermique HVAC cité dans le chapitre précédent dans lequel le transfert 

modélisant son régime de fonctionnement nominal est considéré comme modèle de synthèse 

de ce contrôleur fractionnaire. De plus, l’algorithme de Min-Max fourni par la fonction 

Fminimax du Matlab est utilisé pour la résolution du même problème de sensibilité mixte 

généralisé cité précédemment dans lequel les trois pondérations ௌܹ(ݏ), ோܹ(ݏ) et ்ܹ(ݏ) sont 

conservées. La solution optimale identifiant le contrôleur ܲܫఒܦఓ pluridimensionnel est 

obtenue par le choix de données suivantes : 

- Contraintes de bornes limitant la solution ݔ௖ = ௉೔ೕܭൣ
ூ೔ೕܭ

஽೔ೕܭ
௜௝ߤ ௜௝൧ߣ

்
: 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

−∞ ≤ ௉೔ೕܭ
≤ +∞

−∞ ≤ ூ೔ೕܭ
≤ +∞

−∞ ≤ ஽೔ೕܭ
≤ +∞

0 < ௜௝ߤ < 1
0 < ௜௝ߣ < 1

 , pour ൜
݅ = 1, 2
݆ = 1, 2

                                                                   (2.91) 

- Autres contraintes disponibles dans la fonction Fminimax : 

ቐ
௘௤ܣ = [ ] , ௘௤ܤ = [ ]

௜௡௘௤ܣ = [ ] , ௜௡௘௤ܤ = [ ]
݈݊݅݊݋ܰ = [ ]

                                                                                 (2.92) 

- Choix de la solution initiale ݔ௖బ
= ௉೔ೕܭൣ

ூ೔ೕܭ
஽೔ೕܭ

௜௝ߤ ௜௝൧ߣ
்
: 

௉೔ೕܭൣ 
ூ೔ೕܭ

஽೔ೕܭ
௜௝ߤ ௜௝൧ߣ

்
= [0.001 0.001 0.001 0.001 0.001]்          (2.93) 

- Formulation des critères multi-objectifs : 

 Choix de la plage de fréquence : [߱௠௜௡ , ߱௠௔௫] = [10ିସ , 10ସ] radians/secondes. 

 Nombre des fonctions à minimiser : ߮ = 100 
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 Nombre maximal d’itération : ℓ௠௔௫ = 400 

 Précision de calcul :  ܬ௠௜௡ = 10ି଺ 

On obtient donc la matrice de transfert du contrôleur ܲܫఒܦఓ  comme suit : 

ߤܦߣܫܲܭ = ൤−74.74 − ଵିݏ0.677 − ଴.ଷଽݏ69.448 −9.551 + ଴.଻଼ିݏ1.593 − ଴.ଶ଺ݏ9.61

 0.223 + ଴.ହଷିݏ2.939 − ଴.଴ଵݏ4.247 −55.049 − ଼଼.଴ିݏ2.576 −  ଴.ଷ଼൨ݏ51.943

La Fig.2.2 présente les lieux des valeurs singulières maximales des matrices de sensibilités 

directes fournies par les contrôleurs de la méthode ℋ∞ ainsi que le contrôleur robuste ܲܫఒܦఓ 

que l’on dénommera, dans la suite de ce travail, par le contrôleur PID fractionnaire primaire 

(CFP). Ces lieux sont comparés par ceux obtenus via l’inverse de la matrice de pondération 

ௌܹ(ݏ) avec lesquels on peut vérifier la satisfaction de la condition de robustesse sur les 

performances nominales du système bouclé. On obtient la figure ci-dessous: 

 

Fig.2.2. Amélioration de la robustesse des performances nominales par le contrôleur ܲܫఒܦఓ  

D’après la Fig.2.2, on peut observer la satisfaction de cette condition par le contrôleur 

robuste CFP pour toute la plage de fréquence. Par ailleurs, cette condition est totalement 

violée par les deux contrôleurs synthétisés par les deux versions de la méthode ℋ∞ telles que 
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celle utilisant les équations de Riccati et l’autre basée sur la formulation LMI. La Fig.2.3 

présente les lieux des valeurs singulières maximales des matrices de sensibilités 

complémentaires fournies par les trois contrôleurs précédents. Ces lieux sont comparés à ceux 

obtenus via l’inverse de la matrice de pondération ்ܹ(ݏ) avec lesquels on peut vérifier la 

satisfaction de la condition de robustesse sur la stabilité robuste du système bouclé en 

présence des incertitudes multiplicatives directes en sortie. On obtient la figure ci-dessous : 

 

Fig.2.3. Satisfaction de la condition de robustesse sur la stabilité robuste par le contrôleur ܲܫఒܦఓ 

D’après la Fig.2.3, on peut observer que le contrôleur robuste CFP a la capacité d’assurer 

la satisfaction de la condition de robustesse sur la stabilité robuste du système bouclé. 

Néanmoins, cette robustesse est garantie avec une marge de sécurité très réduite. Comme 

résultat, le compromis de robustesse entre PN et SR est achevé seulement par la stratégie 

basée sur le CRONE.  

Néanmoins, l'amélioration de ce compromis représentera l'objectif principal du prochain 

chapitre dans lequel le contrôleur CFP sera robustifié par l’introduction des poids 

fractionnaires dans le problème de sensibilité mixte généralisé.  



Chapitre 2                                                                           Commande Robuste d’Ordre Non Entier CRONE 

 

Page | 67  
 

Pour les réponses temporelles du système bouclé par le contrôleur CFP, les termes intégro-

différentiels de chaque transfert irrationnel du système sont rapprochés dans la plage de 

fréquence [10ିହ , 10ଶ] radians/secondes, par des transferts irrationnels correspondants en 

utilisant la méthode d’Oustaloup. Cette dernière méthode peut assurer des bonnes 

approximations par rapport aux autres méthodes d’approximation citées précédemment.  

Pour montrer l’efficacité d’approximation par la méthode d’Oustaloup, les réponses 

fréquentielles du contrôleur CFP sont comparées avec celles fournies par les trois méthodes 

suivantes : 

2.6.1. Méthodes d'approximation utilisant les deux CFEs (CFE-bas et CFE-haut)  

L’application de la méthode CFE-bas donne les transferts rationnels suivants : 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
(ݏ)෩ଵଵܭۓ =

ହݏ98.23− − 1.31 × 10ସݏସ − 4.421 × 10ହݏଷ − 3.678 × 10ହݏଶ − 1.805 × 10ସݏ
ହݏ + ସݏ139.5 + ଷݏ5020 + 1.115 ∗ 10ସݏଶ + ݏ275.7

(ݏ)෩ଵଶܭ =
ହݏ11.91− − ସݏ1891 − 8.665 × 10ସݏଷ − 9.16 × 10ହݏଶ − 1.281 × 10଺ݏ

ହݏ + ସݏ189.4 + 1.084 × 10ସݏଷ + 1.79 × 10ହݏଶ + 4.042 × 10ହݏ

(ݏ)෩ଶଵܭ =
ହݏ27 + ସݏ3685 + 1.293 × 10ହݏଷ + 2.445 × 10ହݏଶ − 1.34 × 10ସݏ

ହݏ + ସݏ141.5 + ଷݏ5214 + 1.519 × 10ସݏଶ + ݏ376.7

(ݏ)෩ଶଶܭ =
ହݏ73.78− − ସݏ9844  −  3.286 × 10ହݏଷ −  1.484 × 10ସݏଶ − ݏ165.9 

ହݏ + ସݏ133.5  + ଷݏ 4457 + ଶݏ222.7 + ݏ2.783

  

Par ailleurs, les transferts rationnels fournis par l’application de CFE-haut sont les suivants: 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ (ݏ)෩ଵଵܭ =

ହݏ1.52− − ସݏ62.18 − ଷݏ51.86 − ଶݏ2.327 − ݏ0.0345 − 1.723 × 10ିସ

ହݏ0.0475 + ସݏ1.923 + ଷݏ0.808 + ଶݏ0.0263 + 2.074 × 10ିସݏ

(ݏ)෩ଵଶܭ =
ହݏ10.24− + ସݏ4.89 − ଷݏ0.2439 − ଶݏ0.025 − 9.853 × 10ିସݏ − 7.992 × 10ି଺

ହݏ1.029 + ସݏ0.455 + ଷݏ0.0118 + 1.603 × 10ିଷݏଶ + 2.074 × 10ିହݏ

(ݏ)෩ଶଵܭ =
ହݏ9.689 − ସݏ391.6 + ଷݏ146.1 + ଶݏ8.946 + ݏ0.167 + 1.723 × 10ିଷ

ହݏ0.611 − ସݏ24.66 + ଷݏ7.723 + ଶݏ0.259 + 2.074 × 10ିଷݏ

(ݏ)෩ଶଶܭ =
ହݏ2.002− + ସݏ249.1 − ଷݏ6753 − ଶݏ259.4 − ݏ3.221 − 0.01724

ହݏ0.0574 − ସݏ4.599 + ଷݏ91.91 + ଶݏ2.762 + ݏ0.0207

  

Les réponses fréquentielles de chaque transfert fractionnaire du contrôleur ܲܫఒܦఓ avec 

ceux d’ordre entier correspondants sont présentées par les diagrammes de Bode comme suit :  
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Fig.2.4. Réponses fréquentielles du contrôleur  ܲܫఒܦఓ  comparées avec celles fournies par les CFEs bas et haut 

D’après la Fig.2.4, on peut remarquer que l’erreur d’approximation est importante notamment 

pour les deux modules ܭଶଵ(ݏ) et ܭଶଶ(ݏ) du transfert fractionnaire (ݏ)ܭ. 

2.6.2. Méthode de Matsuda utilisant la CFE  

Le rapprochement de ܲܫఒܦఓ par son équivalent d’ordre entier fourni par la méthode de 

Matsuda utilisant la CFE est donné comme suit : 
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ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
෩ଵଵܭۓ =

ହݏ109.3 + 1.08 × 10ସݏସ + 8.017 × 10ସݏଷ + 5.757 × 10ସݏଶ + ݏ1391 + 3.967
ହݏ + ସݏ119.7 + ଷݏ1015 + ଶݏ829.1 + ݏ27.32 − 0.1188

෩ଵଶܭ =
ହݏ10.26 + ସݏ461.3 + ଷݏ340 + ଶݏ 325.8 − ݏ241.1 − 6.514
ହݏ + ସݏ65.63 + ଷݏ 196.8  − ଶݏ62.82 − ݏ 16.85 − 0.1307

෩ଶଵܭ =
ହݏ29.48 + ସݏ3164 + 2.504 × 10ସݏଷ + 1.872 × 10ସݏଶ + ݏ166.4 + 8.771

ହݏ + ସݏ125.7 + ଷݏ1096 + ଶݏ893.3 + ݏ12.76 + 0.01877

෩ଶଶܭ =
ହݏ73.85 + ସݏ7601 + 5.695 × 10ସݏଷ + 3.906 × 10ସݏଶ + ݏ68.81 + 1.711

ହݏ + ସݏ103.1  + ଷݏ 773.5 + ଶݏ531.1 + ݏ0.9392 + 0.003089

  

D’où, les comparaisons de ses réponses fréquentielles avec celles fournies par le contrôleur 

 : ఓ sont données comme suitܦఒܫܲ

 

 

 

 

Fig.2.5. Réponses fréquentielles du ܲܫఒܦఓ comparées avec celles fournies par la méthode de Matsuda 
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D’après la Fig.2.5, on peut voir nettement l’amélioration de la qualité d’approximation des 

modules du transfert fractionnaire par la méthode de Matsuda utilisant la CFE. Cette 

amélioration se traduite par l’obtention des écarts de modélisation très réduits que ceux 

fournis par la méthode d’approximation utilisant les deux CFEs haut et bas.  

2.6.3. Méthode d’Oustaloup  

Les fonctions de transferts du contrôleur ܲܫఒܦఓ sont rapprochées par la méthode 

d’Oustaloup comme suit : 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ (ݏ)෩ଵଵܭ = (−10ହ)

଺ݏ0.08185 + ହݏ1.771 + ସݏ8.171 + ଷݏ8.379 + ଶݏ1.949 + ݏ0.1162 + 0.00154
଺ݏ16.6 + ହݏ763 + ସݏ4579 + ଷݏ6858 + ଶݏ1795 + ݏ117.3 + 1

(ݏ)෩ଵଶܭ = (−10ସ)
଺ݏ0.04532 + 1.179. ହݏ + ସݏ6.795 + ଷݏ7.219 + ଶݏ1.46 − ݏ0.01037 − 0.00154

଺ݏ10.73 + ହݏ437.8 + ସݏ3054 + ଷݏ4521 + ଶݏ1384 + ݏ89.99 + 1

(ݏ)෩ଶଵܭ =
଺ݏ44.81− − ହݏ1334 − ସݏ8137 − ଷݏ4159 + ଶݏ3493 + ݏ834.7 + 30.84

଺ݏ11.86 + ହݏ385.5 + ସݏ2974 + ଷݏ3831 + ଶݏ13045 + ݏ74.11 + 1

(ݏ)෩ଶଶܭ = (−10ହ)
଺ݏ0.03686 + ହݏ0.8373 + ସݏ4.3085 + ଷݏ4.712 + ଶݏ1.293 − ݏ0.09558 − 0.002185

଺ݏ10.39 + ହݏ418 + ସݏ3200 + ଷݏ5039 + ଶݏ1467 + ݏ101 + 1

  

D’où, la comparaison des réponses fréquentielles est illustrée par les figures suivantes : 

  



Chapitre 2                                                              

 

 

Fig.2.6. Réponses fréquentielles 

 

D’après les figures Fig.2.6

module du transfert fractionnaire 

justifie son choix  parmi celles

boucle de commande. Ensuite nous allons 

dernière méthode avec celles fournies par 

celle basée sur l’approche LMI

la Fig.2.7, est ensuite utilisée pour cette comparaison

Fig.2.7. Configuration de Simulink/Matlab utilisée pour la comparaison des réponses temporelles
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. Réponses fréquentielles fournies par le CFP et celles déterminées par la méthode d’

6, on peut observer que la meilleure approximation de 

transfert fractionnaire du CFP est celle assurée par la méthode d’

celles existantes pour la phase d’implémentation du

Ensuite nous allons  comparer les réponses temporelles 

avec celles fournies par la méthode ℋ∞ utilisant les équations de Riccati et 

LMI. De ce fait, la configuration de Simulink/Matlab

, est ensuite utilisée pour cette comparaison. 

 

Configuration de Simulink/Matlab utilisée pour la comparaison des réponses temporelles
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la méthode d’Oustaloup 

approximation de chaque 

par la méthode d’Oustaloup. Ceci 

existantes pour la phase d’implémentation du CFP dans la 

es réponses temporelles de cette 

utilisant les équations de Riccati et 

Matlab, présentée par 

 

Configuration de Simulink/Matlab utilisée pour la comparaison des réponses temporelles 



Chapitre 2                                                                           Commande Robuste d’Ordre Non Entier CRONE 

 

Page | 72  
 

Tenant compte de l’application des mêmes entrées exogènes, citées dans le chapitre 

précédent. On obtient alors les sorties ainsi que les commandes globales représentées par las 

figures Fig.2.8 et Fig.2.9 respectivement. 

 
Fig.2.8. Sorties globales du système bouclé fournies par les trois contrôleurs robustes  

Fig.2.9. Commandes globales fournies par les trois contrôleurs robustes  

D’après les réponses temporelles fournies par les trois contrôleurs robustes, on peut 

constater que la meilleure dynamique de rejection de perturbation est celle fournie par le 

système CFP avec lequel les entrées de perturbations sont rejetées dans une plage de temps 

très réduite. Toutefois, ce contrôleur peut fournir des sorties caractérisées par un temps de 
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montée rapide et un dépassement acceptable. Néanmoins, leurs commandes deviennent très 

fluctuantes et très sensibles aux effets des bruits  de mesure qui agissent sur le système bouclé 

en régime statique. Ceci est causé par la faible marge de stabilité robuste fournie par le CFP 

et qui nécessite une phase de robustification qui sera effectuée dans le chapitre suivant. 

2.7. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté la stratégie de la commande robuste 

d’ordre non entier appliquée aux systèmes pluridimensionnels modélisés par des 

modèles incertains. A cet effet, le problème de la commande a été formulé sous 

forme d’un problème de sensibilité mixte généralisé dans lequel des pondérations 

irrationnelles d’ordre entier sont introduites afin de quantifier toutes les 

spécifications d’un tel cahier de charge. La solution optimale de ce problème a été 

assurée par un algorithme Min-Max qui est disponible dans la fonction du Matlab 

Fminimax. L’algorithme de cette stratégie de commande a été exposé et son 

efficacité a été montrée sur le même système HVAC déjà contrôlé précédemment par 

les deux versions de la méthode ℋஶ. Les résultats obtenus dans les plans fréquentiel 

et temporel nous ont confirmé que la stratégie CRONE peut améliorer le compromis 

de robustesse entre les performances nominales et la stabilité robuste où cette 

dernière a été garantie avec une marge de sécurité très faible produisant, par 

conséquent, des commandes très sensibles aux effets des bruits de mesure en régime 

permanent.  

Pour palier à cette anomalie, une phase de robustification du CFP sera 

indispensable afin d’augmenter cette marge de robustesse tout en respectant la 

condition de robustesse sur les performances nominales. Cette problématique sera 

détaillée dans le chapitre suivant dans lequel une nouvelle stratégie de commande 

utilisant les pondérations fractionnaires ajustables dans le critère de sensibilité mixte 

sera détaillée. De plus, la structure du contrôleur fractionnaire sera aussi substituée 

par une autre mais avec moins de nombre de paramètres à optimiser. Finalement, 

l’approximation du contrôleur fractionnaire sera également améliorée par d’autres 

méthodes d’approximation utilisant l’approche d’identification fréquentielle.           



 

 

 

Chapitre 3 : 

Robustification du 
contrôleur 

fractionnaire primaire 
CFP 
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3. Introduction 

Conformément aux résultats obtenus dans les deux chapitres précédents, la réalisation d’un 

compromis optimal entre les PN et la SR dépend essentiellement de la sélection appropriée 

des matrices de pondération irrationnelles qui sont utilisées dans le problème de sensibilité 

mixte généralisé [18-20].  

Toutefois, pour des applications simples, le choix de ces matrices de pondérations est 

souvent facile à atteindre après plusieurs essais et erreurs. Néanmoins, pour certaines 

applications industrielles nécessitant la satisfaction des spécifications rigoureuses imposées 

par un tel cahier de charges, la sélection optimale de ces pondérations s’avère assez difficile. 

A cet effet, la contribution principale de ce chapitre est d'introduire des matrices de 

pondération rationnelles et ajustables pour résoudre le problème de la sensibilité mixte 

généralisée. L’objectif envisagé est l'amélioration des marges de robustesse des PN et SR 

fourni par le contrôleur fractionnaire primaire CFP en tenant compte des incertitudes non 

structurées affectant le modèle de synthèse tout en respectant les contraintes du domaine 

fréquentiel. La solution optimale est assurée par la résolution itérative de ce problème en 

utilisant l’algorithme d’optimisation Min-Max (Fminimax du logiciel Matlab).  

Notons ici, que la robustification suggérée est également valable pour d’autres structures 

de contrôleurs synthétisés, tels que : celle du PID fractionnaire pluridimensionnel et celle des 

gains principaux. En effet, l'avantage de cette robustification est la possibilité de synthétiser 

un contrôleur robuste satisfaisant un nombre important des spécifications fréquentielles et 

assurant l’amélioration des marges de robustesse du système bouclé face aux effets de 

perturbations et les bruits de mesure qui affectent les signaux de commande. 

L'implémentation de ce type de contrôleurs nécessite à priori l'application des méthodes 

d’approximation citées dans le chapitre précédent. Cette phase d’implémentation sera 

améliorée par l’application d’autres méthodes d’approximation basées sur l’identification 

fréquentielle avec lesquelles les erreurs d’approximation peuvent être diminuées de façon 

remarquable. 

La méthode de robustification proposée s’articule, d’un côté, sur la conception d’un 

contrôleur fractionnaire primaire à partir des pondérations irrationnelles fixes et d’un autre 

côté, sur un autre contrôleur fractionnaire robustifié et synthétisé via une sélection 

automatique des pondérations fractionnaires ajustables en améliorant les marges fournies par 

le contrôleur fractionnaire primaire.  
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Les résultats de simulation obtenus via la commande du système HVAC sont comparés 

dans les plans fréquentiels et temporels avec ceux  fournis par le contrôleur fractionnaire 

primaire, dans le but de valider l’efficacité de la  robustification proposée.   

3.1. Matrices des pondérations rationnelles 

Pour certaines applications industrielles où le nombre de spécifications fréquentielles à 

satisfaire est nettement considérable, la réalisation d'un compromis de robustesse avec une 

marge de sécurité élevée est pratiquement assez difficile lorsque le problème de sensibilité 

mixte généralisé est formulé par des pondérations irrationnelles fixes.  Dans cette optique, une 

autre stratégie basée sur des pondérations fractionnaires et ajustables est nécessaire voir 

obligatoire. L’objectif envisagé est d’imposer un nombre considérable de spécifications et 

d’attribuer plus de degré de liberté au contrôleur fractionnaire à synthétiser. 

Dans la suite de ce travail, on note : 

 "ܺ଴" : Les variables utilisées dans la synthèse du contrôleur fractionnaire primaire CFP. 

 "ܺଵ" : Les variables utilisées dans la synthèse du contrôleur fractionnaire robustifié CFR.  

3.1.1.  Pondération rationnelle limitant les sensibilités directes ࡿ૚;૛ 

Le transfert de la pondération rationnelle, qui limite l’évolution des lieux de σ௠௔௫[ܵଵ(݆߱)] 

et σ௠௔௫[ܵଶ(݆߱)], est proposé comme suit [4, 5] : 

ௌܹభ;మ
= ቀߝௌభ;మ

ି௡ೄభ;మ ቁ ቌ

ଵା
ೞ

ഘೄభ;మ
ಹ೔೒೓

ଵା
ೞ

ഘೄభ;మ
ಽ೚ೢ

ቍ

௡ೄభ;మ

∙  ௠×௠                                (3.1)ܫ

Avecቂ߱ௌభ;మ
௟௢௪, ௌ߱భ;మ

௛௜௚௛ቃ = ቂ߱஻భ;మ
∗ . ௌభ;మߝ

, ߱஻భ;మ
∗ . ඥܯௌభ;మ

೙ೄభ;మ ቃ, σ௠௔௫[ܵଵ(݆߱)] et σ௠௔௫[ܵଶ(݆߱)] sont les 

lieux des valeurs singulières maximales des matrices de sensibilités directes obtenues par les 

contrôleurs fractionnaires robustifiés CFR1 et CFR2 respectivement.   

 ߝௌభ;మ
: dénote l’erreur maximale souhaitée de poursuite fournie en régime permanent dont 

une valeur faible en basses fréquences peut améliorer la précision du système bouclé.  

 ߱஻భ;మ
∗ : dénote la pulsation pour laquelle l'approximation linéaire de ௌܹభ;మ

coupe l’axe des 

abscisses (0ௗ௕). Elle est interprétée comme étant la bande passante désirée minimale 

fournie à l’amplitude (−3ௗ஻). 
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 ܯௌభ;మ
: dénote la norme ℋஶ souhaitée en basses fréquences. Elle limite le pic de résonance 

fournit par les lieux de σ௠௔௫ൣܵଵ;ଶ(݆߱)൧, ce qui impose la condition suivante : 

 limఠ→ஶฮܵଵ;ଶ(߱)ฮ
∞

< ௌభ;మܯ
. 

 ݊ௌభ;మ
: dénote la puissance fractale souhaitée pour la pondération ௌܹభ;మ

. Elle impose la pente 

de ൫−20. ݊ௌభ;మ
൯

ௗ஻
sur les lieux de σ௠௔௫ൣܵଵ;ଶ(݆߱)൧ en basse fréquences. 

3.1.2.  Pondération rationnelle limitant les commandes fournies par ࡷ૚;૛ 

Le transfert de la pondération rationnelle ோܹభ;మ
, qui limite l’évolution des lieux de 

σ௠௔௫ൣܭଵ;ଶ(݆߱). ܵଵ;ଶ(݆߱)൧, est proposé comme suit [53] : 

ோܹభ;మ
= ൬

ଵ

ெೃభ;మ
൰ ቌ

ଵା
ೞ

ഘೃభ;మ
ಹ೔೒೓

ଵା
ೞ

ഘೃభ;మ
ಽ೚ೢ

ቍ

௡ೃభ;మ

∙  ௠×௠                                       (3.2)ܫ

Oùቂ߱ோభ;మ
௟௢௪ , ߱ோభ;మ

௛௜௚ ቃ = ቎
ఠಳೃభ;మ

∗

ටெೃభ;మ

೙ೃభ;మ
,

ఠಳೃభ;మ
∗

ఌೃభ;మ
቏, σ௠௔௫[ܭଵ(݆߱). ܵଵ(݆߱)] et σ௠௔௫[ܭଶ(݆߱). ܵଶ(݆߱)] sont 

les lieux des valeurs singulières maximales des matrices de sensibilités obtenues par les 

contrôleurs fractionnaires robustifiés CFR1 et CFR2 respectivement. 

 ߝோభ;మ
 : dénote l'incertitude relative souhaitée à l'état stationnaire. 

 ߱஻ோభ;మ
∗ : dénote la bande passante désirée de la pondération ோܹభ;మ

à l’amplitude (−3ௗ஻). 

Tant que la pulsation ߱஻ோభ;మ
∗ est faible, l’effet des erreurs de modélisation devient très 

limité. 

 ܯோభ;మ
: dénote le pic de résonnance souhaité limitant les lieux de ߪ௠௔௫ൣܭଵ;ଶ(݆߱). ܵଵ;ଶ(݆߱)൧ 

en basse fréquences. Il est choisi en fonction des contraintes imposées sur les actionneurs 

ainsi que des valeurs de saturation des signaux de commandes. Il doit satisfaire la 

condition suivante :  limఠ→଴ฮܭଵ;ଶ(߱) ଵܵ;ଶ(߱)ฮ
∞

< ோభ;మܯ
.  

 ݊ோభ;మ
: dénote la puissance fractale souhaitée pour la pondération ோܹభ;మ

. Elle impose la 

pente de ൫−20 × ݊ோభ;మ
൯

ௗ஻
sur les lieux de ߪ௠௔௫ൣܭଵ;ଶ(݆߱). ܵଵ;ଶ(݆߱)൧ en haute fréquences. 
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3.1.3. Pondération rationnelle limitant les sensibilités complémentaires ࢀ૚;૛ 

Le transfert de la pondération rationnelle, qui limite l’évolution des lieux de 

σ௠௔௫ൣ ଵܶ;ଶ(݆߱)൧, est proposé comme suit [53]: 

்ܹభ;మ
(ݏ) = ൬

ଵ

ெ೅భ;మ
൰ ቌ

ଵା
ೞ

ഘ೅భ;మ
ಹ೔೒

ଵା
ೞ

ഘ೅భ;మ
ಽ೚ೢ

ቍ

௡೅భ;మ

∙  ௠×௠                                     (3.3)ܫ

Où ቂ߱
భ்;మ

௟௢௪, ߱
భ்;మ

௛௜௚௛ቃ = ቎
ఠಳ೅భ;మ

∗

ටெ೅భ;మ

೙೅భ;మ
,

ఠಳ೅భ;మ
∗

ఌ೅భ;మ
቏. 

 ߝ
భ்;మ

 : dénote l’atténuation désirée de l’effet des bruits de mesure en haute fréquences. 

 ߱஻ భ்;మ
∗ : dénote la bande passante désirée de la pondération ଵܶ;ଶ. Elle doit être inférieure à 

celle fournie par l’intersection des lieux de  σ௠௔௫[Δ௠(݆߱)]  avec l’axe des abscisses (0ௗ௕). 

 ܯ
భ்;మ

: dénote la valeur maximale limitant le pic de résonnance des lieux de 

σ௠௔௫ൣ ଵܶ;ଶ(݆߱)൧, ce qui entraîne la condition limఠ→଴ฮ ଵܶ;ଶ(߱)ฮ
∞

< ܯ
భ்;మ

. 

 ݊
భ்;మ

: dénote la puissance fractionnaire de la pondération ்ܹభ;మ
. Elle impose la pente de 

൫−20 × ݊
భ்
൯

ௗ஻
 sur les lieux de ߪ௠௔௫ൣ ଵܶ;ଶ(݆߱)൧ en haute fréquence. 

Le choix des trois matrices de pondération ௌܹభ;మ
, ோܹభ;మ

et ்ܹభ;మ
 données par les équations 

(3.1), (3.2) et (3.3), respectivement, n’est pas uniques [54-56]. Cependant, il peut être tiré, en 

effet, à partir de la forme souhaitée des trois matrices de sensibilité, à savoir : ܵଵ;ଶ, ܭଵ;ଶ. ܵଵ;ଶ et 

ଵܶ;ଶ. Dans la section suivante, on propose des règles générales qui procurent la sélection 

optimale et systématique des trois pondérations citées précédemment où le problème de la 

détermination simultanée des paramètres optimaux des deux contrôleurs fractionnaires 

robustifiés ainsi que ceux des pondérations rationnelles ajustables correspondantes est 

effectuée à partir de la solution optimale d’un nouveau problème d'optimisation que l’on 

abordera dans la suite de ce travail. 

3.2. Règles d'ajustement des pondérations rationnelles 

Les différentes règles de réglage qui permettent la sélection optimale et systématique des 

trois pondérations rationnelles ௌܹభ;మ
, ோܹభ;మ

 et ்ܹభ;మ 
 sont les suivantes : 
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Règle1 : 

En générale, pour améliorer la robustesse des PN0 du CFP, on doit diminuer, au maximum 

possible, le paramètre ܯௌబ
. En revanche, la diminution de celui-ci plus que nécessaire peut 

détériorer la marge de la SR0. De plus, cette marge de robustesse peut être améliorée si on 

diminue, autant que possible, le paramètre ܯ
బ்
. En revanche, la diminution de ce paramètre 

plus que nécessaire peut dégrader la robustesse sur les PN0 [17, 18]. Pour pallier à ces 

inconvénients, les trois paramètres désirés ܯௌభ;మ
ோభ;మܯ ,

 et ܯ
భ்;మ sont optimisés de tels sorte que 

les contraintes de bornes ci-dessous sont satisfaisantes [53]: 

൞

ெೄబߜ
. ௌబܯ

< ௌభ;మܯ
≤ ௌబܯ

∶ 0 < ெೄబߜ
≪ 1

ெೃబߜ
. ோబܯ

< ோభ;మܯ
≤ ோబܯ

∶ 0 < ெೃబߜ
≪ 1

ெ೅బߜ
. ܯ

బ்
< ܯ

భ்;మ
≤ ܯ

బ்
∶ 0 < ெ೅బߜ

≪ 1

                                        (3.4) 

Règle2 : 

La règle générale pour améliorer les marges de robustesse des PN0 et de SR0, est 

d'augmenter les ordres fractionnaires  ݊ௌభ;మ
 et  ݊

భ்;మ  respectivement. Cependant, 

l'augmentation de ceux-ci plus que nécessaire peut produire la violation des conditions de 

robustesse sur la stabilité robuste et/ou les performances nominales. Notant ici que, la 

descente de la pente de ߪ௠௔௫ൣܵଵ;ଶ(݆߱)൧ en basse fréquences est inversement proportionnelle à 

celle de la pente de ߪ௠௔௫ൣ ଵܶ;ଶ(݆߱)൧ et ߪ௠௔௫ൣܭଵ;ଶ(݆߱). ܵଵ;ଶ(݆߱)൧ en haute fréquences. A cet 

effet, les ordres non entier  ݊ௌభ;మ
, ݊ோభ;మ

 et ݊
భ்;మ doivent satisfaire les contraintes de bornes ci-

après [53] : 

൞

݊ௌబ
< ݊ௌభ;మ

≤ ெೄబߜ
. ݊ௌబ

: ௡ೄబߜ
> 1

݊ோబ
< ݊ோభ;మ

≤ ௡ೃబߜ
. ݊ோబ

: ௡ೃబߜ
> 1

݊
బ்

< ݊
భ்;మ

≤ ௡೅బߜ
. ݊

బ்
: ௡೅బߜ

> 1

                                                        (3.5) 

De l'équation (3.5), les trois pondérations rationnelles ajustables  ௌܹభ;మ
, 

ோܹభ;మ et ்ܹభ;మ
 doivent assurer, respectivement, les pentes : ൫−20. ݊ௌభ

൯
ௗ஻

, ൫−20. ݊ோభ
൯

ௗ஻
 

et ൫−20. ݊
భ்
൯

ௗ஻
. Par conséquent, un algorithme d'optimisation s’avère indispensable pour 

satisfaire l'identité donnée par l'équation (1.37). 

Règle3 : 

Lorsque l'objectif de contrôle est de réduire l'effet de bruits de mesure, la règle générale est 

de réduire, autant que possible, la pulsation ߱஻ బ்
∗ . Cependant, la diminution de celle-ci plus 
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que nécessaire provoque une réduction de la bande passante du système, ce qui se traduit par 

un mauvais rendement de suivi de performances. 

Règle4 : 

Lorsque l'objectif de contrôle est d'améliorer la marge de robustesse sur les PN0, la règle 

générale est de maintenir les lieux de ߪ௠௔௫ൣܵଵ;ଶ൫݆߱, ௖బݔ
൯൧ constants autant que possible en 

haute fréquences. Ce but est atteint en augmentant la pulsation ߱஻బ
∗ . Cependant, 

l'augmentation de cette fréquence plus que nécessaire détériore la marge de sécurité de la 

robustesse sur la SR0 en haute fréquences. Pour éviter cette anomalie, les trois 

pulsations ߱஻భ;మ
∗ , ߱஻ோభ;మ

∗ et ߱஻ భ்;మ
∗ sont optimisées de telle façon que le système des inégalités 

ci-dessous est satisfaisant [53]: 

൞

߱஻బ
∗ ≤ ߱஻భ;మ

∗ < ఠಳబߜ
∗ ∶ ఠಳబߜ  

∗ > 1

ఠಳೃబߜ
∗ . ߱஻ோబ

∗ < ߱஻ோభ;మ
∗ ≤ ߱஻ோబ

∗ :  0 < ఠಳೃబߜ
∗ ≤ 1

ఠಳ೅బߜ
∗ . ߱஻ బ்

∗ < ߱஻ భ்;మ
∗ ≤ ߱஻ బ்

∗ :  0 < ఠಳ೅బߜ
∗ ≤ 1

                                      (3.6) 

Selon les équations (3.4), (3.5) et (3.6), les paramètres optimaux définissant les trois 

pondérations rationnelles précédentes sont regroupés dans le vecteur ݔௐభ;మ
∈ ℝଽ௠comme 

suit : 

ௐభ;మݔ
= 

൦

ௌభ;మܯ
ଵ , ݊ௌభ;మ

ଵ , ߱஻భ;మ
∗ଵ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ௐೄభ;మ

భ

, ோభ;మܯ
ଵ , ݊ோభ;మ

ଵ , ߱ோభ;మ
∗ଵ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ௐೃభ;మ

భ

, ܯ
భ்;మ

ଵ , ݊
భ்;మ

ଵ , ߱
భ்;మ

∗ଵ
ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

ௐ೅భ;మ
భ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௫ೈభ;మ

భ

… ௌభ;మܯ
௠ , ݊ௌభ;మ

௠ , ߱஻భ;మ
∗௠

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ௐೄభ;మ

೘

, ோభ;మܯ
௠ , ݊ோభ;మ

௠ , ߱ோభ;మ
∗௠

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ௐೃభ;మ

೘

, ܯ
భ்;మ

௠ , ݊
భ்;మ

௠ , ߱
భ்;మ

∗௠
ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

ௐ೅భ;మ
೘

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௫ೈభ;మ

೘

൪

்

 

(3.7) 
dans lequel les limites inférieure et supérieure sont respectivement choisies comme suit: 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ெೄబߜ
. ௌబܯ

≤ ௌభ;మܯ
≤ ௌబܯ

∶ 0 < ெೄబߜ
≪ 1

݊ௌబ
≤ ݊ௌభ;మ

≤ ௡ೄబߜ
. ݊ௌబ

: 1 < ௡ೄబߜ

߱஻బ
∗ ≤ ߱஻భ;మ

∗ ≤ ఠಳబߜ
∗ . ߱஻బ

∗ ∶   1 < ఠಳబߜ
∗

ெೃబߜ
. ோబܯ

≤ ோభ;మܯ
≤ ோబܯ

∶ 0 < ெೃబߜ
≪ 1

݊ோబ
≤ ݊ோభ;మ

≤ ௡ೃబߜ
. ݊ோబ

: 1 < ௡ೃబߜ

ఠಳೃబߜ
∗ . ߱஻ோబ

∗ ≤ ߱஻ோభ;మ
∗ ≤ ߱஻ோబ

∗   0 < ఠಳೃబߜ
∗ ≪ 1

ெ೅బߜ
. ܯ

బ்
≤ ܯ

భ்;మ
≤ ܯ

బ்
∶ 0 < ெ೅బߜ

≪ 1

݊
బ்

≤ ݊
భ்;మ

≤ ௡೅బߜ
. ݊

బ்
: 1 < ௡೅బߜ

ఠಳ೅బߜ
∗ . ߱஻ బ்

∗ ≤ ߱஻ భ்;మ
∗ ≤ ߱஻ బ்

∗   0 < ఠಳ೅బߜ
∗ ≪ 1

                                      
(3.8)
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3.3. Comparaison entre les pondérations rationnelles et irrationnelles 

Selon les règles générales suggérées précédemment, les lieux des valeurs singulières 

maximales des transferts irrationnels définissant les pondérations désirées sont présentés 

comme suit [53]: 

3.3.1. Comparaison entre ࡿࢃൣ࢞ࢇ࢓࣌૙
ି૚(࣓࢐)൧ et  ࢞ࢇ࢓࣌ቂࡿࢃ૚;૛

ି૚  ቃ(࣓࢐)

     La Fig.3.1 présente la comparaison entre les lieux de ߪ௠௔௫ൣ ௌܹబ
ିଵ(݆߱)൧ et de 

௠௔௫ൣߪ ௌܹభ;మ
ିଵ (݆߱)൧ dans le plan fréquentiel, on obtient donc : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.1. Comparaison entre les lieux de ߪ௠௔௫ൣ ௌܹబ
ିଵ(݆߱)൧et deߪ௠௔௫ൣ ௌܹభ;మ

ିଵ (݆߱)൧
 

3.3.2. Comparaison entre ࡾࢃൣ࢞ࢇ࢓࣌૙
ି૚(࣓࢐)൧ et  ࢞ࢇ࢓࣌ቂࡾࢃ૚;૛

ି૚   ቃ(࣓࢐)

La Fig.3.2 présente la comparaison entre les lieux de ߪ௠௔௫ൣ ோܹబ
ିଵ(݆߱)൧et de 

௠௔௫ൣߪ ோܹభ;మ
ିଵ (݆߱)൧ dans le plan fréquentiel, on obtient donc : 
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Fig.3.2. Comparaison entre les courbes de ߪ௠௔௫ൣ ோܹబ
ିଵ(݆߱)൧  et  ߪ௠௔௫ൣ ோܹభ;మ

ିଵ (݆߱)൧ 

3.3.3. Comparaison entre ࢀࢃൣ࢞ࢇ࢓࣌૙
ି૚(࣓࢐)൧ et ࢞ࢇ࢓࣌ቂࢀࢃ૚;૛

ି૚   ቃ(࣓࢐)

      La Fig.3.3 présente la comparaison entre les lieux de ߪ௠௔௫ൣ ்ܹబ
ିଵ(݆߱)൧ et 

de ߪ௠௔௫ൣ ்ܹభ;మ
ିଵ (݆߱)൧ dans le plan fréquentiel, on obtient donc : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3.3. Comparaison entre les courbes de ߪ௠௔௫ൣ ்ܹబ
ିଵ(݆߱)൧  et  ߪ௠௔௫ൣ ்ܹభ;మ

ିଵ (݆߱)൧. 
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3.4. Problème de sensibilité mixte généralisé basé sur le CFR1 

Dans cette partie, la détermination des paramètres optimaux du contrôleur fractionnaire 

robustifié CFR1  ainsi que ceux des transferts rationnels ajustables correspondants est obtenu 

par la résolution itérative d’un autre problème de sensibilité mixte généralisé dans lequel le 

nouveau vecteur à optimiser est celui donné par : 

௖భݔ
∈ ℝ௠(ହ௠ାଽ) = ௖బݔൣ

, ௐభݔ
൧ = ௖బݔ ൣ

ห ௐభݔ 
ଵ ห ⋯ หݔௐభ

௠  ൧
்
                    (3.9) 

Sachant que ݔ௖బ
est le vecteur donné, dans le chapitre précédent, par l’équation (2.77) comme 

suit : 

௖బݔ
∈ ℝହ௠మ

= ௉భభܭ ൣ
, ⋯ , ௉೘೘ܭ

ห ܭூభభ
, ⋯ , ூ೘೘ܭ

ห ܭ஽భభ
, ⋯ , ஽೘೘ܭ

ห ߤଵଵ, ⋯ , ,ଵଵߣ|௠௠ߤ ⋯ , ௠௠൧ߣ
்
 

Le nouveau problème de sensibilité mixte généralisée utilisant les trois pondérations 

rationnelles ajustables précédentes est formulé comme suit [3-7] : 

ቯ
ௌܹభ

,ݏ) ௖భݔ
). ܵଵ(ݏ, ௖భݔ

)

ோܹభ
൫ݏ, ௖భݔ

൯. ,ݏ൫ܭ ௖భݔ
൯. ܵଵ(ݏ, ௖భݔ

)

்ܹభ
,ݏ) ௖భݔ

). ଵܶ(ݏ, ௖భݔ
)

ቯ

∞

<  ଵ                                 (3.10)ߛ

Où  ߛଵ étant le niveau désiré des performances à atteindre par l’algorithme Min-Max. 

3.4.1. Solution du problème par la fonction Fminimax 

Dans le but de résoudre le problème précédent par l’algorithme disponible dans la fonction 

Fminimax du Matlab, l’inégalité donnée par l’équation (3.10) est reformulée sous la forme 

suivante: 

݉݅݊
௫೎భ೘೔೙

ஸ௫೎భஸ௫೎భ೘ೌೣ

൮ ݔܽ݉
ఠ∈൛ఆು∪ఆ࣫ൟ

൞ߪ௠௔௫ ൦
ௌܹభ

൫݆߱, ௖భݔ
൯. ܵଵ൫݆߱, ௖భݔ

൯

ோܹభ
൫݆߱, ௖భݔ

൯. ,݆߱)ܭ ௖భݔ
). ܵଵ(݆߱, ௖భݔ

)

்ܹభ
൫݆߱, ௖భݔ

൯. ଵܶ൫݆߱, ௖భݔ
൯

൪ൢ൲  (3.11) 

De l’équation (3.11), l’ensemble des contraintes de bornes limitant la solution optimale 

  ௖భݔ 
∗ est celui donné par les limites inférieures et supérieures ci-dessous :  

௖భ೘೔೙ݔ
≤ ௖భݔ

≤ ௖భ೘ೌೣݔ
                                                            (3.12) 
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Sachant que le vecteur ݔ௖బ
 est limité par les contraintes de bornes ݔ௖బ೘೔೙

≤ ௖బݔ
≤ ௖బ೘ೌೣݔ

 et 

que le vecteur ݔௐబ
 est limité par les contraintes de bornes ݔௐబ೘೔೙

≤ ௐబݔ
≤ ௐబ೘ೌೣݔ

 

Remarque 3.1 

La mesure du compromis de robustesse entre les PN et la SR dépend fortement, dans le 

domaine fréquentiel, par la satisfaction d'un niveau maximal des règles de réglage suggérées 

précédemment ainsi que les spécifications fréquentielles imposées par un tel cahier de 

charges. Toutefois, cela dépend aussi, dans le domaine temporel, par l'amélioration 

simultanée des performances temporelles, telles que : i) la bonne dynamique de poursuite des 

trajectoires de références qui doit assurer un temps de montée rapide, une erreur statique très 

réduite, un dépassement faible en régime transitoire, …etc. ii) la rejection des perturbations 

qui doit être assurée dans une plage du temps très courte. iii) l’insensibilité des signaux de 

commandes aux effets des bruits de mesure. 

 Dans certaines applications industrielles où le processus à commander nécessite un modèle 

incertain d'ordre très élevé, l'efficacité de cette stratégie de commande dépend étroitement de 

la qualité de convergence de l’algorithme utilisé par la fonction Fminimax du Matlab. Notant 

ici, que l'introduction de l'ordre fractionnaire dans le problème de sensibilité mixte généralisée 

augmente considérablement son espace de recherche avec lequel sa solution peut être piégée 

par des minima locaux ce qui produit des convergences indésirables pour certains problèmes 

d’optimisation d’ordre élevé. C'est pour cette raison qu'on doit faire recours à d’autres 

structures du contrôleur permettant de réduire la taille de l’espace de recherche du problème 

d’optimisation. Pour atteindre cet objectif, nous allons proposer une autre structure fractale 

inspirée de la structure du PID cascade pluridimensionnel avec laquelle le nouveau problème 

de sensibilité mixte généralisée est déroulé par un nombre des inconnus très réduit ce qui peut 

améliorer la qualité de convergence de l’algorithme d’optimisation utilisé de façon 

considérable. Notant ici que la structure fractale proposée peut diminuer l’espace de recherche 

du problème original de  ℝ௠(ହ௠ାଽ) jusqu’à  ℝ௠(ଶ௠ାଵ )ାଵ ce qui représente la clé de succès de 

notre proposition. 

3.5. Problème de sensibilité mixte généralisée basée sur le CFR2 

La structure fractale proposée, pour cette partie de ce travail, est celle donnée par la forme 

cascade de trois gains suivants : le gain proportionnel, intégral d’ordre non entier et le gain de 

dérivée non entière. On aura donc le transfert suivant [13-15]: 
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,ݏଵ൫ܭ ௖మ൯ݔ = .ଵܭ ேܩ
ିଵ(0)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

௄೛ቀ଴,௫೎మቁ

. ൦

ଵ

௦ഊభభ
⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯

ଵ

௦ഊ೘೘

൪

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௄೔ቀ௦,௫೎మቁ

. ൦

1 + .ଵଵߚ ఓభభݏ .ଵଶߚ ఓభమݏ

.ଶଵߚ ఓమభݏ 1 + .ଶଶߚ ఓమమݏ

⋯ .ଵ௠ߚ ఓభ೘ݏ

⋯ .ଶ௠ߚ ఓమ೘ݏ

⋮ ⋮
.௠ଵߚ ఓ೘భݏ .௠ଶߚ ఓ೘మݏ

⋱ ⋮
⋯ 1 + ௠௠ߚ . ఓ೘೘ݏ

൪

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௄೏ቀ௦,௫೎మቁ

(3.13) 

De l’équation (3.13), le formalisme unifié de la structure fractale proposée est donné par : 

,ݏଵ൫ܭ ௖మݔ
൯ = ,௣൫0ܭ ௖మݔ

൯. ,ݏ௜൫ܭ ௖మݔ
൯. ,ݏௗ൫ܭ ௖మݔ

൯                                  (3.14) 

Dans lequel on peut distinguer les trois actions suivantes : 

a. Action proportionnelle du CFR2 

La matrice réelle définissant le gain proportionnel du contrôleur robustifié est définie comme 

suit : 

,௣൫0ܭ ௖మݔ
൯ = .ଵܭ ேܩ

ିଵ(0)                                                               (3.15) 

Avec : 

 ܭଵ ∈ ℝ: est un paramètre utilisé pour ajuster la bande passante des lieux des valeurs 

singulières maximales des deux matrices de sensibilité directe et de sensibilité 

complémentaire. Ce paramètre qui est déterminé par l’algorithme d’optimisation Min-Max 

doit satisfaire la contrainte de borne suivante : 

ଵ೘೔೙ܭ
< ଵܭ < ଵ೘ೌೣܭ

                                                               (3.16) 

Où ܭଵ೘೔೙
 et ܭଵ೘ೌೣ

 sont des limites fixées à priori par l’utilisateur. 

 ܩே
ିଵ(0) ∈ ℝ௠×௠ : est une matrice réelle non singulière dont ses éléments sont déterminés 

via l’inversion de la matrice des gains statiques du modèle de synthèse. Cette matrice 

présente un rôle important dans le transfert du contrôleur fractionnaire, elle découple, d’un 

côté, les sorties du système bouclé en régime stationnaire. D’un autre côté, elle peut 

réduire les valeurs singulières de la matrice sensibilité directe du système bouclé. Notant 

ici, que la détermination de ܩே
ିଵ(0) pour un transfert non carré est effectuée par le pseudo 

inverse suivant [13, 14] : 

ேܩ
ିଵ(0) = ேܩ]

்(0). .ே(0)]ିଵܩ ேܩ
்(0)                                               (3.17) 
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b. Action intégrale du CFR2 

Le transfert définissant l’action intégrale d’ordre non entier du contrôleur fractionnaire 

robustifié est celui donné par : 

,ݏ௜൫ܭ ௖మݔ
൯ ∈ ℂ௠×௠ =

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵ

௦ഊభభ
0 ⋯ 0

0
ଵ

௦ഊమమ
0 ⋮

⋮
0

⋮
⋯

⋱ 0
0

ଵ

௦ഊ೘೘ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

                                               (3.18) 

Ce transfert est introduit dans la structure fractale proposée afin d’éliminer toute erreur 

statique commise dans chaque voie du système bouclé. De plus, les termes d’ordre entier ߣ௜௜ ∈

ℝ௠×௠ sont obtenus par l’algorithme d’optimisation Min-Max, en satisfaisant les contraintes 

de bornes ci-dessous : 

ቐ
ଵଵ೘೔೙ߣ

< ଵଵߣ < ଵଵ೘ೌೣߣ

⋮
௠௠೘೔೙ߣ

< ௠௠ߣ < ௠௠೘ೌೣߣ

                                                (3.19) 

Notant ici que, si l’ordre non entierߣ௜௜ est compris entre deux valeurs entières ݊௜௜ et ݊௜௜ + 1 

avec ݊௜௜ ∈ ℕ∗. Dans ce cas, l’ordre fractionnaire précédent doit être décomposé en deux 

termes, à savoir :  ݊௜௜   et  ߛఒ೔೔
 avec 0 < ఒ೔೔ߛ

< 1 et ߣ௜௜ = ݊௜௜ + ఒ೔೔ߛ
. Dans ce cas, on peut voir la 

présence d’un intégrateur d’ordre entier donné par le terme ିݏ௡ഊ೔೔  et d’autre intégrateur 

d’ordre non entier présenté par le terme ିݏఊഊ೔೔ . 

c. Action dérivée du CFR2 

Le transfert définissant l’action dérivée non entière du contrôleur fractionnaire robustifié 

est celui donné par [13-15]: 

,ݏௗ൫ܭ 2ܿݔ
൯ ∈ ℂ௠×௠ = ൦

1 + .ଵଵߚ ఓభభݏ .ଵଶߚ ఓభమݏ

.ଶଵߚ ఓమభݏ 1 + .ଶଶߚ ఓమమݏ

⋯ .ଵ௠ߚ ఓభ೘ݏ

⋯ .ଶ௠ߚ ఓమ೘ݏ

⋮ ⋮
.௠ଵߚ ఓ೘భݏ .௠ଶߚ ఓ೘మݏ

⋱ ⋮
⋯ 1 + .௠௠ߚ ఓ೘೘ݏ

൪     (3.20) 

Où chaque transfert rationnel ܭௗ೔ೕ
൫ݏ, ௖మݔ

൯ comportant deux paramètres à optimiser. Le 

premier paramètre représente l’ordre fractal  ߤ௜௝ ∈ ℝା de la dérivée fractionnaire, tandis que 

le second paramètre représente sa constante de temps donnée par ߚ௜௝ ∈ ℝା. De plus, les 
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valeurs optimales de ces deux paramètres doivent satisfaire les deux ensembles des 

contraintes de bornes ci-dessous : 

ቐ
ଵଵ೘೔೙ߤ

< ଵଵߤ < ଵଵ೘ೌೣߤ

⋮
௠௠೘೔೙ߤ

< ௠௠ߤ < ௠௠೘ೌೣߤ

 , et ቐ
ଵଵ೘೔೙ߚ

< ଵଵߚ < ଵଵ೘ೌೣߚ

⋮
௠௠೘೔೙ߚ

< ௠௠ߚ < ௠௠೘ೌೣߚ

                       (3.21) 

Dans l’objectif d’assurer la causalité du contrôleur fractionnaire robustifié, le choix de 

l’ordre fractionnaire de son terme intégral doit être supérieur ou égal à celui de sa dérivée 

fractionnaire et cela dans chaque voie du système bouclé.  

3.5.1. Reformulation du problème de sensibilité mixte généralisée basée sur le CFR2 

Selon les équations (3.16), (3.19) et (3.21), le vecteur des paramètres de décision qu’on a 

présenté ici par  ݔ௖మ
 sera déterminé par la minimisation d’un critère multi-objectives, en 

utilisant toujours la méthode d’optimisation Min-Max. Ce vecteur est définit comme suit : 

௖మݔ
∈ ℝ௠(ଶ௠ାଵ )ାଵ = ቌܭଵ อߣଵଵ, ,ଵଶߣ ⋯ , ௠௠ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥߣ

ఒ∈ℝ೘

  ቮߚଵଵ, ,ଵଶߚ ⋯ , ௠௠ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥߚ
ఉ∈ℝ೘మ

  ቮߤଵଵ, ,ଵଶߤ ⋯ , ௠௠ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥߤ
ఓ∈ℝ೘మ

 ቍ

்

(3.22) 

Dans le cas de la robustification du contrôleur fractionnaire primaire, le vecteur précédent 

doit être augmenté par celui définissant les paramètres optimaux des pondérations rationnelles 

ajustables. On aura donc : 

௖మݔ
∗ = ௖మݔൣ

, 2ܹݔ
൧ =

቎ ܭଵ อߣଵଵ, ,ଵଶߣ ⋯ , ௠௠ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥߣ
ఒ⊆ℝ೘

  ቮߚଵଵ, ,ଵଶߚ ⋯ , ௠௠ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥߚ
ఉ⊆ℝ೘మ

  ቮߤଵଵ, ,ଵଶߤ ⋯ , ௠௠ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥߤ
ఓ⊆ℝ೘మ

 ቮ ௐమݔ 
ଵ ห ⋯ หݔௐమ

௠  ቏

்

                       (3.23) 

Par ailleurs, le problème de synthèse du CFR2 est exposé comme suit : étant donné le 

niveau de performances à atteindre ߛଶ , cherchons un contrôleur fractionnaire robustifiant le 

contrôleur fractionnaire primaire et satisfaisant les règles de réglages suggérées 

précédemment qui assurent la sélection optimale des pondérations rationnelles ajustables. Ce 

contrôleur doit remplir l’inégalité suivante [57-59] : 

ቯ
ௌܹమ

,ݏ) ௖మݔ
∗ )ܵଶ(ݏ, ௖మݔ

∗ )

ோܹమ
,ݏ) ௖మݔ

∗ ,ݏ)ଶܭ( ௖మݔ
∗ ) ଵܵ(ݏ, ௖మݔ

∗ )

்ܹమ
,ݏ) ௖మݔ

∗ ) ଶܶ(ݏ, ௖మݔ
∗ )

ቯ

∞

<  ଶ                                  (3.24)ߛ
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Notant ici que, l'implémentation de cette nouvelle structure proposée nécessite, à priori, 

l’application de l’une des méthodes d'approximation citées dans le chapitre précédent. En 

revanche, l'approximation séparée de l'opérateur d’intégro-différentiel peut augmenter 

considérablement l'ordre du transfert irrationnel qui estime le contrôleur fractionnaire. Pour 

résoudre ce problème, nous proposons d'autres méthodes d'approximation avec lesquelles le 

bloc du transfert fractionnaire est rapproché par un transfert irrationnel d’ordre très réduit. 

L'idée principale de ces méthodes proposées est basée sur l’interpolation fréquentielle du 

transfert fractionnaire en utilisant les approches d’identifications disponibles dans la 

littérature. 

3.5.2. Méthodes d'approximation du CFR2 

3.5.2.1. Identification fréquentielle utilisant la fonction de Hartley 

  Cette fonction est disponible dans la bibliothèque ninteger qui est librement accessible. Elle 

est basée sur l'algorithme développé par Hartley et Lorenzo (2003) avec lequel le modèle 

fourni peut être rationnel ou irrationnel selon le choix de l’utilisateur. Le modèle peut être 

décrit comme suit [60]: 

෩ଶ೔ೕܭ
(ݏ) =

ଵ

௖೙௦೙ೂା௖೙షభ௦(೙షభ)ೂା⋯ା௖మ௦మೂା௖భ௦ೂା௖బ
                                      (3.25) 

3.5.2.2. Identification fréquentielle utilisant la fonction de Levy 

Cette fonction trouve un modèle rationnel ou irrationnel pour un système à partir de son 

comportement en fréquence ܭଶ೔ೕ
(݆߱), en utilisant une variante de la méthode d'identification 

fréquentielle de Levy. Le modèle résultant est de la forme [61]: 

෩ଶ೔ೕܭ
(ݏ) = ௕೘௦೘ೂା௕೘షభ௦(೘షభ)ೂା௕೘షమ௦(೘షమ)ೂା⋯ା௕భ௦ೂା௕బ

௔೙௦೙ೂା௔೙షభ௦(೙షభ)ೂା௔೙షమ௦(೙షమ)ೂା⋯ା௔భ௦ೂାଵ
                        (3.26) 

De l’équation (3.26), les paramètres optimaux de ܭ෩ଶ೔ೕ
 doivent minimisés la norme ℋଶ de (ݏ)

l’erreur de modélisation ci-dessous: 

ܧ = ଶ೔ೕܭ
(݆߱)[ܽ௡(݆߱)௡ொ + ⋯ + ܽଵ(݆߱)ொ + 1] − [ܾ௠(݆߱)௠ொ + ⋯ + ܾଵ(݆߱)ொ + ܾ଴]        (3.27) 
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3.5.2.3. Identification fréquentielle utilisant la fonction de Vinagre 

Le principe de cette méthode est basé sur l'identification par la fonction de Levy. 

Seulement les paramètres optimaux de  ܭ෩ଶ೔ೕ
 doivent minimiser la norme  ℋଶ de l’erreur de (ݏ)

modélisation pondérée par le vecteur  ߥ comme suit [61]: 

ᇱܧ = ்ߥ . ቄܭଶ೔ೕ
(݆߱)[ܽ௡(݆߱)௡ொ + ⋯ + ܽଵ(݆߱)ொ + 1] − [ܾ௠(݆߱)௠ொ + ⋯ + ܾଵ(݆߱)ொ + ܾ଴]ቅ (3.28) 

Les composants de ce vecteur dépendent des pulsations  ߱௜, sachant que  ݅ = 1; 2; … ; ݂. On 

obtient donc : 

௜ߥ  =

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

߱2−߱1

2߱1
2 ݅ݏ ݅ = 1

߱݅+1−߱݅−1

2߱݅
2 ݅ݏ 1 < ݅ < ݂

݂߱−݂߱−1

2݂߱
2 ݅ݏ = ݂

                                               (3.29) 

Les pondérations sont destinées à améliorer la qualité de l'approximation pour les basses 

fréquences. 

3.5.2.4. Identification fréquentielle utilisant la fonction fitfrd 

En général, la méthode d'identification fréquentielle est la plus souvent utilisée pour 

approximer un bloc de transfert d’ordre non entier dont sa réponse fréquentielle est proche en 

module et en phase de celle du transfert irrationnelle originale. Le principe de cette méthode 

consiste par l’évaluation du transfert fractionnaire ܭଶ೔ೕ
(߱) dans les fréquences ߱଴, ߱ଵ,  ߱ଶ,... 

qui doivent être réparties de façon logarithmique sur la bande fréquentielle [߱௕ , ߱௛] .Cette 

évaluation est effectuée par la commande frd du Matlab. Ensuite, les données d’entrée/sortie 

fournies par cette commande sont exploitées par la commande fitfrd en ressortissant une 

représentation d’état d’ordre entier qui modélise le transfert ܭଶ೔ೕ
-L’ordre optimal de celle .(ݏ)

ci est ensuite ajusté par l’utilisateur afin d’aboutir une erreur de modélisation  ߦ௠ très réduite 

satisfaisant la condition suivante : 

ቛܭ෩ଶ೔ೕ
(݆߱) − ଶ೔ೕܭ

(݆߱)ቛ
ଶ

≤  ௠                                                (3.30)ߦ

Comparativement aux méthodes d’approximations suscitées, la méthode basée sur la 

fonction  fitfrd  procure une bonne minimisation de l’écart entre le transfert rationnel et celui 

d’ordre entier. C’est pour cette raison qu’on l’a adoptée pour la suite de ce travail.     
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3.6. Etude en Simulation  

Durant cette étude en simulation, le contrôleur fractionnaire robustifié est appliqué pour la 

commande du même procédé thermique HVAC. L’algorithme de Min-Max fourni par la 

fonction Fminimax du Matlab est utilisé pour produire les paramètres optimaux de ce 

contrôleur ainsi que ceux des pondérations rationnelles ajustables correspondantes. En effet, 

deux structures sont proposées pour robustifier le contrôleur fractionnaire primaire, à savoir : 

CFR basé sur la structure du PID fractionnaire et celui basé sur la nouvelle structure fractale 

suggérée.  

Notant ici que le transfert du contrôleur fractionnaire primaire (à robustifier) est décrit 

comme suit : 

,ݏ଴൫ܭ ௖బݔ
∗ ൯ = ൤−74.74 − ଵିݏ0.677 − ଴.ଷଽݏ69.448 −9.551 + ଴.଻଼ିݏ1.593 − ଴.ଶ଺ݏ9.61

 0.223 + ଴.ହଷିݏ2.939 − ଴.଴ଵݏ4.247 −55.049 + ଼଼.଴ିݏ2.576− −  .଴.ଷ଼൨ݏ51.943

L’amélioration des performances du système bouclé par le CFP est effectuée par la 

robustification utilisant les données ci-dessous :  

 Choix des contraintes de bornes qui limitent la solution  ݔ௖భ 
∗  et  ݔ௖మ

∗ : 

 Pour les paramètres des deux contrôleurs CFR1 et CFR2, on a : 

:ଵܴܨܥ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

−∞ ≤ ௉೔ೕܭ
≤ +∞

−∞ ≤ ூ೔ೕܭ
≤ +∞

−∞ ≤ ஽೔ೕܭ
≤ +∞

0 < ௜௝ߤ < 1
0 < ௜௝ߣ < 1

  :ଶܴܨܥ   

ە
۔

ۓ
0 < ଵܭ ≤ +∞
0 < ௜௝ߣ < 1

0 ≤ ௜௝ߚ ≤ +∞
0 < ௜௝ߤ  < 1

  

 Pour la pondération rationnelle ajustable ௌܹభ;మ
൫݆߱, ௖భ;మݔ

൯, on a :ቐ

2 ≤ ௌభ;మܯ
≤ 4

1 ≤ ݊ௌభ;మ
≤ 1.3

0.025 ≤ ߱஻భ;మ
≤ 0.035

  

 La pondération ோܹభ;మ
൫݆߱, ௖భ;మݔ

൯ est considérée comme étant fixe. 

 Pour la pondération rationnelle ajustable ்ܹభ;మ
൫݆߱, ௖భ;మݔ

൯, on a :ቐ

20 ≤ ܯ
భ்;మ

≤ 100
1 ≤ ݊

భ்;మ
≤ 1.3

0.5 ≤ ߱஻ భ்;మ
≤ 1

  

 Autres contraintes disponibles dans la fonction Fminimax ∶  ቐ
௘௤ܣ = [ ] , ௘௤ܤ = [ ]

௜௡௘௤ܣ = [ ] , ௜௡௘௤ܤ = [ ]
݈݊݅݊݋ܰ = [ ]

  

 Initialisation de l’algorithme Min-Max : 

௖భబݔ
= ቎ݔ௖బ

∗ ቮܯௌబ
݊ௌబ

߱஻బ
∗

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ௐೄబ

  ቮܯ
బ்

݊
బ்

߱஻ బ்
∗

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ௐ೅బ

 ቏

்

= ൥ݔ௖బ
∗ อ4 1 0.025ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ௐೄబ

  อ100 1 1ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ௐ೅బ

 ൩

்
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 Formulation des critères multi-objectifs : 

 Choix de la plage de fréquence : [߱௠௜௡ , ߱௠௔௫] = [10ିସ , 10ସ] radians/secondes. 

 Nombre des fonctions à minimiser : ߮ = 100 

 Nombre maximal d’itération : ℓ௠௔௫ = 400 

 Précision de calcul : ܬ௠௜௡ = 10ି଺ 

La solution optimale fournie par l’algorithme Min-Max permet de déterminer le transfert 

du CFR1 comme suit :  

,ݏଵ൫ܭ ௖భݔ
∗ ൯ = ൤−31.978 − ଴.ଽ଼ ିݏ0.834 − 43.591. ଴.଴ଽݏ −9.946 + ଴.ଶ଺ଶିݏ11.516 − 1.222. ଴.ଵ଴ଷݏ

15.845 + ଴.ଽ଺ିݏ0.491 + 6.392. ଴.ଵଶଵݏ −34.831 − ଴.ଽଵିݏ0.617 − 38.771.  ଴.଴ଵଵ൨ݏ

et les deux pondérations rationnelles ajustables correspondantes : 

 ௌܹభ
൫ݏ, ௖భݔ

∗ ൯ =
ଵ

ଵ.଺ହ×ଵ଴షర ቆ
ଵା

౩
బ.బలభఱ

ଵା
౩

భబషఱ
ቇ

ଵ.ଵଵଶ

× ଶ×ଶ     avec :      ቐܫ

ௌభܯ
= 2.80 < ௌబܯ

= 4
݊ௌభ

= 1.12 > ݊ௌబ
= 1

߱஻భ
∗ = 0.03 > ߱஻బ

∗ = 0.025

  

 ்ܹభ
൫ݏ, ௖భݔ

∗ ൯ =
ଵ

ଶହ.ହ଼଺
൬

ଵା
ೞ

ళరళమ

ଵା
ೞ

యఱ.యవల

൰
ଵ.ଶ଴ଵ

× ଶ×ଶ    avec :        ቐܫ

ܯ
భ்

= 25.697 < ܯ
బ்

= 100
݊

భ்
= 1.201 > ݊

బ்
= 1

߱஻ భ்
∗ = 0.7472 < ߱஻ బ்

∗ = 1

  

La solution optimale fournie par l’algorithme Min-Max permet de déterminer le transfert 

du CFR2  comme suit : 

,ݏଶ൫ܭ ௖మݔ
∗ ൯ = 0.0357 ቂ−25.546 7.183

9.813 −22.561
ቃ ൦

1
଴.ଽ଼ଵݏ 0

0
1

଴.ଽଽଵݏ

൪ ൤1 + 89.78. ଴.ଽଽଷݏ 0
଴.ଽ଴ଶݏ0.8297 1 + 84.56.  ଴.ଽ଴ହ൨ݏ

et les deux nouvelles pondérations rationnelles ajustables correspondantes :  

 ௦ܹమ൫ݏ, ௖మݔ
∗ ൯ =

ଵ

ଵ.ସସ଺×ଵ଴షర ቆ
ଵା

ೞ
బ.బళయఱ

ଵା
ೞ

బ.బభల×భబషయ
ቇ

ଵ.ଵଷ  

∙ ଶ×ଶ, avec:ቐܫ

ௌమܯ = 1.98 < ௌభܯ = 2.80 < ௌబܯ = 4
݊ௌబ = 1 < ݊ௌభ = 1.12 < ݊ௌమ = 1.13

߱஻బ
∗ = 0.025 < ߱஻భ

∗ = 0.03 < ߱஻మ
∗ = 0.04

    

 ்ܹమ൫ݏ, ௖మݔ
∗ ൯ =

ଵ

ଵ଺.଺଺
൬

ଵା
ೞ

ళఱబబ

ଵା
ೞ

బ.భబళఴ

൰
ଵ.ସହ

∙ ଶ×ଶ, avec:ቐܫ

ܯ మ் = 16.66 < ܯ భ் = 25.697 < ܯ బ் = 100
݊ బ் = 1 < ݊ భ் = 1.201 < ݊ మ் = 1.45

߱஻ భ்
∗ = 0.7472 < ߱஻ మ்

∗ = 0.750 < ߱஻ బ்
∗ = 1

  

A l’aide des trois matrices de transferts des trois contrôleurs, à savoir : CFP, CFR1 et 

CFR2, les caractéristiques fréquentielles du système bouclé peuvent être analysées par le tracé 

des lieux des valeurs singulières maximales des matrices de sensibilité directe et de sensibilité 

complémentaire afin de vérifier la satisfaction des deux conditions de robustesse sur la SR et 

les PN. 
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La Fig.3.4 présente l’amélioration de la marge de robustesse sur les PN en utilisant la 

robustification basée sur les deux structures fractales citées précédemment, on obtient : 

 
Fig.3.4.Satisfaction de la nouvelle condition sur les PN par les deux contrôleurs robustifiés 

D’après la Fig.3.4, on peut observer l’amélioration de la marge de robustesse sur la PN du 

système bouclé par les deux contrôleurs fractionnaires robustifiés dont la meilleure marge est 

celle fournie par le CFR2. Maintenant, pour l’amélioration de la marge de robustesses sur les 

PN, la Fig.3.5 présente l’amélioration de la marge de robustesse sur la SR en utilisant la 

robustification basée sur les deux structures fractales citées précédemment, on obtient : 
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Fig.3.5. Amélioration de la marge de robustesse sur la SR par les deux contrôleurs robustifiés 

D’après la Fig.3.5, on peut observer nettement l’amélioration de la marge de robustesse sur 

les SR du système bouclé par les deux contrôleurs fractionnaires robustifiés dont la meilleure 

marge est celle fournie par le CFR2. En revanche, cette robustesse est assurée par le CFR1 

mais avec marge de sécurité très faible. Maintenant, pour les tracés des réponses temporelles 

du système bouclé par les trois contrôleurs précédents, les fonctions de transfert rationnelles 

du CFR1 sont approximées par celles fournies par la méthode d’Oustaloup dans laquelle on 

utilise les mêmes données d’approximation citées dans le chapitre précédent; on obtient donc : 

෩஼ிܭ భ:

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
෩஼ிܭۓ భభభ

=
−3.307 × 10ସݏସ −  4.124 × 10ଽݏଷ −  6.689 × 10ଵଵݏଶ −  3.418 × 10ଵଶݏ − 1.624 × 10ଵ଴

ସݏ + 1.898 × 10଺ݏଷ + 1.902 × 10ଽݏଶ +  2.403 × 10ଵ଴ݏ −  630.4

෩஼ிோభభమܭ
=

ସݏ 558.2− −  3.503 × 10଻ݏଷ − 1.472 × 10ଽݏଶ + 1.283 × ݏ10଼ +  4.337 × 10଺

ସݏ +  5.573 × 10ହݏଷ + 5.85 × 10଻ݏଶ + 2.524 × 10଻ݏ + 164.8

෩஼ிோభమభܭ
=

ସݏ4.002− − ଷݏ203.8  − ଶݏ117.4  + ݏ99.89 + 0.04071

ସݏ + ଷݏ58.08 + ଶݏ118.5 + ݏ1.285 + 2.49 × 10ିହ

෩஼ிோభమమܭ
=

ସݏ2.097− − 2.434 × 10ଽݏଷ − 3.539 × 10ଵଵݏଶ − 1.674 × 10ଵଶݏ − 1.303 × 10ଵ଴

ସݏ + 1.749 × 10଺ݏଷ + 1.437 × 10ଽݏଶ + 1.602 × 10ଵ଴ݏ + 4.654 × 10ସ

  

 

Par ailleurs, les fonctions de transfert rationnelles du CFR2 sont approximées par celles 

fournies par la méthode d’identification fréquentielle basée sur la fonction Fitfrd du Matlab. 

On obtient donc : 
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:෩஼ிோమܭ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
෩஼ிோమభభܭۓ

=
ହݏ 82.72 −  5.708

ହݏ + 6969

෩ܭ

෩஼ிோమమమܭ
=

−68

Tenant en compte l’application d

précédents, on obtient les sorties ainsi 

La figure Fig.3.6 présente 

CFR1 et CFR2. De plus, les figures 

fournies par les trois contrôleurs 

présente la comparaison des commandes fournies par les deux contrôleurs robustifiés 

CFR2. 

Fig.3.6. Sorties globales du système bouclé fournies par les trois contrôleurs robustes précédents

D'après la Fig.3.6, on peut 

comportement de poursuite et

système bouclé. Ceci se traduit par l'obtention des sorties caractérisées par des meilleurs 

temps de réponses en régime transitoire ainsi que par des dépassement
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708 × 10ହݏସ −  4.666 × 10ସݏଷ −  5.708 × 10଻ݏଶ −  5
ସݏ6969 + ଷݏ509.4 +  6.971 × 10ହݏଶ − ݏ488.4  −  6.

෩஼ிோమమభܭ
=

ଶݏ 21.62 + ݏ0.2605  + 6.578 × 10ିହ

ଶݏ + ݏ 0.0002601  + 3.824 × 10ିଵଶ

෩஼ிோమమభܭ
=

ଶݏ 31.19 +  5.42 × 10ସݏ 602.5

ଶݏ + ݏ1756 + 8.25 × 10ିହ

ସݏ68.13 − ଷݏ1365  −  2.044 × 10ସݏଶ − ݏ245.7  −

ସݏ + ଷݏ20.02 + ଶݏ299.8 + ݏ 0.07233 + 1.055 ×

’application des mêmes entrées exogènes, citées dans les deux chapitres 

précédents, on obtient les sorties ainsi que les commandes globales comme suit

 les réponses temporelles du système bouclé 

. De plus, les figures Fig.3.7, Fig.3.8 et Fig.3.9 présente

fournies par les trois contrôleurs CFP, CFR1 et CFR2 respectivement. Enfin, la figure 

commandes fournies par les deux contrôleurs robustifiés 

Sorties globales du système bouclé fournies par les trois contrôleurs robustes précédents

, on peut remarquer que le contrôleur CFR2 peut assurer un meilleur 

et d'interaction des signaux de références pour chaque voie du 

système bouclé. Ceci se traduit par l'obtention des sorties caractérisées par des meilleurs 

temps de réponses en régime transitoire ainsi que par des dépassements acceptables en régime 
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5.299 × 10ହݏ + 435.9
.798 × 10ି଺

 0.05765

10ିଽ

  

citées dans les deux chapitres 

es commandes globales comme suit : 

les réponses temporelles du système bouclé fournies par CFP, 

présentent les commandes 

respectivement. Enfin, la figure Fig.3.10 

commandes fournies par les deux contrôleurs robustifiés CFR1 et 

 
Sorties globales du système bouclé fournies par les trois contrôleurs robustes précédents 

assurer un meilleur 

des signaux de références pour chaque voie du 

système bouclé. Ceci se traduit par l'obtention des sorties caractérisées par des meilleurs 

acceptables en régime 
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transitoire. De plus, ce contrôleur peut fournir des meilleures dynamiques de rejection de 

perturbations et suppression des effets causés par les entrées des bruits de mesures.  

 

Fig.3.7. Commandes fournies par le CFP 

 
Fig.3.8. Commandes fournies par le CFR1 

 
 

Fig.3.9. Commandes fournies par le CFR2 
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Fig.3.10. Comparaison des commandes fournies par CFR1 et CFR2 

D’après les figures Fig.3.7 jusqu'à Fig.3.10, on peut observer que le CFR2 la capacité de 

fournir des commandes moins sensibles aux effets des bruits de mesures en régime 

stationnaire. Ces commandes deviennent moins fluctuantes en comparaison à celles obtenues 

par les deux contrôleurs CFP et CFR1.  

3.7. Conclusion  

L’objectif de ce chapitre est d’introduire des pondérations rationnelles ajustables dans le 

problème de sensibilité mixte ce qui a permis d’améliorer considérablement le compromis de 

robustesse du système bouclé entre les PN et la SR. Cette robustification fournie les deux 

contrôleurs fractionnaires robustifiés, à savoir : CFR1  et CFR2. Les paramètres optimaux de 

ces deux contrôleurs ainsi que ceux des pondérations rationnelles sont déterminés 

simultanément via la résolution d’un nouveau problème de sensibilité mixte dans lequel les 

spécifications imposées ainsi que les règles de réglage suggérées sont assurées par un 

algorithme d’optimisation Min-Max. 

 Les performances des deux stratégies de robustification qui sont basées sur les deux 

différentes structures fractales sont comparées dans les plans fréquentiel et temporel. Les 

résultats de simulation ont montré l’efficacité de la structure fractale suggérée ainsi que la 

méthode d’approximation proposée ce qui se traduit par l’amélioration explicite des deux 

marges de robustesse fournies par le contrôleur fractionnaire primaire. Enfin, la validation 

cette robustification sur d’autres systèmes pluridimensionnels sera abordée dans le chapitre 

suivant.  



 

 

 

Chapitre 4 : 
Application sur 

système la MADA 
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4. Introduction 

Le développement durable et les énergies éoliennes suscitent aujourd’hui l’intérêt de 

plusieurs laboratoires de recherches et plusieurs pays industrialisés. Ainsi, le développement 

des éoliennes représente un grand investissement dans le domaine de la recherche 

technologique. En effet, de nombreux travaux de recherche sur le contrôle et la commande 

d’éoliennes ont été menés. Grâce à ces recherches, les dernières générations d'éoliennes 

fonctionnent à une vitesse variable avec une grande efficacité. 

À présent, la pluparts des éoliennes utilisent les génératrices asynchrones à double 

alimentation GADA. Cette génératrice permet une production d’électricité à vitesse variable. 

Elle donne l’occasion, alors, de mieux contrôler les ressources éoliennes pour différentes 

conditions de vent. Pour cette raison, nous devons utiliser un contrôleur robuste pour 

commander ce type de procédés.  Pratiquement, la commande robuste de la GADA par 

l’approche  ℋ∞ܫܯܮ offre un contrôleur d’ordre très élevé chose qui peut compliquer son 

implémentation dans la boucle de commande. En effet, les signaux de commande d’une 

éolienne doivent être appliqués au niveau de sa partie électrique, ce qui nous a incités à 

chercher des structures d’un contrôleur simples et flexibles que celles synthétisées par la 

commande  ℋ∞ܫܯܮ. 

L’objectif principal de ce chapitre est de valider le nouveau formalisme de notre approche 

proposée dans le chapitre 3 sur un système multi-variable incertain. A cet effet, nous avons 

mis en œuvre une loi de commande robuste appliquée à une Génératrice Asynchrone à 

Double Alimentation GADA montée sur une éolienne à vitesse variable. 

4.1. Les systèmes éoliens 

Ces dernières années, l’intérêt d’utilisation d’énergies renouvelables ne cesse 

d’augmenter, car l’être humain est de plus en plus concerné par les problèmes 

environnementaux. Parmi ces énergies, on trouve l’énergie éolienne. Les caractéristiques 

mécaniques de l'éolienne, l'efficacité de la conversion de l'énergie mécanique en énergie 

électrique est très importante. Là encore, de nombreux dispositifs existent et, pour la plupart, 

ils utilisent des machines synchrones ou asynchrones. Les stratégies de commande de ces 

machines et leurs éventuelles interfaces de connexion au réseau doivent permettre de capter 
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un maximum d'énergie sur une plage de variation de vitesse de vent la plus large possible, 

ceci dans le but d'améliorer la rentabilité des installations éoliennes [62]. 

4.1.1.  Principe de fonctionnement d’une éolienne  

Pour convertir l'énergie disponible dans le vent en énergie électrique, les turbines 

éoliennes doivent être composées d'une partie mécanique et d'une partie électrique. La partie 

mécanique sert à capter l'énergie cinétique disponible dans le vent et à la transformer en 

énergie mécanique rotative. Cette dernière est transmise via un système d'entraînement, 

habituellement composé d’une boîte de vitesse, à une génératrice électrique. La conversion 

d'énergie mécanique en énergie électrique est effectuée via la génératrice électrique [63]. 

 

Fig. 4.1. Conversion de l'énergie cinétique du vent 

4.2. Types d’aérogénérateurs 

Du point de vue conception, les éoliennes peuvent être divisées en deux familles selon 

l’orientation de leur axe de rotation par rapport à la direction du vent. On note : les éoliennes à 

axe vertical VAWT et les éoliennes à axe horizontal HAWT [64, 65]. 

4.2.1.  Aérogénérateurs à axe vertical VAWT 

Les aérogénérateurs à axe vertical ont été les premières structures adoptées pour la 

production de l'énergie électrique. Plusieurs prototypes ont vu le jour mais peu sont ceux qui 

sont parvenu au stade de l’industrialisation [66]. 

L’axe de rotation d’une VAWT est vertical par rapport au sol et perpendiculaire à la 

direction du vent. Ce type de turbine peut recevoir le vent de n’importe quelle direction, ce 

qui rend inutile tout dispositif d’orientation. Le générateur et la boîte d’engrenages 

(multiplicateur) sont disposés au niveau du sol, ce qui est plus simple et donc économique 
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[67]. La maintenance du système est également simplifiée dans la mesure où elle se fait au 

sol. Ces turbines ne disposent pas de commande d’angle de pale comme dans le cas de HAWT 

(aérogénérateurs à axe horizontal). Ils sont classés selon leurs caractéristiques 

aérodynamiques en deux familles :  

 Les aérogénérateurs conçus sur la base de la portance : Aérogénérateurs à rotor de 

Darrieus : conçu par l’ingénieur français George Darrieus. 

 Les aérogénérateurs conçus sur la base de la traînée : Aérogénérateurs à rotor de Savonius 

: inventé par le finlandais Siguard Savonius en 1924 [62]. 

 

 Avantages et inconvénients des aérogénérateurs à axe vertical  

Les avantages théoriques d’une éolienne à axe vertical sont les suivants : 

 Permet de placer la génératrice, le multiplicateur, à terre (il n’y pas besoin de munir la 

machine d’une tour). 

 Un mécanisme d’orientation n’est pas nécessaire pour orienter le rotor dans la direction 

du vent. 

Les principaux inconvénients sont les suivants : 

 Les vents sont plus faibles à proximité de la surface du sol. 

 Un inconvénient, pour certaines VAWT, est de nécessiter un dispositif auxiliaire de 

démarrage. 

4.2.2.  Aérogénérateurs à axe horizontal  

L'éolienne à axe horizontale, également appelée HAWT (Horizontal Axis Wind Turbine) 

fonctionne globalement selon le même principe que les éoliennes à grandes capacités que l'on 

peut voir dans les parcs éoliens. Actuellement, ces turbines sont les plus utilisées dans la 

production des éoliennes comparativement à celles à axe vertical parce qu’elles sont 

caractérisées par un coût moins important, avec un bon rendement en plus elles sont moins 

exposées aux contraintes mécaniques [68]. Elles sont constituées de plusieurs pales (bipale, 

tripale…) pour générer un couple moteur entraînant la rotation de générateur électrique. Le 

nombre des pales varie entre 1 et 3, récemment le rotor tripal est le plus utilisé car il constitue 

un compromis entre le coefficient de puissance, la vitesse spécifique et la vitesse de rotation 

du capteur éolien [69]. 
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4.3. La chaîne de transformation énergétique  

La transformation de l’énergie du vent en énergie électrique se fait en plusieurs étapes, qui 

sont les suivantes : 

4.3.1.  La transformation de l’énergie par les pales  

Les pales fonctionnent sur le principe d’une aile d’avion. La différence de pression entre 

les deux faces de la pale crée une force aérodynamique, mettant en mouvement le rotor par la 

transformation de l’énergie cinétique du vent en énergie mécanique. 

4.3.2.  L’accélération du mouvement de rotation grâce au multiplicateur  

Les pales tournent à une vitesse relativement lente, de l’ordre de 5 à 15 tours par minute, 

d’autant plus lente que l’éolienne est grande. La plupart des générateurs ont besoin de tourner 

à très grande vitesse (de 1000 à 2000 tours par minute) pour produire de l’électricité. C’est 

pourquoi le mouvement lent du rotor est accéléré par un multiplicateur. Certains types 

d’éoliennes n’en sont pas équipés, leur générateur est alors beaucoup plus gros et beaucoup 

plus lourd. 

4.3.3.  La production d’électricité par le générateur  

L’énergie mécanique transmise par le multiplicateur est transformée en énergie électrique 

par le générateur. Le rotor du générateur tourne à grande vitesse et produit de l’électricité 

[69]. 

4.3.4.  Le traitement de l’électricité par le convertisseur et le transformateur  

Cette électricité ne peut pas être utilisée directement ; elle est traitée grâce à un 

convertisseur, puis sa tension est augmentée à 20 000 Volts par un transformateur. 

L’électricité est alors acheminée à travers un câble enterré jusqu’à un poste de transformation, 

pour être injectée sur le réseau électrique, puis distribuée aux consommateurs les plus proches 

[69]. 

4.4. Topologies de génératrices éoliennes à vitesse variable 

Les trois types de topologies indéniables pour des éoliennes à vitesses variables sont : la 

Machine Asynchrone MAS avec deux convertisseurs sont alors dimensionner pour la pleine 
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puissance avec un multiplicateur de vitesse (voir Fig.4.2), la Machine Asynchrone Double 

Alimentation MADA (voir Fig.4.3) et la Machine Synchrone MS avec et sans réducteur de 

vitesse représentée dans la Fig.4.4. 

4.4.1.  Système utilisant une génératrice asynchrone  

L’éolienne dans cette configuration entraîne une génératrice asynchrone connectée au 

réseau par l’intermédiaire d’un convertisseur de puissance situé sur le circuit statorique. 

Contrairement à une éolienne à vitesse fixe, les tensions et les fréquences à la sortie de la 

génératrice ne sont plus imposées par le réseau, ce qui permet de réguler la vitesse de 

l’éolienne. La commande de l’onduleur permet de garder constante la tension du bus continu  

 ࡯ࡰ ࡯࡭

 ࡯ࡰ

  ࢋࢊ࢔ࢇ࢓࢓࢕࡯
 ࢋࢉ࢔ࢇ࢙࢙࢏࢛࢖ ࢋࢊ
 

  ࢋࢊ࢔ࢇ࢓࢓࢕࡯
  ࢋ࢙࢙ࢋ࢚࢏࢜ ࢋࢊ
 

 ࡯࡭

ࢋ࢔࢕࢘ࢎࢉ࢔࢙࢟ࢇ ࢛࢘ࢋ࢚ࢇ࢘ࢋ࢔ࢋࡳ
 ࢛ࢇࢋ࢙éࡾ ࢛࢘ࢋ࢚ࢇ࢓࢘࢕ࢌ࢙࢔ࢇ࢘ࢀ 

 ࢚࢔ࢋ࢜

 

Fig. 4.2. Éolienne à vitesse variable basée sur une machine asynchrone 

 Avantages et inconvénients 

 Puissance extraite optimisée pour les vents faibles et moyens. 

 Électronique de puissance dimensionnée  au moins à 100% de la puissance nominale. 

4.4.2.  Système utilisant la génératrice asynchrone à double alimentation 

La Machine Asynchrone Doublement Alimentée MADA a suscité un intérêt particulier 

surtout en tant que génératrice dans le domaine de l’énergie éolienne. En effet, à travers cette 

section la structure de cette machine, les différents modes de fonctionnement et les 

configurations les plus utilisés seront présentés. Pour les éoliennes utilisant la MADA, le stator 

de celle-ci est directement couplé au réseau alors que son rotor est connecté au réseau à  

travers une interface composée de deux convertisseurs statiques (convertisseur côté MADA et 

convertisseur côté réseau), voir Fig.4.3. 
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 ࡯࡭

 ࡯࡭

 ࡯ࡰ

 ࡯ࡰ
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  ࢋࢉ࢔ࢇ࢙࢙࢏࢛࢖ ࢋࢊ 
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Fig.4.3. Eolienne à vitesse variable basée sur une MADA 

4.4.3.  Système utilisant une génératrice synchrone 

Dans le cas des entraînements directs (sans multiplicateur  mécanique), on utilise des 

machines synchrones. Leurs performances, notamment en termes de couple massique, sont 

très intéressantes lorsqu’elles ont un très grand nombre de pôles. Leur fréquence étant alors 

incompatible avec celle du réseau, le convertisseur de fréquence s’impose naturellement. 

C’est pourquoi les machines à entraînement direct sont toutes à vitesse variable. 

 

 

 

 

a. Éolienne à vitesse variable basée sur une machine synchrone directement couplée à la turbine 
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b. Éolienne à vitesse variable basée sur une machine synchrone couplée à la turbine via un 

multiplicateur et redresseur à diodes 

Fig. 4.4. Éolienne à vitesse variable basée sur une machine synchrone 

 Avantages et inconvénients 

 Puissance extraite optimisée pour les  vents faibles et moyens. 
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 Absence de boîte de vitesse. 

 Fonctionnement a vitesse variable sur  toute la plage de vitesse. 

4.5. Etat de l’art sur la machine asynchrone à double alimentation  

4.5.1.  Introduction 

La littérature atteste du grand intérêt accordé à la machine asynchrone doublement 

alimentée. En tant que génératrice, dans le domaine des énergies renouvelables, la MADA 

présente bien des avantages : le convertisseur lié à l’armature rotorique pourra être, et sera, 

dimensionné au tiers de la puissance nominale du rotor, les pertes dans les semi-conducteurs 

sont faibles [22].  

La double alimentation l’une des solutions associant le convertisseur statique et la 

machine pour obtenir des vitesses variables est la machine asynchrone double alimentée 

(machine à induction double alimentée), (de l’anglais, DFIM : Doubly Fed Induction 

Machine), où le stator est connecté au réseau (50 HZ) et le rotor est alimenté à travers un 

convertisseur de fréquence. Elle apparaît comme une solution intéressante. Le système est 

réversible en vitesse et en couple, dans tous les cas, les vitesses hypo-synchrones et hyper-

synchrones sont possibles et le système peut être utilisé dans le fonctionnement moteur et 

générateur. Ces caractéristiques favorisent l’utilisation de cette machine dans les processus 

industriels spéciaux demandant une haute performance dynamique. Elle a été déjà utilisée  en 

tant que génératrice pour les énergies renouvelables (Fig.4.5) ou en tant que moteur pour 

certaines applications industrielles comme le laminage, la traction ferroviaire ou encore la 

propulsion maritime (Fig.4.6). 

 

 

 

 

 

Fig. 4.5. Schéma de l’alimentation de la MADA pour une application génératrice 
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Fig.4.6. Schéma de l’alimentation de la MADA pour une application moteur 

4.5.2.  Structure de la MADA 

Elle possède un stator identique à celui d’une machine asynchrone classique ou d’une 

machine synchrone. La différence réside dans le rotor composé d’enroulements triphasés 

disposés de la même manière que les enroulements statoriques et connectés en étoile. Leurs 

extrémités sont reliées à des bagues conductrices sur lesquelles viennent frotter des ballais 

(Fig.4.7), ce qui permet d’accéder aux grandeurs rotoriques [70]. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.7. Structure du rotor de la MADA. 

4.5.3.  Modes de fonctionnement de la MADA 

La machine asynchrone classique fonctionne en moteur en dessous de la vitesse de 

synchronisme et ne peut fonctionner en génératrice qu’au-dessus de celle-ci. Par contre, la 

MADA offre la possibilité de fonctionner dans les quatre quadrants. C'est-à-dire que ce n’est 

plus la vitesse de rotation qui définit le mode de fonctionnement en moteur ou en générateur. 

Lors du fonctionnement de la MADA en moteur, la puissance ௦ܲ  est fournie par le réseau 

au stator de cette dernière. Durant le mode hypo-synchrone (Fig.4.8.a), où la vitesse de 

rotation est inférieure à celle du synchronisme, la puissance de glissement  ௥ܲ  transite à 

travers les deux convertisseurs pour être réinjectée au réseau. Pendant le mode hyper-

synchrone (Fig.4.8.b), le réseau fournit la puissance au stator et au rotor de la MADA. La 
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puissance de glissement transite par les deux convertisseurs pour être absorbée par le rotor de 

la MADA entraînant par ceci un fonctionnement du moteur au-dessus de la vitesse de 

synchronisme et le champ tournant induit par les enroulements rotoriques est alors en 

opposition de phase avec celui du stator. Les quadrants 3 et 4 sont intéressants pour une 

utilisation dans un système éolien. En effet, lorsque la MADA fonctionne en génératrice, la 

turbine fournit une puissance mécanique ௠ܲ à la machine. En mode hypo-synchrone 

(Fig.4.8.c), une partie de la puissance transitant par le stator est réabsorbée par le rotor. Par 

contre, en mode hyper-synchrone (Fig.4.8.d), la totalité de la puissance mécanique fournie à 

la machine est transmise au réseau aux pertes près. Une partie de cette puissance 

correspondant à  
௦

ଵି௦ ௠ܲ est transmise par l'intermédiaire du rotor [70]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.8. Modes de fonctionnement de la MADA. 

4.5.4.  Application de la machine asynchrone à double alimentation  

     Actuellement la machine asynchrone à double alimentation occupe une large 

place dans les applications industrielles, grâce à ces nombreux avantages. En effet, 

la MADA est très utilisée en mode générateur dans les applications d’énergie 
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renouvelable notamment dans les systèmes éoliens [71]. De plus, le fonctionnement 

en générateur présente la MADA comme une alternative sérieuse aux machines 

synchrones classiques dans de nombreux systèmes de production d’énergie 

décentralisée telles que [68] : 

 Les générateurs des réseaux de bord des navires ou des avions ; 

 Les centrales hydrauliques à débit et vitesse variable ; 

 Les groupes électrogènes pour lesquels la réduction de vitesse pendant 

les périodes de faible consommation permet de réduire sensiblement la 

consommation de carburant. 

La MADA peut être utilisée aussi dans d’autres applications importantes 

nécessitant un fort couple de démarrage, telles que [72] : 

 La métallurgie avec les enrouleuses et les dérouleuses de bobines ; 

 La traction, avec notamment des applications de type transport urbain ou 

propulsion maritime ; 

 Et enfin, l’application de levage, les ascenseurs, les monte charges. 

4.5.5.  Avantages et inconvénients de la MADA 

Dans ce paragraphe, on mentionne les avantages et les quelques inconvénients de la 

MADA lors de son fonctionnement à vitesse variable [22]. 

 Avantages de la MADA 

Parmi ses nombreux avantages, on cite : 

 La mesure des courants au stator et rotor, contrairement à la machine à cage, donnant 

ainsi une plus grande flexibilité et précision au contrôle du flux et du couple 

électromagnétique. 

 Le partage des fréquences entre le stator et le rotor : en effet, dans le cas d’une double 

alimentation, il est possible et recommandé de partager la fréquence de rotation du rotor 

entre les deux convertisseurs alimentant la machine, réduisant ainsi les pertes fer de la 

machine et augmentant son rendement. Une loi de répartition des fréquences est donnée 

dans [73, 74]. De plus, l’alimentation de la machine par deux onduleurs va nous 

permettre de travailler autour de l’arrêt à des fréquences relativement élevées évitant ainsi 

un déclassement des convertisseurs tout en maintenant un couple à l’arrêt. Cette même 

propriété nous assure un contrôle quasi insensible aux variations résistives de la machine. 
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 La solution avec deux convertisseurs alimentant la machine nous permet d’assurer un 

partage du courant magnétisant entre les deux armatures ainsi que la puissance 

mécanique fournie à la charge. 

 La MADA présente une puissance massique légèrement plus élevée que les autres 

machines à grandes puissances.  

 La possibilité de fonctionner à couple constant au-delà de la vitesse nominale. 

 La MADA se comporte comme une machine synchrone et l’on peut pratiquer des rapports 

de démagnétisation très importants (de l’ordre de 1 à 6). 

 Un fonctionnement en régime dégradé, si l’un des deux onduleurs tombe en panne, plus 

souple que la machine à simple alimentation. 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.9. Comparaison de Zone de fonctionnement en survitesse sans 

démagnétisation : machine à cage et MADA 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.10. Représentation d’un fonctionnement avec démagnétisation d’une MADA. 

 Inconvénients de la MADA 

 Machine plus volumineuse que celle à cage, généralement elle est plus longue à causes des 

balais. 
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 On utilise un nombre de convertisseurs (deux redresseurs et deux onduleurs ou un 

redresseur et deux onduleurs) plus importants que pour la machine à cage (un redresseur et 

un onduleur). 

 Le coût total de la machine asservie est plus important que celui de la machine à cage. On 

souligne que des études récentes, tenant compte de la chute du prix du silicium, donnent 

maintenant un petit avantage à la MADA [22]. 

4.5.6.  Modélisation de la machine asynchrone à double alimentation  

La figure Fig.4.11 représente un schéma simplifie d’un aérogénérateur éolienne couplé avec 

la MADA [75, 76]. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.11. Schéma d’une éolienne à vitesse variable basée sur une MADA. 

La production de l’énergie éolienne se base sur le principe de la conversion de l’énergie 

du vent en énergie mécanique de rotation. Cela se fait grâce à la turbine à axe horizontal. La 

conversion de l’énergie mécanique en électrique implique la présence d’une génératrice 

(MADA) couplée à la turbine, l’énergie éolienne produite par la turbine pour faire tourner la 

machine asynchrone à double alimentation qui agit comme un générateur, la puissance 

produite à la sortie doit avoir la même qualité quand elle entre dans le réseau électrique, 

(220Volts, 60 ou 50Hz) [77; 22]. La dynamique du système à commander est décrite par les 

équations différentielles suivantes [75, 76] : 

 Les équations des composantes du vecteur de tension statorique: 
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ቐ
ௗܸ௦ = ܴ௦. ௗ௦ܫ +

ௗథ೏ೞ

ௗ௧
− ߱௦. ߶௤௦

௤ܸ௦ = ܴ௦. ௤௦ܫ +
ௗథ೜ೞ

ௗ௧
− ߱௦. ߶ௗ௦

                                                   (4.1) 

 Les équations des composantes du vecteur tension rotorique : 

ቐ
ௗܸ௥ = ܴ௥ . ௗ௥ܫ +

ௗథ೏ೝ

ௗ௧
− ߱௥ . ߶௤௥

௤ܸ௥ = ܴ௥ . ௤௥ܫ +
ௗథ೜ೝ

ௗ௧
− ߱௥ . ߶ௗ௥

                                                 (4.2) 

 Les équations des composantes du vecteur flux statorique : 

൜
߶ௗ௦ = .௦ܮ ௗ௦ܫ + .ܯ ௗ௥ܫ
߶௤௦ = .௦ܮ ௤௦ܫ + .ܯ ௤௥ܫ

                                                                (4.3) 

 Les équations des composantes du vecteur flux rotorique : 

൜
߶ௗ௥ = ௥ܮ . ௗ௥ܫ + .ܯ ௗ௦ܫ
߶௤௥ = ௥ܮ . ௤௥ܫ + .ܯ ௤௦ܫ

                                                                (4.4) 

 L’équation du couple électromagnétique : 

௘ܥ = .݌
ெ

௅ೞ
൫߶ௗ௦. ௤௥ܫ − ߶௤௦.  ௗ௥൯                                                    (4.5)ܫ

 L’équation mécanique : 

௘ܥ = ௥ܥ + .ܬ
ௗట

ௗ௧
+ ݂. ߰                                                                (4.6) 

Avec : 

ݑ = ௥ܫ] = ௗ௥ܫ) ,்(௤௥ܫ ௥ܸ = ( ௗܸ௥ ௤ܸ௥)்]்  : les entrées du modèle de la MADA. 

Toutefois, les entrées inconnues (perturbations) de charge présentent les puissances active 

et réactive consommées uniquement dans le réseau électrique. Ils dépendent implicitement du 

vecteur du courant statorique absorbé, qui est défini par  ܫ௦ = ௗ௦ܫ] ்[௤௦ܫ
.  

Notant que, dans le plan (݀ −  ௤௦ sontܫ ௗ௦  etܫ les deux composantes des courant ,(ݍ

considérées constantes à l'état stationnaire. Par conséquent, leurs dérivés sont égales à zéro [2; 

78]. Ainsi, le vecteur de tension de rotor  ௥ܸ = [ ௗܸ௥ ௤ܸ௥]் est considéré comme un vecteur de 

commande (de consigne) fourni par un contrôleur fractionnaire proposé. En outre, 
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considérons  ݕ = [ ௗܸ௦ ௤ܸ௦]் le vecteur de sortie et  ݔ௦ = [߶ௗ௥ ߶௤௥]் le vecteur des 

variables état du modèle de la MADA. En utilisant les valeurs numériques données dans le 

Tab.1 [2; 78], la représentation de l'espace d'état est déterminé par application de la fonction 

Matlab® Linmod2 sur le système dans Simulink, qui est etabli à partir des équations 

(4.1),(4.2), (4.3) et (4.4). La matrice de transfert du modèle nominal est déterminée par : 

(ݏ)ேܩ = .௦ܥ .ݏ) ܫ − .௦)ିଵܣ ௦ܤ +  ௦                                                  (4.7)ܦ

Paramètres Valeurs 

sR  5.0000  

rR  1.0113  

M  0.1346 H 

sL  0.3409 H 

rL  0.0605H 

rw  146.6 rad/sec 

sw  2π.(50) rad/sec 

Tab.1. Les valeurs nmériques de la MADA
 

4.6. Résultats de simulation et discussions 

Nous aboutissons au schéma bloc présenté dans la Fig.4.12 sur lequel on distingue bien les 

trois boucles de régulation : 

Fig.4.12. Schéma bloc pour commander une MADA par les trois contrôleurs CCOE, CFP et CFR2 
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Dans cette partie, nous allons présenter la régulation indépendante des puissances active et 

réactive de la MADA en utilisant la stratégie de commande basée sur le contrôleur 

fractionnaire robustifié : 

 

Fig.4.13. Schéma de simulation d’une éolienne à vitesse variable basée sur une MADA 

4.6.1. Contrôleur conventionnel d'ordre entier CCOE 

Dans cette partie, nous allons essayer de satisfaire les deux conditions de robustesse sur les 

performances nominales PN et sur la stabilité robuste SR du système bouclé en utilisant le 

contrôleur conventionnel d’ordre entier. La représentation d’état de celui-ci est fournie par la 

résolution du problème de sensibilité mixte généralisé dans lequel les pondérations 

irrationnelles fixes sont employées. La solution optimale fournissant cette représentation 

d’état est assurée par la fonction Hinflmi du logiciel Matlab avec laquelle la matrice de 

transfert du CCOE est déterminée par la relation donnée par l’équation (4.10). On aura donc : 

ுಮܭ
(ݏ) = ுಮܥ

൫ݏ. ܫ − ுಮܣ
൯

ିଵ
ுಮܤ

+ ுಮܦ
                                   (4.10) 

Où  
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ுಮܣ
=

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

−0.0015
−314.1575

0.0000
−0.0412
0.0396
0.0312

314.1575
−0.0015
0.0413
0.0000
0.0312

−0.0396

5.5802
−7.5508
−0.0007
−0.0010

−135.7438
−0.4670

7.5504
5.5799
0.0010

−0.0007
−0.4670
135.7439

5.9021
−7.9000
0.0008

−0.0010
−202.9581

0.0255

−7.8995
−5.9017
−0.0010
−0.0008
−0.0255

ے202.9655−
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

ுಮܤ
=

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
−0.5159
0.0515

−1.2715
0.1800

11.7287
1.7015

−0.0515
−0.5159
−0.1800
−1.2715
1.7014

ے11.7293−
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ுಮܥ,
=

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
−167.5570

16.7152
−7.7243
1.0931

−8.1119
−1.1786

−16.7152
−167.5570

−1.0932
−7.7238
−1.1786
8.1114 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

et ܦுಮ
= ቂ0 0

0 0
ቃ 

Les résultats des simulations confirmeront plus tard qu'un compromis entre les 

performances nominales PN et la stabilité robuste SR ne peuvent être atteintes par le 

contrôleur conventionnel d'ordre entier CCOE où les deux pondérations entières fixes sont 

utilisées dans le problème de sensibilité mixte. Pour résoudre ce problème, la synthèse de la 

commande basée sur le contrôleur fractionnaire primaire CFP sera indispensable pour 

atteindre l’objectif cité précédemment. 

4.6.2. Contrôleur Fractionnaire Primaire CFP 

Le but de la conception ducontrôleur fractionnaire primaire CFP basé sur les pondérations 

d’ordre entier du système de contrôle de la MADA est de déterminer un contrôleur robuste qui 

assure les condititions de stabilité robuste SR et les performances nominales PN où les 

incertitudes de modélisation sont négligées, et les bruits de mesures sont prises en compte. 

Notant que, les spécifications des performances nominales et la stabilité robuste  sont 

définies comme suit : 

1. Les spécifications des performances nominales : 

௦ܹబ
(ݏ) =

ଵ

ସ×ଵ଴షర ቆ
ଵା

ೞ
ళ.యఱయ

ଵା
ೞ

భర.ళబల×భబషర
ቇ .  ଶ×ଶ                                          (4.8)ܫ

D'après l'équation (4.8), on obtient  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ௦బܯ

= 2
݊௦బ

= 1
߱஻బ

∗ = 3.6765

௦బߝ
= 4 × 10ିସ

  

2. Les spécifications de stabilité robuste :  
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்ܹబ
(ݏ) =

ଵ

ଵ.ହଷ଼ହ
ቆ

ଵା
ೞ

రఱ.వయయఴ

ଵା
ೞ

మవ.ఴఱళళ×భబశర
ቇ ∙  ଶ×ଶ                                             (4.9)ܫ

D'après l'équation (4.9), on obtient  

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ܯ

బ்
= 1.5385

݊
బ்

= 1
߱஻ బ்

∗ = 70.6692

ߝ
బ்

= 23.6692 × 10ିହ

  

Le transfert du contrôleur fractionnaire primaire CFP est celui donné par l'équation (3.13) 

dont ses paramètres sont obtenus à partir de la solution optimale ݔ௖బ
∗  en utilisant les données 

ci-dessous : 

- Contraintes de bornes limitant la solution  ݔ௖బ
∗ = ,ଵܭ] ,ଵଵߚ ,ଵଶߚ ,ଶଵߚ ,ଶଶߚ ,ଵଵߤ ,ଵଶߤ ,ଶଵߤ ,ଶଶߤ ,ଵଵߣ  ்[ଶଶߣ

൞

0 < ଵܭ < 10
0 < ,ଵଵߚ) ,ଵଶߚ ,ଶଵߚ (ଶଶߚ < 5
0 < ,ଵଵߤ) ,ଵଶߤ ,ଶଵߤ (ଶଶߤ < 1

0 < ,ଵଵߣ) (ଶଶߣ < 1.5

                                            (4.11) 

-  Autres contraintes utilisées dans la fonction Fminimax : 

ቐ
௘௤ܣ = [ ] , ௘௤ܤ = [ ]

௜௡௘௤ܣ = [ ] , ௜௡௘௤ܤ = [ ]
݈݊݅݊݋ܰ = [ ]

                                                     (4.12) 

- Initialisation de l’algorithme Min-Max:                           

௖బ೔ݔ

∗(଴) = [10ିସ, 10ିସ, 10ିସ, 10ିସ, 10ିସ, 10ିସ, 10ିସ, 10ିସ, 10ିସ, 10ିସ, 10ିସ]்            (4.13) 

- Formulation des critères multi-objectifs : 

 Choix de la plage de fréquence : [߱௠௜௡, ߱௠௔௫] = [10ି଻, 10ା଻] radians/secondes. 

 Nombre des fonctions à minimiser : ߰ = 2000 

 Nombre maximal d’itération : ℓ௠௔௫ = 400 

 Précision de calcul :ܬ௠௜௡ = 10ି଺ 

On obtient donc la matrice de transfert du contrôleur fractionnaire primaire CFP comme 

suit [78]: 

,ݏ଴൫ܭ ௖బݔ
∗ ൯  = 3.8357 ቂ 0.2097 0.0239

−0.0239 0.2097
ቃ ൦

1
ଵ.ଵସ଻ݏ 0

0
1

ଵ.ଶ଴ହݏ

൪ ൤1 + ଴.଴଴ଵଶݏ1.396 ଴.ଵଶ଴ଽݏ0.001

଴.଴଴ଵହݏ0.0408 1 +  ଴.଴ଵହ଻൨ݏ2.0009
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Toutefois, les résultats de simulation confirment, plus tard, que le contrôleur 

fractionnaire primaire CFP a la capacité d’assurer un compromis de robustesse très 

acceptable. Néanmoins, la marge de sécurité de ce compromis est très faible. C’est pour cette 

raison l’amélioration de cette marge présente l’objectif principal d’une phase de 

robustification. Cette dernière fournit simultanément les transferts rationnels du contrôleur 

fractionnaire robustifié ainsi que les pondérations fractionnaires ajustables correspondantes. 

4.6.3. Contrôleur Fractionnaire Robustifié CFR2 

Dans la partie suivante, l'objectif est d'améliorer les performances obtenues par le 

contrôleur fractionnaire primaire en utilisant les fonctions de pondération d’ordre non-entier 

avec les exigences suivantes: 

 Pour la bande passante ߱஻ బ் 
∗ doit être réduite afin d'augmenter la marge sécurisée de la 

stabilité robuste SR en fonction de la variation des paramètres. 

 L’ordre des fonctions de pondérations ݊ௌబ et  ݊
బ்
 devraient être augmentés pour renforcer 

la robustesse de compromis obtenu par le contrôleur fractionnaire primaire CFP. 

A partir de ces deux règles précédentes, le vecteur des paramètres du contrôleur 

fractionnaire robustifié CFR2 est celui donné comme suit: 

௖భݔ
∗ = ௖బݔ)

∗ , ݊ܵ1 , ݊ܶ1 , 1ܶܤ߱
∗ )                                                          (4.14) 

La détermination de la solution optimale précédente nécessite les données ci-dessous : 

 Choix des contraintes de bornes : 

൞

௖బݔ 
∗

௠௜௡
≤ ௖బݔ 

∗ ≤ ௖బݔ 
∗

௠௔௫

1 ≤ (݊ܵ1 , ݊ܶ1) < 2
10 ≤ 0ܶܤ߱

∗ ≤ 70.6692

                                                                  (4.15) 

 Initialisation du nouveau problème de sensibilité mixte généralisée : 

0ܿݔ ൣ
∗ , ݊ௌభ

(଴), ݊
భ்

(଴), ߱஻ భ்
∗ (଴)൧

்
= 0ܿݔ ൣ

∗ , 1.5,1.2,20൧
்
                    (4.16) 

L’application de la fonction  Fminimax permet de définir le transfert du contrôleur 

robustifié comme suit :  

,ݏଵ൫ܭ ௖భݔ
∗ ൯ = 6.512 ቂ 0.2097 0.0239

−0.0239 0.2097
ቃ ቎

ଵ

௦భ.రఴ 0

0
ଵ

௦భ.రవ

቏ ൤1 + ଴.଴.଻ଷݏ3.638 ଴.ଶସସݏ0.021

଴.଴ଶ଼ݏ0.017 1 +  ଴.଴଻ଷ൨ݏ3.674
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Elle permet également de définir les deux pondérations rationnelles ajustables comme suit : 

௦ܹభ
൫ݏ, ௖భݔ

∗ ൯ =
ଵ

ଶ.଴ଷସହ×ଵ଴షల ቆ
ଵା

ೞ
ఱ.ఱలభ

ଵା
ೞ

భర.ళబల×భబషర
ቇ

ଵ.଺଻ହ

. ଶ×ଶ                            (4.17)ܫ
 

்ܹభ
൫ݏ, ௖భݔ

∗ ൯ =
ଵ

ଵ.ହଷ଼ହ
ቆ

ଵା
ೞ

మర.మళబ

ଵା
ೞ

భబ.లఴవ×భబశర
ቇ

ଵ.ଵହ଴

.  ଶ×ଶ                                    (4.18)ܫ

Selon les équations (4.17) et (4.18), il est facile de confirmer la satisfaction de toutes les 

règles de réglage citées précédemment, d’où : 

ቐ

݊ௌభ
= 1.675 > ݊ௌబ

= 1
݊

భ்
= 1.150 > ݊

బ்
= 1

߱஻ భ்
∗ = 35.299 < ߱஻ బ்

∗ = 70.6692

  

A l’aide des trois matrices de transferts des contrôleurs (CCOE, CFP et CFR2), on 

peut obtenir les caractéristiques fréquentielles du système bouclé, par le tracer des 

lieux des valeurs singulières maximales des fonctions de sensibilité directe et de la 

sensibilité complémentaire, pour vérifier les deux conditions de robustesses. Les figures  

(Fig.4.14 et Fig.4.15), représentent la comparaison des fonctions de sensibilité directe 

et de sensibilité complémentaire obtenues par les contrôleurs CCOE et CFP et la 

commande proposée CFR2.  

 

Fig. 4.14. Amélioration de la marge de robustesse en performances du système bouclé 
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Fig.4.15. Amélioration de la marge de Robustesse de stabilité du système bouclé 

Selon la Fig.4.14, on peut voir que la meilleure marge de performance nominale est donnée 

lorsque les valeurs singulières maximales de la matrice de sensibilité directe sont petites pour 

les basses fréquences.  

Les marges des performances nominales PN pour ߱ = 10ି଻rad/sec, sont les suivantes: 

൞

ܴܨܥ ∶  หߪ௠௔௫ൣ ଵܵ൫݆. 10ି଻, ௖భݔ
∗ ൯൧ − ௠௔௫ൣߪ ௌܹబ

ିଵ(݆. 10ି଻)൧ห = ܤ݀ 164.84

ܲܨܥ ∶ หߪ௠௔௫ൣܵ଴൫݆. 10ି଻, ௖బݔ
∗ ൯൧ − ௠௔௫ൣߪ ௌܹబ

ିଵ(݆. 10ି଻)൧ห = ܤ݀ 111.84

ܧܱܥܥ ∶ หߪ௠௔௫ൣܵுಮ
(݆. 10ି଻)൧ − ௠௔௫ൣߪ ௌܹబ

ିଵ(݆. 10ି଻)൧ห = ܤ݀ 1.04

  

Selon ces résultats, le contrôleur fractionnaire robustifié CFR2 proposé garantit une 

meilleure marge des performances nominales PN comparativement à ceux donnés par les deux 

autres contrôleurs CFP et CCOE. En outre, en bande de basse fréquence ߱ ∈

[10ି଻, 10ା଻]rad/sec, la courbe de ߪ௠௔௫ൣܵଵ൫݆߱, ௖భݔ
∗ ൯൧ est inférieur à (−80 )ௗ஻, ce qui signifie 

que les perturbations de charge sont atténuées plus de 10000 fois à la sortie de l’installation. 

En plus, selon la Fig.4.15, on peut voir que la meilleure marge de stabilité robuste est obtenue  

lorsque les valeurs singulières maximales de la matrice de sensibilité complémentaire sont de 

plus petite taille possible dans la plage de haute fréquence.  

Les marges de stabilité robuste calculées pour ߱ = 10ା଻rad/sec, sont données par : 

൞

ܴܨܥ ∶  หߪ௠௔௫ൣ ଵܶ൫݆. 10ା଻, ௖భݔ
∗ ൯൧ − ௠௔௫ൣߪ ்ܹబ

ିଵ(݆. 10ା଻)൧ห = ܤ݀ 105.49

ܲܨܥ ∶  หߪ௠௔௫ൣ ଴ܶ൫݆. 10ା଻, ௖బݔ
∗ ൯൧ − ௠௔௫ൣߪ ்ܹబ

ିଵ(݆. 10ା଻)൧ห = ܤ݀ 75.29

ܧܱܥܥ ∶   หߪ௠௔௫ൣ ுܶಮ
(݆. 10ା଻)൧ − ௠௔௫ൣߪ ்ܹబ

ିଵ(݆. 10ା଻)൧ห = ܤ݀ 81.89
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      Par conséquent, le contrôleur fractionnaire robustifiéCFR2 proposé garantit aussi une 

meilleure marge de stabilité robuste SR. La Fig.4.15 montre aussi, que 

௠௔௫ൣߪ ுܶಮ
(݆߱)൧ dépassent sa limite supérieure 

ଵ

ఙ೘ೌೣൣௐ೅బ(௝ఠ)൧
 pour certaines fréquences, à 

savoir ߱ ∈ [50,350]rad/sec. Ceci peut être expliqué dans le domaine temporel par une plus 

grande sensibilité aux bruits de mesure. En outre, pour les fréquences supérieures à  ߱ =

10ାଷ (rad/sec), ߪ௠௔௫ൣ ଵܶ൫݆߱, ௖భݔ
∗ ൯൧  est inférieur à -60 dB, rappelons que, les bruits de mesures 

dans cette bande de fréquences sont atténues plus de 1000 fois à la sortie de l’installation. 

D’après les résultats obtenus, les meilleures propriétés de robustesse sont assurées par le 

contrôleur fractionnaire robustifié CFR2. Afin de confirmer les résultats dans le domaine 

temporel, le modèle linéaire est fourni par la fonction linmod2, utilisé pour un système en 

boucle fermée à trois entrées appliquées qui sont: 

 La première entrée représente le vecteur de référence de consigne  ݎ = (1,0)்.  

 La seconde entrée est le vecteur de perturbation ݀௬ de charge, influant sur la sortie 

de l’installation. Il est supposé comme une fonction d'unité de l'étape avec un gain 

égal à 0,3 (soit 30% de dépassement). Les perturbations sont injectées à partir de 

l’instant ݐ =   .pour chaque canal du processus ܿ݁ݏ 3

 La dernière entrée est le vecteur de bruit de mesure ߟ, qui est modélisé par un 

signal aléatoire gaussien avec une moyenne nulle  ̅ߟ = 0 et une variance ܸܴܣఎ 

égale à 0.2 à l’instant  ݐ =  .(secondes) ܿ݁ݏ5

La Fig.4.16 montre les réponses temporelles obtenues par les différents contrôleurs 

utilisés CCOE, CFP et CFR2. La Fig.4.17 représente la première phase pour vérifier la 

poursuite dynamique des deux sorties.  Tandis que, le suivi de la consigne de référence est 

agrandi en Fig.4.17, la  Fig.4.18 montre un agrandissement des atténuations des perturbations 

de charge. La dynamique de suppression des bruits de mesures obtenue est représentée à la 

Fig.4.19.  
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Fig. 4.16. Les sorties de processus obtenues par les trois contrôleurs CCOE, CFP et CFR2. 

 

 

Fig. 4.17. Suivi de consigne références données par les trois contrôleurs CCOE, CFP et CFR2 (zoom1). 
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Fig. 4.18. Rejection de perturbations  par les trois contrôleurs CCOE, CFP et CFR2 (zoom2). 

 

Fig.4.19. Minimisation de l’effet de bruits par les trois contrôleurs CCOE, CFP et CFR2 (zoom3). 

Selon la Fig.4.16, les réponses temporelles obtenues avec le contrôleur 

fractionnaire robustifiéCFR2 sont significativement mieux que celles les deux autres 

contrôleurs. Pour mieux vérifier la poursuite dynamique des deux sorties obtenues, cette 

dernière est représentée dans un intervalle de temps 0 ≤ ݐ ≤  ,En outre .(voir Fig.4.17) ܿ݁ݏ1.2

le CFR2donne une bonne atténuation des perturbations de charge, comme le montre la 

Fig.4.18. Enfin, l’atténuation des bruits de mesure qui est illustrée sur la Fig.4.19 est très 

satisfaisante.  

Ensuite, les blocs de simulation qui définissent le comportement dynamique réel du système 

MADA sont utilisés en boucle fermée où toutes les non-linéarités sont prises en comptes. Par 
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conséquent, les tensions statoriques du système MADA et les tensions rotoriques du contrôleur 

fractionnaire robustifié CFR2  obtenus sont données pour les trois entrées suivantes, à savoir: 

 Le vecteur des tensions statoriques désiré pour une fréquence ݂ =  : et définit par  ݖܪ 50

௦ܸ
௥௘௙ =

ۉ

ۈۈ
ۇ

௦ܸ,௔
௥௘௙ = 220 sin ൬2ݐ݂ߨ −

ߨ2
3

൰

௦ܸ,௕
௥௘௙ = 220 sin(2ݐ݂ߨ)

௦ܸ,௕
௥௘௙ = 220 sin ൬2ݐ݂ߨ +

ߨ2
3

൰ی

ۋۋ
ۊ

௙ୀହ

 

 Le vecteur de perturbation de charge ܫ௦, qui est porté sur la sortie du système est 

considérée comme une fonction échelon égale à ܫ௦ = ൬
ௗ௦ܫ = ܣ5

௤௦ܫ =  ൰ à injectée à l’instantܣ10

ݐ =  .avec un temps de démarrage pour chaque chaîne de régulation ܿ݁ݏ 0.5

 Le vecteur de bruit de mesure ߟ, à la sortie du système, est supposé être un signal 

aléatoire d’une moyenne nulle et une distribution Gaussienne d’une variance égale 50 à 

l’instant ݐ =  .pour chaque boucle de régulation étudié  ܿ݁ݏ 0.8

La Fig.4.20 montre simultanément les tensions statorique de référence et obtenues ௦ܸ,௔ et  

௦ܸ,௔
௥௘௙. Cependant, la Fig.4.21 montre les efforts de contrôle ௥ܸ,(௔,௕,௖) à savoir les tensions 

rotoriques fournies par le CFR2. En effet, d’après ces résultats, nous remarquons : 

 

Fig. 4.20. Suivi dynamique de la tension de référence donnée par la CFR2 

D’après la Fig.4.20, le contrôleur fractionnaire robustifié CFR2 assure une tension de 

stator constante d'amplitude égale à 220 volts à une fréquence constante égale à 50 Hz  où les 

effets de l'intensité des courants statoriques et des bruits de mesures sont ainsi atténués après 
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une courte durée. Ces performances du contrôleur sont garanties par les tensions rotoriques 

optimales illustrées dans la Fig.4.21. 

 

Fig. 4.21. Les tensions rotoriques obtenus (࢚)࢈,࢘ࢂ ,(࢚)ࢇ,࢘ࢂ et (࢚)ࢉ,࢘ࢂ par la CFR2 

4.7. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de robustification pour améliorer la 

marge de robustesse des performances nominales PN et la stabilité robuste SR du contrôleur 

fractionnaire primaire CFP où les perturbations sont rejetées et les bruits de mesure sont 

atténués. Ce nouveau contrôleur est basé sur les fonctions des pondérations d’ordre non entier 

pour le critère de la sensibilité mixte optimisé. 

Le nouveau formalisme de la méthode proposée offre l’avantage de la simplicité 

d’implémentation du contrôleur fractionnaire, ainsi que la rapidité de calcul des 

commandes, qui assurent une bonne dynamique de poursuite des sorties de la 

MADA avec une bonne marge de robustesse en stabilité et en performances du 

système bouclé. Cependant, il est également clair que de nouvelles améliorations dans la 

robustification au terme des performances nominales et de stabilité robuste proposé nécessite 

la connaissance nette des limites inférieures et supérieures des paramètres du contrôleur dans 

la perspective d’améliorer la convergence de l'algorithme d'optimisation. 
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Conclusion générale 

Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire s’articule sur la robustification du 

contrôleur robuste d'ordre non entier pour la commande des systèmes pluridimensionnels dont 

ses dynamiques ont été modélisées par des modèles linéaires incertains.  

Durant ce présent travail, deux propositions ont été suggérées pour améliorer les 

performances de notre stratégie de commande. La première consiste à substituer la structure 

classique du contrôleur  PID pluridimensionnel d'ordre non entier par celle qui contient un 

nombre d’inconnues très réduit. A cet effet, la dimension de l’espace de recherche est 

diminuée de façon remarquable ce qui améliore la convergence de l’algorithme d’optimisation 

Min-Max. La seconde proposition consiste à remplacer les méthodes conventionnelles 

d’approximation rapprochant les termes fractionnaires par d'autres approches basées sur 

l'identification fréquentielle. Cette proposition assure l'amélioration des performances de la 

phase d’implémentation du contrôleur robustifié.  

Pour valider les performances des deux propositions précédentes, les notions théoriques de 

bases de la commande robuste d'ordre entier CROE ont été exposées dans le premier chapitre 

où ces dernières ont été concrétisées par une application de trois méthodes de commande sur 

le système HVAC (chauffage, ventilation et climatisation). Les performances fournies par les 

trois contrôleurs ont été analysées dans les deux plans fréquentiel et temporel et les résultats 

obtenus ont permis de découvrir les anomalies de la stratégie CROE, chose qui a conduit à 

l'éclaircissement de la problématique de la suite de ce travail. 

Par ailleurs, la stratégie CRONE a été  suggérée, dans le deuxième chapitre, comme une 

solution alternative pour la commande des systèmes pluridimensionnels incertains et ce dans 

le but de palier les inconvénients de la stratégie précédente. A cet effet, nous avons exposé les 

notions fondamentales qui permettent la synthèse du contrôleur PID robuste d’ordre non 

entier. Les paramètres de celui-ci sont obtenus par la solution optimale fournie par 

l’algorithme Min-Max qui est disponible dans la fonction Fminimax du logiciel Matlab. De 

plus, pour l’implémentation de ce contrôleur, plusieurs méthodes d’approximation ont été 

détaillées dans ce chapitre où la méthode d’Oustaloup est choisie, parmi celles proposées, 

pour implémenter le transfert irrationnel du contrôleur primaire dans la boucle de commande. 

Ce chapitre se termine par une validation de cette stratégie de commande sur le même 

système HVAC précédent. Toutefois, la comparaison des performances obtenues avec celles 

fournies par les deux contrôleurs robuste de la stratégie CROE a montré l’amélioration du 
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compromis de robustesse du système bouclé par le contrôleur fractionnaire primaire. 

Néanmoins, l’obtention d’une marge faible du compromis de robustesse peut poser des 

sérieux problèmes notamment la sensibilité énorme des signaux de commandes aux effets de 

bruits de mesure dans le régime stationnaire. 

Dans le troisième chapitre, nous avons proposé une méthode de robustification du 

contrôleur fractionnaire primaire et cela pour améliorer la marge de la robustesse des 

performances nominales et la stabilité robuste. L’objectif de cette méthode de robustification 

consiste à introduire des pondérations irrationnelles ajustables dans le problème de sensibilité 

mixte généralisé. Les paramètres du contrôleur à synthétiser ainsi que les coefficients 

optimaux des pondérations proposées sont obtenus par la résolution de ce problème 

d’optimisation en utilisant toujours la même fonction du logiciel Matlab. 

Toutefois, cette robustification proposée peut fournir des meilleures performances. 

Néanmoins, pour un nombre élevé des spécifications à satisfaire, la convergence de 

l’algorithme d’optimisation risque de ne pas être assurer et c’est pour cette raison qu’on a 

proposé une autre structure fractale permettant de réduire l’espace de recherche contenant les 

coefficients optimaux du contrôleur robustifié et les pondérations irrationnelles ajustables 

proposées. Les performances de cette stratégie de commande sont encore améliorées 

notamment dans la phase d’implémentation du contrôleur robustifié dans laquelle le transfert 

fractionnaire de ce contrôleur est rapproché par celui d’ordre entier en utilisant l’identification 

fréquentielle. Ce chapitre se termine par la commande du système HVAC par les versions du 

contrôleur fractionnaire robustifié et les résultats obtenus sont comparés, dans les plans 

fréquentiel et temporel, à ceux fournis par le contrôleur fractionnaire primaire. 

Dans le quatrième chapitre, la stratégie CRONE basée sur notre proposition a été validée à 

travers une application sur un système d’énergie renouvelable constitué par une génératrice 

asynchrone à double alimentation simulant le fonctionnement d’une éolienne. Les 

performances obtenues sont comparées par les deux stratégies CROE et CRONE non 

robustifié et les résultats obtenus sont très encourageants.  
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Perspectives 

        Les perspectives à proposer pour la robustification du contrôleur primaire, qui doit 

satisfaire un niveau très élevé des spécifications et doit stabiliser les systèmes 

pluridimensionnels modélisés par des modèles linéaires incertains, peuvent se résumer comme 

suit :  

 Robustification du contrôleur fractionnaire primaire tenant compte des incertitudes 

structurées de modélisation; 

 Robustification des contrôleurs primaires de deux degrés de liberté (2-DOF controller) ;   

 Application de la méthode ℋ∞ utilisant les équations de Riccati ou l’approche LMI pour la 

résolution du problème de sensibilité mixte généralisé basé sur les pondérations 

irrationnelles ajustables ; 

 Proposition d’autres méthodes d’approximation assurant un bon rapprochement du 

transfert fractionnaire. 

 Proposition d’autres structures fractales assurant la résolution du problème précédent avec 

un nombre de paramètres très réduit.  

 Synthèse du contrôleur fractionnaire robustifié par l’optimisation mon-critère sous 

contraintes.   
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