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Abstract
In this work, we present first principals studies of vibrational properties, thermodynamic
and elastic properties of the Mg2Si and Mg2Ge compounds. All the calculations are
carried out using the plane wave pseudopotentials method with in the density of functional
theory. The equilibrium lattice parameters are obtained by minimizing the energy with
respect to volume. The phonon spectra are calculated along the high symmetry lines in
the Brillouin zone. The calculated Born effective charge satisfy the acoustic sum rule. The
obtained electronic dielectric constant is higher than the static for both studied materials.
The thermodynamic functions ; the entropy, the heat capacity, the free energy and the
internal energy are calculated in function of the temperature. The obtained values of the
heat capacity and the entropy compare well with the mesured values.
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Résumé
Dans ce travail nous présentons une étude de premiers principes des propriétés vibration-
nelles, thermodynamiques et elastiques des composés Mg2Si et Mg2Ge. Les calculs sont
efféctués en utilisant la méthode des pseudopotentiels avec les ondes planes dans le cadre
de la DFT (la théorie de la densité fonctionnelle). La minimisation de l’énergie en fonc-
tion de volume a permet l’obtention des paramètres de réseau d’équilibre. Les spectres
de phonons sont calculés selon les lignes de symetries de la zone de Brillouin. Les charges
effectives de Born satisfont la régle de sommation acoustique. La constante diélectrique
électronique est superieur à celle statique pour les deux matéraux étudiés. Les grandeurss
thermodynamiques ; l’entropie, la capacité calorifique, l’énergie libre et l’énergie interne
sont calculées en fonction de la température. Les valeurs obtenues de la capacité calorifique
et de l’entropie sont en bon accord avec celles mesurées.
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4.3 Propriétés élastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.4 Propriétés vibrationelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.4.1 Les spectres des phonons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Les branches acoustiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Les branches optiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.4.2 Les propriétés des phonons au point Γ . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Introduction générale

La théorie de la matière condensée et la science des matériaux sont fondamentalement

concernées par la compréhension des propriétés de systèmes constitués d’éléctrons en in-

teraction entre eux mêmes et avec les noyaux atomiques [1].

Le développement de la théorie de fonctionnelle de la densité (DFT) et la démonstration

de sa facilité de son utilisation ainsi que l’exactitude de l’approximation de la densité lo-

cale (LDA) constituent une importante découverte en physique de la matière condensée.

Les composés Mg2Si et Mg2Ge sont des semi conducteurs de structure fcc antifluo-

rite [2, 3], et ont été proposé d’être des bons matériaux thermoélectriques de rendement

élevé en raison de leurs propriétés uniques telle que leur basse résistivité électrique et leur

grand coefficient de Seebeck et conductivité thermique [4].

Plusieurs travaux sur les propriétés des composés Mg2Si et Mg2Ge ont été reportés

dans la litteratture. Whitten et al. [5] et Chung et al. [6] ont determiné les constantes

élastiques en fonction de la température par une technique de résonance et ont calculé

les fréquences des vibration de réseau en utilisant les constantes élastiques expérimentales

et des données optiques. La structure de bande électronique et les constantes optiques

pour les composés Mg2X (X = Si, Ge et Sn) ont été calculés à l’aide de la méthode

du pseudopotentiel empirique (EPM) par Yang et Cohen [7] et Scouler a calculé les

propriétés optiques et les constantes diélectriques de ces même composés [2]. En 1972

Anastassakis et Hawranek [8] ont calculé les constantes élastiques des semiconducteurs

Mg2X(X = Si, Ge, Sn, Pb) en utilisant le modèle de force, et Javier, Tejeda et Cardona [3]
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ont étudié les propriétés électroniques à l’aide de la spectroscopie (XPS). L’approxima-

tion du phonon figé (frozen phonon approximation) a été utilisée par Baranek et al [9]

pour determiner les fréquences des phonons au centre de la zone de Brillouin. Arnaud et

Alouani [10] ont calculé l’excitation d’électron-trou de Mg2Si et Mg2Ge à l’aide de la

méthode GW. Une grande variété des propriétés physique des composés Mg2Si et Mg2Ge

aux températures finies dépendent de leur comportement dynamique de réseau, donc il

est important de comprendre les propriétés vibrationnelles de ces composés.

Récement, durant la finalisation de ce travail, le calcul des propriétés dynamiques et

thermodynamiques des composés Mg2Si et Mg2Ge ont été reportés par Tani et Kido [11].

Dans ce mémoire en va étudier les propriétés vibrationnelles des composés Mg2Si et

Mg2Ge, et quelques propriétés thermodynamiques telles que l’énergie interne, l’énergie

libre, l’entropie et la capacité calorifique en utilisant la méthode des pseudopotentiels

avec les ondes planes dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT),

le terme d’échange et de corrélation est traité par l’approximation de la densité local

(LDA) [12].

Ce mémoire contient quatre chapitres ; le premier chapitre traite les notions théoriques

de la dynamique de réseau. Le deuxième chapitre contient la théorie de la densité fonc-

tionelle (DFT) ; l’historique de la (DFT), l’approximation de la densité locale (LDA),

l’approximation du gradient généralisé (GGA), et la réponse linéaire dans la DFT. Le

troixieme chapitre comprend la méthode de calcul qui est celle les pseudopotentiels et

dans le dernier chapitre les résultats obtenus anisi que leurs interprétations sont exposés

et finalement une conclusion est donnée.
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Chapitre 1

Notions théoriques

1.1 La dynamique des réseaux

Introduction

La théorie des vibrations de réseau est l’un des meilleurs domaines établis dans la

physique du solide moderne. Une grande variété des propriétés physiques des solides

dépendent de leur comportement dynamique, la capacié calorifique, la dilatation ther-

mique et la conductivité. La théorie de base des vibrations de réseau remonte aux années

30, lorsqu’elle a été traitée par Born et Huang (1954), elle est considérée comme étant

le manuel de référence dans la physique moderne. leurs formulations ont été principa-

lement concernées par établir les propriétés générales des matrices dynamiques comme,

par exemple, leur symétrie ou propriétés analytiques sans considérer leurs connections

égaux de les considerer avec les propriétés électroniques qui les déterminent réellement.

Une étude systématique de ces connections n’a pas été réalisée jusqu’aux années 1970 (De

Cicco et Johnson, 1969 ; Pick, Cohen, et Martin, 1970) [13]. Le rapport entre les propriétés

dynamiques électroniques et celles de réseau d’un système est important non seulement

par principe, mais également parce qu’il est seulement en exploitant ces relations qu’il est

possible de calculer les propriétés dynamiques des réseaux des systèmes spécifiques.

3



1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX

1.1.1 Les constantes des forces

Considérons un cristal à trois dimensions construit par N cellules avec n atomes dans

la cellule élémentaire, la position de ième atome d’une cellule générique du cristal non

perturbé est définie comme suit :

RL,i = RL + τi i = 1, 2, · · · , n, (1.1)

avec le vecteur du réseau RL qui peut être exprimé en terme des vecteurs de base aL

comme suit :

RL = n1a1 + n2a2 + n3a3 L ≡ {n1, n2, n3}, (1.2)

les ni sont des entiers, et la position de la ième atome est donnée par :

τi = xi
1a1 + xi

2a2 + xi
3a3 0 ≤ xi

1 < 1 (1.3)

Dans l’approximation harmonique, on assume que les déplacements au voisinage des posi-

tions d’équilibre sont petits. Pour cela l’énergie potentielle effective totale du cristal peut

être exprimée en terme des déplacements définis par :

RL,i −→ RL,i + u(RL), (1.4)

comme un développement de Taylor du second ordre :

ε = ε0 +
1

2

∑

L,L′

∑
i,j

ui(RL) ·Ci,j(RL,RL′) · uj(RL′) + o(u3). (1.5)

Les coefficients Cαi,βj(RL,RL′) qui apparâıssent dans l’équation (1.5) sont nommés les

constantes des forces interatomiques et sont données par [14] :

Cαi,βj(RL,RL′) =
∂2ε

∂uαi(RL)∂uβj(RL′)
|0, (1.6)

où la deuxième dérivée est calculée à l’équilibre. Pour alléger la notation, dans ce qui

suit l’indice L sera ignoré dans le cas où il n’y a pas de confusion avec un autre indice.

La différenciation de l’équation (1.5) par rapport à uαi(R) nous permet d’écrire la force

exercée sur un atome dans le site Ri comme suit :

Fi(R) = − ∂ε

∂ui(R)
= −

∑

R′,j

Ci,j(R,R′) · uj(R
′) + o(u2). (1.7)
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1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX

Les constantes des forces définies par l’équation (1.6) ne sont pas des quantités indépendantes,

mais elles sont reliées entres elles par la symétrie du cristal. En particulier, à cause de

l’invariance de translation du cristal, les constantes des forces dépendent seulement de la

différence R−R′ et satisfont la relation :

∑
R,j

Ci,j(R−R′) = 0. (1.8)

L’équation (1.8) exprime la conservation de l’énergie potentielle lors d’une translation uni-

forme du cristal. Cette propriété est reliée à l’annulation des fréquences des modes acous-

tiques au centre de la zone de Brillouin (la somme acoustique). D’après l’équation (1.7)

les équations classiques du mouvement sont :

Miu(R) = −
∑

R′,j

Ci,j(R−R′) · uj(R
′). (1.9)

L’invariance de translation nécessite que les solutions de l’ensemble infini des équations

couplées (1.9) puissent être écrites sous la forme de fonctions de Bloch :

ui(R) =
1√
Mi

uie
iq·R−iωt. (1.10)

Les valeurs permises de q sont données par les conditions aux limites périodiques de

Born–Von Kàrmàn. Par la substitution de (1.9) dans (1.8), on obtient l’équation :

ω2ui =
∑
i,j

D̃i,j(q) · uj, (1.11)

dont on a introduit la transformation de Fourier discontinue :

D̃i,j(q) =
1√

MiMj

∑
R

Ci,j(R)e−iq·(R) (1.12)

La matrice D̃i,j(q), définie par l’équation (1.12), est nommée la matrice dynamique du

cristal. C’est une matrice hermétique 3n× 3n, qui possède des propriétés suivantes :

D̃i,j(q) =
(
D̃i,j(q

∗)
)T

(1.13)

D̃i,j(−q) = D̃i,j(q)∗. (1.14)

5



1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX

Le problème aux valeurs propres dans l’équation (1.11) admet 3n solutions pour ω2 dans

chaque point q de la zone de Brillouin ; ces solutions seront notées par ω2
m(q), où m =

1, 2, . . . , n et peuvent être interprétées comme des branches d’une fonction ω2(q). Les

relations exprimées par les équations ω(q) sont connues comme les relations de dispersion.

L’herméticité de D̃i,j(q) nous permet de choisir les vecteurs propres um
i,q qui satisfont les

relations d’orthonormalisation et de fermeture
∑

i

(um
i,q)

∗ · um′
i,q = δmm′

∑
m

(uαi,q)
∗uα′j,q = δijδαα′ .

(1.15)

1.1.2 Modes normaux d’un réseau monoatomique unidimension-
nel

Soit un ensemble d’ions de masse M distribués le long d’une droite en des points

séparés par une distance a, tels que les vecteurs du réseau de bravais unidimensionnel

sont R=na, n entier. Soit u(na) le déplacement de l’ion le long de la droite par rapport à

sa position d’équilibre, l’ion oscille autour de na.

L’énergie potentielle harmonique [15] s’écrit :

Uharm =
1

2
K

∑
[u(na)− u((n− 1)a)]2 (1.16)

où K = φ′′(a), φ(x) est l’énergie d’interaction de deux ions séparés par une distance x sur

la droite. les équations de mouvement sont :

Mü(na) = −∂Uharm

∂u(na)
= −K[2u(na)− u([n− 1]a)− u([n + 1]a)] (1.17)

Les équations seront satisfaites si chaque ion était lié à ses voisins par des ressorts de masse

parfaitement nulle et de raideur K. On peut donc visualiser le mouvement résultant en

terme de ce modèle.

Si nous considérons que les ions occupent des sites : a, 2a, · · · , Na, alors nous pouvons

utiliser (1.16) pour d’écrire chacun des N ions (n = 1, 2, · · · , N) à condition d’interpréter

les quantités u((N +1)a) et u(0) intervenant dans les équations du mouvement de u(Na)

et u(0) comme suit :

6



1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX

a

Fig. 1.1: Châıne linéaire monoatomique.

u([N + 1]a) = u(0) ; u(0) = u(Na). (1.18)

Nous cherchons des solutions de (1.17) sous la forme :

u(na, t) ∝ ei(kna−ωt) (1.19)

Les conditions aux limites périodiques exige que

eikNa = 1 (1.20)

alors k est de la forme :

k =
2π

a

n

N
(1.21)

avec n entier, remarquons que si k varie de 2π
a

, le déplacement u(na) défini par (1.19) reste

inchanger. Par conséquent, il y a exactement N valeurs de k compatibles avec (1.21) qui

conduisent à des solutions distinctes. Nous choisissons leurs valeurs entre −π
a

et π
a
, cette

intervalle représente la première zone de Brillouin à une dimension.

En remplaçant (1.19) dans (1.16) on trouve que :

−Mω2ei(kna−ωt) = −K[2− e−ika − eika]ei(kna−ωt)

= −2K(1− cos ka)ei(kna−ωt)
(1.22)

Pour chaque k donné on a :

ω(k) =

√
2K(1− cos ka)

M
= 2

√
K

M
sin | 1/2ka | (1.23)

Les solutions décrivant les déplacements réels des ions sont données par les parties réelles

ou imaginaires :

u(na, t) ∝
{

cos(kna− ωt)
sin(kna− ωt)

(1.24)
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1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX

F
ré

qu
en

ce
 (

cm
−

1 )

−π/α 0 +π/α

Fig. 1.2: Courbe de dispersion pour une châıne monoatomique avec seulement des inter-
actions entre les plus proches voisins.

d a−d

(n+1)anaG   K

Fig. 1.3: Châıne linéaire diatomique d’atomes identiques reliés par des ressorts alternés.

Ces solutions décrivent des ondes se propageant le long de la châıne avec une vitesse de

phase v = ω
k

et une vitesse de groupe v2 = ∂ω
∂k

, la fréquence ω est tracée en fonction de

vecteur d’onde k dans la figure 1.2. Cette courbe est apelée courbe de dispertion. Lorsque

k est petit devant π/a (c’est a dire, lorsque la longueur d’onde est grande par rapport à

la distance entre les particules), ω est linéaire en k :

ω = (a
√

K/M) | k | (1.25)

1.1.3 Modes normaux d’un réseau unidimensionnel à motif

Considérons un réseau de bravais unidimensionnel avec deux ions par maille primitive

de position à l’équilibre na et na+d [16]. Supposons que les deux ions voisins dépendent

de la distance qui les sépare d ou a-d. Pour simplifier, nous supposons que seuls les plus

proches voisins interagissent et on peut écrire l’énergie potentielle harmonique [15] comme

suit :
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1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX

Uharm = K/2
∑

n

[u1(na)− u2(na)]2

+G/2
∑

n

[u2(na)− u1([n + 1]a)]2
(1.26)

u1(na) est le déplacement de l’ion qui oscille autour du site na.

u2(na) est le déplacement de l’ion qui oscille autour du site na+d.

Les équations de mouvement sont :

Mü1(na) = − ∂Uharm

∂u1(na)

= −K[u1(na)− u2(na)]−G[u1(na)− u2([n− 1]a)]

Mü2(na) = − ∂Uharm

∂u2(na)

= −K[u2(na)− u1(na)]−G[u2(na)− u1([n + 1]a)]

(1.27)

Nous cherchons encore une solution représentant une onde de pulsation ω et de vecteur

d’onde k :

u1(na) = ε1e
i(kna−ωt)

u2(na) = ε2e
i(kna−ωt)

(1.28)

ε1 et ε2 sont des constantes à déterminer, dont le rapport précise l’amplitude et la phase

relative de la vibration des ions dans chaque maille primitive. Comme dans le cas mono-

atomique, les conditions aux limites périodiques de Born-von Karman conduisent encore

aux N valeurs non équivalentes de k données par (1.21).

Remplaçons u1 et u2 dans les équations de mouvement nous obtenons :

[Mω2 − (K + G)]ε1 + (K + Ge−ika)ε2 = 0

(K + Geika)ε1 + [Mω2 − (K + G)]ε2 = 0
(1.29)

Les solutions non nulles sont données par la condition de l’annulation du déterminant :

[Mω2 − (K + G)]2 =| K + Ge−ika |2= K2 + G2 + 2KG cos ka (1.30)

ω2 =
K + G

M
± 1/M

√
K2 + G2 + 2KG cos ka (1.31)

ε2

ε1

= ± K + Geika

| K + Geika | (1.32)
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1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX
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Fig. 1.4: Lois de dispersion pour la châıne linéaire diatomique.

Pour chaque valeur de k il y a donc deux solutions conduisant à un total de 2N modes nor-

maux, correspondant aux 2N degrés de liberté. La branche inférieure est appelée branche

acoustique et la courbe devient plate aux bords de la zone de Brillouin et sa loi de dis-

persion est de la forme ω = ck caractéristique des ondes sonores pour des k petits, où c

est une constante.

La branche supérieure commence à ω =
√

2(k+G)
M

pour k=0 et décroit quand k augmente

jusqu’à
√

2k
M

au bord de la zone, cette branche est appelée branche optique [17].

Dans les deux cas le mouvement de chaque maille primitive est identique, mais dans le

mode acoustique les ions à l’intérieur d’une maille se déplacent ensemble, alors que dans

le mode optique ils se déplacent avec un déphasage de π.

1. k ¿ π/a : cos ka ≈ 1− (ka)2/2, les racines deviennent :

ω1 =

√
2(K + G)

M
− o(ka)2 (1.33)

ω2 =

√
(KG)

2M(K + G)
(ka) (1.34)

Lorsque k est trés petit, (1.32) se réduit à ε2 = ∓ε1.
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1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX

Le signe plus correspond au mode acoustique et décrit un mouvement dans lequel les

deux ions dans la maille se déplacent en phase. Le signe moins correspond au mode

optique de haute fréquence et décrit un mouvement dans lequel les deux atomes

dans la maille se déplacent en opposition de phase.

2. k = π/a : maintenant, les racines sont :

ω =

√
2K

M
, ε1 = −ε2 (1.35)

ω =

√
2G

M
, ε1 = ε2 (1.36)

Lorsque k = π/a, les mouvements dans les mailles voisines ont un déphasage de

180̊ , et par conséquent, dans les deux solutions un seul ressort est allongé. Nous

remarquons que, si les deux raideurs des ressorts étaient les mêmes, il n’y aurait pas

d’écart entre les deux fréquences en k = π/a.

1.1.4 Les semi conducteurs polaires

Dans les semiconducteurs polaires, le caractère de la longue portée de la force de Cou-

lomb induit un champ électrique macroscopique pour les phonons longitudinaux optiques

dans la limite q −→ 0. Pour q fini, les semiconducteurs polaires sont traités comme des

semiconducteurs non polaires. Dans la limite des grandes longueurs d’ondes, il faut que le

champ électrique macroscopique E qui accompagne la distorsion de réseau, soit traité avec

soin, parce que le potentiel électronique correspondant, Φ(r) = −E ·r, est non périodique.

Dans la théorie de la réponse linéaire, les champs électriques sont traités durant le pro-

cessus auto cohérent effectué, pour déterminer la réponse de la densité aux déplacements

des ions [18]. La meilleure façon de traiter les vibration de grandes longueurs d’ondes

est d’exploiter les propriétés analytiques de la matrice dynamique. Dans cette limite de

longueurs d’ondes, la matrice des constantes des forces peut être écrite comme la somme

de deux contributions l’une analytique et l’autre non analytique [19, 20] :

C̃αi,βj = C̃an
αi,βj + C̃na

αi,βj, (1.37)
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1.1. LA DYNAMIQUE DES RÉSEAUX

où la partie analytique, C̃an
αi,βj est la matrice obtenue de la réponse au phonon du centre

de la zone de Brillouin (point Γ), calculée avec les conditions aux limites électriques

(CLE) qui correspondent à un champ électrique macroscopique nulle. Les CLE nulles,

sont implicitement utilisées dans n’importe quel calcul de la structure électronique avec

les conditions aux limites périodique pour la fonction d’onde électronique. La partie non

analytique a la forme générale suivante [21] :

C̃na
αi,βj =

4πe2

Ω

∑
γ Z∗

i,γαqγ

∑
γ Z∗

j,νβqν∑
γ,ν qγε∞γνqν

=
4πe2

Ω

(q · Z∗i )α

(
q · Z∗j

)
β

q · ε∞ · q , (1.38)

où ε∞αβ est le tenseur diélectrique à haute fréquence (c-a-d, la contribution électronique

au tenseur électrique) et Z∗
i,αβ, est le tenseur de la charge effective de Born de la ième

atome dans la cellule élémentaire (le tenseur diélectrique va être définit dans le chapitre

prochain). L’équation (1.38) montre que toutes les informations nécessaires pour traiter

la partie non analytique de la matrice dynamique réside dans la constante diélectrique

macroscopique du système et dans la charge effective de Born Z∗, tandis que la contribu-

tion analytique peut être calculée par la négligence de toute polarisation macroscopique

associée au phonon.
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Chapitre 2

La théorie de la fonctionnelle de la
densité (DFT)

Après la formulation de la mecanique quantique, Thomas (1926) et Fermi (1928) ont

introduit l’idée d’écrire l’énergie totale d’un système comme une fonctionnelle de la densité

totale des électrons [22]. Cette idée a été suivie par un travail purement théorique dû à

Hohenberg et Kohn en 1964 [23] qui ont donné la formulation d’une nouvelle théorie qui

s’appelle :la théorie de la fonctionnelle de la densité.

2.1 Équation de Schrödinger et approximation de Born-

Oppenheimer

On cherche à modéliser un ensemble de noyaux et d’électrons en interaction. On sait

que tout état stationnaire d’un système quantique est décrit par une fonction d’onde, qui

est fonction propre de l’équation de Schrödinger indépendante du temps :

Hψ = Eψ (2.1)

Cependant, comme la masse de l’électron est très faible devant celle du noyau me

mp
= 1

1830
,

les temps caractéristiques des mouvements électroniques sont très courts devant ceux

des mouvements ioniques et on peut faire l’hypothèse que les électrons répondent ins-

tantanément au mouvement des noyaux, c’est l’approximation adiabatique, dite de Born

Oppenheimer. On écrit alors, la fonction d’onde sous la forme suivante :

ψ(r,R) = χ(R)φ(r, R) (2.2)
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2.2. LES FONDEMENTS DE LA DFT

χ(R) est la fonction d’onde pour les noyaux.

φ(r, R) la fonction d’onde pour les électrons avec les atomes fixés dans les positions R.

2.2 Les fondements de la DFT

2.2.1 L’approximation de Hartree-Fock

Grâce à l’approximation de Born-Oppenheimer, le problème de la résolution de l’équation

de Schrödinger se réduit à celui du comportement des électrons, mais il reste encore très

complexe. L’équation de Schrödinger n’admet pas de solutions analytiques sauf dans des

cas très simples comme celui de l’atome d’hydrogène. La difficulté à décrire les électrons

en interaction oblige à passer par des approximations pour résoudre ce problème. On se

place, en général, dans une hypothèse de champ moyen : chaque électron évolue dans un

potentiel effectif généré par les noyaux et les autres électrons. On peut donc chercher la

fonction d’onde totale comme un produit de fonctions d’onde à une particule. En 1928,

Hartree fut le premier à proposer une méthode [24]. Dans celle-ci, la fonction d’onde à

N électrons φ(r1, r2, . . . , rN) est représentée comme le produit de fonctions d’onde à une

particule :

φ(r1, r2, . . . , rN) = φ1(r1)φ2(r2) . . . φN(rN) (2.3)

Chaque fonction d’onde à une particule est alors solution de l’équation de Schrödinger à

un électron :

[−~
2

m
∇2 + Vext + Ui]φi(r) = εiUi(r) (2.4)

où Vext est le potentiel dû aux noyaux et U le champ moyen représentant l’interaction

coulombienne avec les autres électrons. Dans cette théorie de champ moyen, le mouvement

des électrons est supposé non corréler. En 1930, Fock [25] a montré que la fonction

d’onde de Hartree (2.3) viole le principe d’exclusion de Pauli parce qu’elle n’est pas

antisymétrique par rapport à l’échange de deux particules quelconques. Il a proposé de

corriger ce défaut en ajoutant un terme supplémentaire non local d’échange Vexchφi(r)

qui complique considérablement les calculs. La fonction d’onde φ(r1, r2, . . . , rN) est alors
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2.2. LES FONDEMENTS DE LA DFT

remplacée par un déterminant de Slater des fonctions d’onde mono électroniques, qui est

antisymétrique par rapport à l’échange. On obtient ainsi les équations Hartree-Fock :

[−1

2
∇2 + Vext + Ui]φi(r) + Vexchφi(r) = εiφi(r) (2.5)

Cette approximation de Hartree-Fock conduit à des bons résultats, notamment en phy-

sique moléculaire. Mais, elle donne toujours une borne supérieure à l’énergie. Elle ne tient

pas compte des effets de corrélations électroniques. On peut l’améliorer en incluant des

effets de corrélation au-delà de l’approximation : c’est ce qu’on appelle l’interaction de

configurations. Cette méthode conduit, en principe, à la fonction d’onde exacte mais elle

est extrêmement coûteuse car le nombre de configurations augmente très rapidement avec

le nombre d’électrons. Elle ne peut donc traiter que des systèmes avec peu d’électrons

comme des petites molécules. La méthode de Hartree-Fock reste malgré tout, un point de

repère indispensable.

2.2.2 L’approximation de Thomas-Fermi

Thomas [26] et Fermi [27] ont proposé une méthode alternative pour la résolution de

l’équation de Schrödinger basée seulement sur la densité électronique ρ(r). La méthode

de Thomas-Fermi fait l’hypothèse que les mouvements des électrons sont corrélés et que

l’énergie cinétique peut être décrite par une approximation locale basée sur les résultats

pour les électrons libres (proportionnelle à [ρ(r)]5/3). Un peu plus tard, Dirac [28] a pro-

posé que les effets d’échange peuvent être pris en compte en incorporant un terme venant

de la densité d’énergie d’échange dans un gaz homogène d’électrons. L’approximation de

Thomas-Fermi est assez rudimentaire. Par exemple, elle n’autorise pas la formation de

molécules. Tous ces travaux ont été essentiels au développement de la théorie de la fonc-

tionnelle de la densité.
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2.3. LA THÉORIE DE LA FONCTIONNELLE DE LA DENSITÉ (D.F.T)

2.3 La théorie de la fonctionnelle de la densité (D.F.T)

En 1964, Hohenberg et Kohn [23] ont démontré les théorèmes suivants sur lesquels

s’appuie la D.F.T :

– 1. L’énergie de l’état fondamental d’un système à plusieurs électrons dans un po-

tentiel externe Vext(r), peut s’ecrire :

E[ρ(r)] =

∫
Vext(r)ρ(r)dr + F [ρ(r)] (2.6)

où ρ(r) est la densité électronique et F [ρ(r)] est une fonctionnelle universelle de ρ

qui contient les contributions cinétiques et coulombiennes à l’énergie. La fonction-

nelle F [ρ(r)] est universelle dans le sens qu’elle ne dépend pas du potentiel externe

qui agit sur le système . Cette fonctionnelle n’est pas connue de manière exacte.

– 2. Principe variationnel : la fonctionnelle E[ρ(r)] atteint son minimum quand la

densité ρ(r) atteint sa valeur de l’état fondamental :

E0 = min E[ρ(r)] (2.7)

La valeur minimale de E[ρ(r)] est l’énergie de l’état fondamental. La densité qui

conduit à cette énergie est la densité exacte de l’état fondamental, mais la fonction-

nelle F [ρ(r)] reste à déterminer. Formellement :

F [ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] (2.8)

où T est l’énergie cinétique du système électronique et Vee[ρ(r)] est le terme d’inter-

actions électrons-électrons. Kohn et Sham [29] ont proposé les séparations suivantes :

– Premièrement

T [ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + (T [ρ(r)] + Ts[ρ(r)]) (2.9)

où Ts[ρ(r)] est l’énergie cinétique d’un gaz d’électrons sans interaction et de même

densité électronique. Ce terme vient d’une construction artificielle. On ne connâıt

pas l’expression de Ts en fonction de ρ(r), on sait en revanche la calculée en
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2.3. LA THÉORIE DE LA FONCTIONNELLE DE LA DENSITÉ (D.F.T)

réintroduisant une description orbitalaire :

Ts[ρ(r)] =
∑

i

fi

∫
φi(r)(

1

2
∇2)φi(r)dr (2.10)

où fi sont les nombres d’occupation des orbitales.

– Deuxièmement

Vee[ρ(r)] = EH [ρ(r)] + (Vee[ρ(r)]− VH [ρ(r)]) (2.11)

où EH [ρ(r)] est l’énergie d’interaction coulombienne d’une distribution de charge

classique (c’est -à- dire qui ne prend pas en compte l’aspect discret des électrons).

elle s’écrit :

EH [ρ(r)] =
1

2

∫
ρ(r)ρ(r′)
| r − r′ | dr′ (2.12)

Finalement, F [ρ(r)] se sépare en trois parties :

F [ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + EH [ρ(r)] + Exc[ρ(r)] (2.13)

où on définit le terme d’échange et de corrélation :

Exc[ρ(r)] = {Vee[ρ(r)]− EH [ρ(r)]}+ {T [ρ(r)]− Ts[ρ(r)]} (2.14)

Dans Exc[ρ(r)], 1’énergie d’échange provient du fait que la fonction d’onde d’un

système à plusieurs électrons, qui sont des fermions, doit être antisymétrique vis à

vis de l ’échange de n’importe quelle paire d’électrons . Cette antisymétrie produit

une séparation spatiale entre les électrons de même spin, ce qui réduit l’énergie de

Coulomb du système électronique. C’est cette contribution qui est appelée énergie

d’échange. L’énergie d’échange d’un gaz d’électrons uniforme est connue. L’énergie

de Coulomb peut être réduite encore si les électrons de spins opposés sont aussi

séparés spatialement. C’est cette différence qui est appelée l’énergie de corrélation.

Il est très difficile de calculer l’énergie de corrélation d’un système complexe. En

résumé, Exc[ρ(r)]est un terme contenant les contributions d’échange et de corrélation

à l’énergie ainsi que la contribution provenant des interactions électroniques non
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prises en compte dans Ts et EH . Finalement, la seule inconnue de notre problème

devient alors le terme d’échange et de corrélation Exc[ρ(r)] qui n’est pas plus facile

à calculer que F [ρ(r)] mais qui, comme on le vérifie, a l’avantage d’être beaucoup

plus petit.

Jusqu’ici la D.F.T est une méthode exacte, mais pour qu’elle et les équations de

Kohn et Sham deviennent utilisables dans la pratique, on a besoin de proposer une

formulation de Exc[ρ(r)] et pour cela, on est obligé de passer par une approximation.

2.4 Approximation de la Densité Locale (LDA)

Pour donner une expression approximative de la fonctionnelle de la densité Exc[ρ(r)],

Kohn et Sham proposaient dès 1965 l’approximation de la densité locale (LDA).

Dans cette approximation, on suppose que la densité électronique varie suffisamment

lente à l’intérieur du système pour que l’on puisse écrire :

ELDA
xc [ρ(r)] =

∫
ρ(r)εharm

xc (ρ(r))d3r (2.15)

où εharm
xc est la densité d’énergie d’un gaz homogène d’électrons de densité ρ(r).

En d’autres termes, on postule qu’autour de chaque point r, on peut remplacer le

système réel par un gaz homogène d’électrons de densité ρ(r). Le terme d’échange

d’un tel gaz a été déterminé exactement par des techniques de Ceperley et al. [30],

qui ont tabulé le terme d’échange-corrélation en fonction du rayon de Wigner-Seitz

rs qui est donné par : rs = [ 3
4π

ρ(r)]
1
3 .

Il existe de nombreux travaux de paramétrisation, comme par exemple ceux de

Vosko, Wilk et Nusair [31] ou encore de Perdew et Zunger [32]. Toutes ces fonction-

nelles conduisent généralement à des résultats très similaires.
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2.5 Approximation du Gradient Généralisé(GGA)

Les résultats obtenus à l’aide de la LDA sont souvent satisfaisants. Mais l’approxi-

mation du Gradient Généralisé (GGA) permet dans de nombreux cas (mais cela

n’est pas systématique) de mieux décrire la liaison et donc de donner de meilleurs

résultats sur les énergies totales et de meilleures géométries pour les liaisons faibles.

Elle a aussi tendance à mieux prendre en compte l’inhomogénéité de la densité que

la LDA. L’énergie d’échange-corrélation en GGA s’écrit de la manière suivante :

EGGA
xc [ρ(r)] =

∫
f(ρ(r), | ∇ρ(r))d3r (2.16)

où f est une fonction de la densité locale et de gradient de la densité locale. Comme

εharm
xc en LDA, en GGA f doit être exprimée sous forme analytique afin de faciliter

les calculs et de même qu’il existe aussi différentes formes de εharm
xc en LDA, il existe

différentes paramétrisations de la fonction f en GGA.

2.6 La réponse linéaire dans la D.F.T

Supposons qu’on a résolu les équations de Kohn-Sham pour un cristal caractérisé par

un potentiel Vion(r), ajoutons maintenant à Vion(r) une perturbation de périodicité

donnée q. Le potentiel auto cohérent sera Vscf −→ Vscf + ∆V q
scf .

Supposons que ∆V q
scf est connu, la variation linéaire de la densité électronique ∆n

est obtenue par la théorie de la perturbation au premier ordre :

∆ñ (q + G) =
4

NΩ

∑

k

∑
c,v

〈
ψv,k|e−i(q+G)r|ψc,k+q

〉 〈ψc,k+q|∆V q
SCF |ψv,k〉

εv,k − εc,k+q

, (2.17)

où ∆ñ(q + G) est le transformé de Fourier de ∆n(r), Ω est le volume de la cellule

élémentaire, v et c indiquent respectivement les bandes de valence et de conduction,

et la somme sur k couvre la première zone de Brillouin. Dans ce cas on assume que

le cristal a des bandes de valence doublement occupées et des bandes de conduction

vides. Ces bandes de valence et de conduction sont séparées par un gap. D’autre
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part, si ∆n est connue, ∆V q
scf peut être obtenu par la linéarisation de l’équation :

VSCF (r) = Vion (r) + e2

∫
n (r′)
|r− r′|dr

′ + vxc (r) , (2.18)

∆V q
SCF (r) = ∆V q

bare (r) + e2

∫
∆n (r′)
|r− r′|dr

′ + ∆n (r)

[
dvxc

dn

]

n=n0(r)

(2.19)

où n0 est la densité non perturbée. Les équations (2.17 et 2.18) forment un système

qui peut être résolu par une méthode itérative. Il faut remarquer que la réponse

linéaire à une perturbation de q donné contient seulement les composantes de Fourier

des vecteurs d’ondes q + G.

Pour des raisons de simplification des calculs, il est preférable d’éviter la somme sur

les bandes de conduction dans l’équation (2.17) cette équation est réécrite sous la

forme :

∆ñ (q + G) =
4

NΩ

∑

k

∑
v

〈
ψv,k|e−i(q+G)rPcG (εv,k) Pc∆V q

SCF |ψv,k

〉
(2.20)

où Pc est le projecteur sur les états de conduction, G(ε) = 1
ε−HSCF

est la fonction

de Green d’un seul électron du système non perturbé, et l’indice supérieure dans

∆V q
SCF est introduit pour montrer que ∆V q

SCF transforme la fonction d’onde de

vecteur d’onde k au fonction d’onde de vecteur k+q. Pour évaluer l’équation (2.20)

on la réécrite sous la forme :

∆ñ (q + G) =
4

NΩ

∑

k

∑
v

〈
ψv,k|e−i(q+G)rPc|∆ψv,k+q

〉
, (2.21)

où ∆ψv,k+q est la solution du système linéaire :

[εv,k −HSCF ] |∆ψv,k+q〉 = Pc∆V q
SCF |ψv,k〉. (2.22)

Le système linéaire (2.22) admet un nombre infini des solutions parce que le déterminant

de [εv,k −HSCF ] est nul.

2.7 Le tenseur diéléctrique

Le tenseur diélectrique relie le champ électrique écranté E au champ E0 :

E0 = ε∞ ·E. Les éléments de la matrice du potentiel électrostatique, Φ0(r) = −E0 ·r,
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2.7. LE TENSEUR DIÉLÉCTRIQUE

sont mal définis dans un solide infini avec les conditions aux limites périodiques.

Pour éviter ce problème, les éléments de la matrice de Φ0 sont écrits sous une forme

insensible aux limites [33] :

〈ψv,k|r|ψc,k〉 =
〈ψv,k| [HSCF , r] |ψc,k〉

εv,k − εc,k

, (2.23)

où

[HSCF , r] =
−i~p

m
+ [Vion, r] , (2.24)

P est l’impulsion et m est la masse d’électron pour un système fini, l’équation (2.23)

est une identité. Dans le cas où les conditions aux limites sont utilisées alors le coté

gauche de l’équation (2.24) n’est pas bien défini, tandis que, le côté droit de cette

équation reste défini et ne pose pas un problème lorsqu’on passe à la limite ther-

modynamique. Notons que le commutateur [Vion, r] ne s’annule pas si l’interaction

électron-ion est décrite par un potentiel non local, en effet les éléments de la matrice

de la contribution du pseudopotentiel non local à [H, r] entre les ondes planes sont :

〈k1| [vi,l, rα] |k2〉 =
1

Ω

∫
e−ik1·rvi,l (r, r

′) (r′α − rα) eik2·r′drdr′

= −i

(
∂

∂k1α

+
∂

∂k2α

)
1

Ω

∫
e−ik1·rvi,l (r, r

′) e−ik2·r′drdr′

= −i

(
∂

∂k1α

+
∂

∂k2α

)
ṽi,l (k1,k2)

. (2.25)

En pratique, on calcule la fonction auxiliaire une fois pour toute :

|φα
v,k〉 = Pcrα|ψv,k〉 =

∑
c

|ψc,k〉〈ψc,k| [H, rα] |ψv,k〉
εc,k − εv,k

= −PcG0 (εv,k) Pc [H, rα] |ψv,k〉,
(2.26)

Lorsqu’on applique un champ électrique externe, le potentiel de perturbation a

seulement une composante macroscopique G = 0, alors que le potentiel écranté

a deux composantes macroscopique et microscopique G 6= 0. Ces dernieres sont

usuellement données par les équations :

∆V q
SCF (r) = ∆V q

bare (r) + e2

∫
∆n (r′)
|r− r′|dr

′ + ∆n (r)

[
dvxc

dn

]

n=n0(r)

(2.27)
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où Vscf le potentiel autocohérent d’un système d’électron en mouvement dans le

potentiel externe des ions et donné par :

Vscf (r) = Vion(r) + e2

∫
n(r′)

| r − r′ |dr + vxc (2.28)

∆n la variation linéaire de la densité éléctronique.

La première est proportionnelle à la contribution électronique à la polarisation ma-

croscopique par unité de volume Pel :

∂Pel

∂Eα

= − e

NΩ

∫
r
∂n (r)

∂Eα

dr, (2.29)

qui peut être porté à la forme [21]

∂Pel

∂Eα

=
4e

NΩ

∑

k

∑
c,v

〈ψv,k|r|ψc,k〉〈ψc,k| (∂VSCF /∂Eα) |ψv,k〉
εv,k − εc,k

. (2.30)

Ce résultat peut être obtenu également par la contribution de la réponse de la densité

a une perturbation de vecteur d’onde fini, q : δn(r) = eiq·r ∑
G(q)eiG·r

Il est facile de voir que pour des petits q on a : CG=0(q) ≈ −q ·Pel, et de vérifier que

l’équation (2.27) est bien définie et insensible aux limites, pour vue que les éléments

de la matrice r sont traités comme dans l’équation (1.38).

L’équation (2.30) peut être utilisée pour obtenir le champ électrique écranté E =

E0 − 4πPel dans chaque itération du processus auto cohérente.

Pratiquement la valeur du champ électrique écranté ne varie pas dans le cycle auto

cohérent mais seulement la composante microscopique qui varie. alors la polarisa-

tion macroscopique sera calculée à partir l’équation (2.27) quand l’auto cohérence

est achevée.

Physiquement le calcul de la polarisation revient à calculer la réponse à un champ

électrique écranté donnée, E, au lieu E0.

Introduisant la réponse de la fonction d’onde à un champ électrique écranté ap-

pliqué : ∣∣∣∣
∂ψv,k

∂Eβ

〉
= PcG0 (εv,k) Pc

∂VSCF

∂Eβ

|ψv,k〉, (2.31)
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où ∂V (r)/∂Eβ = erβ. La polarisation induite est obtenue à l’aide de l’équation (2.27)

et le tenseur diélectrique ε∞ est finalement donné par :

ε∞αβ = δαβ +
16πe

NΩ

∑

k

∑
v

〈
φα

v,k

∣∣∣∣
∂ψv,k

∂Eβ

〉
. (2.32)

2.8 Les charges effectives de Born

les charges effectives sont simplement reliées à la polarisation macroscopique totale

(ionique + électronique), Ptot induit par le phonon du centre de la zone de Brillouin

[34, 35] :

Z∗
i,αβ =

Ω

e

∂P tot
α

∂uβiq=0

, (2.33)

où uβiq=0 est l’amplitude du phonon (déplacement).

La contribution ionique à la polarisation est triviale. Tandis que la contribution

électronique est obtenue de la réponse linéaire au phonon de la même façon que

dans l’équation (2.30) on a :

Z∗
i,αβ = Zi +

4

N

∑

k

∑
v

〈
φα

v,k

∣∣∣∣
∂ψv,k

∂uβiq=0

〉
, (2.34)

où Zi est la charge ionique du ième ion, et ∂ψ/∂u est la variation linéaire de la fonc-

tion d’onde électronique due à la distorsion de réseau.

2.9 Les propriétés thermodynamiques

Les fonctions thermodynamiques d’un solide sont déterminées généralement par les

degrés de liberté du réseau, d’une manière générale les degrés électronique joue un

rôle apparent seulement pour les métaux à une température très basse. les fonc-

tions thermodynamiques ( l’énergie libre de Helmhotz, l’énergie interne, la capacité

calorifiqque et l’entropie ) sont calculées en fonction de la température dans l’ap-

proximation harmonique.

Pour le vecteur d’onde k et le mode l de phonon. On peut écrire à une dimension :

3nN
∫ ωL

0
f(ω)g(ω)dω, où n est le nombre d’atome dans la cellule élémentaire.
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2.9. LES PROPRIÉTÉS THERMODYNAMIQUES

N est le nombre des cellules élémentaires.

ωL est la fréquence maximum de phonon.

La normalisation de densité d’états de phonon
∫ ωL

0
g(ω)dω = 1, alors on obtient :

g(ω) = (
1

3nN
)
∑

q,l

δ(ω − ω(q, l)) (2.35)

Les expressions de l’énergie libre de Helmholtz, l’énergie interne, la capacité calori-

fique et l’entropie sont [36] :

∆F = 3nNkBT

∫
ln{2 sinh

~ω
2kBT

}g(ω)dω (2.36)

∆E = 3nN
~
2

∫ ωL

0

ω coth(
~ω

2kBT
) (2.37)

Cv = 3nNkB

∫ ωL

0

(
~ω

2kBT
)2 cosh2(

~ω
2kBT

)g(ω)dω (2.38)

S = 3nNkB

∫ ωL

0

[
~ω

2kBT
coth

~ω
2kBT

− ln{2 sinh
~ω

2kBT
}]g(ω)dω (2.39)

ou kB est la constante de Boltzmann.
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Chapitre 3

Méthode de calcul

Introduction

En 1939, W. Herring [41] remarqua que la fonction d’onde d’un électron de va-

lence devait avoir un nœud (une valeur nulle) prés du cœur où la fonction d’onde

de l’électron de valennce s’annule approximativement, car la probabilité de présence

d’un électron de valence s’affaiblit lorsqu’on s’approche du cœur atomique. De même,

il observa qu’une oscillation supplémentaire de la fonction d’onde de l’électron de

valence se produit, ce qui implique que l’électron possède une énergie cinétique

supplémentaire quand il passe à la région de cœur. Herring découvrit aussi que

l’énergie cinétique est compensée par la forte énergie potentielle acquise par l’électron

qui pénètre dans la région du cœur [37].

L’approche du pseudopotentiel est originaire de la méthode des ondes planes ortho-

gonalisées (OPW) [38], dans laquelle les fonctions d’ondes de valence sont développées

en utilisant une base d’ondes planes qui sont orthogonalisées aux états du cœur.

La théorie de pseudopotentiel permet de remplacer le fort potentiel électron-ion

par un très faible potentiel, qui permet de décrire toutes les caractéristiques des

électrons de valence qui se déplacent dans le solide. Ce faible potentiel simplifie la

résolution de l’équation de Schrödinger, en considérant un développement des fonc-

tions d’ondes dans une base relativement petite d’ondes planes.
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3.1. LES ONDES PLANES

3.1 Les ondes planes

Les ondes planes dans un cristal sont représentées par les fonctions d’ondes de Bloch

qui satisfont aux conditions de périodicité du réseau direct. Elles sont de la forme :

ϕk(r + RL) = eikRLϕk(r) (3.1)

où RL est un vecteur du réseau direct. La solution la plus générale est :

ϕk(r) = eik.r
∑

G

CG(k)eiG.r = eik.rW (k, r) (3.2)

où les G sont les vecteurs du réseau réciproque. Les ondes planes sont utilisées pour

la description de l’électron presque libre (NEF). Cependant, les solides sont bâtis

avec des électrons et des noyaux en interaction à travers un potentiel coulombien.

Malgré cela, en se basant sur la théorie de Fermi des liquides (TFL), les excita-

tions électroniques au voisinage de l’énergie de Fermi se comportent comme des

quasi-particules indépendantes, avec des masses et des densités normalisées, sans

interaction aux faibles énergie. De cette façon, la TFL joue un rôle important pour

le calcul des structures des bandes. Les potentiels de Hartree et celui d’échange et

de corrélation représentent l’interaction d’un électron avec les autres électrons de

valence et leur contribution est faible devant le potentiel coulombien [39].

Dans la plupart des cas, les électrons du cœur sont très fortement liés, et ne répondent

pas effectivement aux mouvement des électrons de valence. Ainsi, ils peuvent être

considérés comme étant essentiellement immobiles.

Ceci est essentiel même de l’approximation du potentiel : Le fort potentiel du cœur

est remplacé par un pseudopotentiel, à partir du quel la fonction d’onde ϕPS de

l’état fondamental représente toutes les fonctions d’onde des électrons de valence

en dehors du rayon du cœur sélectionné. Pour plusieurs éléments, les pseudopofonc-

tions d’onde résultantes ϕPS sont tout à fait lisses et peuvent être bien représentées

en utilisant uniquement quelques ondes planes G. Ainsi les ondes planes deviennent

une base simple et d’efficacité raisonnable pour pseudofonctions d’onde, c’est ce qui

est à l’origine de leur popularité.
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Bien sur, il y a un prix à payer. C’est le besoin de générer et d’utiliser un pseudo-

potentiel plutôt que le potentiel cristallin réel. En fait, la complexité de la méthode

est transférée à partir du calcul lui même à la génération du pseudopotentiel. Par

ailleurs, les états du cœur sont fixés dans une configuration atomique de référence.

L’approximation du cœur figé, comme on la nomme, est généralement faible, mais

empêche l’extension de quelques éléments avec les état du cœur.

3.2 Les pseudopotentiels

3.2.1 Qu’est-ce qu’un pseudopotentiel ?

On cherche à étudier le système noyau+électrons et donc à calculer :

ELDA
xc [ρ(r)] =

∫
ρ(r)εharm

xc (ρ(r))d3r (3.3)

où εharm
xc est le potentiel coulombien créé par les noyaux nus.

On peut faire la distinction entre deux types d’électrons : les électrons de coeur et

les électrons de valence. Les orbitales de coeur sont les plus basses en énergie, sont

localisées près du noyau, sont très peu sensibles à l’environnement et ne participent

pas aux liaisons chimiques. En outre, elles sont difficiles à représenter sur une base

d’ondes planes car elles possèdent généralement de fortes oscillations autour des

noyaux. En revanche, les orbitales de valence sont peu localisées et s’étendent donc

loin du noyau. Ce sont elles qui déterminent au premier ordre les propriétés physico-

chimiques.

L’idée introduite par Fermi [40] est alors la simplification des calculs de structure

électronique par élimination des états de coeur. L’effet des électrons de coeur sera

remplacé par un pseudopotentiel effectif. On cherche donc à remplacer un potentiel

électrons-noyaux par un potentiel plus faible, qui traduit l’écrantage du noyau par les

électrons de coeur. Les pseudopotentiels sont des potentiels qui conduisent pour une

configuration électronique de référence de l’atome isolé aux valeurs propres exactes

et à des fonctions propres aussi régulières que possible en accord avec les fonctions
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d’onde atomiques au-delà d’un certain rayon choisi appelé rayon de coupure rc.

Ces fonctions propres, appelées pseudofonctions, possèdent les mêmes propriétés de

diffusion (les mêmes dérivées logarithmiques) que les fonctions d’onde réelles. On

leur demande d’avoir la plus grande transférabilité possible c’est-à-dire dans des

environnements thermodynamiques différents. Le pseudopotentiel d’un atome est

caractérise par :

– 1. Le pseudopotentiel est relié seulement avec les électrons de valence.

– 2. La valeur propre qui correspond à l’électron de valence est identique à celle du

potentiel total.

– 3. Les fonctions d’ondes sont identiques aux celles du potentiel total (tous les

électron).

3.2.2 L’avantage de l’utilisation du pseudopotentiel

– Dans l’utilisation du pseudopotentiel, il est possible d’utiliser les ondes planes de

la base posée dans la structure électronique car on a assouplissement du potentiel

dans la région du cœur.

– Il est relativement facile de formuler les forces de Hellmann-Feynman et les pres-

sions en utilisant des ondes planes.

– Comme pour l’énergie totale par atome, cinq chiffres effectifs sont suffisants dans

la plupart des cas dans l’approche du pseudopotentiel par cause d’absence de la

contribution du cœur, quoique du moins huit chiffres effectifs sont exigés dans les

calculs tous-électrons, qui correspond à une précision de 10−5Ry.

– Aucun spectre de bande fantôme n’apparâıt dans le calcul d’énergie avec l’utili-

sation de concept du pseudopotentiel.

Au contraire, dans les calculs de tous-électrons (LMTO, LAPW), il y a une limi-

tation du rang d’énergie possible dans une fenêtre de 1 Ry.
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3.2.3 La construction de Philips-Klienman

Les origines du pseudopotentiel reviennent à la méthode des ondes planes orthogo-

nalisés (OPW) [41] ou les fonctions d’onde de valence sont développées en utilisant

une base d’ondes planes orthogonalisés avec les états du cœur ϕc :

φOPW (k + G) = φPW (k + G)−
∑
αc

< ϕc | (k + G) > ϕc (3.4)

φPW est une onde plane, φOPW l’onde plane augmentée correspondante.

La somme est sur tous les états du cœur et des atomes. On peut construire le

pseudopotentiel de Philips Kleinman [42] de la manière suivante :

Hϕc = Ecϕc

Hϕv = Evϕv

(3.5)

où H l’Hamiltonien d’origine avec les fonctions d’onde du cœur et de valence ϕc et

ϕv.

Soit les pseudoétats :

ϕPS
v = ϕv +

∑
αc

avcϕc, avec avc =< ϕc | ϕPS
v (3.6)

Appliquons H nous obtenons :

H|ϕPS
v 〉 = εv|ϕv〉+

∑
αc

avc|ϕc〉

= ε|ϕPS
v 〉+

∑
αc

avc(εc − εv)|ϕc〉
(3.7)

εc et εv sont respectivement les valeurs propres de cœur et de valence.

[H +
∑
αc

(εv − εc) | ϕc >< ϕc |]ϕPS
v = εPS

v ϕPS
v (3.8)

Les pseudoétats satisfont l’équation de Schrödinger avec la nouvelle forme du po-

tentiel :

V R =
∑
αc

(εv − εc) | ϕc >< ϕc | (3.9)

On obtient le pseudopotentiel de Philips Kleinman V PK par l’addition de nouveau

potentiel V R avec le potentiel original V contenu dans l’Hamiltonien comme suite :

V PK = V + V R (3.10)
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V PK = V à l’extérieur de la région de cœur car les fonctions d’onde du cœur dis-

paraissent. Généralement le pseudopotentiel est plus faible que le potentiel origine

donnant une convergence satisfaisante du développement en ondes planes des pseu-

dofonctions d’ondes.

3.2.4 Les pseudopotentiels à norme conservée

L’efficacité des pseudopotentiels est développée sur les buts suivants :

(1) Obtention d’une bonne convergence par décrire les pseudofonctions d’onde de

nombre fini d’ondes planes.

(2) Le pseudopotentiel généré pour une configuration atomique donnée doit être re-

produire les autres configurations avec exactitude et ceci est appelé transférabilité.

(3) Reproduire la densité de charge de valence exacte que possible avec la pseudo-

densité de charge (densité de charge en utilisant les pseudofonctions d’onde).

Avec les pseudopotentiel à norme conservée, et à l’extérieur d’un certain rayon de

cœur rc les pseudofonctions d’onde (et potentiel) sont construites de manière d’être

égale aux fonctions d’onde de valence (et potentiel), mais à l’intérieur de rc les

pseudofonctions d’onde différent des vraies fonctions d’onde et la norme se traduit

par [43] : ∫ rc

0

rr2ϕPS∗(r)ϕPS(r) =

∫ rc

0

ϕ∗(r)ϕ(r) (3.11)

La mesure de transférabilité est conditionnée par l’égalité des dérivées logarith-

miques évaluées à rc des fonctions à tous électrons et les pseudofonctions d’onde ϕ

et ϕPS.

r < rc les dérivés logarithmiques à rc sont égales pour la configuration atomique

d’origine :
1

ϕPS(rc, E)

dϕPS(rc, E)

dr
=

1

ϕ(rc, E)

dϕ(rc, E)

dr
(3.12)
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3.2.5 Les pseudopotentiels de Klienman Bylander

En 1982, Klienman et Bylander [KB] [44] ont surmonté la difficulté introduite par le

calcul des ondes planes en développant une transformation qui permet de modifier

la fonction locale V k :

∑

l

V PS
l (r)P̃l =

∑

lm

|〈YlmδVl(r)〈YlmδVl(r)| (3.13)

où l’opérateur de projection P̃l est exprimé sous la forme d’harmonique sphérique

et δV = V k + V PS
l , le terme non local V NL est remplacée par un terme semi-local

V SL, tel que

V NL =
∑

lm

|δVlϕ
PS
lm 〉〈ϕPS

lm δVl|
〈ϕPs

lm|δVl|ϕPS
lm 〉

(3.14)

où ϕPS
l est la pseudofonction d’onde incluant la dépendance angulaire pour l’état

de référence, avec le choix V NL
l |ϕPS

l 〉 = V SL
l |ϕPS

l

Avec cette forme, les éléments matriciels deviennent très simples à manipuler, car

〈G|V |G′〉 =
∑

i

〈G|Vj〉〈Vj|G′〉 (3.15)

V =
∑

j

|V j〉〈Vj| (3.16)

Grâce à cette forme de pseudopotentiel de KB, les éléments matriciels sont ra-

pidement calculés, ainsi le temps de calcul diminue rapidement pour évaluer les

nombreuses intégrales.

3.2.6 Les pseudopotentiels ultra-lisses (le formalisme)

En l990 Vanderbilt [45] (Laasnen et al [46]) a proposé un nouveau concept de la

norme conservée. Dans cette nouvelle approche, les pseudofonctions d’onde sont
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supposées être égales aux fonctions d’ondes de tous les électrons à l’extérieur de rc,

elles sont les plus lisses possible. Afin de réaliser ceci, la contrainte de la conser-

vation de la norme est supprimée. Quoique ceci introduise quelques complications,

il est possible de diminuer l’énergie au maximum des ondes planes (cutoff) utiles

pour les calculs, en particulier une grande valeur de rc peut être utilisée dans cette

nouvelle approche. La complication qui en résulte est double. D’un coté, comme les

pseudofonctions sont égales aux fonctions d’ondes de tous les électrons (ils ont donc

la même norme) dans la région interstitielle, mais ne possèdent pas la même norme

à l’intérieur de rc, elles sont nécessairement non normalisées. Ceci introduit un re-

couvrement non trivial dans l’équation séculaire. D’un autre coté, la pseudodensité

de charge n’est pas obtenue par le calcul de
∑

ϕ∗ϕ comme c’était le cas avec des

pseudopotentiels à norme conservée. Ceci produit, en plus, une mauvaise densité de

charge. Un terme plus grand a donc besoin d’être ajouté dans la région du cœur.

Une autre conséquence, moins importante cependant est la relaxation de la norme

conservée qui entrâınera une faible transférabilité des pseudopotentiels.

Cependant, les pseudopotentiels de Vanderbilt ont été utilisés dans des calculs à

grande échelle, pour lesquels le coût de génération des pseudopotentiels est négligable

comparé au coût du calcul total. Dans l’approche de Vanderbilt, l’énergie totale est

donnée par :

E =
∑
occ

〈ϕj | T +V NL | ϕj〉+
∫

d3rV L(r)ρ(r)+
1

2

∫
d3rd3r′

ρ(r)ρ(r′)
| r − r′ | +Exc[rho]+Eii

(3.17)

où T est l’opérateur énergie cinétique, V L la composante locale du pseudopoten-

tiel, V NL la composante non locale du pseudopotentiel de Vanderbilt, et les ϕj les

pseudofonctions d’ondes. La forme séparable non locale complète pour V NL, est

V NL =
∑
mn

D(0)
nm | βn〉〈βm | (3.18)

où, pour la simplicité, seulement un atome est considéré. Le pseudopotentiel est ca-
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ractérisé par les fonctions βm, les coefficiant D
(0)
nm et la composante locale V L(r). La

partie angulaire des βm est représentée par des harmoniques sphériques. Les fonc-

tions radiales du temps (typiquement 1 ou 2 utilisées pour chaque lm) disparaissent

en dehors du cœur rc.

Comme nous l’avons déja signalé, la pseudodensité de charge est donnée par le carré

des pseudofonctions d’ondes plus une contribution à l’interieur des sphères.

ρ(r) =
∑
occ

[ϕ∗jϕj(r) +
∑
nm

Qnm(r)〈ϕj | βn〉〈βm | ϕj〉] (3.19)

où les Qnm(r) sont les fonctions locales déterminées durant la génération du pseu-

dopotentiel. Appliquons le principe variationnel aux trois équations précédentes,

l’équation séculaire est :

H | ϕj〉 = εjS | ϕj〉 (3.20)

avec

H = T + Vxc(r) + VH(r) + V L(r) +
∑
mn

Dmn | βn〉〈βm | (3.21)

et

S = 1 +
∑
nm

qnm | βn〉〈βm | (3.22)

où 1 indique l’opérateur identité et

qnm =

∫

α

d3rQnm(r) (3.23)

est l’intégrale prise sur toute la sphère définie par rc.

Les Dnm sont les D
(0)
nm avec un terme d’écrantage :

Dnm = D(0)
nm +

∫

α

V (r)Qnm(r) (3.24)

où V indique le potentiel local, donné par le pseudopotentiel local plus les potentiels

d’échange et de corrélation et celui de Hartree.
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3.2.7 Les pseudopotentiels ultra-lisses (la génération)

L’approche de Vanderbilt pour générer des pseudopotentiels ultra-moux commence

avec les calculs effectués pour tous les électrons dans une configuration de référence.

Pour chaque moment angulaire, une base (typiquement de 1 à 3) d’énergies de

référence, Elj est choisie engendrant la rangée sur laquelle les états de bande seront

calculés.

L’équation de Shrödinger radiale est alors avec rc à chaque Elj, donnant des solutions

ϕlmj = uljYlm(r). Pour chaque lmj, une fonction d’onde lisse, φlmj(r) = ûlj(r)Ylm(r)

est générée pour une contrainte fortement lissée à ϕlmj en rc est déterminé.

Par la suite les orbitales :

| χlmj〉 = [Elj − T − V L(r)] | φlmj〉 (3.25)

sont construites. Comme, φ et V L sont respectivement égaux à ϕ satisfont l’équation

de Shrödinger à Eij. χ est nulle à l’extérieur de rc. A présent les Qnm(r) peuvent être

construites puisque nous savons qu’elles doivent être prises en compte pour évaluer

la différence entre la vraie densité de charge φ∗φ et ϕ∗ϕ.

Qnm(r) = ϕ∗n(r)ϕm(r)− φ∗n(r)φm(r) (3.26)

où n et m sont pris sur tous les lmj. En pratique, le lissage doit être appliqué aux

Qnm dans le but de faciliter l’utilisation de calcul des densités de charge. Si ceci est

réalisé, le lissage est construit pour préserver les moments des Qnm d’origine. De la

même façon, nous pouvons construire le | βn〉 :

| βn〉 =
∑
m

(B−1)mn | χnm〉 (3.27)

avec Bnm = 〈φn | χm〉.
Les composantes résultantes du pseudopotentiel, V L et Dnm, sont déterminées par

l’idendité suivante :

[T + V +
∑
nm

Dnm | βn〉〈βm |] | φn〉 = En[1 +
∑
nm

qnm | βn〉〈βm |] | φn〉, (3.28)
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les Dnm sont retenues si

Dnm = Bnm + Emqnm (3.29)

Une importante particularité de ce pseudopotentiel est le fait que comme les procédés

d’itérations sont auto-cohérentes, la contribution de l’augmentation de la charge à

l’interieur de la sphère change avec les fonctions d’onde. Cette charge contribue

au potentiel utilisé dans les équations de Kohn-Sham. Comme cette contribution

est décrite comme étant une partie du pseudopotentiel, on peut éstimer que le

pseudopotentiel se développe durant le calcul. Dans tous les cas, l’évolution de

l’augmentation de la charge et sa contribution au potentiel permettent de grandes

valeurs de rc (donnant des pseudopotentiels trés lisses) qui seront utilisées dans la

construction de Vanderbilt, sans l’exactitude du calcul.

3.2.8 Les pseudopotentiels de Trouillier et Martins

Trouillier et Martins [47] ont proposé une paramètrisation pour des pseudopoten-

tiels à normes conservées. Tout d’abord, ils prolongent la pseudofonction d’onde à

l’intérieur du rayon de coupure avec une fonction analytique qui se comporte comme

rl pour les petits r et ne possède pas de noeuds :

Rl(r) =

{
RPS

l sir ≥ rcl

rl exp(p(r)) sir ≤ rcl
(3.30)

où p(r) = C0 + C2r
2 + C4r

4 + · · ·+ C12r
12.

Les sept coefficients du polynôme p(r) sont déterminés à partir des sept conditions

suivantes :

(i) conservation de la norme à l’intérieur du rayon de coupure :

2C0 − ln

∫ rcl

0

r2l exp[2p(r)− 2C0]dr = ln

∫ rcl

0

| RAE
l (r) |2 r2dr (3.31)

(ii)-(vi) la continuité de pseudofonction d’onde et de ses quatre premières dérivées

à rcl :

p(rcl) = ln[
P (rcl)

rl+1
cl

] (3.32)
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p′(rcl) =
P ′(rcl)

P (rcl)
− l + 1

rcl

(3.33)

p′′(rcl) = 2V ′′
AE(rcl)− 2εl − 2(l + 1)

rcl

p′(rcl)− [p′(rcl)]
2 (3.34)

p(3)(rcl) = 2V ′
AE(rcl) +

2(l + 1)

r2
cl

p′(rcl)− 2(l + 1)

rcl

p′′(rcl)− 2p′(rcl)p
′′(rcl) (3.35)

p(4)(rcl) = 2V ′′
AE(rcl)− 4(l + 1)

r3
cl

p′(rcl) +
4(l + 1)

r2
cl

p′′(rcl)

− 2(l + 1)

r2
cl

p(3)(rcl)− 2[p′′(rcl)]
2 − 2p′(rcl)p

(3)(rcl)

(3.36)

(vii) la courbure nulle du pseudopotentiel écranté à l’origine

V ′′
scr,l = 0

c2
2 + c4(2l + 5) = 0 (3.37)

Ces sept conditions sont utilisées pour obtenir un pseudo potentiel bien lisse.

3.2.9 La transférabilité des pseudopotentiels

Le pseudopotentiel doit reproduire le calcul tous électrons dans l’environnement

dans lequel il a été généré mais on voudrait qu’il reproduise aussi des calculs

tous électrons dans différents environnements. On veut donc qu’il ait la meilleure

transférabilité possible. La transférabilité d’un pseudopotentiel dépend de :

– 1. La valeur des rayons de coupure.

– 2. La linéarisation du terme d’échange-corrélation coeur-valence.

– 3. L’approximation coeur-valence sous-jacente à la construction du pseudopoten-

tiel.

– 4. La transformation de la forme semi-locale en une forme totalement sérapable

du pseudopotentiel.

La transférabilité du pseudopotentiel doit être vérifiée avant toute utilisation. La

façon la plus simple d’augmenter la transférabilité d’un pseudopotentiel est de

réduire le rayon de coupure des fonctions d’onde.
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La méthode de génération d’un pseudopotentiel atomique est décrite sur la fi-

gure (3.1). A partir d’un élément choisi (numéro atomique, configuration électronique)

et d’une forme donnée de la fonctionnelle d’échange et de corrélation. On obtient

alors les valeurs propres AE de chaque orbitale atomique et on peut choisir celles que

l’on va considérer comme des orbitales de valence. Pour une forme paramétrée du

pseudopotentiel ionique et en gardant la même forme pour la fonctionnelle d’échange

corrélation que dans le calcul AE, on ajuste les paramètres du pseudopotentiel (prin-

cipalement les rayons de coupure). A ce niveau, on vérifie à l’aide de test de conver-

gence :

– Les pseudofonctions d’onde des états de valence sont bien égales aux fonctions

d’onde AE des états de valence au delà du rayon de coupure choisi.

– Les pseudo valeurs propres sont égales aux valeurs propres AE des états de valence.

Les deux conditions vérifiées, on obtient un pseudopotentiel pour l’élément choisi.
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Fig. 3.1: Méthode de génération d’un pseudopotentiel
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Chapitre 4

Résultats et discussions

4.1 Détail de calcul

Les calculs ab initio ont été effectués avec le code ABINIT [48, 49]basé sur la

théorie de la fonctionnelle de la densité en utilisant la méthode des pseudopoten-

tiels avec les ondes planes, le potentiel d’échange et de corrélation est évalué en

utilisant l’approximation de la densité local (LDA).

On utilise le pseudopotentiel à norme conservée de Troullier et Martins avec une

onde plane de rayon de coupure de 20 Ha pour Mg2Ge et 32 Ha pour Mg2Si.

L’integration dans la zone de Brillouin est éffectuée avec une maille de 8x8x8 points

k.

Configuration éléctronique et la structure cristallographique

Les composés Mg2Si et Mg2Ge sont des materiaux constitués de magnésium Mg

qui se trouve dans la colone IIA, le silicium Si et le germanium Ge qui se trouvent

dans la colone IVB.

La configuration éléctronique de chaque élément est :

[Mg] = 3s2

[Si] = 3s23p2

[Ge] = 4s24p2

Les composés du type AIIA
2 BIV , comme Mg2Ge et Mg2Si sont des semiconducteurs

antifluorites, de réseau c.f.c où les atomes du magnésium occupent les deux posi-

tions (1/4,1/4,1/4) et (3/4,3/4,3/4) et les atomes de Si ou Ge occupe la position
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4.2. PROPRIÉTÉS STRUCTURALES

(0,0,0)(voir la figure 4.3).

4.2 Propriétés structurales

Les composés Mg2Ge et Mg2Si sont caracterisés par le paramêtre de maille cu-

bique a et comme dans tout calcul ab initio, la première étape est de chercher le

paramêtre de réseau optimale. Cette recherche se fait en calculant l’energie totale

pour plusieurs valurs du volume (au voisinage du paramêtre experimentale), puis

on fait l’interpolation avec l’equation de Murnaghan [50] :

E(v) =
Bv

B′ [
(V0/V )B′

B′ − 1
− 1] + cst, (4.1)

avec

B = v
∂2E

∂v2

et E(v) = E0 + B0

B′(B′−1)
[v(v0

v
)B′ ] + B0

B′ (v − v0). Les courbes d’énergie calculées en

fonction de volume pour les deux composés Mg2Ge et Mg2Si sont représentées dans

les figures (4.1) et (4.2).

Les résultats d’optimisation structurale des deux composés étudiés sont récapitulés

dans le tableau (4.1) qui contient aussi des données expérimentales et d’autres

résultats calculés.

Le tableau (4.1) montre les paramêtres de réseau calculés pour les deux composés

Mg2Ge et Mg2Si, les paramêtres sont utilisés dans le calcul des differentes pro-

priétés étudiées.
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Fig. 4.1: Energie totale en fonction du volume pour Mg2Si.
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Fig. 4.2: Energie totale en fonction du volume pour Mg2Ge.
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Tab. 4.1: Paramètre de réseau a0 en (Å), module de compression B en (GPa) et sa dérivée
B’ des composés Mg2Ge et Mg2Si

Mg2Ge Mg2Si
Ce travail Expt Autres calculs Ce travail Expt Autres calculs

a0 6,2780 6,338a 6,338e 6,3100 6,318a 6,393e

6,262b 6,286b

6,09c 6,12c

5,94d 6,05d

B 59,2832 56,2a 40,3454 55,1a 54,6e

58,31b 55,9b

59,2c 57,6c

B’ 4,10039 - 4,0235b 5,6760 - 4,0514b

a Ref. [11], b Ref. [51], c Ref. [52], d Ref. [53], e Ref. [54],

(0,0,0)

(1/4,1/4,1/4) (3/4,3/4,3/4)

<111>

Fig. 4.3: Structure cristalline des composés antifluorite.

4.3 Propriétés élastiques

Le tenseur élastique des cristaux cubique a seulement constantes élastiques indépendantes,

à savoir C11,C12 et C44 [55]. Les valeurs des constantes élastiques calculées en uti-

lisant la méthode reportée par [56] sont données dans le tableau (4.2) ainsi que

d’autres valeurs théoriques et aussi le module de compressibilité évalué par l’équation

B = C11+2C12

3
, les valeurs de ce derniér sont en bon accord avec celles déterminés

par l’équation de Murnaghan.

Les valeurs obtenues des constantes élastiques satisfont les critères de stabilité

mécanique [57, 58] : C11 − C12 > 0, C44 > 0 et 3B > 0.
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Tab. 4.2: Les constantes élastiques et les modules de compression B en (GPa) pour Mg2Ge
et Mg2Si

Mg2Ge Mg2Si
Ce travail Expt Autres calculs Ce travail Expt Autres calculs

C11 117,569 117,9a 118,1b 125,934 126a 121,2b

119,2c 124,3c

C12 25,533 23a 23,6b 27,639 26a 23,7b

22,4c 20,3c

C44 46,703 46,5a 48,0b 50,114 48,5a 49,5b

40,5c 40,7c

B 56,211 60,40
a Ref. [54], b Ref. [11], c Ref. [8].

4.4 Propriétés vibrationelles

L’énergie d’une vibration du réseau ou onde élastique est quantifiée, le quantum

d’énergie d’une onde élastique est appelé phonon, les spectres des phonons sont cal-

culés par la méthode de la réponse linéaire dans le cadre de la DFT. Les vibrations

du réseau dans les semiconducteurs sont décrites par la réponse à une distorsion de

la cellule élémentaire, cette distorsion est obtenue par les déplacements des atomes

par rapport à leurs positions d’équilibre qui correspondent à l’état fondamental.

4.4.1 Les spectres des phonons

S’il y a N atomes dans la maille élémentaire. On a 3N branches correspondant à la

relation de dispersion des phonons, trois de ces branches sont acoustiques, et le reste

(3N-3) sont des branches optiques. Donc, il y a deux types de phonons : acoustique

et optique.

Les branches acoustiques

Les branches acoustiques correspondent aux ondes sonores dans le réseau, Les deux

premieres branches acoustiques sont transversales (TA) et le dernier est longitudi-

nale (LA), leurs dispersions est maximal au pointΓ et relativement plate aux limites
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de la zone de Brillouin. Les branches acoustiques correspond à la vibration du centre

de masse de la maille.

Les phonons TA ont des petites énergies comparaison les phonons LA, c’est à dire

que les phonons TA se propagent avec des petites vitesses par rapport aux phonons

LA.

Les branches optiques

Ils sont appelés optiques parce que dans les cristaux ioniques, ils sont très facile-

ment excités par des ondes lumineuses (dans le domaine de l’infrarouge), ceci est dû

au fait qu’ils correspondent à des modes de vibration pour lesquels les ions positifs

et négatifs situés sur des sites adjacents du réseau se rapprochent et s’éloignent les

uns des autres en créant un moment dipolaire électrique oscillant avec le temps.

Les branches optiques correspond au mouvement de vibration à l’intérieur de la

maille. Les phonons optiques de type longitudinal et transversal sont souvent écrits

de manière abrégée LO et TO respectivement.

Pour les matériaux étudiés, chaque composé possède six (06) branches optiques (04)

sont transversaux (TO) et (02) sont longitudinaux (LO).

Les énergies des phonons (TO) sont plus petites que celles des phonons (LO), les

ions d’une même cellule vibrent l’un par rapport à l’autre, et la fréquence de vibra-

tion est élargie en une bande de fréquence par l’interaction entre les cellules.

Les figures (4.4) et (4.5) montrent les spectres de phonon à gauche et les densité

d’états de phonon à droite des composés Mg2Si et Mg2Ge respectivement.

Pour le composé Mg2Si, au point Γ seuls les modes optiques et transversaux d’énergie

élevée sont découplés, par contre deux d’énergie basse sont dégénerés.

Les fréquences calculées au point Γ sont 264, 433cm−1 et 345, 56cm−1 qui sont

bon accord avec celles mésurées 267cm−1 et 327cm−1 [60]. La valeur calculée pour

le l’éclatement LO-TO est 56, 59cm−1 qui est en bon accord avec celle obtenue

expérimentalement [60] 60cm−1.

Pour le composé Mg2Ge, les fréquences calculées au point Γ sont 220, 96cm−1 et
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Fig. 4.4: Spectre de phonon pour Mg2Si.
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Fig. 4.5: Spectre de phonon pour Mg2Ge.
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259, 72cm−1, en outre les valeurs expérimentaux sont 207cm−1 et 237cm−1 [60], la

valeur de l’éclatement de LO-TO est 37, 25cm−1 et la valeur expérimental est de

30cm−1 [60], les valeurs calculées sont plus proches des valeurs expérimentales.

4.4.2 Les propriétés des phonons au point Γ

L’éclatement des branches optiques

Au centre de la zone de Brillouin, les branches optiques sont dégenerés pour les

semiconducteurs élementaires et pour les semiconducteurs polaires, les branches op-

tiques sont séparées par un gap, c’est à dire une levée partielle de dégénérescence

(éclatement), les composés étudiés Mg2Si et Mg2Ge sont des semiconducteurs po-

laires donc il ya un éclatement et les valeurs du gap (ωLO − ωTO) sont récapitulées

dans le tableau (4.3).

Tab. 4.3: Séparation entre les fréquences des phonons LO et TO au point Γ.
Semiconducteurs ωLO1 − ωTO1 ωLO2 − ωTO2

Mg2Si 0 56,59
Mg2Ge 37,25 0

Les charges effectives de Born et les constantes diélectriques

Le couplage entre les phonons optiques et les champs éléctriques est quantifié par

la charge effective de Born, le calcul des charges effectives de Born est associé avec

les vibrations des modes optiques, ces modes sont caractérisés par l’éclatement au

pointΓ.

Les charges effectives de Born sont calculés à l’aide de l’équation (2.34) et les resul-

tats obtenus sont résumé dans le tableau (4.4) et qui satisfont la régle de sommation

acoustique.

En revanche les constantes diélectriques sont calculées à partir de l’éclatement des

branches optiques longitudinaux et transversaux. Le tenseur diélectrique caracterise

la réponse des ions qui se déplacent à cause des forces qui sont dûes au champs
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éléctrique et à la polarisation crée par leurs déplacements.

Les valeurs des constantes diélectrique à basse fréquence (statique) ε(0) et à haute

fréquence ε(∞) sont données dans le tableau (4.5). On remarque de ces resultats

que l’effet de la polarisation des ions est remarquable dans ces matériaux

Tab. 4.4: Les charges effectives de Born des composés Mg2Si et Mg2Ge.
Atom1 Atom2 Atom3
Mg Mg Si/Ge

Mg2Si 1,854635 1,854635 -3,709270
1,88a 1,88a -3,77a

Mg2Ge 1,865868 1,865868 -3,731737
1,84a 1,84a -3,68a

aRef. [11]

Tab. 4.5: Les constantes diélectriques statiques et à haute fréquence des composés Mg2Si
et Mg2Ge.

ε(0) ε(∞)
Mg2Si 25,6622 18,0166
Mg2Ge 28,3298 20,6633

4.4.3 Les fréquences des phonons aux points de haute symétrie

les valeurs des fréquences des phonons aux points de haute symétrie Γ, X et L pour

les composés Mg2Si et Mg2Ge sont données dans les tableaux (4.6).
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Tab. 4.6: Les fréquences des phonons dans les points de haute symétrie Γ, X et L.
composés Mg2Si Mg2Ge

ωTo1(Γ) 264,4333 220,9690
ωLo1(Γ) 264,4333 258,7339
ωTo2(Γ) 288,9310 259,5163
ωLo2(Γ) 345,5617 259,5164
ωTA(X) 160,5689 113,3200
ωLA(X) 165,6603 155,3025
ωTO1(X) 170,2395 160,3056
ωLO1(X) 278,7371 162,6351
ωTO2(X) 309,2095 265,1585
ωLO2(X) 338,7182 334,5215
ωTA(L) 116,0127 83,2864
ωLA(L) 207,7110 157,3221
ωTO1(L) 228,8602 223,7614
ωLO1(L) 288,5179 223,7874
ωTO2(L) 294,4867 237,6740
ωLO2(L) 296,6031 284,6629

4.5 Les propriétés thermodynamiques

Le calcul du DOS du phonon est utilisé pour évaluer les propriétés thermodyna-

miques des composés Mg2Si et Mg2Ge dans l’approximation harmonique.

La contribution de phonon à l’énergie

Les figures (4.6), (4.7), (4.10) et (4.11) montrent l’énergie et l’énergie libre en fonc-

tion de température pour les composés Mg2Si et Mg2Ge respectivement. Quand la

temperature augmente l’énergie du composé augmente, mais l’énergie libre diminue.

La contribution de phonon à l’entropie

L’entropie mesure le désordre, c’est à dire l’augmentation de l’entropie correspond

à l’accroisement du désordre microscopique du système.

Les figures (4.8) et (4.12) montrent l’entropie des composés Mg2Si et Mg2Ge, quand

la temperature augmente l’entropie augmente aussi, donc les composés passent d’un

état ordoné à un état désordoné (l’agitation moléculaire augmente).

La contribution de phonon à la capacité calorifique

La capacité calorifique d’un corps est une grandeur permettant de quantifier la pos-
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Fig. 4.6: L’énergie interne en fonction de la température pour Mg2Si.
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Fig. 4.7: L’énergie libre en fonction de la température pour Mg2Si.
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4.5. LES PROPRIÉTÉS THERMODYNAMIQUES

0 500 1000
Temperature (K)

0

50

100

150

200
E

nt
ro

pi
e 

(J
/m

ol
.K

)

Fig. 4.8: L’entropie en fonction de la température pour Mg2Si.
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Fig. 4.9: La capacité calorifique en fonction de la température pour Mg2Si.
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Fig. 4.10: L’énergie interne en fonction de la température pour Mg2Ge.
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Fig. 4.11: L’énergie libre en fonction de la température pour Mg2Ge.
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Fig. 4.12: L’entropie en fonction de la température pour Mg2Ge.
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Fig. 4.13: La capacité calorifique en fonction de la température pour Mg2Ge.
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sibilité qu’a un corps d’absorber ou restituer de l’énergie par échange thermique au

cours d’une transformation pendant laquelle sa temperature varie.

Les figures (4.9) et (4.13) montrent la capacité calorifique des composés Mg2Si et

Mg2Ge, on remarque qu’à basse temperature la contribution des phonons à la capa-

cité calorifique est proportionelle à T, en outre à haute temperature la contribution

des phonons à la capacité calorifique tend vers une valeur constante.

Gerstein et al. [61], ont rapportés leurs resultats experimentaux de l’entropie et la ca-

pacité calorifique à 300K̊ pour les deux composés, pour Mg2Si les valeurs calculées

de S et Cv à 300K̊ sont 70,870J/mol.K et 62,678J/mol.K, tandis que les valeurs

experimentales sont 76,2J/mol.K et 67,9J/mol.K respectivement. Pour Mg2Ge les

valeurs calculées de S et Cv à 300K̊ sont 89,2962J/mol.K et 69,2717J/mol.K, tandis

que les valeurs experimentales sont 86,9J/mol.K et 69,6J/mol.K respectivements.

A haute temperature la capacité calorifique s’approche d’une valeur finie (Loi de

Dulong-Petit).
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Conclusion

Dans ce travail on a étudié les propriétés structurales, vibrationnelles et thermo-

dynamiques des composés Mg2Si et Mg2Ge en utilisant la méthode du pseudo-

potentiel avec les ondes planes dans le cadre de la DFT. Les paramètres structu-

raux d’équilibre sont obtenus en minimisant l’énergie en fonction de volume. les

constantes élastiques calculées satisfont les critères de la stabilité mécanique. Les

spectres des phonons calculés comprend trois branches acoustiques et six branches

optiques pour chaque composés, Les charges effectives de Born et les constantes

diélectriques statique et à haute fréquence sont calculées. Les fonctions thermo-

dynamiques ; l’énergie interne, l’énergie libre, entropie et la capacité calorifique en

fonction de la température sont calculées. Les valeurs obtenus de la capacité calo-

rifique et de l’entropie sont proches de celles obtenues expérimentalement et avec

d’autres calculs.
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électronique dans la serie des matériaux de transition :Nbc, NbN et Nbo, uni-
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