
République Algérienne Démocratique et Populaire 
Ministère de l’enseignement supérieur et de la recherche scientifique 

 

 
Faculté des Sciences et de l’Ingénierie 

Département des Sciences Exactes 
Université 08 mai 1945 

 
 

Mémoire 
Présenté en vue de l’obtention du diplôme de MAGISTER  

 
OPTION  : Physique de la Matière Condensée 

 
Présenté par :   Mlle Merikhi Razika 

   ===================================== 
           Effet de Kerr dans les alliages de Heusler 
   =====================================                                             

Sous la direction de : Pr. B. Bennecer 
 
 

Devant le jury : 
 

 
Président:             A. BOUFELFEL                                    Prof.       Université de Guelma 
Encadreur :          B. BENNECER                                      Prof.       Université de Guelma 
Examinateur :      H. Meradji                                              M.C.       Université de Annaba  
                             S. DJEROUD                                         M.C.       Université de Guelma   
Invité :                  B. Ellagoune                                           C.C.       Université de Guelma   
 
                                                                                                   

2008 



    

    

Dédicace 

 

 

 

 

Je dédie mon travail à mes chers parents qui 

ont sacrifie leur vie pour notre éducation. 

 

 

Mes chers frères et seours, Larbi, Hosine, Abdelkrim, Ahcene, Samir, 

Houraia, Fatima, Naima, ainsi, Zouina, Siham, Noura, Fatimazohra. 

 

à tous mes familles. 

 
 
 



Remerciements 
 

 
J’adresse mes vifs remerciements à Monsieur BENNECER  BADIS, mon 

encadreur,  Professeur à l’université de Guelma d’avoir accepté de 

m’encadrer ; et d’avoir partagé ses connaissances, son temps et ses  

compétences tout le long de la préparation de ce travail. 

 
Je remercie le laboratoire de l’université de Guelma (LPG) et son 

directeur le professeur BOUFELFEL  AHMED, de son dévouement à 

développer le laboratoire de recherche. 

 

Je tiens mon profond respect au Professeur  BOUFELFEL AHMED, 

d’avoir accepté de présider le jury de soutenance.   

 

Je remercie Monsieur MERADJI HOSINE, Maître de Conférence à 

l’université de Annaba, pour l’honneur qu’il me fait en acceptant 

d’examiner ce travail.  

 

Je remercie Madame DJEROUD SASIA Chargé de Coure à l’université de 

Guelma d’avoir bien voulu accepter d’être nombre de ce jury. 

 

Je remercie chaleureusement Madame  ELLGOUNE BARISA C. C de 

Guelma pour l’honneur qu’il m’a fait d’être membre  invité. 

 

Je remercie Sincèrement à : 

Zanet Kamel, Lamia de m’avoir aidé dans mon travail ainsi que F. 

Kalaraace et A. Mellouki et tout le groupe de recherche au laboratoire.  

Mes collégues, Amira, Hanane, Souhila, Samira, S. Mourad, C..Yacine. 

 

A tous les responsables au département des sciences exactes de Guelma. 

 A mes  amis Mounira, Nadjete, Ismahane, Loubna 

 

En outre, je conserve des souvenirs très agréables des calculs  de mon 

travail, passionnés avec Mr. H. Ali  



 
 
 

Résumé  
 

  

 

 

Dans ce travail nous présentons une étude théorique des propriétés structurales, 

électroniques, optiques et magnéto-optiques des composés de Heusler CoXPd2 etPdCoX  

(X=Pd, Ga, Te) en utilisant la méthode linéaire des ondes planes augmentées avec 

l’approximation du gradient généralisé. L’optimisation de l’énergie totale en fonction du 

volume pour les deux phases non magnétique et ferromagnétique indique que la deuxième est 

le plus stable. Les valeurs des paramètres de réseau (le module de compression) calculés pour 

les composés CoXPd2  sont supérieures (inférieures) à celles obtenues pour lesPdCoX . Les 

moments magnétiques totaux et partiels sont aussi calculés et le moment magnétique du Co 

est inférieur à celui de l’élément en volume.  

Les structures de bande et les densités d’états du spin haut et spin bas sont calculées. 

Les résultats obtenus montrent que ces matériaux sont des métaux pour les deux états de spin. 

Les éléments diagonaux et non diagonaux du tenseur de la conductivité sont évalués 

en tenant compte des deux contributions intra et inter bande.  Finalement, l’angle de rotation 

et l’ellipticité de Kerr ont été déduits. Nos résultats montrent que les valeurs des angles de 

rotation de Kerr dans les alliages semi-Heusler PdCoX  sont plus grandes que celles dans les 

composés de Heusler CoXPd2 . 

 



 
 

Abstract 
 

 
 

 

In this work we present a theoretical study of structural, electronic and magneto-optic 

of the Heusler compounds CoXPd 2  and PdCoX  (X=Pd, Ga, Te) using the linearized 

augmented plane wave method within the generalized gradient approximation. The 

minimization of the total energy in function of volume for the two phases non-magnetic and 

ferromagnetic (spin polarized) indicate that the latter is the most stable. The calculated values 

of the lattice parameter (bulk modulus) for the Heusler compounds CoXPd 2  are greater (less) 

than the ones obtained for the semi Heusler compounds PdCoX . The magnetic moments are 

also evaluated and the one of Co is less the corresponding one of bulk element.  

The band structure and the density of states for the spin up and down are calculated 

and they show that these compounds are metals.  

The diagonal and off-diagonal elements of the conductivity tensor are evaluated by 

taking into account both contributions intra and inter contributions. Finally, the complex Kerr 

angles are deduced. Our results indicate that the Kerr rotation angles are greater in PdCoX  

than that in CoXPd 2 .  



  ملخص

  
  
  

  

قمنا بدراسة نظرية للخصائص البنيوية، المغناطيسية، الإلكترونية والمغناطيسية البصرية 

Heuler CoXPdلمركبات  ,),,( و 2 TeGaSnXPdCoX  وذلك باستعمال طريقة الأمواج المستوية =

ين ، كما قمنا بحساب ثابت الشبكة في الحالتGGA في إطار التقريب (FP-LAPW)الخطية 

  . الحالة الأولى أكثر استقراراأنالمغناطيسية وغير المغناطيسية، لاحظنا 

  

وفي الأخير زوايا . يضا الدوال الضوئية تم حسابهاأ الحالات،كثافة  ، الطاقةبنية عصابات  

Kerrتم إيجادها .  
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                                    Introduction générale 
         
 
 

  

Les effets magnéto-optiques (MO) dans les matériaux  aimantés résultent de 

l'anisotropique optique des matériaux. La source de cette anisotropique optique est la 

magnétisation M
r

dans les domaines de la surface qui peuvent être influencés par les forces 

externes tel que les champs magnétiques. L'anisotropie optique change l'état d’une onde 

incidente polarisée linéairement qui est réfléchie sur la surface d’un matériau aimanté. Les 

effets (MO) peuvent être étudiés en transmission, l’effet de Faraday qui a été observé par 

Michael Faraday en 1845 [1], ou en réflexion  de l’effet de Kerr qui a été observé par John 

Kerr [2] en 1887. L'effet de  Faraday peut être étudié dans les couches minces suffisamment.  

L’effet magnéto-optique de Kerr (MOKE), est important dans l’enregistrement technologique 

à haute densité de stockage,  l’information digital. De plus l'effet Kerr a été développé 

rapidement comme outil  spectroscopique important dans l’investigation des différentes 

propriétés des matériaux. Ces faits ont stimulé beaucoup des travaux sur l’étude des propriétés 

magnéto-optiques des matériaux pour l’enregistrement magnétique.   

Dans ce travail on va étudier l’effet magnéto-optique de Kerr dans les 

composés CoXPd2  et PdCoX , ( ),, TeGaSnX = .    

Durant ces dernières années, des méthodes très puissantes ont été formulées pour 

calculer les différentes propriétés des matériaux, comme la théorie de la fonctionnelle de la 

densité (DFT). Dans notre travail, on a utilise la méthode linéaire des ondes planes 

augmentées LAPW (Linear Augmented  Plane Wave Method) basés sur la théorie de la 

fonctionnelle de la densité DFT (Density Functional Theory) pour étudier les propriétés 

structurales, électroniques, magnétiques, et magnéto-optiques des composés CoXPd2 et 

PdCoX , ),, TeGaSnX =  . 

Ce mémoire est composée quatre chapitres, le premier chapitre a été consacré à la 

description de l’optique classique, les relations de Kramers-Kronig et l’effet magnéto-optique 

de Kerr (MOKE). Le deuxième chapitre contient la théorie de la fonctionnelle de la densité 

(DFT) et la structure électronique des méthodes de calcul. Dans le troisième chapitre, nous 

avons détaillés la méthode linéaire des ondes planes augmentées (LAPW) utilisée dans ce 

travail, et dans le dernier chapitre on va présenter les résultats obtenus, finalement nous 

terminerons ce travail par une conclusion générale. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Chapitre Ι 
Rappels théoriques et effet  

de Kerr 
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 I.1. Introduction :               

Il est bien connu que la propagation de la lumière dans un milieu anisotropique peut 

être décrite par les équations de Maxwell et celles décrivant les propriétés macroscopiques du 

milieu. La propagation de la lumière dans un ferroaimant est décrite de la même façon que 

pour un cristal anisotropique. Les constantes optiques qui ont caractérisent les milieux 

matériels magnétiques ou aimantés (en présence des champs magnétiques) sont utilisées pour 

l’étude la propagation des ondes électromagnétiques dans le milieu. Le résultat est le 

changement de la polarisation des ondes électromagnétiques par le milieu aimanté. Ce 

phénomène est appelé effets Magnéto-optiques  MO (l’effet Kerr, l’effet Faraday). 

  

I.2. Optique classique : 

Ι.2.1. Equations de Maxwell :  

        L’interaction de radiation électromagnétique avec un milieu matériel est décrite 

classiquement par les équations de Maxwell [3, 4] :                                                                                                          

                                                              

                                                              πρ4. =∇ D
rr

                                                               (Ι.1) 

                                                              ∇
r

. 0=B
r

                                                              (Ι.2)  

                                                              0
1 =

∂
∂+×∇

t

B

c
E

r
rr

                                                     (Ι.3)                            

                                                              
c

H
1−×∇

rr
J

ct

D r
r

π4=
∂
∂

                                          (Ι.4)                            

où 

E
r

: est le champ électrique. 

B
r

 : est l’induction magnétique. 

H
r

 : est le champ magnétique. 

D
r

 : est le champ de déplacement électrique.  

ρ  et J
r

sont la charge macroscopique et la densité du courant respectivement. 

Les équations différentielles (Ι.2) et (Ι.3) sont satisfaites par le potentiel vecteurA
r

et le 

potentiel scalaireφ  comme suit :   

                                                                   AB
rrr

×∇=                                                             (Ι.5)                             
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                        φ∇−=
∂
∂+

r
r

r

t

A

c
E

1
                                                                                            (Ι.6)                                   

Substituant les expressions précédentes dans la loi d'Ampère (1.4) et utilisant l'identité 

suivante : 

                         AAA
rrrrrrr

2)..()( ∇−∇∇=×∇×∇                                                                         (Ι.7)                            

on obtient  l'équation suivante  pour le potentiel vecteur :  

                       =
∂
∂−∇

t

A

c
A

2

2
2 1

r
r

).(
14

A
tc

J
c

rrrrr
∇∇+

∂
∂∇+ φπ

                                                 (Ι.8)                                         

 Nous pouvons trouver aussi un rapport correspondant entre la densité de la charge et 

les potentiels, en substituant l’équation (Ι.6) dans la loi de Coulomb (Ι.1).                                   

                       =∇ E
rr

. ).(
1

4 2 A
tc

r
∇

∂
∂−−∇= φπρ                                                                      (Ι.9)                             

 on utilise la jauge de Coulomb : 

                              .∇
r

0=A
r

                                                                                                 (Ι.10)                             

Le dernier terme dans l’équation (I.9) disparaît et on obtient l'équation de Poisson 

                             2∇ πρφ 4−=                                                                                            (Ι.11)                            

    

Une relation semblable pour le potentiel vecteur peut être obtenue de l’équation (Ι.4)                             

en utilisant la définition  du potentiel vecteur. 

                             2∇ J
c

A
rr π4−=                                                                                         (Ι.12)                            

reliant seulement A
r

 à la densité du courant J
r

. 

   Les équations de Maxwell ne sont pas suffisantes pour étudier les phénomènes 

électromagnétiques dans les milieux matériels, il faut ajouter les relations auxiliaires qui 

caractérisent les propriétés du milieu, la polarisationP
r

 et l’aimantationM
r

, la conductivité 

électriqueσ̂ , la constante diélectriqueε̂  et la perméabilité magnétiqueµ̂ . 

                           =D
r

PEE
rrr

πεε 4.ˆ 0 +=                                                                             (Ι.13)                                                                      

                             B
r

µ̂= . 4+= HH
rr

M
r

π                                                                            (Ι.14)                            

                             EJ
rr

.σ̂=                                                                                                   (Ι.15)                            

           La constante diélectriqueε̂  et la conductivité optique sont des quantités complexes :  
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                            21
1

1

4
ˆ εε

ω
πσεε ii +=+=                                                                         (Ι.16)                                                                                                                       

                            21ˆ σσσ i+=                                                                                             (Ι.17)    

 La constante diélectrique complexe ε̂  et la conductivité optique sont reliées par la 

relation [5] :   

                             =ε̂ σ
ω
π

ˆ
4

1
i+                                                                                         (Ι.18)  

    La constante diélectriqueε̂  n’est pas en générale une constante mais c’est une 

fonction de deux variables spatiale et temporelle. Ce n’est pas juste un nombre mais une 

fonction ou un opérateur linéaire qui relie le champ de déplacement ),( trD
rr

 et le champ 

électrique ),( trE ′′r
r

 existant à toutes les autres positions r ′r  et le temps t ′  ; 

                             ∫ ∫ =′′′′′′=
∞−

),(),(),(),,,(ˆ),( trEtrrdtdtrEttrrtrD
t

rrrrrrrrrrr
εε                            (Ι.19)                                              

          En générale pour les matériaux anisotropiques, les quantités εσ ˆ,ˆ  et µ̂  sont des 

tenseurs symétriques. Les propriétés diélectriques peuvent dépendre aussi des champs 

magnétiques externes, en fait la polarisation des ondes électromagnétiques peut changer 

lorsqu’on applique un champ magnétique (l’effet magnéto-optique de Kerr, l’effet de 

Faraday). 

 

I.2.2. Les constantes optiques : 

La constante diélectrique1ε , la conductivité 1σ , et la perméabilité1µ sont des fonctions 

qui caractérisent les milieux matériels en présence des champs magnétiques. Dû à la 

commodité et raisons historiques, les constantes optiques tels que l’indice de réfraction n et le 

coefficient d'extinction k  sont utilisées pour la propagation et la dissipation des ondes 

électromagnétiques dans le milieu. Pour décrire les propriétés optiques d’un milieu, nous 

définissons l'indice de réfraction complexe comme nouvelle fonction de réponse :  

                                

                     [ ] 2
1

2
1

1
11

11 ˆ
4ˆ µε

ω
σπµµε =






 +=+= iiknN                                                     (Ι.20) 

La valeur du vecteur d'onde complexe qnqq
rr

ˆ= , où qqnq

rr =  est un vecteur unitaire, devient 
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c

k
i

c

n
N

c
q

ωωω +== ˆˆ                                                                                      (Ι.21) 

où l’indice réel de réfraction n et le coefficient d’extinction k sont complètement déterminés 

par la conductivité 1σ , la perméabilité 1µ  et la constante diélectrique1ε  [3] :        

                             

                           













+



















+= 1

2
1

2

12
1

12 4

2
ˆ ε

ω
πσεµ

n                                                           (Ι.22) 

 

                           













−



















+= 1

2
1

2

12
1

12 4

2
ˆ ε

ω
πσεµ

k                                                           (Ι.23)   

Ces deux relations importantes contiennent toute l'information sur la propagation de 

l'onde  électromagnétique dans la matière. Pour 0=ω seulement 11,σε et 1µ sont définis. La 

constante diélectrique, perméabilité et la conductivité sont données en termes de n et k  : 

 

                             11
22 µε=− kn                                                                                          (Ι.24) 

                            
ω

σπµ 114
2 =nk                                                                                           (Ι.25) 

et l’équation (I.20) peut être écrire comme suit : 

 

                           
ω

σµπεµ
ω
πσεµ

ˆ4
ˆ

4ˆ 1
1

1
11

2 i
iN ≈=




 +=                                                     (Ι.26) 

on a supposé que >>1ε 1, si on écrit N̂ = ( ) φφ ii ekneN 2
1

22ˆ += , alors la différence de phase 

φ  entre les vecteurs du champ électromagnétique est donnée par : 

                             
n

k=φtan                                                                                                  (Ι.27)      

Dans un isolant parfait ou espace libre, par exemple, les champs électriques et 

magnétique sont en phase et 0=φ , puisque 0=k . Par contre, dans un métal typique et pour 

les petites fréquences 21 σσ >>  , conduit à kn ≈ , donc °= 45φ . 

La réflectivité optique )(ωR dans la configuration spatiale de l’incidence normale peut 

être exprimée comme :  
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( )
( ) 22

222

1

1
ˆ1

ˆ1
)(

kn

kn

N

N
R

++
+−=

+
−=ω                                                           (I.28) 

Pour un matériau diélectrique sans pertes )0( →k , la réflectivité est déterminée 

uniquement par l’indice de réfraction 

                                
2

1

1








+
−=

n

n
R                                                                                         (I.29)                      

Cette relation approche de l’unité lorsque n est grand. La réflectivité optique  peut être 

exprimée en terme de la conductivité complexe comme suit :   

                    
2

1

2
2

12
2

2
1

2
1

2
12

2
2
1

2
1

2
2

12
2

2
1

2
1

2
12

2
2
1

)(
8

)(
4

1

)(
8

)(
4

1





 ++







+++





 ++







−++
=

σσσ
ω
πσσ

ω
π

σσσ
ω
πσσ

ω
π

R                               (I.30)  

si 21 σσ >> , la réflectivité 1→R .  

La fonction de perte d’énergie )(ωL est donnée:  

                     [ ]
)()(

)(
)(1Im)(

2
2

2
1

2

ωεωε
ωεωεω

+
=−=L                                                            (I.31) 

qui prend valeur maximale  ‘‘résonance’’ pour pωω = ( fréquence de plasma). 

 

Ι.2.3. Les relations de Kramers-Kronig et les règles de sommation :  

        D’une manière générale, le réponse qui est complexe, dépend de l’espace et du temps 

et on parle de dispersion spatiale et celle temporelle. Pour les ondes électromagnétiques, la 

dispersion temporelle est la plus importante. La causalité, relation entre cause et effet, permet  

de décrire des relations entre la partie réelle et imaginaire de la fonction de réponse qui 

s’appèlent les relations de Kramers [6,7] et Kronig [8, 9]. 

 En effet, la réponse à une perturbation externe peut être écrite :  

                     ∫ ∫
∞

∞−
′′′′′′= tdrdtrfttrrGtrX ),(ˆ),,,(ˆ),(ˆ rrrr
                                                        (Ι.32) 

Cela décrit la réponseX̂ du système à temps t  et position r
r

d’un stimulus externef̂ à temps 

t ′  et emplacement r ′ . La fonction ),,,(ˆ ttrrG ′′rr
  est appelée la fonction de réponse, peut être 

la conductivité, la constante diélectrique, la susceptibilité, ou tout autre constante optique, tel 

que l'indice de réfraction. 
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En négligeant la dépendance spatiale de la perturbation externe et se limitant à 

l'approximation locale { } )'(ˆ')',,',(ˆ ttGrrttrrG −−= rrrr δ , on obtient [5] : 

                            ∫
∞

∞− −
= '

'

)'(ˆ1
)(ˆ ω

ωω
ω

π
ω d

G
p

i
G                                                                        (Ι.33) 

où { }dtttittGG ∫ −−= )'(exp)'(ˆ)(ˆ ωω est la transformation de Fourier de la fonction de 

réponse ; p dénote la valeur principale. La fonction de réponse complexe )(ˆ ωG  peut être 

écrite comme )(ˆ)(ˆ)(ˆ
21 ωωω GiGG += , conduisant aux relations de dispersion suivantes entre  

les parties réelles et imaginaires de la fonction de réponse [5] : 

                                        

                              ∫
∞

∞− −
= '

'

)'(1
)( 2

1 ω
ωω

ω
π

ω d
G

pG                                                                    (Ι.34) 

                             ∫
∞

∞− −
−= '

'

)'(1
)( 1

2 ω
ωω

ω
π

ω d
G

pG                                                                  (Ι.35) 

 1G  et 2G sont des transformations de Hilbert. Pour utiliser ces relations générales nous 

pouvons dériver des expressions qui relient les parties réelles et imaginaires différents des 

paramètres optiques et la fonction de réponse.     

          Les relations de la dispersion qui relient les parties réelles et imaginaires de la 

conductivité complexe sont données par : 

                                ∫
∞

−
=

0 22
2

1 '
'

)'('2
)( ω

ωω
ωσω

π
ωσ dp                                                               (Ι.36) 

                                '
'

)'(2
)(

0 22
1

2 ω
ωω

ωσ
π

ωσ dp∫
∞

−
−=                                                               (Ι.37) 

Les relations de Kramers-Kronig pour les deux composants de la fonction diélectrique 

complexe sont : 

                     ∫
∞

−
+=

0 22
2

1 '
'

)'('2
1)( ω

ωω
ωεω

π
ωε dp                                                           (Ι.38)   

                                
[ ]

∫
∞

−
−

−=
0 22

1
2

2 '
'

1)'('2
)( ω

ωω
ωεω

πω
ωε dp                                                (Ι.39)                               

 Les relations correspondantes pour l'indice de réfraction )()(ˆ ωω iknN +=  

                                    ∫
∞

−
+=

0 22
'

'

)'('2
1)( ω

ωω
ωω

π
ω d

k
pn                                                        (Ι.40) 

                                      
[ ]

'
'

1)'('2
)(

0 22

2

ω
ωω

ωω
πω

ω d
n

pk ∫
∞

−
−−=                                                (Ι.41) 
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 Les relations de Kramers-Kronig sont non-local dans la fréquence : la composante 

réelle (imaginaire) de réponse à une certaine fréquenceω est reliée au comportement de partie 

imaginaire (réelle) dans tout l’intervalle de la fréquence,[ ]∞,0 , bien que l'influence des 

contributions diminue comme 122 )'( −−ωω  pour les plus hautes fréquences. Ce comportement 

global mène à certaines difficultés quand ces relations sont utilisées pour analyser des 

résultats expérimentaux qui couvrent seulement un intervalle fini des fréquences.  

 Nous pouvons combiner les relations Kramers-Kronig avec les discussions physiques 

au sujet du comportement des parties réelles et imaginaires des fonctions de réponse pour 

établir un ensemble des règles de sommation pour plusieurs paramètres optiques. Les règles 

de sommation les plus importantes [5] sont : 

                                   
2

2

2

2

11
1

4
1)(lim

ω
ω

ω
πωε

τω

p

m

Ne −=−=
>>

                                                 (Ι.42) 

 ici N est la densité d'électron dans le métal ; e et m sont la charge électronique et la masse 

respectivement, τ1  est une constante phénoménologique,pω est la fréquence de plasma 

définie comme :  

                                    







=

m

Ne
p

24πω                                                                                 (Ι.43) 

de l’équation (Ι.42) nous pouvons voir que pour les hautes fréquences  pωω > , la partie réelle 

du constante diélectrique1ε  approche toujours de l’unité. 

         Les règles de sommation pour la partie imaginaire du constante diélectrique peuvent 

être écrites : 

                                        ∫
∞

=
0 2 2

)( pd ωπωωωε                                                                   (Ι.44) 

et pour la conductivité optique ( ) )(4)( 21 ωεπ
ωωσ =  on obtient : 

                                       ∫
∞

==
0

22

1 28
)(

m

Ne
d p πω
ωωωσ                                                       (Ι.45) 

    Par conséquent, le poids spectral 82
pω  est défini comme la région sous le spectre de 

la  conductivité ∫
∞

0 1 )( ωωωσ d  qui est proportionnelle au rapport de la densité électronique à 

la masse des électrons. 

          La règle de sommation pour la fonction d’énergie perte, )(ωL  est donnée dans 

l’équation (I.31) est :  
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                                     ∫
∞

−=








0

2

2)(ˆ
1

Im pd ωπω
ωε

ω                                                     (I.46)         

  Nous pouvons établir aussi les règles de sommation pour les autres paramètres optiques. Par 

exemple pour les composantes de l’indice de réfraction complexe [5], )(ωn et )(ωk on a :  

                                     ∫
∞

=
0

2

2
)()( pdkn ωπωωωω                                                               (Ι.47) 

                                     ∫
∞

=
0

2

4
)( pdk ωπωωω                                                                       (Ι.48) 

                                     [ ]∫
∞

=−
0

01)( ωω dn                                                                           (Ι.49) 

Ces formulations des règles de sommation n'expriment pas toute la physique nouvelle 

mais peuvent être particulièrement utile dans certains cas. 

 

I.2.4. Les équations d’onde dans le milieu : 

L’équation qui gouverne la propagation des ondes électromagnétique peut être aussi 

dérivée directement par les équations de Maxwell [3, 4], le résultat est la fondation classique 

sur lequel les propriétés optiques des solides peuvent être discutées. Elle est encore adéquate 

pour beaucoup d'effets optiques dans lesquels la nature d'onde de la lumière est l'attribut 

considérable. 

Nous considérons un milieu infini pour éviter la limite et les effets de bord. En outre 

nous supposons l’absence des charges libre )0( =extρ et les courant extérieure )0( =extJ . 

Alors : 

                                    [ ])(exp),( 0 trqiEtrE ω−= rrrrr
                                                             (Ι.50)      

et  

                                  [ ])(exp),( 0 φω −−= trqiHtrH
rrrrr

                                                        (Ι.51)                                                   

          Nous avons inclus un facteur de phase φ  pour indiquer que les phases des champs 

électrique et magnétique sont différentes. En utilisant l’identité (Ι.7) et les équations de 

Maxwell (Ι.1) et (Ι.3), nous pouvons séparer les composants magnétique et électrique pour 

obtenir : 

 

                              







∇−∇=×∇

∂
∂

1

2 4
)(

1

ε
πρextEB

tc

rrr
                                                           (Ι.52) 
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En substituant les trois équations du milieu (Ι.13), (Ι.14), (Ι.15) dans la loi d’Ampère                                                                      

(Ι.4) nous arrivons à E
ct

E

c
B

r
r

rr







+








∂
∂








=×∇ 1111 4 σπµµε
. Combinons cette équation, on 

obtient pourE
r

 :  

                              0
4

2
11

2

2

2
112 =

∂
∂−

∂
∂−∇

t

E

ct

E

c
E

rr
r σπµµε

                                                        (Ι.53)   

De la même façon nous pouvons obtenir l'expression :  

                              0
4

2
11

2

2

2
112 =

∂
∂−

∂
∂−∇

t

H

ct

H

c
H

rr
r σπµµε

                                                     (Ι.54)  

qui décrit la propagation de champ magnétique. 

          Dans le cas d'un milieu avec des pertes électriques négligeables )0( 1 =σ , les équations     

(Ι.53), (Ι.54)  sont réduites aux équations : 

                              0
2

2

2
112 =

∂
∂−∇

t

E

c
E

r
r µε

                                                                             (Ι.55) 

                              0
2

2

2
112 =

∂
∂−∇

t

H

c
H

r
r µε

                                                                            (Ι.56)                                                                                                                                                                                                    

E
r

etH
r

satisfait les mêmes équations que celles dans le vide, mais, la vélocité de propagation 

devient 2

1

11 )( µε . 

 

I.3. Les états de polarisation de la lumière : 

I.3.1. Définition : 

 On entend par état de polarisation de la lumière les propriétés géométriques 

engendrées par le caractère vectoriel de l’onde lumineuse. A chaque instant t le champ 

électriqueE
r

vibre dans un plan normal à la direction de propagation de l’onde, et la courbe 

décrite par le mouvement de son extrémité dans le plan d’onde, traduit l’état de polarisation 

de l’onde lumineuse. 

 

I.3.2. Le moment angulaire : 

Le concept du moment angulaire est bien défini dans le mécanique classique, 

cependant il ne peut pas être transféré facilement au cas d'une onde électromagnétique EM qui 

n'a aucun mass. Dans une image classique on attendrait d’une onde qui expose une rotation 

dans le temps d’avoir un moment angulaire. En effet, nous verrons que cette intuition est 

correcte. Une belle expérience par Beth en 1936 [10, 11] illustre cette image. En utilisant un 
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pendule torsion il a mesuré le transfert du moment angulaire d'une onde polarisée 

circulairement à un échantillon absorbant. 

Le moment angulaire d’une onde électromagnétique polarisée circulairement est décrit  par la 

théorie quantique où les observables sont toujours définis comme valeurs des opérateurs.  

 Les photons sont des Bosons avec le nombre quantique du moment angulaire L = 1 (dans 

l’unité deh ). C'est coutumier de définir le moment angulaire du photon par le nombre 

quantique zL , c.-à-d., par la valeur d’opérateur du moment angulaire selon la  direction de la 

propagation z, zL .  

        Lorsqu'un photon est absorbé par un électron atomique, la règle de sélection du dipôle 

met une restriction sur le changement dans le nombre quantique du moment angulaire. 

        L'électron excité  a un moment angulaire l  qui peut différer seulement de celui de l’état 

initial l'excitation par le nombre quantique du photon L = 1, d’où 1±=∆l . Ce changement 

dans l  est indépendant de la  polarisation du photon. 

       Avant que nous puissions discuter comme cela se produit, nous avons besoin de discuter 

le formalisme décrivant la polarisation d'une onde électromagnétique (E M.).  

 

I.3.3. La polarisation linéaire :  

Nous commençons avec des champs qui dépendent du temps et de l’espace d’une onde 

électromagnétique polarisée  linéairement (figure. I.1) dont la fréquence est ω et la longueur 

d'onde est k
r

πλ 2= , dont le vecteur d’onde est 0)( kck
rr

ω= , données par : 

                                                ).(
0),( trki

p eEetrE ω−=
rrrrrr

                                                          (Ι.57) 

  et  

                                                ).(
00 )(

1 trki
p eEek

c
B ω−×=

rrrrrr
                                                     (Ι.58)     

ici pe
r

est le vecteur unitaire de polarisation qui est réel pour les ondes polarisées linéairement 

est complexe pour les ondes polarisées circulairement, on choisi pe
r

le long de la  direction x et 

y, nous avons deux états de la base pour le champ électrique ),( trE
rr

 : 

                                                xitzki
xxx eEetzE 0)(

0),( φω +−=
rrr

                                                   (Ι.59) 

                                                yitzki
oyyy eEetzE 0)(),( φω +−=

rrrr
                                                   (Ι.60)               

Les vecteurs unitairexe
r

, et ye
r

sont des vecteurs réels. Les phases x0φ  et y0φ définissent 

les facteurs de phase pour t =z =0 



Chapitre Ι                                                                               Rappels théoriques et effet de Kerr 
 

 12 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.1 : L’amplitude et la phase d'une onde électromagnétique polarisée linéairement. Le 

vecteur du champ électrique E
r

caractérise la direction de la polarisation.  

 

I.3.4. La polarisation circulaire : 

         Pour la lumière polarisé circulairement,E
r

 tourne dans l’espace et dans le temps 

et sont extrémité décrit un cercle, alors les composantes xE0 et yE0 ont la même amplitude, 

mais ont une différence de phase de2π . L’onde sera une superposition de deux ondes 

polarisée linéairement orthogonales comme suit : 

                                          ( ) xitzki
yxx eeieEtzE 0)(

0
),( φω +−±=

rrrr
                                                 

(I.61) 

où 0E est l’amplitude réelle commune. 

             La  différence de phase  est exprimée mathématiquement par construire de 

nouveaux vecteurs unitaires complexes de la polarisation pour les ondes polarisées 

circulairement sous la forme :    

                                             y

i

xyx eeeeie
rrrr 2

π±+=±                                                              (Ι.62) 

Les deux combinaisons linéaires différentes sont rapportées communément comme 

polarisation circulaire gauche et droite, les deux états circulaires complexes aussi 

( ) cEkB

ckBE
rrr

rrr

×=

×=

0

0 )(
 

0k
r

 

B
r

 

E
r

 



Chapitre Ι                                                                               Rappels théoriques et effet de Kerr 
 

 13 

orthogonales et peuvent être utilisés comme des bases alternatives pour la description de la 

polarisation.   

Nous définissons le sens de la rotation des ondes polarisées circulairement, décrit par 

(Ι.62), dans la figure (I.2). Lorsque  la règle de la main droite s’applique, nous appelons 

l’onde circulaire à droite. De la même façon, nous appelons une onde qui suit la règle de la 

main gauche par l’onde circulaire à gauche. En optique, les deux ondes sont dites polarisée 

circulairement droite (PCD) et polarisée circulairement gauche (PCG) respectivement.  

 

 

                                    

                     

Figure. I.2: La définition  du sens de la rotation d’un vecteur E
r

 dans l’espace pour les deux 

ondes polarisées circulairement  à gauche et à droite. 

   

 Les deux ondes peuvent être définit par G et D  respectivement. Mathématiquement, 

cette définition correspond à la polarisation circulaire des états de base suivants : 

                                 0)(
0)(

2

1
),( φω itkzi

yxD eEeietzE +−+−= rrr
                                                 (Ι.63) 

                                 0)(
0)(

2

1
),( φω itkzi

yxG eEeietzE +−−= rrr
                                                   (Ι.64) 

Rotation deE
r

 dans 
l’espace au temps 

fixé 

Rotation deE
r

 dans 
le temps à la      
position  fixée 

Onde circulaire à droite 

Onde circulaire à gauche 

Rôle de la 
main droite 

Rôle de la 
main gauche 
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où 0φ  est une phase réelle définit la phase d’onde à  kz = tω  = 0. 

En magnéto-optique nous sommes intéressés avec le spin ou le moment angulaireL
r

 

d’une onde électromagnétique. 

Par conséquent le moment angulaire peut être calculé d’après l’approximation de 

mécanique quantique de deux ondes (Ι.64), (Ι.63). 

Le moment angulaire d’une onde électromagnétique est définit comme une projection 

du vecteurL
r

 selon la direction de propagation k
r

du photon, qui peut être selon l’axe z, et il 

est calculé d'après : 

 

                                        
∫
∫

Ω

Ω
=〉〈

dtzEtzE

dtzELtzE
L

z

z
),(),(*

),(),(*r
                                                      (Ι.65) 

pour évaluer cette expression nous décrivons le mouvement du vecteurE
r

dans le plan x,y en 

termes des harmoniques  sphériques mlY ,  pour l = 0 et m = 1± , on a : 

                                     
r

yx
Y

±=±
2

1

4

3
1,1 π

                                                                     (Ι.66) 

où  r= 22 yx + , nous reconnaissons la ressemblance entre les expressions de 1,1 ±Y  et le 

vecteur 2)( yx eie
rr

m ± dans (Ι.64), (Ι.63). Les équations des vecteurs ),( tzED

r
 et 

),( tzEG

r
peuvent être écrites dans la forme scalaire par utiliser : 

 

 

en choisissant  00 =φ  dans (Ι.64) et (Ι.63), alors les états de base deviennent :  

                                     )(
01,13

4
),( tkzi

D eEYtzE ωπ −
+=
rr

                                                          (Ι.67) 

                                    )(
01,13

4
),( tkzi

G eEYtzE ωπ −
−=
rr

                                                           (Ι.68) 

On obtient la valeur du moment angulaire〉〈 zL des ondes électromagnétique (Ι.67) et (Ι.68) 

selon (Ι.65) et en utilisant les propriété des normalisation des harmoniques 

sphériques Ω∫ dYY
mlml ,,* =1 et ∫ ΩdYLY mlzml ,

*
, = mh , alors h+=〉〈 zL pour l’onde ),( tzED

r
, et 

h−=〉〈 zL  pour l’onde ),( tzEG

r
. 

1,13

4

2

1
).(

2

1
±=±=± Y

r

iyx

r

r
eie yx

π
m

r
rr

m
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Celui-ci mène aux définitions mathématiques suivantes des ondes polarisées circulairement :                             

                       0)(
0)(

2

1
),(),( φω itkzi

yxD eEeietzEtzE +−
+ +−==

rrrrr
 ,         h+=〉〈 zL              (Ι.69) 

                      0)(
0)(

2

1
),(),( φω itkzi

yxG eEeietzEtznE +−
− −==

rrrrr
 ,          h−=〉〈 zL               (Ι.70) 

On introduit les vecteurs unitaires complexes et orthogonaux comme suit : 

                        )(
2

1
yx

D eieee
rr +−==+                                                                             (Ι.71)        

et 

                        )(
2

1
yx

G eieee
rr −==−                                                                                (Ι.72) 

Aussi, nous pouvons exprimer la polarisation des ondes EM qui se propagent  dans la 

direction z en termes des  vecteurs unitaires réels de la polarisation linéaires ou circulaires  de 

la manière suivante : 

                        )(
2

1
)(

2

1 DG
x eeeee −=−= +−r

                                                              (Ι.73) 

                       )(
2

)(
2

DG
y ee

i
ee

i
e +=+= +−r

                                                               (Ι.74) 

A partir des équations (Ι.71) et (Ι.72),  mène aux définitions mathématiques suivantes des 

ondes polarisées circulairement : 

                       0)(),( φω itkzi
D eEetzE +−

+
+=

r
                                                                             (Ι.75) 

                     

                      0)(),( φω itkzi
G eEetzE +−

−−=
r

                                                                               (Ι.76) 

 

Les propriétés des ondes électromagnétiques sont résumées et  illustrées dans la figure 

(I.3). Contrairement au sens de rotation du vecteur E
r

 qui change de gauche à droite donné 

pour les deux ondes circulaires, la direction du vecteur du moment angulaireL
r

est toujours 

déterminée par la règle de la main droite relative la direction de la rotation de E
r

 dans le 

temps. Cela montre que L
r

est un vecteur axial. 
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Figure I.3 : Illustration de la lumière polarisée linéairement et circulairement, en montrant la 

polarisation du vecteur E
r

 dans l’espace et le temps. 

                                                                                                                                                                                                                                                

I.3.5. La polarisation naturelle et elliptique : 

Il y a deux états de base générale important de la polarisation, naturelle et elliptique. 

La première est exprimée comme une combinaison linéaire de deux états de base 1e
r

 

et 2e
r

ayant le rapport d’une phase arbitraire const≠− 21 φφ , sa formule est : 

                  ( )21 )(
2

)(
1

0

2
),( φωφω itkziitkzi

nat eeee
E

tzE +−+− += rr
r

r
                                                       (Ι.77) 

 La douzième est la plus forme générale de la lumière polarisée dite polarisation elliptique 

peut être écrite comme suit : 

                ( )yx
itkzi

yy
itkzi

xxell eEeeEetzE
φωφω +−+− += )(

0
)(

0
2

1
),(

rrr
                                              (Ι.78)  

ou 

               ( )DG itkzi
D

Ditkzi
G

G
ell eEeeEetzE φωφω +−+− += )(

0
)(

0
2

1
),(

r
                                           (Ι.79)                    

L’onde est décrite par trois paramètres indépendants,  les amplitudes aE0 et bE0  

),;,( DybGxa == , et la déférence de phase ba φφφ −= . 
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Les vecteurs unitaires xe
r

et ye
r

de la polarisation linéaire son réels, pendant que les 

vecteurs unitaires circulaires Ge  et De  sont complexes. Les facteurs de phase aφ et bφ  

définissent la phase pour t =z = 0.  

 Par conséquent, la lumière polarisée elliptiquement peut être caractérisée comme une 

combinaison linéaire des ondes polarisées linéairement ou circulairement, et pour illustrer le 

mouvement du vecteurE
r

 d’une onde elliptique, on exprime seulement en termes des facteurs 

de phase pour z = t = 0, alors l’onde  

dans (Ι.78) est une fonction de différence de phase xy φφφ −= . Pour simplifier, on pose 

0=xφ  et 0φφ =y , alors on obtient : 

          ( )0)(
0

)(
0

2

1
),( φωω itkzi

yy
tkzi

xxell eEeeEetzE +−− += rrr
                                                        (Ι.80) 

si nous écrivons cette relation en termes de son partie réelle et imaginaire, on obtient : 

          

( )

( ))sin()sin(
2

)cos()cos(
2

1
),(

000

000

φωω

φωω

+−+−

++−+−=

tkzEetkzEe
i

itkzEetkzEetzE

yyxx

yyxxell

rr

rrr

                               (I.81) 

la partie réelle de cette formule peut être utilisée pour le mouvement de vecteurE
r

dans 

l’espace réel. La courbe géométrique décrite par l’extrémité du vecteurE
r

 s’obtient en 

éliminant le temps dans l’expression (I.81) : 

     

                   0
2

0
00

2

0

2
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sincos2 φφ +
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y

x

x

y

y

y
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E

E

E

E

E

E

E

E
                                          (Ι.82) 

Cette dernière équation est celle d’une ellipse inscrite dans un rectangle de côtés 

xE02 et yE02  tel que 
y

x

E

E
tg

0

0=ϕ , puisque les composantes du champ électrique E
r

vérifient, à 

chaque instant t  : 

xxx EEE 00 ≤≤−  et yyy EEE 00 ≤≤− , quelque soit la valeur de0φ .  

Nous voyons que les axes principaux sont tournés relativement aux notre coordonnées du 

système par un angleθ , donné par :                     

                 
2
0

2
0

000 cos2
2tan

yx

yx

EE

EE

−
=

φ
θ                                                                                   (Ι.83)   

pour 20 πφ ±=  nous avons 0=ϕ , et on obtient l’équation des axes principaux :  
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                                   1
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E
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E

E
                                                                       (I.84) 

 où xE0 et yE0  sont les demi-axes. 

Si la lumière polarisées linéairement traverse un milieu magnétique, aimanté selon la 

dériction x, et le rayon transmis a une polarisation elliptique comme montré dans la 

figure. (I.4), nous appelons l'angle de la rotation θ  l’angle de Faraday et l’angle η  par l’angle 

de l’ellipticité. 

 

 

 

                     

 

 

 

 

 

 

  

 

                         Figure I. 4. Champ électrique d’une onde polarisée elliptiquement. 

 

     Cet angle η  est représenté par sa tangente qui est donnée par le rapport des axes de 

l’ellipse :                     

                                     
a

b

E

E
tg ==

max

minη                                                                               (I.85) 

Il intéressant d’exprimer les paramètres  a, b et θ  de l’ellipse en fonction de ceux qui 

décrivent la vibration incidente ( xE0 , yE0 ), et le système déphasant 0φ [12]. Pour cela écrivons 

d’abord les équations de changement de système d’axes (rotation d’angleθ ) :  

                                    




+−=
+=

θθ
θθ

cossin

sincos

yxy

yxx

EEE

EEE
                                                             (I.86) 

Et en utilisant le fait que le système déphasant conserve l’intensité lumineuse : 

                                     2
0

2
0

22
yx EEba +=+                                                                         (I.87) 
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on arrive aux équations de passage suivantes : 
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                                   [ ]
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C’est préférable de définir le nombre complexe ξ comme le rapport entrexE et yE  

On aura : 

                                    
22

2

22
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1

)1(

1

)1(

ηθ
θη

ηθ
ηθξ

tgtg

tgtg
i

tgtg

tgtg

E

E

x

y

+
++

+
−==                                        (I.90) 

Dans le cas particulier où θ  et η sont très petits, l’équation se simplifie beaucoup et nous 

donne :  

                                            ηθξ i+=                                                                                 (I.91)  

 

Ι.4. Effets magnéto-optiques (MO) :  

L'ensemble des phénomènes résultant de l'interaction d'une onde électromagnétique 

avec la matière en présence d'un champ magnétique constitue la magnéto-optique. Faraday fut 

le premier à observer que lors de la transmission dans un matériau transparent d'une lumière 

polarisée linéairement et d'incidence normale, le plan de polarisation de cette lumière tournait 

d'un certain angle en présence d'un champ magnétique parallèle à la direction de propagation 

(effet Faraday, 1946) . Kerr découvrit quelques années plus tard (1977) que la polarisation de 

la lumière pouvait également être modifiée lors de la réflexion sur un matériau magnétique. Il 

existe en fait différents effets magnéto-optiques qui dépendent de l'orientation du champ 

magnétique par rapport au vecteur de propagation de la lumière, de la polarisation de la 

lumière ainsi que de la méthode de mesure employée, à savoir, par transmission ou par 

réflexion. On distingue les effets magnéto-optiques du premier ordre, proportionnels à des 

termes impairs du champ magnétique, et ceux du second ordre, proportionnels à des termes 

pairs du champ magnétique. 
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                                      Figure  I.5 : Illustration des effets magnéto-optiques. 

 

Dans le cas des matériaux magnétique (ferromagnétiques, ferrimagnétiques, …) l'effet 

magnéto-optique se reporte au changements de l’état de polarisation de la lumière due à 

l’interaction avec des matériaux qui possèdent un moment magnétique net, la présence du 

champ magnétique change les courbes de dispersion du coefficient de l’absorption et mène à 

la variation de l’anisotropie optique. Les phénomènes magnéto-optiques directs ou indirects 

résultent du fractionnement des niveaux d’énergie dans un champ magnétique externe ou 

spontané. Ce fractionnement est l’effet Zeeman. Essentiellement, tous les effets magnéto-

optique sont conséquence de l’effet Zeeman ou l’interaction spine-orbite.   

L’anisotropie optique d'un milieu aimanté se manifeste aussi dans la réflexion de la 

lumière de sa surface. Le phénomène survenant ici est appelé généralement comme l'effet 

magnéto-optique de Kerr. Il se reporte à l'influence de la magnétisation du milieu sur la 

lumière réfléchie. 

 

Ι.4.1. L’effet magnéto-optique de Kerr (MOKE) : 

 L'effet  magnéto-optique  de Kerr a été découvert par le physicien John Kerr en 1888. 

Il a observé quand la lumière polarisée linéairement  est réfléchie à l’incidence normale 

d’électrode polie d’un électro-aimant, sa polarisation plane devient elliptique avec une 

ellipticité Kη , et un axe principale qui fait un angle petit Kθ  qu’on l’appelle angle de rotation 

de Kerr relativement à l’axe de polarisation du rayon incident [2].  

Dans la spectroscopie de (MO) on distingue communément pour la lumière polarisée 

linéairement entre la lumière polarisée (s ) et (p ), dans lequel le vecteur de champ électrique 

x  
η  

y  

θ  

y  

x  
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est normal (s) ou parallèle (p) au plan d'incidence. Les quantités (MO) par conséquent 

dépendent sur la lumière incidente polarisée )(s ou )( p [13, 14].  

 

I.4.2. La théorie de l’effet Kerr : 

 

Considérons le cas simple où la lumière polarisée linéairement arriva en incidence 

normale sur la surface. Elle se propage selon z parallèlement au vecteurM
r

. Ce cas 

correspond a la configuration du Kerr polaire en incidence normale. Les coefficients de 

réflexion +r  et −r  associes aux ondes CD et CG sont déduits de l’équation de Fresnel : 
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−
− N

N
r   et            
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+
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=
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+
+ N

N
r                                                       (I.92) 

Il est possible de déduire une expression pour la rotation θ  et l’ellipticité η de Kerr. 

Dans la pratique, il devient alors plus avantageux de travailler avec les ondes polarisées 

linéairement s  et p  [13, 14]. Alors, il est possible de définir la matrice de réflectivité reliant 

le champ de la lumière réfléchie à celui de la lumière incidente : 
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i
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r
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Les coefficients ijr  correspondent à des rapports d’amplitudes particuliers et sont définis 

comme suit : 

                            
*
jE

i
j

r
i

ij
E

E
r =      avec sji =),( ou p                                                          (I.94) 

L’astérisque indiquant de prendre l’autre polarisation (c’est à dire : ps =* et sp =* ). Ils 

indiquent la proportion de la polarisation incidente dans l’état j  qui sera transformée en 

polarisation i  après réflexion. 
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                        Figure I.6. Configuration de Kerr dans le cas général. 

 

Dans le cas général où la lumière est incidente avec un angle 0φ  et le vecteur  

d’aimantationM
v

de l’échantillon a une orientation quelconque et parallèle au vecteur unitaire 

),,( zyx mmmm = , les coefficients ijr  sont exprimés par [13, 15] : 
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tel que : 

       
N

2
0sin

1
φγ −=  

et )(MQQ
r

= est une constante magnéto-optique complexe qui relie les termes non-diagonaux 

du tenseur diélectriqueε  aux termes diagonaux qui est définie par la formule suivante : 
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alors, on à : 
xx

xyi
Q

ε
ε

=  

Maintenant que nous avons les coefficients de Fresnel ijr , nous allons trouver une relation 

entre les grandeurs ),( ηθ et ijr . Avant de trouver cette relation, On va supposer que l’onde 

incidente est purement p ous . Dans cette situation, nous pouvons écrire la relation suivante 

pour une ondej . 

                        
r
j

r
j

jj

jj

E

E

r

r ** =                                                                                                   (I.100) 

Ce rapport des amplitudes du champ électrique est aussi la définition du nombre ξ  (I.90) 

caractérisant de façon univoque l’ellipticité de l’onde réfléchie. D’après l’équation (I.91), et à 

condition que les grandeurs de Kerr θ  et η soient petites, nous pouvons conclure : 

                      ppp
pp

sp iK
r

r
ηθ +≈=                                                                                     (I.101) 

                      sss
ss

ps iK
r

r
ηθ +≈=                                                                                       (I.102) 

ou jθ l’angle de rotation de la polarisation et jη l’ellipticité induite sur l’ondej , sj =( ou )p . 

L’équation précédente est une équation très importante car elle relie les propriétés 

magnétiques du matériau aux grandeurs mesurables expérimentalement. 

 

I.4.3. Les géométries de l'effet Kerr : 
 

L'interaction magnéto-optique qui résulte de la réflexion d'une onde électromagnétique 

polarisée linéairement sur un matériau aimanté constitue l'effet Kerr magnéto-optique (en 

anglais MOKE, Magneto Optical Kerr Effect).  

On distingue 3 types d'effet Kerr suivant l'orientation de l'aimantation M
r

par rapport 

au plan d'incidence et au plan de réflexion (figure I.6) : - l’effet Kerr polaire où l’aimantation 

est perpendiculaire à la surface de l’échantillon et dans le plan d’incidence, - l’effet Kerr 

longitudinal où l’aimantation est dans le plan de l’échantillon et dans le plan d’incidence 
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- l’effet Kerr transversal où l’aimantation est dans le plan de l’échantillon et perpendiculaire  

au plan d’incidence. 

   Dans le cas des configurations polaire et longitudinale, l'onde électromagnétique polarisée 

linéairement se transforme en une onde elliptique après réflexion sur le milieu aimanté. On 

décrit cette onde réfléchie elliptique par la rotation complexe KKK iηθφ +=  où Kθ est l'angle 

de rotation de l'axe principal de l'ellipse par rapport à la direction initiale de polarisation et 

Kε est l'angle d'ellipticité de cette ellipse. L'effet Kerr transverse entraîne non pas une 

modification de la polarisation de l'onde incidente, mais un changement de sa réflectivité. 

 

 

 

 

 

 

 

 

      a) Polaire                                      b) Longitudinale                          c)  Transversale 

               Figure  I.7 : Les différentes configurations de l’effet Kerr. 

 

Ι.4.4. L’effet Kerr polaire  

  Pour la géométrie de magnétisation de l’effet Kerr et le cristal d’une symétrie 

tétragonale, où la direction de  magnétisationM
r

est perpendiculaires à la surface 

d’échantillon, le tenseur diélectrique est anti-symétrique et diagonalisé parxxε et zzε , et xyε non-

diagonaux, sa forme est : 
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Les différents éléments  αβε̂ sont composés des  parties réels et imaginaires comme suit : 

)2()1(
αβαβαβ εεε i+=  , où 2)(,,,, iknzyx xx +=≡ εβα , et n  et k sont des indices de  réfraction 

et les coefficients d’extinction, respectivement. Le tenseur de la conductivité optique 

)2()1(ˆ αβαβαβ σσσ i+=  est  relié avec le tenseur diélectrique αβε  par la relation suivante :   
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                              )(ˆ
4

)(ˆ ωσ
ω
πδωε αβαβαβ

i+=                                                                  (Ι.104) 

   Une description complète des effets MO dans ce formalisme est donnée par les quatre 

éléments non nuls du tenseur diélectrique, ou  par l’équation  des indices de réfraction 

complexes )(ˆ ωN  : 

                             )()()(ˆ)(ˆ ωωωεω iknN +=≡                                                              (Ι.105) 

             Plusieurs modes normales qui correspondent à la propagation de l’état de polarisation 

pure le long des directions spécifiques dans l’échantillon. La solution des équations de 

Maxwell donne ces modes normaux [14]. Une de ces modes est pour les composants 

circulaires d’élicité )(±  avec le vecteur d'onde Mq
rr

ayant les indices : 

                            xyxx iiknN εε ±=+= ±±±
ˆ                                                                (Ι.106) 

Les deux autres cas sont pour la polarisation linéaire avec Mq
rr ⊥ [16]. Un cas est pour 

champ électrique ME
rr

et l’indice zziknN ε=+=ˆ  et l 'autre pour ME
rr

⊥  et 

⊥⊥⊥ += iknN̂   =  ( ) xxxyxx εεε 22 + . 

Dans le cas des configurations polaire et longitudinale, l'onde électromagnétique 

polarisée linéairement se transforme en une onde elliptique après réflexion sur le milieu 

aimanté. On décrit cette onde réfléchie elliptique par la rotation complexe Kθ qu’est l'angle de 

rotation de l'axe principal de l'ellipse par rapport à la direction initiale de polarisation et l'angle 

d'ellipticité de cette ellipse Kη (figure I.8). L'effet Kerr transversal entraîne non pas une modification 

de la polarisation de l'onde incidente, mais un changement de sa réflectivité, ces grandeurs sont  

proportionnelles à l'aimantation, et les composants du tenseur diélectriques sont donnés par [17]. 

La relation reliant θ  et η  et ±N  est la suivante :                                         

      

                       
−

−

+

+

+
−

+
+

=
+
+

N

N

N

N
e i

ˆ1

ˆ1
ˆ1

ˆ1

tan1

tan1 2 θ

η
η

                                                                (Ι.107)  

avec ( ) 2
1ˆ

xyxx iN εε ±=± , les indices complexes de réfraction,θ  et η  sont la rotation et 

ellipticité de Kerr polaire, respectivement, la valeur maximale de θ  observable  est ± 90 et 

celle de l’ellipticité η est ± 45. 

Pour la plupart matériaux l’angle de Kerr et l’ellipticité sont inférieur à de 1°, alors 

l’expression pour  les petits angles et l’ellipticité de Kerr xxxy εε <<  être simplifiée à [18] : 



Chapitre Ι                                                                               Rappels théoriques et effet de Kerr 
 

 26 

                     
( ) xxxx

xyi
εε

ε
ηθ

1−

−
≈+                                                                                   (I.108) 

on utilise la relation (Ι.104) , donc l’effet Kerr est donné par : 

                    D
i

i xy

xxxx

xy
KK )(

)()4(1)(

)(
)()( ωσ

ωσωπωσ
ωσ

ωηωθ =
+

−=+ ,                       (I.109) 

où xxσ et xyσ représentent les éléments diagonaux et non diagonaux de la conductivité 

complexe optique, respectivement . La convention du signe est choisie que Kθ  est positive 

dans le sens des aiguilles d'une montre de la polarisation elliptique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                    

 

 

 

 

 

 

                                                

                                          Figure  I.8 : L’effet de Kerr polaire. 

                                                                                                                                                                      

I.4.5. L’effet de Kerr longitudinal: 

Pour la géométrie longitudinale, la magnétisation se trouve  dans le plan d’incidence, 

et l’axe y
r

 est choisi parallèle aux deux directions de magnétisation et le plan d’incidence, le 

tenseur diélectrique prend la forme suivante : 
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alors l’angle complexe de Kerr est donné par [19] : 

 

                              
D

i xxxzL
ps

L
ps

εϕϕε
ηθ

cossin2
,, −=+                                               (I.111)                         

  avec 

                           ( ) ( )( )×−+−= ϕεεϕεε 22 sinsin xxzzzzxxD  

                               ( )( )ϕεϕεεϕϕε 22 sincoscossin −±− zzzzxxxx m                         (I.112) 

où ϕ  l’angle d’incidence, et  les signes supérieur et inférieure correspondent  aux  s  

(perpendiculaire) et p  (parallèle)  au  plan d’incidence, respectivement .     

Dans le cas où l’approximation xxzz εε ≈  est justifiée la relation (I.111) se simplifie à [20] : 

                       
( )

( )( ) ϕεϕεε

ϕϕϕεϕε
ηθ

22

2

,,
sintan1

tansinsinsin

−−−

±−
−=+

xxxxxx

xxxzL
ps

L
ps i                                   (I.113) 

I.4.6. L’effet Kerr transversal : 

 Pour cette effet, pas des mesures d’angle de Kerr ou l’ellipticité mais la différence 

d'intensité modulée de la lumière réfléchie. Il est seulement  une onde p - polarisée [14, 21] 

par conséquent peut être mesuré sans polariseur, tel que l’effet transversal (T-MOKE) est 

perpendiculaire au plan d’incidence, la différence de réflectivité totale normaliséeKδ pour les 

deux direction de magnétisation (±  x-direction) est donnée par 

     

                         








+−
=

ϕεεεϕε
ϕεεδ

22
00

22
0

sincos

2sin2
Re

xxxx

xz
K                                                   (I.114) 

 

T-MOKE est beaucoup de moins fréquemment utilisée dans les études spectroscopique par 

comparaison  d’effets MO de Kerr polaire et longitudinal. Bien que cet effet peut être utile 

dans l’analyse les structures des surfaces magnétiques. 
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 I.5. L’effet magnéto-optique de Kerr (MOKE) dans les alliages de Heusler: 

        

L’effet magnéto-optique de Kerr (MOKE) a attiré beaucoup d'attention  dans la 

recherche appliquée, parce qu’il est très prometteur dans la technologie comme la  réalisation 

des systèmes à haute densité de stockage [22,23]. L’information digitale, qui est 

convenablement enregistré dans les matériaux magnétiques peut être lue en utilisant l’effet 

(MOKE). Ce fait a stimulé la recherche pour bon matériaux pour l’enregistrement magnéto-

optique et les propriétés magnéto-optique de beaucoup matériaux on été examiné. 

Récemment, l'attention a été faite aux alliages de Heusler basées sur le Mn avec la  formule 

générale TMnX (T= métal de transition, ),SnSbX = . Ces alliages ont montrés des propriétés 

MO intéressantes, comme le MOKE. L’un de ces matériaux, PtMnSb est considéré comme un 

composé potentiel pour l’enregistrement et il a été largement étudié. L’angle de rotation de 

Kerr dePtMnSb est prés de -2° à 1.7eV à la température ambiante [24,  25]. A 80 K l’angle de 

rotation de Kerr est aussi grand que -5° [26]. Théoriquement, l’effet  MO et la structure de 

bande de ce matériau ont été calculés par Antonov  et al. [27], ils ont trouvé quePtMnSb  

métal pour les électrons de spin haut (majoritaire) et un semiconducteur pour les électrons de 

spin bas (minoritaire). Dans tels matériaux, les électrons de conduction sont à 100% spin 

polarisé au niveau de FermiFE . Récemment, le calcul du MOKE des alliages AuMnSb et 

AuMnSn  [28] a prévu une rotation dépassant à -1° dans la région 0.5 - 0.8 eV pour 

AuMnSb et un peu petite que cette valeur pourAuMnSn . Cependant, les structures de bandes  

pour ces matériaux n’ont pas montré le comportement semi-métallique comme il été observée 

dansPtMnSb .  
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Figure I.9. Le spectre de rotation de Kerr calculé par       Figure I.10. Le spectre de rotation et 

la méthode (FPLMTO) [27].                                        de l’ellipticité de Kerr (FPLMTO)   [28] 

 

    1.5.1. Les alliages de Heusler : 

 

Les alliages de Heusler sont connues depuis 100 années [29], quand Heusler a trouvé 

que l’addition des éléments de groupe 3d change les alliages CuMn dans un matériau 

ferromagnétique. Le nom des alliages de Heusler a été généralisé aux composés ternaires 

intermétalliques avec la composition stoichiometrique YZX 2 classés dans un type de structure 

cubique 12L . Beaucoup des alliages de Heusler sont ferromagnétiques et possèdent des 

propriétés magnétiques intéressantes. Récemment, les alliages de Heusler ont attiré un intérêt 

considérable, parce que les calculs théoriques de structure de bande prédisent que certains 

alliages demi-Heusler tel queNiMnSb etPtMnSb  sont ferromagnétiques semi métallique [30, 

31], dans ces matériaux une direction de spin est métallique par contre l’autre est semi-

conductrice, ceci mène à une polarisation de spin complète des électrons au niveau de Fermi 

[32, 33]. Ainsi, la conduction vient des porteurs de charge avec le spin haut. Un semi-métal 

ferromagnétique joue le rôle d’un filtre qui fournit le courrant avec un dégrée élevé de 

polarisation de spin. Par conséquent les efforts intensifs sont faits pour trouver des 

composants semi-métalliques en raison des applications possibles dans les spintroniques et 

l’injection de spin (tunniling magneto resistance (TMR), polarized light emitters (LED),  
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I.5.2. La structure cristallographique des alliages de Heusler : 

           

 Les alliages de Heusler  sont classés dans deux groupes qui se distinguent par leurs 

structures cristallines ; les alliages de Heusler avec la forme YZX 2 dans la structure 12L , où les 

atomes X et Y sont des métaux de transition, pendant que le Z est un semi-conducteur ou un 

métal non- magnétique (groupe III - V), et les alliages demi-Heusler avec la forme de XYZ 

dans la structure bC1 .  

Les composés demi-Heusler XYZ cristallisent dans la structure bC1 qui est cubique à 

face centré (cfc) dans le groupe d'espace zinc blende mF 34 (le numéro 216 dans le tableau  

international) [34] avec un paramètre cellulaire cubique près 6.0oA . Cette structure est 

souvent observée pour les composants ternaires intermétallique des métaux de transition 

(XYZ) et elle reliée à 12L . La structure 12L  consiste de quatre atomes dont l’occupation des 

sites est la suivante : )0,0,0( et ),,( 2
1

2
1

2
1  pour X, et ),,( 4

1
4
1

4
1 , ),,( 4

3
4
3

4
3 pour Y et Z 

respectivement. La même chose pour la structurebC1 , à l’exception que les 

positions ),,( 2
1

2
1

2
1X  sont vides, les plus proches voisins de coordination des 

atomes )0,0,0(X sont semblable dans les deux types des alliages de Heusler YZX 2 et  XYZ, la 

structure de ceux types est illustrée dans la figure (I.11).  
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Figure I.11 : Représentation schématique des structure 12L et bC1 pour les alliages de Heusler 

et semi-Heusler. Le réseau consiste le super réseau cfc avec les positions  )0.0.0(  et 

),,( 2
1

2
1

2
1 pour X, et ),,( 4

1
4
1

4
1 et ),,( 4

3
4
3

4
3 pour les atomes Y et Z, le site ),,( 2

1
2
1

2
1

2X est vide dans 

bC1 .                            

)2( 12 LYZX  

XYZ )1( bC  

X 

Z 
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II.1. Introduction : 

 
Les solides sont constitués par une association de particules élémentaires : Les ions et 

les électrons. Le problème théorique fondamental de la physique des solides est de 

comprendre l’organisation intime de ces particules à l’origine de leurs propriétés. Mais dans 

ce cas, la mécanique classique s’avère être insuffisante et il faut faire appel à la mécanique 

quantique dont la base est la résolution de l’équation on de type Schrödinger. 

Le problème général peut être posé sous la forme d’une équation du mouvement de 

toutes les particules présentes dans le cristal. L’Hamiltonien exact du cristal (non relativiste) 

résulte de la présence des forces électrostatiques d’interaction : Répulsion ou attraction 

suivant la charge des particules (ions, électrons). 

 
II.2. Equation de Schrödinger et l’approximation de Born-Oppenheimer : 
 
 On recherche à modifier un ensemble de noyaux  et  d’électrons en interaction. On 

sait que tout état stationnaire d’un système quantique est décrit par une fonction d’ondeψ , qui 

est une fonction propre de l’équation de Schrödinger indépendante du temps : 

   

                                     ψψ EH =                                                                                        (II.1) 
 
où H est l’opérateur Hamiltonien du système {n noyaux + N électrons} et s’écrit : 
   
                                  )()(),()()( RVPTRrVrVpTH nnneneee ++++=                                 (II.2) 

avec : 
 

eT  : terme d’énergie cinétique des électrons. 

eeV : terme d’interaction électrons-électrons.  

enV : terme d’interaction électrons-noyaux. 

nT  : terme d’énergie cinétique des noyaux. 

nnV : terme d’interaction noyaux-noyaux. 

 P : vecteur des 3N moments électroniques. 

 r :  vecteur des 3N positions électroniques. 

R : vecteur des 3n positions des noyaux. 

 P : vecteur des 3n moments des noyaux.   
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      Dans l’approximation de Born-Oppenheimer [35], La fonction d’onde  peut être 

écrite comme suit : 

 
                                 );()(),( RrRRr φχψ =                                                                          (II.3) 
  
où )(Rχ est la fonction d’onde des noyaux et );( Rrφ est la fonction d’onde des électrons  

avec les atomes fixés dans les positions R. Alors, on obtient le système d’équations suivant : 

 
                              ( ) );()();( RrRERrVVVT nneneee φφ =+++                                              (II.4)   

 
                             ( ) )()()( RERRETn χχ =+                                                                        (II.5) 

 
où E(R) est la fonctionnelle d’énergie électronique qui définit ainsi la surface d’énergie 

potentielle des noyaux. 

II.3. Historique des fondements de la DFT: 

II.3.1. Approximation de Hartree-Fock :  

             
         Grâce à l’approximation de Born-Oppenheimer, le problème de la résolution de 

l’équation de Schrödinger se réduit à celui du comportement des électrons, mais il reste 

encore très complexe. L’équation de Schrödinger n’admet pas de solution analytique sauf 

dans des cas très simples comme celui de l’atome d’hydrogène. La difficulté à décrire les 

électrons en interaction oblige à passer par des approximations pour résoudre ce problème. On 

se place en général dans une hypothèse de champ moyen : chaque électron évolue dans un 

potentiel effectif crée par les noyaux et les autres électrons. On peut donc chercher la fonction 

d’onde totale comme un produit des fonctions d’ondes à une particule. En 1928, Hartree fut le 

premier à proposer une méthode [36]. Dans celle-ci, la fonction d’onde à N électrons 

),...,,( 21 Nrrrφ est représentée comme le produit des fonctions à une particule, 

    
                               )()...()(),...,,( 21121 NNN rrrrrr φφφφ =                                                       (II.6) 

 
Une solution à φφ EH = est donnée par tout état qui respecte la condition de stationnarité  
                             

                              0=
φφ

φφ
δ

H
                                                                                         (II.7) 

 
Chaque fonction d’onde à une particule est alors solution de l’équation de Schrödinger à un 

électron :  
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    )()()()(
2

1 2 rrrrV iiiiext φεφ =






 Φ++∇−                                               (II.8) 

 
où extV est le potentiel dû aux noyaux etΦ est le champ moyen représentant l’interaction 

coulombienne avec les autres électrons donnée par l’équation de Poisson :   
                      

                              ∑
≠=

=Φ∇
N

jij
ji

,1

22 4 φπ                                                                                 (II.9) 

 Dans cette théorie de champ moyen, le mouvement des électrons est supposé non 

corrélé. En 1930, Fock a montré que la fonction d’onde de Hartree (II.6) viole le principe 

d’exclusion de Pauli parce qu’elle n’est pas antisymétrique par rapport à l’échange de deux 

particules quelconques. Il a proposé de corriger ce défaut en ajoutant un terme supplémentaire 

non local d’échange qui complique considérablement les calculs. La fonction d’onde 

),...,,( 21 Nrrrφ est alors remplacée par un déterminant de Slater des fonctions d’onde 

monoélectroniques, qui est antisymétrique par rapport à l’échange. On obtient ainsi les 

équations Hartree-Fock [37] : 

             

                )()()()()(
2

1 2 rrVrrrV iiiexchiiext φεφφ =+






 Φ++∇−                                         (II.10) 

où )(rV iexchφ est le terme non-local d’échange ajouté. 

 

                ∑∫
≠ −

−=
ji

j
ij

iexch r
rr

rr
drrV )(

'

)'()'(
)(

**

φ
φφ

φ                                                                (II.11) 

 
avec, pour densité électronique au point r' 
                 

                ∑
≠

=
ij

ii rrn
2

)'()'( φ                                                                                              (II.12) 

                                                                     
 Le système d’équations (II.10) se résout de manière autocohérente dans la mesure 

où le potentiel dépend des fonctions d’onde. Cette approximation Hartree-Fock [37] conduit à 

de bons résultats, notamment en physique moléculaire. Mais elle donne toujours une borne 

supérieur à l’énergie. Elle ne tient pas compte des effets de corrélations électroniques. Le 

traitement des systèmes étendus comme les solides reste difficile. On peut l’améliorer en 

incluant des effets de corrélation au-delà de l’approximation : c’est ce qu’on appelle 

l’interaction des configurations. Cette méthode conduit, en principe, à la fonction d’onde 

exacte mais elle extrêmement coûteuse car le nombre des configurations augmente très 
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rapidement avec le nombre des électrons. Elle ne peut donc traiter que des systèmes avec peu 

d’électrons comme des petites molécules. La méthode Haetree-Fock reste malgré tout un 

point de repère indispensable. 

 
II.3.2. Approximation Thomas-Fermi : 

  Peu après l’article original de Schrödinger, Thomas et Fermi ont proposé une 

méthode alternative de résolution de l’équation de Schrödinger basée sur la seule densité 

électronique )(rn . La méthode Thomas-Fermi fait l’hypothèse que les mouvements des 

électrons sont décorrélés et que l’énergie cinétique peut être décrite par une approximation 

locale basée sur les résultats pour les électrons libres (proportionnelle à[ ] 35)(rn . Un peu plus 

tard, Dirac a proposé que les effets d’échange soient pris en compte en incorporant un terme 

de la densité d’énergie d’échange dans un gaz homogène d’électrons. L’approximation 

Thomas-Fermi est assez rudimentaire. Par exemple, elle n’autorise pas la formation de 

molécules. Elle a été néanmoins appliquée avec succès dans le domaine de la physique des 

plasmas. Tous ces travaux ont été essentiels au développement de la théorie de la 

fonctionnelle de la densité que nous allons présenter maintenant.   

 
II.3.3. Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) : 
  

 En 1964, Hohenberg et Kohn [38] ont démontré les théorèmes suivantes : 

1 .l’énergie de l’état fondamentale d’un système à plusieurs électrons dans un potentiel 

externe )(rVext peut s’écrire sous la forme suivante : 

                  

                 [ ] [ ]∫ +≡ )()()()(' rnFdrrnrVrnE extv                                                                  (II.13)       

 
il existe une relation biunivoque à une constante additive prés entre )(rVext et )(rn . La 

fonctionnelle [ ])(rnF est universelle dans le sens qu’elle ne dépend pas du potentiel externe 

qui agit sur le système. 

2.  Le principe variationnel : la fonctionnelle[ ])(rnE  atteint son minimum selon les variations 

de )(rn  quand la densité atteint sa valeur de l’état fondamental : 

           
                 [ ])(min rnEE =                                                                                                  (II.14)       
  
La valeur minimale de[ ])(rnE  est l’énergie de l’état fondamentale. La densité qui conduit à 
cette énergie est la densité fondamentale. 
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Reste à déterminer[ ])(rnF , formellement : 
 
 
                  [ ] [ ] [ ])()()( rnVrnTrnF ee+=                                                                              (II.15)         

 
où [ ])(rnT  est l’énergie cinétique du système électronique [ ])(rnVee  est le terme d’interaction 

électrons-électrons. Comme les expressions de T et eeV  ne sont pas connues. Kohn et Sham 

[39] ont proposé les séparations suivantes : 

 
                  [ ] [ ] [ ] [ ]( ))()()()( rnTrnTrnTrnT ss −+=                                                             (II.16)       

             
  
où [ ])(rnTs  est l’énergie cinétique d’un gaz d’électrons sans interaction et de même densité 

électronique. Lorsque l’expression de [ ])(rnTs  n’est pas connue, on sait en revanche la 

calculer en réintroduisant une description orbitalaire :   

               

                  [ ] ∑ ∫ 






 ∇=
i

iiis drrfrnT )(
2

1
)( 2 φφ                                                                    (II.17)       

où if sont les nombres d’occupation des orbitales. 

        
 aussi le potentiel eeV   peut être écrit comme suit : 

                                           
                  [ ] [ ] [ ] [ ])()()()( rnVrnVrnErnV HeeHee −+=                                                        (II.18)           

et 

                 [ ] ∫ −
= dr

rr

rnrn
rnEH '

)(')(

2

1
)(                                                                                (II.19)                   

Finalement, [ ])(rnF  se sépare en trois parties  

 

                 [ ] [ ] [ ] [ ])()((( rnErnErnTrnF xcHs ++=                                                              (II.20)       

 
où on définit le terme d’échange et de corrélation comme suit : 

 

                [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ })()()()()( rnTrnTrnErnVrnE sHeexc −+−=                                       (II.21)       

 
on déduit les équations de Kohn et Sham [39]qui permettent de résoudre le problème : 
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                  [ ] [ ] )()(()( rVrnVrvVrV extxcHeff ++=                                                                 (II.22)       

                  ∑
=

=
N

i
ii rfrn

1

2
)()( φ                                                                                            (II.23)       

 

                     )()()(
2

1 2 rrrV iiieff φεφ =






 +∇−                                                                   (II.24)    

où : 

- les iφ sont les états à une seule particule. 

- [ ] ∫ −
= '

'

)'(

2

1
)( dr

rr

rn
rnVH  est le potentiel de Hartree des électrons. 

[ ] [ ]
)(

)(
)(

rn

rnE
rnV xc

xc ∂
∂

=  est le potentiel encore inconnu d’échange et de corrélation. 

L’équation  (II.24)  peut être vue comme une équation de Schrödinger à une seule particule où 

le potentiel externe a été remplacé par le potentiel effectif défini en (II.22). Les fonctions 

d’onde alors obtenues n’ont pas de signification physique. Le problème de départ revient donc 

à la résolution de N équations de ce type qui s’appèlent l’équation de Kohn-Sham [39].  

Jusqu’ici la (DFT) est une méthode exacte mais pour que la (DFT) et les équations de Kohn et 

Sham [39] deviennent utilisables dans la pratique, on a besoin de proposer une formulation de 

[ ])(rnExc  et pour cela, on est obligé de passer par une approximation. 

 II.3.4. L'approximation de la densité locale (LDA) 

L'approximation de la densité locale (LDA) consiste à écrire : 

                          

                         [ ] ( )∫= rdrnrnrnE xc
LDA
xc

3)()()( ε                                                                 (II.25)                         

 
ce qui est exact si les densités varient lentement. Le terme d’échange et de corrélation )(nxcε  

est approché par une fonction locale de la densité )(rn qui reproduit habituellement l’énergie 

connue du gaz électronique dont la distribution est supposée uniforme.  

L’efficacité de cette approximation est apparue à partir des années 1970 avec les 

travaux de Zunger et Freeman [40], ainsi que ceux de Moruzzi et al. [41]. Il existe à présent 

d’excellents ouvrages sur le sujet (Lundqvist et March [42], Callaway et March [43], Dreizler 

et Provincia [44], Parr et Yang [45]. 

         Dans l'approximation de la densité locale, le potentiel effectif est : 
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                         )('
'

)'(
)()( rdr

rr

rn
rvrv xceff µ+

−
+= ∫                                                              (II.26)                                               

où )(rxcµ est la partie d’échange-correlation du potentiel chimique dans un gaz d’électron 

homogène de densité locale )(rn , 
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rdn

rdn
r xc

xc

εµ =                                                                                      (II.27) 

L’énergie d’échange et de corrélation )(nExc  est écrite avec l’approximation de la 

densité locale (LDA) sous la forme : 

                        ))(()()( 3 rnrnrdnE xcxc ε∫=                                                                       (II.28) 

où xcµ  est la partie d’échange et de corrélation du potentiel chimique dans un gaz d'électrons 

libres de densité )(rn . Les estimations les plus utilisées de )(nxcε  et )(rxcµ  ont été données 

par Hedin et Lundqvist [46]. 

L’interaction répulsive entre les électrons du métal crée autour de chacun d’eux un 

trou de corrélation dans la distribution de charge électronique. L’électron et son trou forment 

une quasi-particule indépendante qui peut être traitée dans le cadre de la théorie de la 

fonctionnelle  de la densité (DFT). Il existe plusieurs approximations de cette théorie, qui 

traitent l’effet de corrélation et d’échange entre les électrons par un potentiel local  

))(( rnVex dépendant de la densité de charge électronique totale au point considéré. Les 

potentiels utilisés par Slater [47], Gaspar [48] et Kohn-Sham [39] ont donné naissance à ce 

qu’on appelle l’approximation αX . 
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))(( rnrnVex π

α                                                                (II.29) 

où α  est une constante ajustable, qui vaut 1 pour le potentiel de Slater et 2/3 pour le potentiel 

de Kohn-Sham. Pour la plupart des métaux, les valeurs de α  donnant des résultats 

compatibles avec les mesures expérimentales sont comprises dans l’intervalle [2/3, 1]. Plus 

récemment, à partir de l’étude du gaz d’électrons en interaction, Hedin et Lundqvist [46] ont 

obtenu un potentiel d’échange et de corrélation où 23α  est remplacé par une fonction β  de 

la densité )(rn sans paramètre ajustable : 
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Ce potentiel a été par la suite étendu au cas des métaux magnétiques par von Barth et 
Hedin [49] puis par Moruzzi [41]. 
 
 
II.3.5. Approximation de la Densité Locale de Spin (LSDA) : 
                  

               Beaucoup de calcul dans la décennie passée ont démontré que l'approximation de la 

densité locale de spin (LSDA) [50,51] donne une bonne description des propriétés d’état 

fondamental des solides. Le LSDA est devenu l'outil de premiers principes des calculs dans la 

physique d'état solide, et a contribué considérablement la compréhension des propriétés des 

matériaux au niveau microscopique. Cependant, il y a quelques erreurs systématiques qui ont 

été observées quand utiliser le LSDA, tel que la sous-estimation apparentée les paramètres de 

réseau dans certains cas, le LSDA manque aussi de décrire correctement les propriétés des 

systèmes très corrélé. 

                   Pour les systèmes de spin polarisé, l’approximation de la densité locale de spin 

est: 

                                       [ ] ( )drrnrnrnnnE xcxc )(),()(, −+−+
∫= ε                                       (II.31) 

 
Ici, ( )−+ nnxc ,ε  est l’énergie d’échange-correlation d’un électron du système homogène avec 

densité )(rn+ et )(rn− pour les deux directions de spin haut et bas respectivement. 

               Une analyse théorique de l'exactitude des différentes approximations est presque 

impossible. Donc, l'application de toute approximation de potentiel d’échange-corrélation 

pour les systèmes  réels est validée fréquemment par un accord entre les données calculées et 

expérimentales. 

 

II.3.6.  Approximation du Gradient Généralisé (GGA) : 

                   Une autre approximation très intéressante en LDA est l’approximation du gradient 

généralisé (GGA) [52]. Dans cette approximation, une expression similaire à l’équation 

(II.28) est utilisée, mais avec )(nxcε remplacé par une fonction locale de la densité et de la 
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grandeur de son gradient,( )nnxc ∇,ε  de deux densités de spin )(rn↑ et spin )(rn↓  exprimé 

comme : 

                                        [ ] ( )∫ ↓↑↓↑↓↑ ∇∇= )(),(),(),(, 3 rnrnrnrnrfdnnEGGA
xc                   (II.32)                                 

 
où f  est une fonction de la densité locale et du gradient de la densité locale., 

                     La logique voudrait que l’on utilise une meilleure description de l’énergiexcE , ce 

qui a été réalisé par différents auteurs (Langreth et Perdew [53], Langreth et Mehl [54], Becke 

[55], Perdew et al [56]). 

Les orbitales de KS sont décrites par : 

                                           

                                        ∑= ),();( rkCrk jij φψ                                                            (II.33) 

où la densité est donnée par une somme sur l’ensemble des orbitales occupées : 

                                         ∑∑=
occ

jk
j rkrn

2
),()( ψ                                                               (II.34) 

où ),( rkiφ sont les fonctions de base et lesjiC les coefficients du développement. 

   La résolution des équations de KS pour les points de symétrie dans la première zone 

de Brillouin permet de simplifier les calculs. La résolution des équations de KS se fait alors 

d’une manière itérative en utilisant un cycle d’itérations auto-cohérent illustré par 

l’organigramme de la figure (II.1). On commence par injecter la densité de charge initiale inn  

pour diagonaliser l’équation séculaire : 0)( =− SH iε (H représente la matrice Hamiltonienne 

et S la matrice de recouvrement). Ensuite, la nouvelle densité de charge outn  est construite 

avec les vecteurs propres de l’équation séculaire en utilisant la densité de charge totale qui 

peut être obtenue par une sommation sur toutes les orbitales occupées (II.34). 

Si les calculs ne concordent pas, on mélange les deux densités de charge inn  et outn  de la 

manière suivante : 

                                            ( ) i
out

i
in

i
in nnn αα ++=+ 11                                                   (II.35) 

   
i représente la emei itération et α  un paramètre de mixage. Ainsi la procédure itérative 

peut être poursuivie jusqu’à ce que la convergence soit réalisée. 
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         Figure II.1. Diagramme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). 
 
 
II.4.  Les méthodes de calculs   
   
               L’invention de la mécanique quantique en 1920 a fournit une description détaillée de 

structure électronique des atomes. En principe, la structure électronique des solides devrait 

avoir aussi céder à cet outil, une étude quantitative de la théorie des électrons dans les solides  

n'a pas été développé facilement. Certains raisons  pour les difficultés étaient associés avec le 

fait que le spectre d’état solide sont généraux, aussi que  leur interprétation été difficile. 

                 Sur le côté théorique, les interactions électron-électron et les interactions électrons-

ion dans le solide sont complexes (en ordre de 2410  particules par 3cm ), ils sont bien connues 

pour l’interaction équitablement fortement, bien que ce problème de plusieurs corps paraît 

être complexe, il a été connue équitablement les théories classiques simples comme la théorie 

de Drude qui expliquent beaucoup de propriétés électroniques et optiques des métaux. 

         
                 Dans ces dernières années, des méthodes très puissantes ont été formulées dans le 

but de calculer les fonctions d’onde, les propriétés optiques, la structure des bandes et les 

outnn +int  

Calculer  

Calculer V(r) 

Résoudre les équations de KS 

Déterminer FE  

Calculer outn  

intn  

Accord ? 
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propriétés structurels. On distingue essentiellement trois groupes de méthodes pour la 

résolution de l’équation de Schrödinger. 

- Les méthodes basées sur une combinaison linéaire d’orbitales atomiques (LCAO) [57,58], 

utilisables, par exemple, pour les bandes «d» des métaux de transition. 

- Les méthodes dérivées des ondes planes orthogonalisées (OPW) [58,59] mieux adaptées aux 

bandes de conduction de caractère « s-p » des métaux simples. 

- Les méthodes cellulaires du type ondes planes augmentées (APW) [60] et la méthode de la 

fonction de Green de Korringa, Kohn et Rostoker (KKR) [61,62] applicables à une plus 

grande variété de matériaux. 

Les méthodes linéarisées mises au point par Andersen [63] : Ondes planes augmentées 

linéarisées (LAPW) [64,65],  et orbitales «muffin-tin » linéarisées (LMTO), permettent de 

gagner plusieurs ordres de grandeur dans les temps de calcul. 

 
II.4.1. Méthode du Pseudopotentiel : 
 
             En 1960, Phillips et Kleinman ont montrés que  l’approximation du pseudopotentiel 

peut être justifiés pour plusieurs cas en termes d’un potentiel effectif associé avec l’exigence 

de principe de Pauli. En utilisant des bases des ondes planes orthogonalisées (OPW) [66] pour 

développer les fonctions d’onde des électrons dans le solide, ils ont montrés en exigeant que 

les états des électrons de valence doivent être orthogonaux aux états des électrons de cœur que 

cette méthode résulte en un potentiel faible.    

    On recherche à étudier le système {noyau +électrons} et donc à calculer : 
                                                   

                                  drrrVrE extext )()(
1

)]([ ρρ ∫
ΩΩ

=                                                          (II.36) 

 
où )(rVext  est le potentiel colombien créé par les noyaux nus. 

        On peut faire la distinction entre deux types d’électrons :les électrons de cœur et les 

électrons de valence. Les orbitales de cœur sont les plus basses en énergie, sont localisées prés 

du noyau, sont très  peu sensibles à l’environnement et ne participent pas aux liaisons 

chimiques. En outre, elle sont difficiles à représenter sur une base d’ondes planes car elle 

possèdent généralement de forte oscillations autour des noyaux. En revanche, les orbitales de 

valence sont peu localisées et s’étendent donc loin du noyau. Ce sont elles qui déterminent au 

premier ordre les propriétés physico-chimiques.  

                 L’idée introduite par Fermi est alors la simplification des calculs de structure 

électronique par élimination des états de cœur. L’effet des électrons de cœur sera remplacé 
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par un pseudo- potentiel effectif. Le système que l’on traite à présent n’est plus le système 

{noyau nu + électrons} mais {[noyau nu +électrons de cœur] +électrons de valence}= 

{‘‘ions’’+électrons de valence}. On cherche donc à remplacer un potentiel électrons-noyaux 

par un potentiel faible, qui traduit l’écrantage du noyau par les électrons de coeur. 

                 Les pseudopotentiels sont des potentiels qui conduisent pour une configuration 

électronique de référence de l’atome isolé aux valeurs propres exactes et à des fonctions 

propres aussi régulières que possible en accord avec les fonctions d’onde atomiques au-delà 

d’un certain rayon choisi appelé rayon de coupure cr . Ces fonctions propres, appelées 

pseudofonctions, possèdent les mêmes propriétés de diffusion (les mêmes dérivées 

logarithmiques) que les fonctions d’onde réelles. On leur demande d’avoir la plus grande 

transférabilité possible, c’est-à-dire qu’ils soient utilisables dans le plus grand nombre 

possible de système, c’est-à-dire des environnements thermodynamiques différents. La 

manière d’améliorer cette tansférabilité est développée comme suivants : 

- la valeur des rayons de coupure( le paramètre qui désigne la région de cœur ionique), 

- La linéarisation du terme d’échange-corrélation coeur-valence, 

- La transformation de la forme semi-locale en une forme totalement séparable du 

pseudopotentiel. 

La tansférabilité du pseudopotentiel doit être vérifiée avant toute utilisation. La façon la plus 

simple d’augmenter la transférabilité d’un pseudopotentiel est de déduire le rayon de coupure 

des fonctions d’onde.   

 
II.4.1.a-Les Pseudopotentiels à norme conservée : 
 
        On se place d’emblée dans un formalisme sans spin. Chaque état propre de l’équation de 

Schrödinger atomique est défini par trois nombres quantiques ),,( mln . La fonction d’onde 

s’écrit : 

                                         ),()(),,( ,, ϕθϕθφ mllnnlm YrRr =                                                   (II.37) 

où lnR ,  est la partie radiale et les mlY ,  les harmoniques sphérique. 

        La famille des pseudopotentiels à norme conservée respecte les conditions suivantes : 

 1. égalité des valeurs propres pseudo (PS) et réelles (AE) pour une configuration donnée : 

       
                                          PS

ln
AE

ln ,, εε =                                                                                  (II.38) 

   
2. les fonctions d’onde réelles et pseudo sont égales au-delà du rayon de coupure choisi cr  : 
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                                         )()( ,, rRrR PS
ln

AE
ln =                     pour crr >                                  (II.39) 

  
 3. le pseudopotentiel d’onde ne possède pas de nœuds  
 
4. les intégrales des densités de charge réelles et pseudo s’accordent pour chaque état de 

valence (conservation de la norme) 

 

                                        ∫ ∫=cc cr r PS
ln

AE
ln drrrRdrrrR

0

2
2

0 ,
22

, )()(                                           (II.40) 

 
          De cette condition découle le fait que les dérivées logarithmique des fonctions d’onde 

réelles et pseudo et leurs premières dérivées par rapport à l’énergie s’accordent pour crr > . 

Une fois la pseudofonction d’onde obtenue, le pseudopotentiel écranté par les électrons de 

valence PS
lscrV ,  se détermine par inversion de l’équation de Schrödinger radiale : 

                                      )]([
)(2

1

2

)1(
22, rrR

dr

d

rrRr

ll
V PS

lPS
l

l
PS

lscr ++−= ε                               (II.41) 

 on rappelle que le pseudopotentiel est sans singularité sauf à l’origine, ce qui permis 

d’inverser l’équation de Schrödinger radiale. Cela est fait en soustrayant le potentiel de 

Hartree )(rV PS
H et d’échange–corrélation )(rV PS

xc  calculés à partir des pseudofonctions 

d’onde. On obtient un pseudopotentiel ionique. 

                                      )()()()( ,, rVrVrVrV PS
xc

PS
H

PS
lscr

PS
lion −−=                                             (II.42) 

                Généralement, on écrit le pseudopotentiel ionique sous forme d’une partie locale 

(dépendant de r  seulement) et en une partie non-locale qui prend en compte la dépendance en 

l .On écrit la forme semi-locale du pseudopotentiel comme :  

 

                                      l

l

PS
lnonlocal

PS
localeion

PS
lion PrVrVrV

∧

∑+= )()()( ,,,                                       (II.43) 

où  
 

)(, rV PS
lnonlocal est le potentiel local. 

 
)()()( ,,, rVrVrV PS

localion
PS

lion
PS

lnonlocal −= est le potentiel non locale pour la composante de moment 

angulaire l . 

lP  projette la ièmel  composante du moment angulaire. 

             Il existe un ensemble de tests auxquels doit satisfaire le pseudopotentiel et qui 

donnent une bonne idée de sa qualité. 
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II.4.1.b-Test sur les propriétés de diffusion : 
 
        On compare les dérivées logarithmiques des fonctions d’onde tous électrons et des 

pseudofonctions (II.43) d’onde en fonction de l’énergieε , au rayon crr >0  pour  des énergie 

de l’ordre des énergies de valence. Cette égalité donne une idée de la qualité de diffusion du 

pseudopotentiel. 

                                       
dr

rdR

rRdr

rdR

rR

AE
l

AE
l

PS
l

PS
l

),(

),(

1),(

),(

1 ε
ε

ε
ε

=                              (II.44) 

          De façon pratique, ces dérivées logarithmiques doivent s’accorder sur un intervalle 

d’énergie d’environ 2±  Ry ( 1±  Hartree) où les états de valence forment des bandes de Bloch 

auteur des valeurs propres atomiques de valence. 

 
II.4.1.c-Test sur les énergies d’excitation : 
 
      On compare les résultats tous électrons et pseudopotentiel en calculant des énergies 

atomiques d’excitation et d’ionisation. Les énergies d’ionisation ou d’excitation sont données 

par : 

                                           )(_)( a
i

Mtotb
i

MtotM
ba fEfEE −−=                                                (II.45) 

 
ou M indique soit le calcul pseudopotentiel  (M=PS), soit le calcul tous électrons (M=AE), 

soit le calcul cœur gelé (M=FC) et bif et a
if  sont les nombres d’occupation des orbitales dans 

l’état excité et fondamental respectivement. Les erreurs dues à l’utilisation d’un 

pseudopotentiel : 

    
                                           AE

ba
PS
ba

PS
ba EEE −=∆                                                                   (II.46) 

 
doiv²ent être comparées aux erreurs dues à l’utilisation d’une approximation cœur gelé dans 

un calcul tous électrons : 

 

                                             AE
ba

FC
ba

FC
ba EEE −=∆                                                                 (II.47) 

 
Dans ce test, un calcul avec un pseudopotentiel transférable doit avoir a même précision que 

le calcul tous électrons cœur gelé c’est-à-dire : 

 

                                            FC
ba

PS
ba EE ∆≈∆                                                                        (II.48) 
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on dit que, pour le premier potentiel d’ionisation, les erreurs ne doivent pas excéder quelque 

dizaines de meV. 

 
II.4.2. Les méthodes linéaires:   
 
                Dans ces dernières années, les techniques de résolutions du problème de structure 

de bande se sont bien développées avec la création des nouveaux calculateurs et des nouvelles 

méthodes. C’est vraie que les méthodes empiriques telles que la méthode APW [60,67]1 et la 

méthode KKR [68,69] donnent des bons résultats en comparaison avec les donnés 

expérimentales, elles possèdent les caractéristiques des techniques numériques qui sont très 

sollicitées pour les calculs d’unes certains classe de cristaux. En conséquent, ces méthodes ont 

subis une amélioration qui consiste dans le passage de l’empirique au premier principe, et ceci 

est fait par la linéarisation. Parmi les méthodes linéaires on a : la méthode linéaire des ondes 

planes augmentés (LAPW) [64,65], qui va être détaillée dans le chapitre qui suit, la méthode 

linéaire des fonctions de Green (LKKR) [70,71], la méthode linéaire des orbitales atomiques 

(LMTO)[65] , et la méthode linéaire de la combinaison des orbitales atomiques (LCAO) 

[57,58].   

II.4.3.  La méthode de la combinaison linéaire des orbitales atomiques (LCAO) :  

            Dans l’approximation d’un seul électron, le spectre d’énergie d’électron dans le cristal 

peut être déterminé à partir de l’équation de Schrödinger :  

                                              )()()](
2

[ 2
2

rErrV
m

ψψ =+∇− h
                                           (II.49)        

où V(r) est un potentiel périodique exercé sur les électrons dans le cristal. 

Aussi nous pouvons construire la densité de charge : 

                                                       

                                              
2

)()( ∑=
occ

j
j rrn ψ                                                                   (II.50)      

  
        Pour trouver le potentiel V(r) en résolvant l'équation de Poisson pour la partie Hartree et 

par l’usage la description du fonctionnelle de la densité locale pour la partie de l’échange et 

de corrélation, finalement, nous pouvons évaluer l'énergie totale des électrons et des nucléons 

dans l’approximation de Born-Oppenheimer. 

L’équation de Schrödinger  peut être résolu en cherchant la fonction d’onde comme une 

expansion : 

                                                    ∑
∞

=

=
1

)()(
i

ii rCr ϕψ                                                        (II.51)      
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          si on se limite à un certain nombre finie de termes dans la série, on peut avoir une 

solution approximative du problème. En pratique, on sélectionne un certain ensemble, pas 

nécessairement complet des fonctions lϕϕϕ ,..., 21 , qui convient au problème et qui satisfait les 

conditions aux limites. On construit donc une combinaison linéaire de ces fonctions : 

 

                                              ∑
=

=
l

i
ii rCr

1

)()( ϕψ                                                                  (II.52) 

           Les  efforts des chercheurs dans le domaine des méthodes de calculs des spectres 

électroniques ont été orienté pour trouver une procédure qui permettre de construire les 

fonctions de baseiϕ . De plus, ces fonctions devraient être choisies de telle sorte que les 

calculs de la fonction d’onde électronique )(rψ soient très simples. La nature des fonctions 

d’essai utilisées pour les calculs peut servir comme étant une caractéristique qui distingue une 

méthode d’une autre. 

               La méthode linéaire de la combinaison d’orbitales atomiques (LCAO) [57,58] ou des 

liaisons fortes ou de Bloch qui l’a proposé pour le première fois [57], consiste à construire une 

combinaison linéaire d’orbitales atomiques situées sur différents atomes du cristal. Les 

coefficients correspondants représentent les valeurs de l’onde plane )exp(ikR aux différentes 

positions R sur lesquelles les atomes sont localisés. La méthode LCAO peut être utilisé 

comme une méthode d’interpolation. Ceci veut dire qu’on peut facilement avoir des solutions 

des bandes d’énergie en un point arbitraire dans la zone de Brillouin, alors que pour la plupart 

des autres méthodes approximatives, ceci reste difficile, excepté en certains points de 

symétrie de la zone de Brillouin.   

           La combinaison linéaire des fonctions atomiques )( Rra −ϕ d’un électron dans un 

atome isolé situé au point R, avec ),,( mlna = est donnée par : 
 

                                                  ∑ −=
R

aR RrCr )()( ϕψ                                                      (II.53) 

à l’aide de la périodicité de Bloch, les coefficients RC  sont choisis de telle façon que la 

fonction ci-dessus puisse satisfaire la condition de cette périodicité 

  

                                               )()( reRr ikRψψ =+                                                              (II.54) 
 
en posant ikR

R eC = , on aura : 
 
                                              ∑ −=

R
a

ikR
k Rrer )()( ϕψ                                                       (II.55) 
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cette sommation est appelée la sommation de Bloch. 
 
Pour un états s caractérisé par une symétrie physique, l’énergie kE d’un électron résultante 

des interactions entre seulement les premiers proches voisins séparés par 0R est donnée par : 

                                             ∑−−=
0

0)(
R

ikR
a eEkE βα                                                      (II.56) 

où aE c’est l »énergie de l’atome isolé, α représente l’énergie électrostatique d’électron dans 

l’état aϕ , et β  est l’énergie d’interaction entre les premiers proches voisins. 

Le problème du potentiel périodique, est approximé (par Slater et Koster) à la résolution de 

l’équation séculaire suivante : 

                                              0det =− EIH ij                                                                    (II.57) 

 
           En, résumé, cette méthode est bien adapter au calcul des bandes profondes, moins 

adapter au calcul des bandes de valence et peu au bandes de conduction. La méthode LCAO, 

s’inspire de l’idée que les états électroniques dans le cristal sont essentiellement, des états 

atomiques, plus ou moins perturbés par la nature périodique du cristal.  

 

II.4.4. La méthode linéaire des orbitales de muffin-tin (LMTO) : 
 
II.4.4.a- Approximation de Sphère Atomique (ASA) : 
 
      L’une des premières méthodes de calcul de la théorie de bande été proposée par Wigner et 

Seitz en 1933 [72]. Dans cette méthode le cristal est divisé par des cellules de Wigner-Seitz, 

et le potentiel est supposé sphériquement symétrique. Dans ce cas, la solution de l'équation de 

Schrödinger pour l'énergie E arbitraire peut représenté par les ondes partielles comme suit : 

 

                                 )ˆ(),(),( rYirEurE L
l

lL ≡Φ                                                                 (II.58) 

 
où l’indice L est la combinaison des nombres quantique ml ,  ; lu  est la solution de la partie 

radial de l’équation de Schrödinger. 

        La fonction d'onde d'un électron de valence dans un cristal s’écrit sous la forme : 
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                                 ),()()(),( . RrERrekCEr
R

L
Rik

L
Lk −Φ−=Ψ ∑∑ θ                          (II.59)                                     

Ici, R est le vecteur de réseau ;  )(rθ est une fonction égale à l’unité à l'intérieur de la cellule 

localisée, et nul à l'extérieur de cette cellule. 

Si, pour l’énergie kE  donnée, nous trouvons les coefficientsLC , depuis );( ErkΨ , et sa dérivée 

sont des fonctions continues, (II.59) est la solution de l’équation de Schrödinger dans le 

cristal, et E la valeur propre de vecteur d’ondek
r

. 

        Evidemment, ces conditions aux limites dépendent de k
r

et la structure du cristal. Dans 

l’approximation de sphère atomique (ASA), quand la cellule de Wigner-Seitz  est replacée par 

une sphère de volume équivalent, cette condition réduit à cela spécifié pour les dérivé 

logarithmique de la partie radial comme suit : 

 

                                       ),(),()( ' sEusEsuED lll ≡                                                        (II.60) 

 
où le rayon de sphère est définie depuis la condition 31

0 )43( πΩ=s  ; 0Ω   est le volume de la 

cellule Wigner-Seitz. 

          Pour des points communsk
r

, la condition au limite dans la méthode de Wigner-Seitz 

presque ne peut pas toujours satisfaite. Pour cette raison, cette méthode a rarement été utilisée 

pour 40 années. 

         Vaincre ces difficultés, en 1937, Slater proposa d'utiliser les sphères de "muffin 

tin"(MT) [72]. Dans le model MT, le potentiel est sphériquement symétrique à l'intérieur de la 

sphère, et assumé constant dans la région interstitielle, cV . Dans cette région, l’énergie 

cinétique d’un électron est donnée par : 

                        
                                        cVEq −=2

0                                                                                  (II.60)       

 
           Le développement de Slater est basé sur la méthode des ondes planes augmentées 

(APW) pour l’expansion de fonction d’onde, et elle est des ondes planes dans la région 

interstitielle, et augmentées à l’intérieur des sphère MT.  

 
II.4.4.b- Les orbitales de muffin-tin (MT) : 
 
            En premier on va considérer une sphère atomique unitaire, supposant qu’à l'intérieur 

de cette sphère le potentiel est sphériquement symétrique, pendant qu’à l’extérieure 

02
0 =−= cVEq . Alors, à l'intérieur de la sphère, la fonction d'onde d'un électron satisfera 
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l'équation de Schrödinger qui permet la séparation des variables. À l'extérieur de sphère, nous 

avons l'équation de Laplace 02 =∇ ψ . Dans le cas général, la partie radiale de cette solution a 

la forme 1−−+= l
l

l
ll rbraφ . Les coefficients la  et lb  sont déterminés par la condition de la 

continuité et la différentiabilité de la fonction d’onde sur la surface de la sphère. Donc, la 

fonction d’onde radiale s’écrit comme suit : 
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où ),( Erul est la solution de l’équation radiale de Schrödinger normalisée dans la sphère 

atomique de rayons.  

Ces fonctions ne sont pas utilisées comme des fonctions de base, et la solution pour sr >  

contient une onde divergente. Par conséquent, nous écrivons les nouvelles fonctions : 
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Cette expression est obtenue à partir de ),( ErlΦ  par substitution de l’onde divergente 

( )
( ) ( )lsr

l

lD

12

1

+
++

. Aussi, pour sr ≤ , on utilise la fonction ),(),( lslr ll φφ  au lieu de( )lsr , et la 

variable E est remplacée par la dérivé logarithmique D pour l'énergie correspondante E. Cela 

peut être fait toujours si le nombre des noeuds de la fonction d'onde est connu. La fonction 

(II.62) n’est pas la solution de l'équation de Schrödinger à l'intérieur de la sphère, cependant, 

elle est continu et lisse sur l'espace entier et diminue à l'extérieur de la sphère. Par conséquent, 

on va utiliser cette fonction pour écrire la fonction de base suivante : 

                           

                   ),()ˆ(),( DrrYiDr lL
l

L Φ=Φ                                                                             (II.63)      

 
on va utiliser l’approximation (ASA), qui consiste à entourer chaque atome avec une sphère 

équivalent à la cellule de Wigner-Seitz. Pour simplicité, nous considérons un atome par 
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cellule unitaire. En dérivant la fonction de base, c'est nécessaire pour inclure toutes les queues 

des fonctions qui contribuent dans la sphère centrée au site R. 

La somme de Bloch peut être écrite comme suit : 

 

                   ∑
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−Φ=
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Rikk

L DRreDrχ                                                                       (II.64)      
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     Que la fonction soit continue et différentiable dans toute la sphère, nous devons emporter 

une augmentation. Alors, on obtient nos fonctions de base sous la forme : 
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ces fonctions sont des orbitales de MT , tel que les K

LLS '  représentent les transformations de 

Fourier des constantes de la structure :  
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où '''LLLC  sont les coefficients de Gaunt, 
 

            Ω= ∫ drYrYC LLLLL )ˆ()ˆ( *
'''                                                                                          (II.69)      
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pour une combinaison linéaire, on a : 
 
                                              
            ∑ ∑ −=Ψ

L R
lL

Rik
Lk EDRrkekCr ))(,,()()( . χ                                                          (II.70)      

 
des orbitales de  MT être la solution de l'équation de Schrödinger pour le cristal entier. 
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III.1. La méthode linéaire des ondes plane augmentées (LAPW) : 
 
La méthode linéaire de l’onde plane augmentée LAPW (Linear Augmented Plane Wave), 

développée par Andersen [73], est fondamentalement une amélioration de la méthode dite des 

ondes planes augmentées (APW) élaborée par Slater [60,74]. 

Une nouvelle technique pour résoudre l’équation de Poisson [75] a été ajoutée à la 

méthode LAPW pour que nous puissions traiter l’absorption moléculaire sur les surfaces. 

Ainsi La méthode LAPW, qui assure la continuité du potentiel à la surface de la sphère 

« muffin-tin »  MT, développe le potentiel sous la forme : 

  
                     )()( rYrV lm

lm
lm∑                   à l’intérieur de la sphère                                                     

=)(rV            

                     ∑
K

iKr
K eV                          à l’extérieur de la sphère                                       (III.1)                             

 
 Ce qui est à l’origine du nom de la méthode FP-LAPW « full-potential Linear Augmented 
Plane Wave » 
Ainsi, avant de décrire la méthode FP-LAPW, nous rappellerons les bases de la méthode 
APW. 
 
III.2. La méthode APW :  
 
Slater expose la méthode APW (Augmented Plane Wave) dans son article [60]. Au voisinage 

d’un noyau atomique, le potentiel et les fonctions d’onde sont de la forme « Muffin-Tin » 

(MT) présentant une symétrie sphérique à l’intérieur de la sphère MT de rayonαR . Entre les 

atomes le potentiel et les fonctions d’onde peuvent être considérés comme étant lisses. En 

conséquence, les fonctions d’onde du cristal sont développées dans des bases différentes selon 

la région considérée : Solutions radiales de l’équation de Schrödinger à l’intérieur de la sphère 

MT et ondes planes dans la région interstitielle (Figure III.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                             Figure III.1 : Le potentiel muffin-tin. 
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Sphère 
MT 
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MT 
      
            αR  
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Alors la fonction d’onde )(rφ est de la forme : 
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                                                            (III.2)                                                

                    
où αR  représente le rayon de la sphère MT, Ω  le volume de la cellule, GC  et lmA les 

coefficients du développement en harmoniques sphériques lmY . 

      La fonction )(rU l  est une solution régulière de l’équation de Schrödinger pour la partie 

radiale qui s’écrit sous la forme : 

           0)()(
)1(

22

2

=








−+++− rrUErV
r

ll

dr

d
ll                                                                 (III.3)                                 

V(r) : représente le potentiel Muffin-Tin etlE  l’énergie de linéarisation. Les fonctions radiales 

définies par (III.3) sont orthogonales à tout état propre du cœur. Cette orthogonalité disparaît 

en limite de sphère [73] comme le montre l'équation de Schrödinger suivante : 

          
2

2
2

12
1

2

22112 )(
dr

rUd
U

dr

rUd
UUrUEE −=−                                                                (III.4)  

où U1 et U2 sont des solutions des parties radiales pour les énergies 1E et 2E . Le recouvrement 

étant construit en utilisant l’équation (III.4) et en l’intégrant par parties. 

            Slater justifie le choix particulier de ces fonctions en notant que les ondes planes sont 

Des solutions de l’équation de Schrödinger lorsque le potentiel est constant. Quant aux 

fonctions radiales, elles sont des solutions dans le cas d’un potentiel sphérique, lorsque lE  est 

une valeur propre.  

     Cette approximation est très bonne pour les matériaux à structure cubique à faces centrées, 

et de moins en moins satisfaisante avec la diminution de symétrie du matériau. 

Pour assurer la continuité de la fonction )(rφ à la surface de la sphère MT, les coefficients  

lmA doivent être développés en fonction des coefficients GC des ondes planes existantes dans 

les régions interstitielles. Ainsi, après quelques calculs algébriques, nous trouvons que:  

                                   

              ( ) ( )∑ ++
Ω

=
G

lmlG
l

l

lm GKYRgKJC
RU

i
A *

21 )(

4
α

α

π
                                                (III.5) 

 
L'origine est prise au centre de la sphère, et les coefficients lmA sont déterminés à partir de 

ceux des ondes planesGC . Les paramètres d'énergielE sont appelés les coefficients  
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variationnels de la méthode APW. Les fonctions individuelles, étiquetées par G deviennent 

ainsi compatibles avec les fonctions radiales dans les sphères, et on obtient alors des ondes 

planes augmentées (APWs). 

Les fonctions (APWs) sont des solutions de l'équation de Schrödinger dans les 

sphères, mais seulement pour l’énergielE . En conséquence, l’énergielE doit être égale à celle 

de la bande d’indice G. Ceci signifie que les bandes d'énergie (pour un point k) ne peuvent 

pas être obtenues par une simple diagonalisation, et qu’il est nécessaire de traiter le 

déterminant séculaire comme une fonction de l’énergie. 

La méthode APW, ainsi construite, présente quelques difficultés liées à la 

fonction )( αRU l qui apparaît au dénominateur de l’équation (III.5). En effet, suivant la valeur 

du paramètre lE , la valeur de )( αα RU peut devenir nulle à la surface de la sphère MT, 

entraînant une séparation des fonctions radiales par rapport aux fonctions d’onde plane. Afin 

de surmonter ce problème plusieurs modifications à la méthode APW ont été apportées, 

notamment celles proposées par Koelling [76] et Andersen [73]. La modification consiste à 

représenter la fonction d’onde )(rφ à l’intérieur des sphères par une combinaison linéaire des 

fonctions radiales )(rU l et de leurs dérivées par rapport à l’énergie )(rU& , donnant ainsi 

naissance à la méthode FP-LAPW. 

III.3. Principe de la méthode FP-LAPW 

Dans la méthode FP-LAPW, les fonctions de base dans les sphères MT sont des 
combinaisons linéaires des fonctions radiales )()( rYrU lml  et de leurs dérivées )(rYU lml

&  par  

rapport à l’énergie. Les fonctionslU sont définies comme dans la méthode APW (III.3) et la 

fonction )()( rYrU lml
& doit satisfaire la condition suivante : 
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−+++− &                                                     (III.6) 

         
Dans le cas non relativiste, ces fonctions radialeslU et lU&  assurent, à la surface de la sphère 

MT, la continuité avec les ondes planes de l’extérieur. Alors, les fonctions d’onde ainsi 

augmentées deviennent les fonctions de base (LAPWs) de la méthode FP-LAPW : 
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où les coefficients lmB correspondent à la fonctionlU& et sont de même nature que les 

coefficients lmA . Les fonctions LAPWs sont des ondes planes uniquement dans les zones 

interstitielles comme dans la méthode APW. A l’intérieur des sphères, les fonctions LAPW. 

Sont mieux adaptées que les fonctions APWs. En effet, si lE diffère un peu de l’énergie de 

bande E, une combinaison linéaire reproduira mieux la fonction radiale que les fonctions 

APWs. Par conséquent, la fonctionlU peut être développée en fonction de sa dérivéelU& et de 

l’énergie lE . 

 

                     ( )( )2),()(),(),( llllll EEOrEUEErEUrEU −+−+= &                                  (III.8)           

 

où ( )( )2EEO −  représente l’erreur quadratique énergétique. 

     La méthode FP-LAPW assure ainsi la continuité de la fonction d’onde à la surface de 

la sphère MT. Mais, avec cette procédure, les calculs perdent en précision, par rapport à la 

méthode APW qui reproduit, elle, les fonctions d’onde très correctement, tandis que la 

méthode FP-LAPW entraîne une erreur sur les fonctions d’onde de l’ordre de 2)( lEE − et une 

autre sur les énergies de bandes de l’ordre de 4)( lEE − . Malgré cet ordre d’erreur, les 

fonctions LAPWs forment une bonne base qui permet, avec un seul lE , d’obtenir toutes les 

bandes de valence dans une grande région d’énergie. Lorsque cela n’est pas possible, on peut 

généralement diviser en deux parties la fenêtre énergétique, ce qui est une grande 

simplification par rapport à la méthode APW. En général, si lU  est égale à zéro à la surface de 

la sphère, sa dérivéelU&  sera différente de zéro. Par conséquent, le problème de la continuité à 

la surface de la sphère MT ne se posera pas dans la méthode FL-LAPW. 

 Takeda et Kubler [77] ont proposé une généralisation de la méthode LAPW dans 

laquelle N fonctions radiales et leurs (N-1) dérivées sont utilisées. Chaque fonction radiale 

possédant son propre paramètreliE de sorte que l’erreur liée à la linéarisation soit évitée. On 

retrouve la méthode FP-LAPW standard pour N=2 et1lE  proche de 2lE , tandis que pour N>2 

les erreurs peuvent être diminuées. Malheureusement, l’utilisation de dérivées d’ordre élevé 

pour assurer la convergence nécessite un temps de calcul beaucoup plus grand que dans la 

méthode FP-LAPW standard. Singh [78] a modifié cette approche en ajoutant des orbitales 

locales à la base sans augmenter l’énergie de cutoff des ondes planes. 
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III.4. Les rôles des énergies de linéarisation lE  :  

Les fonctions lU et lU&  sont orthogonales à n’importe quel état de cœur strictement 

limité à la sphère MT. Mais cette condition n’est satisfaite que dans le cas où il n’y a pas 

d’états de cœur avec le même l, et, par conséquent, on prend le risque de confondre les états 

de semi-cœur avec les états de valence. Ce problème n’est pas traité par la méthode APW, 

alors que la non orthogonalité de quelques états de cœur dans la méthode FP-LAPW exige un  

choix délicat de lE . Dans ce cas, on ne peut pas effectuer le calcul sans modifier lE  . 

  La solution idéale dans de tels cas est d’utiliser un développement en orbitales locales. 

Cependant, cette option n’est pas disponible dans tous les programmes, et, dans ce cas, on 

doit choisir un rayon de la sphère le plus grand possible. 

        Finalement, il faut remarquer que les divers lE devraient être définis indépendamment 

les uns des autres. Les bandes d’énergie ont des orbitales différentes. Pour un calcul précis de 

la structure électronique, lE doit être choisi le plus proche possible de l’énergie de la bande si 

la bande a le même l. 

III.5. Représentation de la densité de charge et du potentiel : 

L’efficacité de la méthode LAPW se base surtout sur le bon choix des représentations 

des fonctions d’ondes dans les différentes régions. En particulier, le développement des 

harmoniques sphériques sur une maille radiale à l’intérieur des sphères et des ondes à 

l’extérieur. Selon ce choix, la méthode devient très adaptée aux calculs des symétries à 

plusieurs particules. Cependant, la variation rapide des fonctions d’ondes implique une 

variation rapide de la densité de charge et du potentiel ce qui donne une meilleur flexibilité de 

ces derniers. 

La solution dans la méthode LAPW consiste à utiliser une représentation duale en ce 

qui concerne la charge, le potentiel et les fonctions d’ondes. Par conséquent, la symétrie est 

utilisée pour réduire le nombre des paramètres à stoker. Afin de simplifier la construction de 

la densité de charge ainsi la synthèse de la matrice Hamiltoniene, on a : 

- La densité à la symétrie du site à l’intérieur des sphères. 

- La densité interstitielle à la symétrie du groupe d’espace. 

- La densité est une quantité réelle. 

- Les densités à l’intérieur des atomes, reliées par opération de symétrie sont identiques à 

part celle de la rotation. 

III.5.1. La construction des étoiles :  

Les étoiles dans la région interstitielle sont données par : 



Chapitre III           La méthode de calcul des ondes planes augmentées linéaire (FP-LAPW) 

 58 

 [ ] [ ]∑∑ =−=
m

mm
R s

r
op

s rGiR
m

triRG
N

.exp
1

)(exp
1 ϕφ                                         (III.9) 

où : 

R : Sont les composantes de rotation des opérations du groupes spatial{ }tR . 

opN  : est le nombres des opérations du groupe espace. 

sm  : est le nombre des ondes planes indépendantes dans l’étoile, et qui peut être inférieur à 

opN  : est le nombre des opérations du groupe espace. 

ϕ  : est le facteur de phase qui assure que chaque étoile a la symétrie totale du réseau. 

on peut noter par la suite que : 

1- L’onde plane donnée se produit seulement dans une étoile à cause des propriétés de 

groupe. 

2- Pour un réseau de haute symétrie, on a plus moins d’étoile que des ondes planes. 

3- Toutes les composantes de l’étoile possèdent le même G , mais pas forcement toutes 

les ondes planes qui ont G  doivent être dans la même étoile. 

4- Toute fonction possède une symétrie du réseau peut être développée en étoile. 

5- Les étoiles sont en plus orthogonales : 

                         ∫ =
Ω '

3
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* 11
ss

s
ss m

rd δφφ                                                                               (III.10) 

La boite qui contient toutes les ondes planes jusqu’à, maxG et qui vérifier la 

condition maxGGi ≤ , est construite dans le réseau réciproque. Après examiné tous les iG , on 

les classes dans des listes suivant leur longueur (on note que tous les éléments de l’étoile ont 

la même longueur). La liste est divisée en sub-lites qui contient des ondes planes de même 

longueur, et qu’elle subdivisent à leurs tour en liste des ondes planes reliées par la symétrie. 

Ceci forme les étoilessφ , Les facteurs de phase sont construits en $utilisant les opérations de 

groupe spatial. 

 
                            { } tRrrtR +=                                                                                       (III.11) 
 
à partir de l’équation (III.10) on a : 
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La somme dans cette équation est sur toutes les opérations de groupe spatial qui transforme le 

représentative (G) à (RG). 
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             Pour les réseaux qui ont une inversion de symétrie, l’origine de la cellule unité peut 

être choisie sur le site d’inversion, et dans ce cas, les phases sont choisis pour que les étoiles 

sont des fonctions réelle. Comme un résultat, les coefficients de l’étoile pou la densité et le 

potentiel sont aussi réels. Dans le cas des réseaux sans inversions de symétrie, ceci est 

impossible, parce que l’étoile qui contient (G) ne contient pas (-G), et par conséquent, les 

coefficients de développement de l’étoile sont plus complexe.  

Alternativement, les étoiles généralisées consistent que des combinaisons linéaires réelles 

d’étoile reliées par GG −→  peuvent être construites. Malheureusement, ceci se produit dans 

plus qu’une étoile, et par conséquent, il complique certaines opération nécessaire pour 

construire le potentiel et pour symétrie la densité de charge.   

 

 

 
 
                                        Figure III.2 : Construction des étoiles. 
 
 
III.5.2. La construction des harmoniques du réseau : 

 
On a  mentionné avant que, les harmoniques du réseau, vK sont des harmoniques 

sphériques utilisés pour la représentation sphériques, juste comme les étoile dans la région 

interstitielle. Les harmoniques du réseau sont nécessairement référencés au centre en 

Construire les ondes planes 

mxi GG ≤  

Classer iG par longueur 

Subdiviser en groupes reliés par la 
symétrie 

Déterminer les phases mϕ  
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question, parce qu’il sont construit en utilisant la symétrie du site (l’opération qui 

conserve la position atomique) plutôt que la haute symétrie du groupe spatial. 

                 
                         ∑ −=−

m
lmmvv RrYCRrK )()( ,, α

α
αα                                                            (III.13)    

αR : est la position du centre de l’atomeα . La somme est sur tous les m, plutôt que sur les l  

et m . Ceci est dû au faite que les rotations delmY ne se pas couple pas àl . 

Pour déterminer les coefficientsmvC , , il faut que les harmoniques sphériques soient réelles 

et invariantes sous les opérations de rotation correspondantes au site de symétrie, et qu’elles 

soient orthogonales. Les vK sont construites en utilisant la matrice de rotation suivante : 

                         ),,()1()( γβαDRD lp−=                                                                           (III.14)    

 

γβα ,,  : sont les angles d’Euler, et p dénote le déterminant de R qui peut prendre une des 

deux valeurs 1± . 

Notons que, l’harmonique du réseau 0=l est toujours présente, et elle possède un seul 

coefficient. Ceci est avantageux car la composante sphérique  qu’elle représente peut être 

calculée séparément autant que la densité de charge et le potentiel sont presque sphériques au 

voisinage du noyau (à l’intérieur des sphères), les composantes avec 0≠l  peuvent être 

négligées.  

Les éléments de matriceD sont donnés par : 
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avec : 

          
( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )

ba

t

t
mm

BB

mmttmltml

mlmlmlml
Bd 












−+−−−+
−+−+−=∑ 2

sin
2

cos
!'!'!

!'!'!!
)1()(

21

'                 (III.16)  

 
où  tmmla 2'2 −−+=   et    mmtb −+= '2  
 
La sommation surt  est limitée aux arguments non négatifs des factoriels dans le 

dénominateur. 

Afin d’obtenir les harmoniques sphériques du réseau, on applique les rotations aux 

harmoniques sphériques réelles, et on somme sur tous lesR . 

                       

[

[







<−−

≥−+
=
∑

∑

−

−

0,)()1()(

0),()1()(

MRDRDi

MRDRD

C

R
mM

M
Mm

Mm
M

R
mM

M
m                                          (III.17) 



Chapitre III           La méthode de calcul des ondes planes augmentées linéaire (FP-LAPW) 

 61 

Carter les composantes avec 
 la norme nulle 

Les MC  restants sont les vC  

Les M
mC  sont les coefficients de Gramm-Schmidt, et qui ont une norme nulle. 

           La densité et le potentiel à l’intérieur de la sphère sont développés en harmonique du 

réseau dans une maille radiale discrète )( ir , on note aussi que la même radiale est utilisée pour 

les fonctions d’onde. Une représentation exacte nécessite un nombre suffisant des 

harmoniques du réseau et une maille radiale suffisamment dense. Le choix pratique pour cette 

dernière est la maille logarithmique. 

 
                             x

i
x

ji ererr δδ ==+1                                                                                  (III.18)  

avec le dernier point de la maille αRrim = . Un degré élevé de convergence est typiquement 

atteint avec 03.0≈δ . L’utilisation de la maille logarithmique est particulièrement pratique 

pour l’intégration et la solution numérique de l’équation différentielle. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                        Figure III.3 : La construction des harmoniques sphériques. 
 

Boucle de max,1 ll =  
Calculer ),,(' γβαmmD  pour chaque 

opérateur 

Trouver les M
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Les coefficients de Gramm-schmidt 
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III.6. Construction des fonctions radiales 

 
Les fonctions de base de la méthode FP-LAPW sont des ondes planes dans la zone 

interstitielle. Elles sont développées sous la forme de fonctions radiales numériques à 

l’intérieur des sphères MT à condition que les fonctions de base et leurs dérivées soient 

continues à la surface de la sphère MT. Ainsi, la construction des fonctions de base de la 

méthode FP-LAPW revient à déterminer : 

-           Les fonctions radiales )(rU l  et leurs dérivées par rapport à l’énergie )(rU l
& .  

-            Les coefficients lma et lmb qui satisfont aux conditions aux limites. : 

 
       Les conditions aux limites fournissent un moyen simple pour la détermination du cutoff 

du moment angulairemaxl et pour la représentation du coupuremaxG des ondes planes dans la 

sphère de MT pour un rayonαR  .Une stratégie raisonnable consiste à choisir ces coupure, tels 

que maxmax lGR =α , ce qui est réalisé en pratique puisque la convergence des calculs de FP-

LAPW est assurée pour maxGRα compris entre 7 et 9. 

III.6.1. Les fonctions radiales non relativistes : 

Dans le cas non relativiste, les fonctions radiales)(rU l sont des solutions de l’équation 

de Schrödinger avec un potentiel sphérique et pour une énergie de linéarisationlE on a : 
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r

ll

dr

d
ll                                                (III.19)         

 
      où V(r) est la composante sphérique du potentiel dans la sphère MT pour l = 0. La 
condition aux limites 0)( =rrU l  ayant été appliquée. 

       La dérivée par rapport à l’énergielE est: 
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Les solutions radiales doivent être normalisées dans la sphère MT. 
 

                         ∫ =
αR

l drrUr
0

22 1)(                                                                                        (III.21) 

         lU  : est une solution homogène de l’équation inhomogène (III.19) de la forme 

 
                           llll UUEUh =− &&                                                                                     (III.22)                                                      
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  En utilisant la condition de normalisation (III.21), il apparaît immédiatement que la 
Fonction lU et sa dérivée sont orthogonales : 

 

                           0)()(
0

2 =∫ drrUrUr l

R

l
&

α

                                                                             (III.23) 

         La fonction lU  est normalisée, 

                        ∫≡
αR

l drrUrN
0

22
1 )(&                                                                           (III.24) 

         Cette condition de normalisation dans la méthode FP-LAPW peut être remplacée par 
l’équation suivante : 
 
                          [ ] 1)(')()()('2 =− ααααα RURURURUR llll

&&                                               (III.25)   

avec 
 
                          ( )rrEUrEU ll ∂∂= ),(),('  et ( )ErEUrRU ll ),(),( =&                           (III.26)    

            
         Cette équation sert à déterminer numériquement les fonctions )(rU l et )(rU l

& . Avec 

cette normalisation on peut développerlU  sous la forme : 

 
                           ...)()()( ++=+ EUEUEU lll

&δδ                                                           (III.27) 

        

avec ce choix, la norme de )(rU l
& , soit( )lU&  , indique l’ordre de grandeur de l’énergie lE .  

En particulier, les erreurs sur l’énergie de linéarisation sont acceptables selon Andersen [73] 
quand : 

                           11 ≤− EEU l
&                                                                                        (III.28) 

 
         Si un tel choix n’est pas possible, plusieurs options sont disponibles : 
 
- Diviser le domaine d’énergie en fenêtres, et traiter chaque fenêtre séparément avec une             

énergie lE appartenant à chaque état. 

- Utiliser un développement sous la forme d’orbitales locales (méthode quadratique). 

- Réduire la taille des sphères, ce qui revient à réduire la norme de la dérivé de )(rU l . 

           Les deux premières options sont les plus utilisées et seront exposées dans la suite. La 

dernière n’est pas disponible dans tous les programmes et elle n’a été appliquée, à notre 

connaissance, que par Goedeker [79]. 

III.6.2. Les fonctions radiales relativistes :  

Les corrections relativistes sont importantes uniquement lorsque la vitesse de 

l’électron est du même ordre de grandeur que la vitesse de la lumière. Dans la méthode FP-

LAPW, les effets relativistes sont pris en compte à l’intérieur de la sphère MT et sont négligés 
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dans la région interstitielle. En effet, la vitesse de l’électron est limitée par le cutoff dans 

l’espace des k [80]. 

 La modification relativiste consiste à remplacer (III.20) et (III.21)  par les équations 

de Dirac correspondantes et leurs dérivées par rapport à l'énergie. Koellin et Harmon 

[80],aussi Rosicky [81], Wood et Boring [82], Takeda [83], Macdonald [84] et al, ont présenté 

une technique pour résoudre ces équations de Dirac avec un potentiel sphérique dans 

lesquelles l’effet de spin-orbite est initialement négligé, mais peut être inséré ultérieurement. 

L’Hamiltonien de Dirac est donné par : 

                          )()1( 2 rVmcpCH D +−+= βα                                                               (III.29) 

avec les deux matricesα etβ . 

       Les corrections relativistes sont importantes uniquement lorsque la vitesse de 

l’électron est du même ordre de grandeur que la vitesse de la lumière. Dans la méthode FP-

LAPW, les effets relativistes sont pris en compte à l’intérieur de la sphère MT et sont négligés 

dans la région interstitielle. En effet, la vitesse de l’électron est limitée par le cutoff dans 

l’espace des k [80]. 

La modification consiste l’Hamiltonien de Dirac est donné par : 

 

                           )()1( 2 rVmcpCH D +−+= βα                                                              (III.30) 
 
avec les deux matricesα etβ d’ordre 4×4 telles que : 
  

                           



=

σ
α

0
       





0

σ
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=

0

1
β     





−1

0
                                                             (III.31)                                     

 
etσ  sont les matrices standard de Dirac. 

 Siψ  sont les vecteurs propres deDH , ils s’écrivent à l’aide des deux fonctionsφ  etχ  : 

                                      

                         






Φ
=

χ
ψ                                                                                       (III.32) 

 

φ  est appelé la grande composante de la fonction d’onde et χ  la petite. 

L’équation de Schrödinger conduit à : 

 
                             Φ−= )()( Vpc εχσ                                                                               (III.33) 
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                             ( )χεσ 22)( mcVpc +−=Φ                                                                   (III.34) 
 
à partir de ces deux équations, il vient 
 

                             ( ) ( ) Φ=Φ+Φ
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en utilisant l’approximation : 
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avec 
 

                            ViVppV ∇−= h                                                                                 (III.37)       
 
                                 ( )( ) ( ) [ ]pippV ,∇+∇=∇ σσσσ                                                          (III.38) 
 
on obtient l’équation différentielle vérifiée par Φ  : 

( ) [ ]( ) Φ=Φ∇+Φ∇∇−Φ
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     Dans le cas où le potentiel possède une symétrie sphérique,  
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        Les deux premiers termes correspondent à l’équation de Schrödinger non relativiste, le 

troisième et le quatrième proviennent respectivement de la correction de masse et de Darwin. 

Quant au dernier terme, il correspond au couplage spin-orbite. A cause de ce dernier terme,ψ  

n’est plus une fonction propre du moment de spin. 

     La solution de l'équation de Dirac à l’intérieur de la sphère MT devient : 
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et les fonctions kf  et kg vérifient les équations radiales suivantes : 
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où 
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2
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 k : est le nombre quantique relativiste donné parl , j et µχ k  l’opérateur de spin, 

m,: est la masse, et c est la vitesse de la lumière. 

 Le traitement des deux équations couplées (III.42) et (III.43) donne : 
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Le dernier terme qui représente le couplage spin-orbit et qui dépend de la valeur de k (k=l  

Ou k= )1( +− l est négligeable dans un premier temps. 

Koelling et Harmon [80] ont présentés une technique pour résoudre ces équations avec un 

potentiel sphérique et une nouvelle fonction : 

                        kk g
Mc

'
2

1≡φ                                                                                              (III.46) 

 
qui donne, compte tenu de l’équation (III.43) 
 

                        ( ) kkk gk
Mcr

f 1
2
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A partir de l’équation (III.45), en négligeant le dernier terme et en remplaçantkg '  par sa 

valeur, on obtient l’expression : 
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dans laquelle on a remplacé l’indice k parl .Les équations (III.46) et (III.47) forment un 

système d’équations couplées. On peut le résoudre de la même façon que pour l’équation 

radiale standard de Dirac. 

L’équation (III.41) devient : 
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et l’équation (III.49) écrite avec les nombres quantiques lm : 
 

                        





















 +−=






Φ
=

slmllr

slml

lms YLg
r

g
Mc

i
Yg

χσσ

χ

χ
ψ

.
1

'
2

~

~
                                        (III.50) 

 
où sχ est l’opérateur de spin non relativiste (spin-haut, spin-bas). 

         Pour faciliter la résolution des équations séculaires relativistes (III.47)) et (III.48), Louks 

[85] définit les fonctions suivantes : 

 
        ll rgP =  et ll rcQ φ=                                                                                                 (III.51) 
alors : 
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           Ces équations peuvent être résolues numériquement de la même façon que pour 

l'équation de Schrödinger non relativiste à l’aide de la condition aux limites suivante : 
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La dérivée par rapport à l’énergie conduite à des équations semblables à celles du cas non 

relativiste, soit 
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   On détermine les composanteslg  et lf  à partir des solutions delP et lQ . Ces mêmes 

composantes vont être utilisées pour le calcul de la densité de charge et de l’élément de 

matrice. Ainsi, la quantité 2U est remplacée dans l’équation (III.21) par 22
ll fg + . Cependant, à 

la surface de la sphère, la composante lf  disparaît et il ne reste plus que la composantelg  et 

sa dérivée. 

        Dans le cas où les effets de spin-orbite sont pris en compte, l’équation séculaire de 

l’Hamiltonien s’écrit à l’aide des fonctions de base initiales sous la forme : 
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où la matrice de recouvrement est : 
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et 
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En résumé, le deuxième terme dans les équations (III.57) et (III.59) provient de 

l’interaction spin-orbite, et ces deux équations ont été obtenues à partir d’un potentiel à 

symétrie sphérique indépendant du spin. Si on avait choisi un potentiel dépendant du spin, on 

aurait dû utiliser une expression semblable tout en gardant toutefois le signe des spins (spin 

haut et spin bas). 

 
III.6.3. Détermination des coefficients lmA et lmB  : 

 
Les coefficients lmA et lmB sont déterminés, pour chaque vecteur d’onde, et pour 

chaque atome, en imposant aux fonctions de base ainsi qu’à leurs dérivées premières d’être 

continues aux limites des sphères de MT. 

Les fonctions de base sont des ondes planes dans la région interstitielle 
 
                          rikk nn .exp)( 21−Ω=φ                                                                              (III.61)   

 
avec nn Kkk +=  et s’écrivent sous la forme d’une combinaison linéaire de solutions 

sphériques dans les sphères MT. 

 
                         [ ]∑ += )()()()( rYEUBEUAk lmllmlllmn

&φ                                                 (III.62) 

où Ω  est le volume de la cellule, k le vecteur d’onde, et nK  un vecteur du réseau réciproque. 

La condition aux limites à la surface de la sphère de MT permet d’utiliser un développement 

en ondes planes de Rayleigh. 
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En tenant compte de la continuité du moment angulaire, on obtient : 
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et, compte tenu de l’équation (III.25), (III.64) devient 
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                        [ ])(')(')( njUnjUka llllnl

&& −=                                                                    
  
où ),( αRkj nl est remplacé par )(njl  . 

 
         Cette procédure dans la méthode FP-LAPW a ainsi éliminé le problème de 

l’asymptote qui apparaissait dans la méthode APW. 

  

 III.7. Détermination des potentiels : 
 
III.7.1. La résolution  de l’équation de Poisson : 

 
Le potentiel utilisé dans les équations de KS comprend le terme d’échange et de 

corrélation, et le terme Coulombien )(rVC . Le terme coulombien est la somme du potentiel de 

Hartree )(rVH  et du potentiel nucléaire. 

)(rVC est déterminé par l’équation de Poisson à partir de la densité de charge (électronique et 

nucléaire) : 
 
                                )(4)(2 ρπρ=∇ rVC                                                                             (III.66) 
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Calcul de pwV  

Synthétisé pwV sur les limites 

de la sphère 

Intégration de l’équation de 
poisson dans les sphères 

          L’intégration de cette équation est seulement possible dans l’espace réciproque. 

          La méthode de résolution dite de la « pseudo-charge » (la procédure de cette méthode 

est illustrée dans la figure (III.4)) due à Hamann [86] et Weinert [87] est basée sur deux 

observations : 

- La densité de charge est continue et varie lentement dans la région interstitielle et beaucoup 

plus rapidement dans les sphères. 

- Le potentiel coulombien dans la région interstitielle dépend à la fois de la charge 

interstitielle et du multipôle de la charge à l’intérieur de la sphère. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure  III.4 : La solution de l’équation de poisson en utilisant l’approche de la pseudo-charge    
 

Dans la région interstitielle, la densité de charge est développée en série de Fourier : 
 
                             ∑=

G

riGeGr .)()( ρρ                                                                              (III.66) 

et les ondes planes riGe . sont calculées à partir de la fonction de Bessel lj . 

 

Calcul des multipoles de la  
charge dans la région  

Interstitielle 

Calcul des multipoles de la  
charge dans les  

sphères 
 

Construction de pseudo-charge 
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   où r est la coordonnée radiale, αr  la position de la sphère α et αR  son rayon. 
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Le potentiel interstitiel pwV  trouvé directement par intégration  
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Alors : 
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On détermine le potentiel à l’intérieur de la sphère MT par l’utilisation de la fonction de 
Green. 
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où les )(rvρ  sont les parties radiales de la densité de charge. 

 
III.7.2. Potentiel d’échange et de corrélation : 
 

Dans l’approximation de la densité locale (LDA) [88,89] et l’approximation de 

gradient généralisé (GGA) [90,91] le potentiel d’échange et de corrélation [92,93] est linéaire 

contrairement au potentiel coulombien. Il doit donc être calculé dans l'espace réel où il est 

heureusement diagonal. La procédure est illustrée par le diagramme de la figure (III.5). La 

représentation de la charge interstitielle dans l’espace réel est obtenue directement à partir de 

la transformation de Fourier [94,95]. Dans le cas des matériaux magnétiques, on généralise la 

procédure précédente avec l’introduction de spins polarisés. Cette dernière consiste à 

transformer les deux densités de spin haut (up↑ ) et de spin bas (down↓ ) à l’espace réel, e 
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calculant les deux composantes dexcV , et en les transformant par la suite à la représentation 

LAPW. 

La transformée de Fourier rapide FFT permet d’obtenir la représentation de l’espace 

réel de la charge interstitielle  par laquelle on construit les coefficients des planes en utilisant 

l’équation (III.14).  

Le potentiel d’échange et de corrélation est calculé à chaque point de la maille. La 

transformée de Fourier rapide est utilisée par la suite pour transformerxcV de l’espace réel à la 

représentation d’onde plane, à partir de laquelle les coefficients des étoiles sont obtenus. 

Mattheiss [96] a utilisé la formule de Wigner [97] pour obtenir le potentiel interstitiel 

d’échange et de corrélation suivant : 

 

                                ( ) 
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ρ
ρρxcV                                     (III.73)    

 
A l’intérieur des sphères, la même procédure est appliquée avec des valeurs différentes de  

ρ et un potentiel à symétrie sphérique. 

 
  III.8. Amélioration de la méthode FP-LAPW          

 
Le but de la méthode FP-LAPW est d’obtenir des énergies de bande précises au voisinage des 

énergies de linéarisation lE [73]. Dans la plupart des matériaux, il suffit de choisir les 

énergies lE au voisinage du centre des bandes. Cependant, ce n'est pas toujours possible et il 

existe de nombreux matériaux pour lesquels le choix d’une seule valeur de lE  n’est pas 

suffisant pour calculer toutes les bandes d’énergie : Par exemple, les matériaux avec des 

orbitales 4f [98,99] et les éléments des métaux de transition [100,101, 102]. C’est le problème 

fondamental de l’état de semi-cœur qui est un état intermédiaire entre l’état de valence et 

l’état de cœur. Il existe deux moyens pour traiter cette situation : 

- L'usage des fenêtres d'énergie multiple. 

- L’utilisation d’un développement en orbital local. 
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A l’intérieur des sphères                                                  Dans les régions interstitielle 
 
 
Boucle sur les points de maille 
 
 
                    

 
 
 
 
                  Figure III.5: Calcul du potentiel d’échange et de corrélation.  
 
III.9. Densité de charge de valence : 

 
La fonction d’onde d’un électron de valence dans un cristal n’est pas une entité 

observable, mais elle permet d’obtenir la valeur de grandeurs physiques observables. La 

fonction d’onde obtenue à partir de la résolution de l’équation de Schrödinger est utilisée pour 

calculer la densité de charge électronique d’un matériau. Le carré de son module représente la 

probabilité de trouver l’électron dans un volume donné : 

 

                        ∑ Ω
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kn dr
2

, )(ψ                                                                                          (III.74)          

 
Ce concept de probabilité de présence de l’électron a été envisagé pour la première fois dans 

l’étude de la molécule d’hydrogène : On a constaté que la distribution de charge des électrons 

dépend en grande partie de l’état considéré. De ce fait, l’orbitale liante dans les molécules 

présente toujours une densité de charge électronique maximale au centre de la liaison entre les 
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deux atomes. Par contre, l’orbitale antiliante se caractérise par un maximum de la densité de 

charge entre les noyaux. 

La densité de charge totale est obtenue par une sommation sur toutes les orbitales occupées : 

 

                          ∑=
kn

kn rer
,

2

, )(2)( ψρ                                                                              (III.75) 

Où kn,ψ  est la fonction d’onde de l’électron de valence, n l’indice de la bande et k le vecteur 

d’onde. 
La densité de charge de valence calculée par la méthode LAPW présente deux composantes : 
 
1. La densité de charge interstitielle, développée en ondes planes, donnée par : 
 
                          ∑ ∑ −=

kj GG

rGGi
jkGjkG ejkWr
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,,'),()( φφρ                                                  (III.76) 

Où le vecteur r est limité aux régions interstitielles, les jkG ,,φ  étant les coefficients du vecteur 

propre de la imej  bande et W (k, j) représentant le poids associé au point k. 
 
2. Une densité de charge située dans la sphère, donnée par : 
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avec  
                      ∑= )(GaCA lmGlm   et      ∑= )(GbCB lmGlm  

 
La sommation sur k doit être faite dans toute la zone de Brillouin. 

          La densité de charge dans les sphères est déterminée dans les mailles radiales à l’aide 

des coefficients harmoniques du réseau. Les densités de charge à l’intérieur des sphères sont 

construites à partir des vecteurs propres des bandes de la première zone de Brillouin.   

 

ΙII.10. La théorie de la réponse linéaire: 
 
                  La réponse d’un milieu des ondes électromagnétique peut être décrite en terme de 
la fonction diélectrique complexe ou la conductivité complexe. Ces grandeurs  sont reliées 
aux changements des états électroniques des matériaux dûes aux champs électromagnétiques 
ou aux potentiels externes.                
 La conductivité peut être calculée à partir de la formule de Kubo [103], cette 
formule est générale et elle très utile dans la formulation des propriétés de transport et les 
propriétés spectrales dans la matière condensée. L’expression générale de la conductivité par 
unité de volume est donnée par la formule de Kubo [103] : 
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où n  est un vecteur d’état. 

Appliquant statistique de Fermi et depuis intéressant 0=k
r

(les transitions interband direct) on 

arrive au l’expression de réponse linéaire de Kubo-Greenwood [104, 105,106] : 
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où )( nkEf est la fonction de Fermi, knnknn EEk '' )( −≡ωh  est la différence d’énergiesnkE de 

Kohn-Sham, etγ  est le paramètre du durée de vie des états excités d’électron de Bloch . 

α
'nnM  sont les transitions optique des éléments de matrice du dipôle ,dans le cas relativiste  ou 

αecJ −=
r

,avecα  l’opérateur de Dirac, ces éléments donnés par :  

       

                           k
n

k
nnn ckM '' )( ΨΨ= α                                                                    (III.80) 

 
k
nΨ sont les quatre composantes des fonctions d’onde d’électron de Bloch.   

  
III.10.1. La théorie de Drude-Sommerfeld : 
          
 La conductivité dans l’équation (III.79) contient une double sommation sur les 

toutes bandes d’énergie, qui est séparée naturellement dans deux contributions, contribution 

inter bande ( 'nn ≠ ), et contribution  intra bande ( 'nn = ). 

 

                            )()()( intint ωσωσωσ αβαβαβ
raer +=                                                               (III.81) 

 
 Pour les composantes diagonales du tenseur, les deux termes sont importants, la 

contribution intra bande d’éléments diagonaux  de la conductivitéσ est décrit par le modèle de 

Drude-Sommerfeld [107, 108], dans ce modèle un métal est regardé comme un gaz classique 

d'électrons exécute le mouvement diffusive. La supposition centrale du modèle est l'existence 

d'un temps de relaxation Dτ qui est gouverne la relaxation du système à l’équilibre. 

En présence d’un champ électriqueE
r

, la conductivité complexe [103] donnée par :  
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ou la fréquence de plasma est donné par l’équation (Ι.43)et peut être représenté comme 
suivant  

                        ∑ −
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nnFnkp MEE
m

e 2

2

2
2 )(

4 δπω ,                                                            (III.83) 

 
avec FE , l’énergie de Fermi ,Ω  est le volume atomique. Le temps de relaxation DD ττ 1= est 

différent a temps de relaxationγ  dans la contribution interbande (équation (III.79)). 

Les composantes de la conductivité optique sont : 
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         à 0=ω la conductivité est :  
                             

                    Dpdc τω
π

σωσ 2

4

1
)0( ===                                                                            (III.86) 

 
             Alors le modèle de Drude a décrit la conductivité complexe et tous les paramètres 

optiques qui sont caractérisés complètement par la fréquence de plasma pω et le temps de 

relaxation DD τγ 1= . 

Equivalemment, le tenseur diélectrique donné par : 
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         Par conséquent la conductivité optique ou bien le tenseur diélectrique est de quantité 

spectrale important au besoin d’évaluation de l’effet Kerr. 

 

II.10.2. Contribution interbande : 
    

Les propriétés optiques linéaires dans les solides peuvent être décrites avec le tenseur 

diélectrique complexe )()( 21 ωεωεε i+= , la contribution interbande aux partie imaginaire des 

éléments du tenseur diélectrique est calculée en somment les transitions des états occupés 

dans les bandes de valence aux états vides dans les bandes de conductions  la zone de 

Brillouin, avec les éléments des matrices du moment  appropries. Les parties imaginaires des 

éléments du tenseur diélectriques est donnée par : 
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où e est m sont respectivement la charge et la masse,ω est la fréquence de photon, M est 

l’opérateur impulsion, i  est la fonction d’onde correspondent à la valeur propre iE et if est la 

distribution de Fermi pour l’état i . L’intégrale sur la zone de Brillouin est effectuée par la 

méthode du tétraèdre.   

      Les parties réelles des éléments du tenseur diélectrique sont obtenues en utilisant les 

relations de Kramer [6, 7] et Kronig [8, 9]. 

Le tenseur de la conductivité est donnée par :  

                      ( ))(Im
4

)Re( ωε
π

ωσ =                                                                                  (III.89) 

III.11. La structure du programme de WIEN 2K : 

Dans ce travail, on a utilisé la méthode LAPW avec le code Wien [109] qui est une 

implémentation de cette méthode. Ce code est réalisé par une équipe de l’université 

d’Autriche sous la direction de professeur P.Blaha, K. Schawrz, et P. Sorantin.  

Dans ce qui suit on donne un bref aperçu sur ce Programme : 

III.11.1. Les mots clés :  

Cristal, la méthode des ondes planes augmentées (LAPW), structure des bandes, le gradient 

du champ électrique, la densité de charge électronique (du spin), et l’énergie totale. 

III.11.2. Nature du problème physique : 

Le calcul de la densité du spin, l’énergie totale, l’énergie de Kohn et Sham, et le 

gradient du champ électrique aux sites nucléaire, pour différents approximations de la densité 

locale dans une variété de groupe d’espace cristalline, avec où sans corrections relativistes, 

avec un potentiel total où dans l’approximation muffin-tin. 

III.11.3. La méthode de la solution : 

Les orbitales de Kohn et Sham sont développées dans une d’onde plane linéairement 

augmentée qui est utilisée dans la construction des équations séculaire généralisées à partir 

d’un potentiel de départ qui est la superposition des potentiels atomiques tronqué au rayon 

muffin-tin (le rayon des sphères non chevauchées centrées à chaque site nucléaire). La 

diagonalisation produit les premières valeurs propres et les vecteurs propres en chaque points-

k de la zone de Brillouin. Les densités du spin sont construite par la suite. A partir desquelles 



Chapitre III           La méthode de calcul des ondes planes augmentées linéaire (FP-LAPW) 

 78 

des nouveaux potentiels sont obtenus  par la combinaison des multipoles, Fourier, et des 

techniques numériques pour résoudre l’équation de Poisson. Donc, une nouvelle matrice 

séculaire est générée. Ce cycle est répété plusieurs fois jusqu’à atteindre une certaine 

condition des convergence. La correction relativiste peut être incluse pour les états des cœurs 

et approximativement pour les états de valence (correction scalaire relativiste). 

 

III.11.4. Sommaire de la structure du  programme : 

Dans ce qui suit, on donne un bref sommaire sur la structure de ce programme Wien. 

Ce code est constituer de plusieurs programme tel que le LSTART, qui est une modification 

du code LSDA utilisé dans la génération du potentiel de départ (potentiel atomique 

superposé).  

A partir de ce dernier, un calcul self-consistent est effectué. 

1. Calculer ma densité atomique superposée. 

2. LAPW0 : Générer le potentiel à partir des densités calculées en 1. 

3. LAPW1 : Calculer les valeurs et les vecteurs propres. 

4. LAPW2 : Calculer la densité de valence à partir des vecteurs propres. 

5. CORE : Calculer les états et la densité du cœur. 

6. MIXER : Mixer les densité résultante et la densité d’entrée, et vérifier le de critère de 

convergence. 

Le même cycle se répète chaque fois jusqu’à la satisfaction des critères de convergence. 

Dans ce programme, la distinction intuitive entre les états du cœur et les états de valence est 

faite qualitativement : les états du cœur sont ceux qui ont une charge entièrement confinée 

dans les sphères. Fréquemment, il est aussi utile de distinguer un troisième type d’état nommé 

les états semi-cœur. Ces états sont liés substantiellement sons l’énergie de Fermi, et leurs 

charge n’est pas complètement confinée dans la sphère. Ce programme permet le traitement 

des calculs de spin polarisé par une simple réplication de quelques étapes pour le spin haut et 

le spin bas. 

 

III.11.5. Définition des programmes 

LSTART : C’est une version modifier du code LSDA atomique de Desclaux [110]. Il est 

utilisé dans la génération du potentiel atomique tronqué au rayon muffin-tin. 

LAPW0 : Ce programme utilise la densité d’électron pour calculer le potentiel 

,eeNecoul VVV +=  XCV  et XCcoultot VVV += . 
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LAPW1 : dans ce programme, la matrice H de l’hamiltonien de Kohn et Sham et la matrice 

de chevauchement S sont construits, les valeurs propres sont aussi obtenus (dans les fenêtres 

d’énergie prédéfinies). 

LAPW2 : dans lequel des valeurs et les vecteurs propres (solution de l’équation de Kohn et 

Sham) trouvées par LAPW1, sont utilisées pour calculer l’énergie de Fermi et le 

développement de la densité du spin. Ceci est fait pour chaque état occupé et a chaque point-k 

dans la zone de Brillouin. 

A partir de ces développements, les charges correspondantes (partielle) sont obtenues par 

intégration. 

CORE : c’est une autre version modifier du LSDA de Desclaux [110]. Il est utilisé dans la 

résolution des états du cœur de la partie sphériques du potentiel total. 

MIXER : dans ce programme, les densités d’électron (d’entrée et sortie) sont combinées et 

mixées.    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre III           La méthode de calcul des ondes planes augmentées linéaire (FP-LAPW) 

 80 

 

 
 
 
                                                                                                                              
 
  
 
                                                                                      
 
 
 
                           Figure III.6: Programme de structure de Wien2k. 
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IV.1. Détails de calcul théorique : 

 
            Dans la méthode FP-LAPW [56, 73], l’espace st divisé en sphères MT séparées par 

une région interstitielle, dans ce contexte les fonctions de base sont développées en 

harmoniques sphériques à l’intérieur des sphères et en série de Fourier dans la région 

interstitielle. Dans ce travail, l’interaction spin-orbite est inclue dans tous les calculs. Les 

rayons MT sont choisis de telle sorte que les sphères ne chevauchent pas, il sont 2.4 Bohr 

pour le palladium (Pd), et 2.2 Bohr pour le cobalt (Co) et le Galium (Ga), et 2.3 Bohr pour 

l’atome (Sn) et le Tellure (Te). Par contre pour la structure bC1  la valeur 2.3 Bohr est choisis 

pour toutes les atomes (Pd, Co, Sn, Ga, Te). Les fonctions de base sont développées jusqu’à 

9max =KRMt ( MtR  est le plus petit des rayons Muffin-tin et maxK est le vecteur d’onde de 

coupure des ondes planes) et 10max =l  pour le développement de la charge et du potentiel 

non-sphériques. On a utilisé la fonctionnelle de Perdew et Burke [52] pour le potentiel 

d’échange et de corrélation, pendant que le coupure de potentiel est 14. Pour l’intégration on  

a utilisé une maille de 3000 points-k dans la première zone de Brillouin correspondant à 104 

pour la structure 12L . Pour la structure bC1 on a utilisé 172 points avec une convergence de  

0.1 mRy. Notons que le rayon de coupure maxKRMt et le nombre de points Nkpt ont été choisis 

après des tests de convergence. Les résultats obtenus sont illustrés dans les figures (IV.1) et 

(IV.2) pour les deux structures des alliages de Heusler et demi Heusler, CoSnPd2 etPdCoSn 

respectivement. D’après ces figures, on remarque que la variation de l’énergie totale est 

négligeable en passant de 70 à 104 points pour CoSnPd2 et de 172 à 204 pourPdCoSn. Alors 

on va utilisé 104 points-k pour les alliages de Heusler CoXPd2 , et 172 points-k pour les 

alliages demi-Heusler PdCoX ,( ),, TeGaSnX = . La même remarque est aussi valable pour le 

deuxième paramètre maxKRMt , car la variation de l’énergie totale est négligeable en passant de 

7 à 9.  

 
Les configurations électroniques de valence des atomes constituant les alliages de 

Heusler et demi-Heusler étudiées sont : 

   Pd : [Kr] 104d 05s  

   Co:  [Ar] 27 43 sd  
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Figure IV.1 : La variation de l’énergie totale en fonction des paramètres Nkpt et maxKRMt  

pour la structure ),,(,2 TeCoSnXCoXPd =  

 

 
 
 
 

 
 

 

 

  Figure IV.2 : La variation de l’énergie totale en fonction des paramètres Nkpt et maxKRMt   

pour ),,(, TeCoSnXPdCoX = . 
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IV.2. Etudes des alliages de Heusler CoXPd2 ),,( TeGaSnX =  

 

IV.2.1. Les Propriétés structurales : 

 

 L’étude des propriétés d’équilibre des alliages consiste à déterminer le paramètre de 

réseau à l’équilibre, le module de compression B et sa dérivé 'B . Afin de calculer ces 

grandeurs on calcul l’énergie totale pour différentes valeurs du paramètres de réseau. Les  

valeurs obtenues sont ajustées à l’aide de l’équation d’états de Murnaghan [111] donnée par la 

formule suivante : 
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où B et 'B dénotent le module de compression et sa dérivé, respectivement. 0V  est le volume 

de l’état fondamental.  

Le paramètre de réseau à l’équilibre est obtenu à partir de la minimisation de la 

courbe )(aETot . 

La variation de l’énergie totale en fonction du volume de la maille élémentaire des 

alliages de Heusler ),,(,2 TeGaSnXCoXPd =  pour les deux états non-magnétique (NM) et 

ferromagnétique (FM) est montrée dans la figure (IV.3). Les différences d’énergies totales 

( NMFM EE − ) obtenues pour ces matériaux sont récapitulées dans le tableau (IV.1). Ces 

valeurs indiquent  que l’état (FM) est la plus favorable énergétiquement pour tous les 

composés. Les paramètres d’équilibre de l’état (FM) sont aussi montrés dans le tableau 

(IV.1).   
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                 oa (Å)                        B (GPa)              'B                           NMFME −∆  (mRy/f.u)    

 

CoSnPd2   NM     6.28              158.16                   5.01 

                   FM     6.32              142.92                   5.36                                   -0.0298 

 

CoGaPd2   NM    6.06              171.21                   5.01                               

                   FM     6.09              159.37                   5.47                                  -0.0293 

 

CoTePd2    NM    6.37              138.04                   5.35 

                    FM    6.43              120.52                   5.04                                  -0.0365   

 

 

Tableau (IV.1) : Les propriétés structurales ; le paramètre de réseau àa , le module de 

compression B  et sa dérivé 'B , la différence d’énergie NMFME −∆ . 

  Il est claire du tableau (IV.1) que le paramètre de réseau est déterminé par l’atome X ; 

c'est-à-dire il est grand pour l’atome le plus lourd (Te). 
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 Figure IV.3 : L’énergie totale en fonction du paramètre de réseau pour les deux états                                                                           

ferromagnétique (FM) et non-magnétique (NM) des alliages de 

Heusler CoXPd2 ),,(, TeGaSnX = . 
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IV.2.2. Les propriétés magnétiques : 

 

La  description du magnétisme peut  donner un  aperçu sur le changement des 

éléments forment le matériau comparé à leurs équivalents en volume.  Le moment magnétique 

total ainsi que les moments par site  sont donnés dans le tableau (IV.2). 

 

                          Totaleµ  ( Bµ /f.u)      Pdµ  ( Bµ /atome).               Coµ                               Xµ                                                        

 

     CoSnPd2         1.742                         0.0331                          1.75                           -0.011 

    CoGaPd2         1.75                           0.034                            1.758                         -0.015 

    CoTePd2          1.98                           0.088                            1.843                          0.006 

 

Tableau (IV.2) : Le moment magnétique total deCoXPd2 , (X= Sn,Ga,Te), et le moment 

magnétique pour Pd, Co, X . 

 

Le moment magnétique local du Co est plus grand que celui de l’élément en volume 

(1.7 Bµ ) [112]. Le moment magnétique local sur le site X est antiferromagnétique (sauf Te), 

mais avec une petite valeur. Le moment magnétique local du Co augmente quand X varie vers 

le bas ou vers le droite du tableau périodique. Ceci peut être expliqué par l’augmentation du 

rayon de l’atome X, qui est lié à l’augmentation du paramètre de réseau.    

   

IV.2.3. Les Propriétés électroniques : 

  

Les figures (IV.4)-(IV.10), montrent les densités d’états totales et partielles, et les 

structures des bandes des composés ferromagnétiques ),,(,2 TeGaSnXCoXPd = , on observe 

l’absence de gap dans ces matériaux, alors ces alliages sont des métaux. La décomposition des 

densités d’états (densités d’états partielles) permet d’identifier l’origine des structures des 

pics. Les états d du spin haut ont complètement occupés et les largeurs des bandes indiquent 

qu’ils sont localisés comme les électrons d du Pd. Par contre les états d du spin bas sont 

presque vides. Alors les électrons des états d du spin haut  forment avec ceux du Pd une bande 

d commune, par contre ceux des états d de spin bas sont presque exclus des sites du cobalt. La 

même chose a été trouvé pour les alliages de Heusler à base de Mn [113]. 
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Figure IV.4 : La densité totale de deux directions de spin (haut et bas) des alliages de        

Heusler ),,(,2 TeGaSnXCoXPd = . 
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                          Figure IV.5 : Les densités d’états partielles de CoSnPd2 . 
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Figure IV.6 : Les densités d’états partielles de CoGaPd2 . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre IV                                                                                               Résultats et discussion 

 90 

-1.2

-0.6

0

0.6

1.2
s Pd
s Co
s Te

-0.6

-0.3

0

0.3

0.6 p Pd
p Co
p Te

-15 -10 -5 0 5 10

-6

-3

0

3

6 d Pd
d Co
d Te

D
O

S
 (

ét
at

s/
at

om
e.

eV
)

Energie (eV)

Pd
2
CoTeE

F

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           Figure IV.7 : Les densités  d’états partielles de CoTePd2 . 
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              Figure IV.8 : La structure de bandes de CoSnPd2 pour les deux directions de spin. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
 
 
 
                          
 
 
                 Figure IV.9 : La structure de bandes de CoGaPd2 pour les deux directions de spin. 
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           Figure IV.10 : La structure de bandes deCoTePd2 pour les deux directions de spin. 
 
 
IV.2.4. Les propriétés magnéto-optiques (MO) : 
                
           Comme les propriétés optiques sont dépendent de la maille des points-k utilisée pour 

l’intégration dans la zone de Brillouin, nous avons utilisé une dense maille de 16000 points-k 

dans la ZB, correspondante à 1183 pour la zone irréductible. 

            L’angle de Kerr complexe décrit l’état de polarisation de la lumière réfléchie de la 

surface d’un milieu aimanté. Cependant, cet angle dépend des éléments diagonal et non-

diagonal du tenseur diélectrique d’une manière compliquée, donc il est difficile de faire une 

association directe entre la structure électronique calculée et les pics observés dans les 

spectres de rotation et l’ellipticité de Kerr. 

              Il est important que les calculs ab initio donnent une bonne description des 

conductivités optiques expérimentales et prédissent  correctement MOKE. Donc, on considère 

l’effet des temps de vie (qu’on note par δ dans la suite) qui joue (expérimentalement) un rôle 

considérable dans les transitions optiques .Théoriquement, l’inclusion de l’effet du temps de 

vie, lisse les pics dans les spectres calculés. Les états excités n’ont pas un temps de vie infini, 

mais ils devient décliner après un certain temps, de plus le temps de vie dépend de l’état 

considère. Dans ce travail, on va prendre un seul temps de vie pour tous les états.  
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             Le tenseur diélectrique )(ε est relié au tenseur de conductivité par : 

                                       ijdrudeijijij

i δωεσ
ω
πδε )(

4 ++=                                                       (IV.4)                                                             

 
où )(ωε drude  représente la contribution intrabande due aux porteurs libres à l’élément diagonal 

du tenseur diélectrique et elle est donnée par le modèle de Drude : 

                                      
)(

)(
2

γωω
ωωε

i
p

drude +
=                                                                    (IV.5)  

où pω est la fréquence de plasma et γ  est la fréquence de collision. Dans la suite nous la 

referons pour le terme de Drude  γ
τ

h=
D

1
 . 

             Les valeurs des fréquences de plasma pω calculées, sont données dans le tableau 

(IV.3) pour les matériaux étudiés. 
 
                             CoSnPd2                      CoGaPd2                  CoTePd2                  

  
)(eVpω                    6.99                                 6.8                               5.63 

 
Tableau (IV.3) : Les fréquences de plasma )( pω calculés pour les  éléments CoXPd2 , 

),,( TeGaSnX = . 

             Les effets magnéto-optiques (MO), sont analysés en détail par la représentation de 

partie imaginaire du dénominateur de la relation (I.109) [114]. 

            Pour analyser les pics et les structures des spectres de Kerr en terme des transitions 

interbandes, on utilise le spectre xyωσ  au lieu de xyσ , car ou peut décomposer la partie 

imaginaire xyωσ en différentes contributions de points de bandes, les transitions des bandes 

occupées au dessous du niveau de Fermi aux bandes vides au dessus du niveau de Fermi. 

Cette technique permet d’assigner les pics aux structures de bande [3]. 

                 Il est clair de la relation donnant l’angle de Kerr complexe  (I.109),  que la rotation 

de Kerr dépend d’une manière très complexe des parties diagonale et non-diagonale du 

tenseur de conductivité, qu’on peut relier à leurs tour aux éléments du tenseur diélectrique. 

Par exemple, l’angle de Kerr prend une grande valeur pour grande valeur de l’élément  non-

diagonal et une petite valeur de l’élément diagonale du tenseurσ . 

                 Les parties réelles et imaginaires de xxε sont données dans les figures (IV.11). A 

partir de ces figures, nous remarquons que la partie réelle de xxε s’annule au voisinage de  2.37 
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eV pour les deux éléments CoSnPd2 et CoGaPd2 , et à 2.61 pour le CoTePd2 , et leurs 

parties imaginaires prend les valeurs minimums aux même énergies. 

              Dans les figures (IV.12) nous montrons les parties réelles et imaginaires dexxσ . La 

partie réelle de xxσ  est plus grande que la partie imaginaire au dessus de 1.54 eV pour les 

deux composés CoSnPd2 et CoGaPd2 , et 0.78 eV pour CoTePd2 , cette observation peut 

être utilisée comme une limite pour les spectres expérimentaux. Par exemple, dans le calcul 

de Revindran et al [115], le spectre de xxσ a montré que la partie réelle est plus grande que la 

partie imaginaire au dessous de 7 eV et cette prédiction est consistante avec les spectres de Di 

et Uchiyama dans MnBi [116]. On observe aussi que les parties réelles de xxσ  pour les deux 

premiers composés sont similaires. 

             La figure (IV.13) montre les parties réelles et imaginaires de xyωσ  pour les trois 

matériaux ),,(,2 TeGaSnXCoXPd = . Les parties imaginaires de xyωσ  pour CoSnPd2  et 

CoGaPd2  montrent une grande similarité au moins pour les bases fréquences et cette 

ressemblance peut être expliquée  par la similarité des structures de bandes des deux 

matériaux (voir figures IV.8 et IV .9), de plus les valeurs des fréquences de plasma des deux 

matériaux sont presque égale. Il y a un pic dominant presque à la même énergie 2.53 eV et 

une autre proéminent  au voisinage de 0.94 eV. Tandis que les valeurs numériques de 

)Im( xyωσ en chaque pic pour les deux matériaux sont différentes. La partie imaginaire de 

)( xyωσ est proportionnelle à la différence des absorptions correspondantes polarisées 

circulairement droite et gauche [117]. Elle est reliée aux transitions interbandes, et elle est 

s’annule aux fréquences des photons pour lesquelles le coefficient  d’absorption de la lumière 

polarisée droite est égal à celui de celle polarisée gauche. 

La partie imaginaire de xyωσ  pour CoTePd2 est différente de celle des deux premiers 

composés, car la structure de bande du premier est aussi différente de celle des deux premiers 

composés. 
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Figure IV.11 : Les parties réelles et imaginaires de la constante diélectrique diagonale xxε de                    

deux contributions interbande et intrabande des alliages de Heusler CoXPd2 , 

),,( TeGaSnX = , ( 1.0=δ eV et )06.01 eVD =τ . 
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Figure IV.12 : Le spectre de la conductivité complexe diagonale (à gauche) et off-diagonale (à 

droite) des alliages de Heusler ),,(,2 TeGaSnXCoXPd = , ( 1.0=δ eV et )06.01 eVD =τ . 

 

             Finalement, la rotation Kθ  et l’ellipticité Kε  de Kerr pour les alliages de Heusler 

),,(,2 TeGaSnXCoXPd = sont calculés à partir des valeurs xxσ  et xyσ en utilisant l’équation 

(I.109). Les spectres obtenus sont présentés dans la figure (IV.13). 

            Les formes des spectres de rotation de Kerr pour ces alliages possèdent des pics à 

différentes énergies. Le tableau (IV.4) donnent les positions des pics et les Kθ  correspondante 

ainsi que les valeurs de )Im( xyωσ .            
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Composé Energie (eV) 
Kθ (deg) )Im( xyωσ )10( 229 −× S  

 

CoSnPd2  

1.32 

1.96 

2.34 

3.49 

6.42 

0.33 

-0.40 

0.61 

-0.66 

0.45 

-1.12 

2.36 

-3.47 

4.53 

-7.00 

  

 CoGaPd2  

2.37 

3.90 

4.32 

7.44 

0.51 

-0.70 

-0.70 

1.49 

-7.36 

7.16 

6.07 

-26.97 

 

CoTePd2  

0.81 

1.73 

4.00 

5.63 

 

0.64 

-0.65 

-0.70 

-0.70 

-4.36 

3.20 

9.41 

11.38 

 

Tableau IV.4 : la position de pic, la rotation Kθ  de Kerr, et la valeur de la partie imaginaire de 

xyωσ . 

            De plus, les différences dans les spectres de rotation pour ces composés  est une 

signature de l’effet de l’atome X et une indication de l’importante relation entre la 

conductivité optique et la structure de bande son oublier l’effet du couplage spin orbite qui 

devient important pour les éléments lourds.   

           Dans le but d’expliquer l’origine de spectre de rotation de Kerr, on doit considère la 

contribution du numérateur et du dénominateur de la relation (I.109), c’est à dire xyσ  et 

( )[ ] 2141 xxxx iD σωπσ += . Une petite valeur de D ou une grande valeur de xyσ  peut donner 

un pic dans le spectre de rotation de Kerr [118]. Pour CoSnPd2 si on considère le pic à 1.32 

eV )33.0( °=Kθ , la valeur de )Im( xyωσ est petite par contre ImD est grande qui peut être 

évaluée des valeurs de xxσ  ou xxε ( voir figures IV.11, IV.12) et on peut dire que ce pic est 

attribué à une minimum du dénominateur . Par contre le pic à 2.34 eV est attribué à une 

grande valeur xyσ . 
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                    L’ellipticité polaire de KerrKε , est une mesure de la déformation de la forme 

d‘onde réfléchie, la plus grande valeur de Kε  est obtenue pour CoGaPd2  au voisinage de 7 

eV. 

 

 

 

Figure.IV.13 : Les spectres de la rotation de Kerr (à gauche) et l’ellipticité de Kerr (à droite) 

pour les éléments de Heusler ),,(,2 TeGaSnXCoXPd = , ( 1.0=δ eV et )06.01 eVD =τ . 
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IV.3. Etudes des alliages semi Heusler PdCoX( ),,( TeGaSnX =   

 

IV.3.1. Les propriétés structurales : 

             

Ces alliages on été considéré dans la structurebC1 . L’optimisation de l’énergie totale 

en fonction du paramètre de réseau est de l’ordre magnétique (état non-magnétique (NM) et 

ferromagnétique (FM)). Permet de déterminer l’état la plus stable ainsi que ses paramètres 

structuraux. La variation de l’énergie totale en fonction du paramètre de réseau pour les deux 

états NM et FM montrée dans la figure (IV.14) et qui est montrée clairement que l’état FM est 

énergétiquement le plus stable. Les résultats obtenus sont illustrés dans le tableau (IV.5). Le 

paramètre de réseau de cette structure est inférieur à celui dans la structure 12L . 

 
               oa (Å)                           B (GPa)             'B                           NMFME −∆  (mRy/f.u.)     

 
PdCoSn   NM      6.04                   121.23                  4.95 
                  FM       6.09                   104.75                 4.96                              -0.025 
 
PdCoGa   NM      5.80                  128.82                   5.36                                
                  FM       5.85                  117.15                   4.68                             -0.026 
  
PdCoTe   NM       6.11                  104.61                  4.45 
                  FM       6.20                   89.15                   4.66                              -0.036   
 
 
Tableau (IV.5) : Les propriétés structurales ; le paramètre de réseau oa  , le module de 

compressionB et sa dérivé 'B , la différence d’énergie NMFME −∆ . 
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Figure IV.14 : L’énergie totale en fonction du paramètre de réseau pour les deux états 

ferromagnétique (FM) et non-magnétique (NM) des alliages semi-Heusler 

PdCoX ),,(, TeGaSnX = . 
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IV.3.2. Les propriétés  magnétiques :  

   

  Le tableau (IV.6) montre le moment magnétique total, et les moments partiels dans les 

alliages de HeuslerPdCoX(X=Sn, Ga, Te). 

 
                        Totaleµ                     Pdµ ( Bµ /f.u.)              Coµ ( Bµ /atome).              Xµ                                                        

 
      PdCoSn        1.888                0.126                            1.807                         -0.016 
 
      PdCoGa        1.877                0.162                            1.835                         -0.037 
                       
      PdCoTe         2.282                0.197                            1.972                          0.051 
 
 
Tableau (IV.6) : Le moment magnétique totale de PdCoX  (X= Sn,Ga,Te), et le moment 

magnétique pour Pd, Co, X . 

  Dans ces systèmes les valeurs des moments magnétiques totals et partiels sont supérieur à 

celles obtenus pour les alliages de Heusler dans la structure 12L . Mais leurs allure est 

conservée. 

 

IV.3.3. Les Propriétés électroniques : 

  

Les figures (IV.15)-(IV.20), représentent les densités d’états totales et partielles et les 

structures des bandes des composés ferromagnétiques PdCoX(X=Pd, Ga, Te), on remarque 

que les densités totales des alliagesPdCoSnetPdCoGa ainsi que leurs structures de bandes 

sont presque similaire. Les plus basses bandes de valence en énergie dues aux états s des 

atomes X, le reste dérive des états p et d des atomes Pd, Co, Sn et Ga. Les états d des 

électrons de spin haut sont vides au dessous du niveau de Fermi. On observe l’absence du gap 

dans la structure de bande des électrons minoritaires qui indique que ces matériaux sont des 

métaux.  
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Figure IV.15. La densité totale de deux directions de spin (haut et bas) des alliages de        

Heusler CoXPd2  (X= Sn,Ga,Te). 

 

 



Chapitre IV                                                                                               Résultats et discussion 

 103 

-0.6

-0.3

0

0.3

0.6 s Pd
s Co
s Sn

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2
p Pd
p Co
p Sn

-10 -5 0 5 10

-4

-2

0

2

4
d Pd
d Co
d Sn

PdCoSn

Energie (eV)

D
O

S
 (

ét
at

s/
at

om
e.

eV
)

E
F

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                  Figure IV.16 : Les densités d’états partielles dePdCoSn. 
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                                Figure IV.17. Les densités d’états partielles dePdCoGa. 
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                               Figure IV.18 : Les densités d’états partielles dePdCoTe. 
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Figure IV.19 : La structure des bandes dePdCoSn et PdCoGa pour les deux directions de 

spin. 
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            Figure IV.20 : La structure des bandes dePdCoTepour les deux directions de spin. 
 
 
IV.3.4. Les propriétés magnéto-optiques (MO) :  

 

             Comme nous l’avons vie précédemment, les propriétés optiques dépendent fortement 

du nombre de  points utilisés pour l’intégration dans la zone de Brillouin. Afin d’obtenir une 

bonne convergence, nous avons utilisé une maille dense de 16000 points-k de ZB qui 

correspond à 2119 dans la zone irréductible. Les valeurs des fréquences de plasma )( pω  

obtenues et qui sont utilisés pour l’évaluation de la contribution interbande à la conductivité 

optique sont donnés dans le tableau (IV.7).  

 

                               PdCoSn                     PdCoGa                 PdCoTe                 

  
)(eVpω                      6.90                             7.11                          5.07 

 
Tableau (IV.7) : Les fréquences de plasma )( pω calculés pour les  éléments  

),,(, TeGaSnXPdCoX = . 
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Les courbes des parties réelles et imaginaires de la fonction diélectriquexxε , et de la 

conductivité optique diagonalexxσ  et off-diagonale xyωσ  pour les composés sem-Heusler 

),,(, TeGaSnXPdCoX = son donnés dans les figure (IV.21), (IV.22), (IV.23) respectivement. 

Le calcul est basé sur le terme de Drude 06.0
1 =
Dτ

 et la relaxation inverse 1.0=δ . 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.21 : Les parties réelles et imaginaires de la constante diélectrique diagonale xxε de                    

deux contributions interbande et intrabande des composés demi-Heusler PdCoX , 

),,( TeGaSnX =   , ( 1.0=δ eV et )06.01 eVD =τ . 

 
A partir de cette figure, on remarque que les parties réelles et les parties imaginaires de 

la fonction diélectrique  xxε pour PdCoSn et PdCoGa sont similaires en forme à celles des 
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composés CoSnPd2  et CoGaPd2  (voir figure (IV.11). xxεRe  pour PdCoTe s’annule aux 

énergies 1.7, 3.39 et 4.8 eV. On outre la partie imaginaire possède un minimum peu profonds 

en les même énergies de ces éléments. 

Les spectres de la conductivité optique diagonale xxσ  sont montrés dans la figure 

(IV.22). La partie réelle ( xxσRe ) est plus grande que la partie imaginaire ( xxσIm  ) au dessus 

des énergies 1.49 eV, 1.61 eV, et 0.77 eV pour les trois composés PdCoGaPdCoSn,  

etPdCoTe respectivement. Aussi, on remarque des pics principaux aux voisinage de 2.73 et 

3.01 eV pourPdCoSnetPdCoGa respectivement, et 2.61, 4.08, 7.07 eV pourPdCoTe.                    

Généralement, la conductivité optique est une sonde pour détecter les transitions des états 

occupées aux états inoccupées, qui sont à leurs tours responsables sur les effets magnéto-

optiques. 

Les spectres de xyωσ des trois composés sont représentés dans le côté  droit de la 

figure (IV.22). Ils sont différents et cette différence peut être attribuée à l’effet des sites X. 
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Figure IV.22 : Le spectre de la conductivité complexe diagonale (à gauche) et off-diagonale (à 

droite) des alliages demi-Heusler ),,(, TeGaSnXPdCoX = , ( 1.0=δ eV et )06.01 eVD =τ . 

Ces spectres montrent les pics dominants aux voisinage des valeurs 8.53, 9.55, 5.46 eV pour 

les éléments PdCoTePdCoGaPdCoSn ,,  respectivement, pendant que les valeurs de 

)Im( xyωσ au voisinage ces pics sont 2291025 −× S , 2291045 −× S , et  2291030 −× S  

respectivement.  

Les spectres de la rotation Kθ  et de l’ellipticité Kε  de Kerr sont représentés  pour les 

trois composés semi-Heusler ),,(, TeGaSnXPdCoX = . Ces spectres son calculés à partir de 

l’équation (I.109) de l’effet Kerr polaire. Les valeurs des positions des pics aussi que les 

valeurs de Kθ sont illustrées dans le tableau (IV.7). 

 

 

Composé 

 

Energie (eV) 

 

Kθ (deg) 

 

)Im( xyωσ )10( 229 −× S  

 

 

PdCoSn 

1.21 

2.05 

6.71 

8.51 

0.59 

-0.51 

-1.75 

-1.95 

3.64 

3.98 

13.13 

25.84 

 

 

PdCoGa 

1.77 

7.96 

9.43 

0.45 

-1.95 

-4.51 

 

-3.32 

14.89 

48.82 

 

 

 

PdCoTe 

1.29 

1.65 

3.53 

 

 

1.71 

-2.44 

-4.12 

 

-6.06 

3.37 

31.7 

 

 

Tableau IV.8 : La position de pic, la rotation Kθ  de Kerr, et la valeur de la partie imaginaire 

de xyωσ . 

La Figure (IV.23) présente les spectres de rotation Kθ  et l’ellipticité Kε  de Kerr pour les trois 
composés semi-Heusler ),,(, TeGaSnXPdCoX = . Dans cette figure, on observe que la 

grande calculée de Kθ  pour les deux élémentsPdCoGa etPdCoTese montre au voisinage de 
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9.43 et 3.53 eV respectivement. PourPdCoSn, les  pics moins proéminents de rotation de 
Kerr devraient être apparentés aux les parties imaginaires de xyωσ et aussi avec le 

déplacement relative mince de maximum des valeurs absolues de )Re( xyσ− et 1)Re( −D autour 

de Kθ . 
 

   

Figure.IV.23 : Les spectres de la rotation de Kerr (à gauche) et l’ellipticité de Kerr (à droite) 

pour les éléments de Heusler ),,(, TeGaSnXPdCoX = , ( 1.0=δ eV et )06.01 eVD =τ . 

                On remarque que les valeurs des angles de rotation de Kerr Kθ obtenues pour les 

composés semi-Heusler sont grandes comparées à celles pour les alliages de Heusler 

),,(,2 TeGaSnXCoXPd = . Ceci est une indication que les semi-Heusler peuvent être des 

candidats potentiels pour l’enregistrement magnétique [119]. 
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Conclusion générale 

 

 
 
 
Le but de ce travail est le détermination des angles de Kerr dans les alliages de Heusler 

CoXPd2 et semi Heusler PdCoX  (X= Sn, Ga, Te). Tous les calculs ont été effectués en 

utilisant la méthode linéaire des ondes planes augmentées (FP-LAPW), dans le cadre de la 

théorie de la fonctionnelle de la densité, le potentiel d’échange et de corrélation est évalué à 

l’aide de l’approximation du gradient généralisé (GGA). 

La minimisation de l’énergie totale en fonction du volume par les deux cas non-

magnétique et ferromagnétique (spin polarisé) a montré que la phase ferromagnétique est le 

plus stable. Les valeurs des paramètres de réseau (le module de compression) calculés pour 

les composés CoXPd2  sont supérieures (inférieures) à celles obtenues pour lesPdCoX . Les 

moments magnétiques totaux et partiels sont aussi calculés et le moment magnétique du Co 

est inférieur à celui de l’élément en volume.  

Les structures de bandes pour les matériaux étudiés sont évaluées selon les lignes de 

haute symétrie dans la zone de Brillouin ainsi que les densités d’états pour les deux 

polarisation de spin ; haut et bas. Les résultats obtenus montrent que ces matériaux sont des 

métaux pour les deux états de spin. 

Les éléments diagonaux et non diagonaux du tenseur de la conductivité sont évalués 

en tenant compte des deux contributions intra et interbande par les énergies photon de 0 à 8 

eV.  Finalement, l’angle de rotation et l’ellipticité de Kerr ont été déduits. Nos résultats 

montrent que les valeurs des angles de rotation de Kerr dans les alliages semi-Heusler 

PdCoX  sont plus grandes que celles dans les composés de Heusler CoXPd2 . 

  

Les structures de bande pour les matériaux étudies sont calculées selon les lignes de 

haute symétrie dans la zone de Brillouin ainsi que la densité d’états de spin haut (up) et de 

spin bas (down).Puis les propriétés optiques ont été calculées et finalement les angles de Kerr 

ont été déduits.  
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