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Résumé

L’intention de ce mémoire est d’analyser la relation entre la dynamique des cycles limites
dans les systémes différentiels planaires (& = P (z,y), y = Q (x,y)) et les propriétés ana-
lytiques des équations de Riccati généralisées. Elle tentera, grace a une approche qualita-
tive et transformationnelle, d’analyser comment certaines représentations de I’équation
de Riccati pourraient prédire ou décrire 1’existence de cycles limites dans des systémes

non linéaires.
Mots clés

Systéme dynamique, cycle limite, méthode de la moyennisation, équations de Riccati

généralisées.



Abstract

The intention of this memoir is to analyze the relationship between the dynamics of
limit cycles in planar differential systems (& = P (z,y) y = @ (x,y)) and the analytical
properties of generalized Riccati equations. It will attempt, using a qualitative and trans-
formational approach, to analyze how some representations of the Riccati equation could
predict or describe the existence of limit cycles in non-linear systems.

Keywords :Dynamic system, limit cycle, averaging method, generalized Riccati equa-

tions.



0.1 Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons & un aspect fondamental de la théorie qualita-
tive des équations différentielles ordinaires : I’étude des cycles limites dans les systémes
différentiels planaires. Introduit par Henri Poincaré a la fin du XIXe siecle, le cycle limite
désigne une solution périodique isolée d'un systeme autonome vers laquelle les trajectoires
voisines convergent asymptotiquement, sans jamais I'atteindre. Ce concept, central dans
la compréhension du comportement global des solutions, ne peut apparaitre que dans les
systémes non linéaires, car les systémes linéaires, soumis au principe de superposition,
ne permettent pas l'existence de telles orbites isolées.

Poincaré a ouvert la voie & une approche géométrique des équations différentielles,
en mettant 'accent sur I’étude qualitative des trajectoires plutot que sur la recherche
de solutions explicites. A travers des outils comme la section de Poincaré, il a démontré
I'existence de cycles limites dans certains systémes polynomiaux, tout en soulignant les
limites de leur caractérisation analytique.

L’intérét pour les cycles limites s’est renforcé au XXe siécle grace aux travaux de
Liénard, de Van der Pol et d’Andronov, qui ont montré leur apparition dans des systémes
modélisant des oscillations non linéaires. Par ailleurs, des modeles biologiques comme
celui de Lotka-Volterra, bien qu’ils ne présentent pas de cycles limites en eux-mémes, ont
servi de point de départ a des généralisations ot ces phénoménes apparaissent.

L’étude des cycles limites fait appel a divers outils mathématiques, notamment les
fonctions de Lyapunov pour tester la stabilité, ou encore la transformation du systéme
original en équation de Riccati généralisée. Cette derniére approche, par changement de
variables, permet de simplifier certains systémes planaires complexes afin de faciliter leur
analyse qualitative.

Le contenu de ce mémoire est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre : "Notion préliminaire"

comporte un rappel des notions préliminaires des systémes différentiels. On commence

par définir les systémes dynamiques, le point d’équilibre, la linéarisation des systémes



différentiels non linéaires au voisinage des points d’équilibre, le plan et le portrait de
phase, les cycles limites, la stabilité des cycles limites et celle des points d’équilibre.

Le deuxiéme chapitre : "Méthode de la moyennisation du premier ordre"

Dans ce chapitre, on introduit un important théoréme de moyennisation du premier
ordre étayé par des exemples. Ce théoréme est appliqué pour identifier les cycles limites.

Le troisiéme chapitre : "Cycles limites pour une variante d’une équation de Riccati
généralisée"

étudions les solutions de 1’équation de Riccati généralisée en utilisant l'intégrale

d’Abel.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des notions générales et préliminaires essentielles
a I’étude qualitative des systémes dynamiques et des équations différentielles ordinaires.
Nous présentons ensuite la notion de point d’équilibre, analysons sa nature ainsi que sa

stabilité, et expliquons la signification d’un cycle limite.

1.1 Systémes dynamiques

Les systémes dynamiques lisent des phénomeénes dans différents domaines, notamment
la physique, la biologie, I’économie et le génie. Un automatisme dynamique est un modele
mathématique et un systéme qui met en graphique dans le temps un état par rapport a
un moment donné. C’est un concept associé au temps.

Les systémes continus peuvent étre formalisés a 1’aide des équations différentielles,
tandis que les systémes discrets sont décrits par des relations de récurrence.

On considére maintenant le cas du temps continu.

Définition 1.1.1.

Une famille d’applications ¢, : X — X pour ¢ > 0 telles que ¢, = Id

Oirs = Py O, pour tous t, s > 0



est appelée un semi-flot . Une famille d’applications ¢, : X — X pour ¢ € R telles que

Vs = Py 0@, pour tous ¢, s €RR

est appelée un flot.
On dit aussi qu'une famille d’applications ¢, est un systéme dynamique & temps continu
ou simplement un systéme dynamique si elle est un flot ou un semi-flot. Si ¢, est un flot,

alors

Yo =@ 09 =py=1Id

Donc, chaque application ¢, est inversible et a pour application réciproque ¢; ' = ¢_,.
Un exemple simple d’un flot est un mouvement de translation avec vitesse constante.
Exemple 1.1.1.

Soit y € R™. On considere les applications ¢, : R" — R™ définies par

o, (x) =x+typourt € Ret z € R"

ona p, = Idet

Pris () = T+ (t+35)y

= z4+sy+ty=g,0p, ()

donc, la famille des applications ¢, est un flot.
On souligne que I'expression systéme dynamique est utilisée & la fois pour les systémes

dynamiques a temps discret et les systémes dynamiques a temps continu. voir [1].



1.2 Points d’équilibre

Définition 1.2.1.

Un systéme dynamique non linéaire est souvent représenté sous la forme (voir [2])

dx

i=—=f). (1.1)

Un point d’équilibre x( est un point o le systéme s’arréte, c’est-a-dire lorsque

f (ZEQ) =0, VZL‘O e R"™.

1.3 Linéarisation

Considérons le systéme (1.1)

Le systéme

i = Az (1.2)

ou

A= (§Ewn) = Dse). 150 <0

et
f(z0) =0

est appelé linéarisation de (1.1) en xq. (voir [3])

1.4 Classification des points d’équilibres

La classification des points d’équilibre repose sur I’étude de la matrice jacobienne, définie

comme
of  9f
J = or Oy
99 99
oxr Oy

10



Les valeurs propres A;, Ay de J déterminent la nature et la stabilité du point d’équilibre.

1.4.1 Classification en fonction des valeurs propres

On distingue plusieurs types de points d’équilibre :

* Noeud stable : Si A, Ay < 0 le point est un noeud stable ou attractif. Toutes les
trajectoires dans son voisinage convergent vers lui.

* Point selle : Si les valeurs propres sont réelles et de signes opposés (A Ay < 0) alors
le point est une selle. Ce type de point est instable.

* Noeud instable : Si A Ay > 0 le point est un noeud instable ou répulsif, car toutes
les trajectoires s’éloignent.

* Foyer stable : Si les valeurs propres sont complexes avec une partie réelle négative
(Re (A) < 0) le point est un foyer stable. Les trajectoires forment des spirales convergeant
vers le point.

* Foyer instable : Si les valeurs propres sont complexes avec une partie réelle positive
(Re (A) > 0) le point est un foyer instable avec des trajectoires en spirale s’éloignant du
point.

* Centre : Si les valeurs propres sont purement imaginaires (Re (A\) = 0) le point est un
centre. Les trajectoires forment des cycles fermés indiquant un comportement oscillatoire
stable mais non attractif. (voir [4])

Exemple 1.4.1.

considérons le systéme suivant

r=-x
y=-2y
alors
fx) = -
g(x) =—2y

maintenant on détermine le point d’équilibre

on résout f(x) =0et g(z) =0= (z,y) = (0,0)

11



alors la matrice jacobienne est

-1 0
J =
0 -2
Les valeurs propres sont simplement A\ = —1 et Ay = —2. les deux sont négatives.

Puisque les valeurs propres sont réelles et négatives, le point d’équilibre est un noeud
stable (attractif).
Exemple 1.4.2.

Considérons le systéme suivant
T =2x+ 2y
y=4x — 2y
alors
f(z)=2x+2y
g(z)=4x —2y
maintenant on détermine le point d’équilibre
on résout f(x) =0et g(x) =0.
* La premieére équation : z +y =0 = y = —x.
* Substituant dans la seconde équation 4z — 2 (—z) =0 = 4x + 22 = 0 = 62 =
0=z =0.
Le point d’équilibre est donc (x,y) = (0,0).

Alors la matrice jacobienne est

J = ,
4 =2

les valeurs propres de J sont obtenue en résolvant

det (J — M) =0

c’est-a-dire



alors

(2N (-2-X2)—(2)4) =X —-12

donc la solution

N o12=0=— \=+V12

les valeurs propres sont réelles de signes opposés \; = /12, A\y = —+/12 alors le point
d’équilibre est un point selle instable.
Exemple 1.4.3.

Considérons le systeme suivant

alors

maintenant on détermine le point d’équilibre

f(x)=0et g(z)=0= (v,y) = (0,0)

alors la matrice jacobienne est

J =
01

Les valeurs propres sont simplement \; = 1 et Ay = 2, les deux sont positives.
Puisque les valeurs propres sont réelles et positives, le point d’équilibre est un noeud

instable (répulsif).
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1.5 Plan et portrait de phase

Théoréme 1.5.1.

Soit le systéme planaire

(1.3)

ou P et () sont des polyndémes en x et y.

Un portrait de phase est une représentation graphique de I’ensemble des trajectoires dans
I’espace des phases d’'un systéme dynamique.

Dans le cas d’'un systéme autonome d’équations différentielles ordinaires & deux variables,
les solutions (z (), y (t)) sont représentées sous forme de courbes dans le plan (z, y) appelé
orbites.

Les points critiques (ou points d’équilibre) sont les points ou le champ vectoriel est nul
, Ces points correspondent & des solutions constantes, et leur nature (stable, instable ou
semi-stable) dépend des valeurs propres du Jacobien du systéme.

Le portrait de phase représente I’ensemble des orbites du systéme ainsi que les points
critiques.

L’espace dans lequel évoluent ces trajectoires est appelé le plan des phases. (voir [3])

1.6 Orbite périodique

Définition 1.6.1.
On appelle orbite périodique toute trajectoire fermée ¢ (¢, x) du systéme (1.1) telle qu’il

existe un nombre 7', vérifiant :

p(t+T)=wp(t), (1.4)

le plus petit réel T > 0 qui vérifie cette égalité est appelé période.

14



1.7 Cycle limite

Définition 1.7.1.
Un cycle limite ¢ du systéme (1.3) est une trajectoire fermée isolée dans ’espace de
phases, c’est a dire qu’il existe un voisinage de ( dans lequel il n’y a pas d’autres courbes

fermées.

1.7.1 Stabilité des cycles limites

Théoréme 1.7.1.
¢ étant la trajectoire d'un cycle limite, toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines de ( telle que
soit elles s’enroulent toutes en spirales autour de ¢ pour ¢ — +o0 ou bien t — —o0.

* Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent autour de ¢, pour
t — 400 , le cycle limite est stable.

* Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent, toutes en spirale
autour de ¢ pour t — —o0, le cycle limite est instable.
Proposition 1.7.1.
Supposons que le systéme (1.3) a une orbite périodique (z(t),y(t)) de période T'. Soit

I’exposant caractéristique donné par

h= /OT (% + g—z) (x(t), y(t))dt. (1.5)

Si h > 0 (respectivement h < 0), alors l'orbite périodique (z(t), y(t)) est un cycle limite
instable (respectivement stable).

L’orbite périodique (x(t), y(t)) est dite un cycle limite hyperbolique si h # 0. (voir [6])

15



1.8 Stabilité de point d’équilibre

Définition 1.8.1.

Soit le systéeme

Z—f = f(z(t)) et z(tg) = xo (1.6)
ou f: RY — R? est une fonction vérifiant au moins les conditions de Cauchy Lipschitz
(ici on supposera en plus f k-lipschitzienne : ainsi la solution de (1.6) est définie sur un
intervalle non borné) et x est une fonction de [0, +o0o[ dans R?, solution de 1’équation
(1.6).
On prend m un point d’équilibre.
Notation 1.8.1.
¢(t, o) est la solution de (1.6) telle que ¢(to,z9) = xo On appelle flot 'application
¢ : R — R qui a (g, t) associe ¢(t, zg).

* m est dit uniformément stable si
Ve>0, In>0: [[zo—m|<n=| o(t,xg) —m ||<e, VE>0 (Vt>t)

* 1 ne dépend pas de t; : uniforme.
* 1 dépend de tg : classique.

* m est dit uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et si
dp>0: ||zg—m|<p= lim ¢(t,z9) =m
t——+o00

* Un équilibre qui n’est pas uniformément stable est dit uniformément instable. (voir [7])

16



Chapitre 2

Méthode de moyennisation du

premier ordre

2.1 Introduction

La méthode de moyennisation est une approche mathématique utilisée pour analyser des
systémes dynamiques ol coexistent des évolutions rapides et lentes. Elle joue un roéle clé
dans I'étude des cycles limites, qui représentent des trajectoires fermées vers lesquelles
un systéme tend & évoluer de maniére répétitive au fil du temps.

Développée dans le cadre des équations différentielles et des systémes non linéaires, cette
méthode a été approfondie grace aux travaux de Henri Poincaré et de Balthasar van
der Pol. Elle est aujourd’hui largement employée dans divers domaines scientifiques et
techniques, notamment en physique (circuits électriques, écoulements turbulents), en
biologie (rythmes biologiques) et en ingénierie (systémes oscillants).

En éliminant les fluctuations rapides tout en conservant les caractéristiques essentielles
du systeme, la moyennisation permet de mieux comprendre son comportement global et

facilite I’étude de sa dynamique a long terme.

17



2.2 Reésultats auxiliaires

Soit z un nombre complexe, tel que z = x + 7y, on appelle conjugué de z et on note
Z = x — 1y le nombre complexe.

Soit z = x + iy, alors son module vaut : |z| = /22 + y2.

* Un nombre complexe sous forme exponentielle s’écrit comme suit z = |z| exp(if).

* Un nombre complexe sous forme géométrique s’écrit comme suit z = |z| (cos § + i sin §),

avec
. . . . t 1 .2 — 1
7 (comine 1maginaire) tel que 1 N

0 argument.

On a alors les propriétés fondamentales

* 2.7 = |2)?

22| = 2] ]
_ 1
*Z=—-slz] =1
z
D’autre part on a
= exp(if) = cos(f) + i sin(6)

=Z = exp(—i6) = cos(f) — isin(f)

d’apres la formule de Moivre on trouve

2" = exp(inf) = cos(nfh) + i sin(nh)

Z—ln = exp(—inf) = cos(nf) — isin(nh).

Alors, apres calcules on obtient

1 1
z+ = =2cos(f) = cos(d) = 3(z+ —)
z
1
z— = =2isin(d) = sin(f) = (2 — -)
z z
et
1 1 1
2"+ — =2cos(nf) = cos(nbh) = =(2" + —)
n ZTL
1
n_ 1 oigining (nf) — (s
- isin(nf) = sin(nf) 5 (z z”)

18



2.2.1 Formule de Binome de Newton

Soit x et y deux nombres réels quelconques, pour tout n entier naturel, la formule du

bindome de Newton est comme suit

(x4+y)"=a"+ na" "ty +

ou bien, on utilisant les coefficients

<n) n! nn—1)---(n—k+1)
k) T B =) il ’

avec la notation factorielle
El=k(k—1)(k—2) x -+ x2x 1.

Alors, on a
n n ~
(z+y)" = (k) a" Y
k=0

* Les coefficients (Z) sont appelés "les coefficients binémiaux" et ils sont caractérisés par

)+ (-0

la relation

19



et on peut les calcules en utilisant le triangle de pascal

NElol1]2 [3 14 |56
0 |1

1 |11

2 |1]2]1

3 |1/3[3 |1

4 |1]4]6 |4 |1

5 |1/5[10[10/5 |1
6 |1/6|15|20|15|6 |1

Le nombre sur la ligne n et la colonne k est le coefficient binomial (C’ﬁ) .

cos’(f) =

—
DO | —
—~
N

+

|

N—r
N—r
[N}

I
N
—~

x
+
|
SN—
no

2 1
>
k=0 %
0.2 11 2,119
(Cyz +sz(;) +Cz(;) )
1
(22 + ? + 2)

(exp(2i0) + exp(—2i6) + 2)

el B e SN =TSN SR SN IS

= —(2co0s(20) +2)

SN

= —cos(20) + %
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sin?(9) =

2
1
_ Ok 52—k (Y
4];:0 27 (z)

1 1 1
- —q(@2 - (1) + a0

1,, 1
= _4_1<Z +;—2)

1
= —Z(exp(%@) + exp(—2i6) —

= ;1(2 — 2co0s(20))

1 1
= 573 cos(26).

2.2.2 Applications (linéarisation)

cos*(6)

%))4 16

St )

—
DN | —
—

Sl
- &
o

k24 k(l)k

iy
o

1
CVU* 4 Cz 31 +C2 2—2

4>o

2+ 472 +6+4—

(
(ces
[+
<z +—+4( ;

4
1
(2cos40) + — 1

1\2

+
N»Jk

_l_

(2 cos 26’)

= =Y L= = = =N

1 1 3
gCOS4(9+ 5(:0529—1— g
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sin*() =

—

Sl
N

>

W

I
—_
cn|'_‘
B
Q
N
T
ol
S
N—
-

k=0
1, , 1
= 16(2 + 4(z +§)+6)
L(a, 1Y 1., 1), 3
e — z i — _ _
16 z4 A& T2 8
1 1
= 3 cos(46) — 5 cos(20) + g
Lemme 2.2.1.
Pour n € N on définit
n 1 (n 2 L, n
cos"(0) = — +— cos((n — 2k)0)
2m\ 5 2n — k

sin" (6) = Zi (”) + 23 (—1)3+ (Z) cos((n — 2k)0)

Exemple 2.2.1. On a

g) 23 (Z) cos((6 — 2k)0)

s 4 2
= + Z — 2k)0)

20 0 1
= & + 6_4 (C’6 cos 60 + Cg cos 46 + 062 coS 29)

5 1 3 15
= =4 — = cos 46 + — cos 2
16+3200869+16COS 9—|—32cos 0

cosS(0) = %<
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) 1/6 2 6 56
i0) = 55 (4) + 2 () eostio — 2000
2 k=0
5 2
= —03 642(—1)3*0&%((6—%)9)
=0
20 2 0 1 2
= 6_4+64( Cg cos 60 + Cg cos 40 — Cf cos?&)
5 1 3 15
= = = cos46 — — cos 2
16 32C0869+16COS 0 32COS 6.

Lemme 2.2.2.

Pour calculer les intégrales triangulaires on pose

2w

1
Ly, = cos™ @ sin" #df, oun,m € N
’ o
0

alors, dans cette section, nous allons présenter une série d’exemples qui nous serviront
plus tard pour résoudre des systémes différentiels en utilisant une méthode technique de
moyennisation. Ces exemples illustreront différentes situations ol cette approche peut

étre appliquée efficacement.

2
* 1 2 _1
27T/cos 0d9—2
0
2
x 1 . 9 1
27r/sm 9d9—2
0
2
* 1 4 _3
27r/cos 9d9—8
0
* % cos? @ sin? 0dh =
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cos*@sin?0dh = L

&l

2.3 Théoréme de moyennisation du premier ordre

Nous allons maintenant énoncer le théoréme de moyennisation. Pour cela, considérons le

systeme différentiel a valeur initiale suivant

2(t) = eF(t,x) + 2G(t, x,¢)

(2.1)
x(0) = xg

avec z € D C R", D un domaine borné et ¢t > 0. On suppose que F(t,z) et G(t,z,¢)
sont T-périodiques en t.

Le systéme moyenné associé au systéme (2.1) est défini par

y(t) =<ef(y)

(2.2)
y(0) = o

ou

1 T

P =7 [ P
0
Forme générale
Soit le systéme différentiel suivant
T =1y 4+ epy(z,
y+epn(z,y) (2.3)

y=—x+eq(z,y)

24



avec p,(z,y) et ¢,(r,y) sont des polynomes de dégrées n.

D’apreés les calcules, I’équation (2.1) devient
i =eF(r) +&G(e, 1)

ou

avec

Exemple 2.3.1. Soit L’équation

I+ef(r)i+ax=0

qui est équivalente au systéme (on pose & = y))

T=y &=y +¢e(0)
<~
y=i=-v—cf(a)y y=-z—cf(x)y.
On pose
r =1 cosf 24+ =r2=r = /22 + 2
=
y =1 sinf %z%ztan@j@zarctan%
D’autre part on a
. or  Ordr Ordy
ro= = —— —

ot Ordt | oydt
T + Yy

rcosf &+ rsinf y

,
= cosf & +sinf gy
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et

00  90dx  00dy

m_Mﬁ+@ﬁ

— 1 55+l 1 Y
2T T (2P

TY — YT

rcosf y—rsinf x

2

r

1
= ;(COSQ y —sinf )

alors
7 =cosf & +sinf y
0 = L (cosf j — sinf @)

7 = cosf & +sinf y
= cosf(rsinf) +sinf(—rcosf — e f(rcosf)rsinf)
= rcosfsinf — rcosfsinf — ersin® 0 f(r cosd)

= —ersin®0f(rcosf)
et

. 1
0 = ;(cos@ Y —sinf 1)

= —(cosf(—rcosh —cf(rcosf)rsinf) —sinf rsinf)

—

= = (—rcos*# —ercosf sinf f(rcosf) — rsin’6)

<

= —cos’f —sin?6 — ccos sinf f(rcosb)

= —1—ecosf sinf f(rcosb)
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donc
2 dr
"=

) _ do
e_dt

N roodr —ersin? 0 f (r cos )
0 df  —1+ccosOsinff(rcosf)’

Utilisant la division euclidienne on obtient

% = ersin®0f(rcosf) + e (—rcosf sin®f f3(rcosf)) + -

= eF(0,r) +°G(e,0,7).

Alors, la solution est sous la forme

1

for)=— /%rsin2 0 f(rcosf)df
2m Jo

Les zéros de fO(r) sont les cycles limites (solution périodique isolé).
Théoréme 2.3.1.
Considérons le systéme (2.1) avec z, y, 1o € D C R™ ¢, tg € R, g9 > 0 ( g¢ est une
constante arbitraire ), e € (0, o). Et supposons que

(1) F, 0F 0z, 0*F/02*, G, G /dx sont définies, continues et bornées par une constante]]
L indépendante de ¢ dans [0,00) x D et € € (0.5].

(2) T est une constante indépendante de ¢.

(3) La solution y(t) appartient & D pendant un temps de ’ordre é
Alors les propriétés sont vérifiées.

(a) La différence x(t) — y(t) est de 'ordre de € pendant un temps de l'ordre de 1/e.
(b) Si p est un point d’équilibre du systéme moyenne (2.1), tel que

det(D.f*(p)) # 0.

Alors pour |e] > 0, suffisamment petit, il existe une solution T-périodique z.(¢) du
systéme (2.1) telle que
lim__,x(0) =p

e—0“E

27



(¢) y = p est un point singulier hyperbolique du systéme moyenné (2.2) alors, pour
le| suffisamment petit et non nul, le systéme (2.1) admet une unique orbite périodique
xe(t) qui est également hyperbolique et subit la méme stabilité que p.

Exemple 2.3.2.

Soit le systéme (van der pol)

T=1

y=-—v+e(z® -1y

En coordonnées polaires x = r cosf, y = r sin 6

on a
7 =cosf & +sinf y
0= $(cosf y —sind i)
Alors
7 = cosf & +sinf y
= cosf (rsinf) +sin6 (—rcosd + ¢ (r?cos’d — 1) rsinf)
= rcosf sinf —rcos sinfd + (r® cos®§ sin®f — rsin?)
= er (0052 fsin® 0 r* — sin® 0)
et
0 = cosf y—sind i
= cosf (—rcosf + e (r?cos’ 0 — 1) rsinf) — sinf (rsin0)
= —rcos’ —rsin®0 +er(r’cos®d sinf — cosf sinf)
= —r+er(rfcos’d sinf — cosf sinf)
alors

0=—1+¢c(r?cos®d sinf — cosf sinf)
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donc

P_odr
o  df
_ er (r? cos®§sin*@ — sin®0)
~ —1+¢e(r2cos®f sinf — cosd sind)
= er(sin®0 —r® cos®@ sin®0) +£G(e,r, 0).
:F\(rrve)
0 1 2
= — F(0,r)de
Pe = 5 [ FED
1 2T . 5 1 2T ) .y
= r— sin“ @ df —r°— cos” 6 sin” 6 df
T Jo 2m Jo
1 1
= —r——p°
2 8
1
= g?‘(4 - 7"2).

Alors
ffry=0=4—1r**"=0=r=2.

Donc, le systéeme admet un seul cycle limite d’amplitude 2.

A L T
{EL;[H“L;‘“O

donc le cycle limite d’amplitude 2 est stable.
Exemple 2.3.3.

Soit le systeme
=y +e(3z — 42?)
y=—x+e(6— 2+ 2z%)y.

En coordonnées polaires x = r cosf, y = r sin @

29



on a

7 =cosf & +sinf y
0= $(cosf y —sinf i)
alors
7 =cosf & +sinf gy
= cosf [rsinf + e(3r cos @ — 413 cos® )] + sin 0 [(—r cos 6 + £(6 — 12 cos? § + 21 cos? §)r sin 0]
= ¢ (3rcos? 0 — 41® cos* 0 + 6rsin® 0 — r® cos? 6 sin® 6 + 2r° cos* § sin®0)

= er (3cos? 0 + 6sin® 0 — (4 cos* 6 + cos? § sin®f)r? + 2 cos* § sin® 6§ r*)

et
rd = cosf y—sinf &
= cosf [—rcost + (6 — r* cos® 6 + 2r* cos® O)rsin 6] — sin 6 [rsin 6 + e(3r cos§ — 4r° cos® )]
= —rter (60089 sinf — 3cosf sinf — r? (0083«9 —4cos® 6 ) sin 6 + 2r* cos® 0 sin&)
= —r+te¢ (27"5 sin 6 cos® 6 + 313 sin 0 cos® O + 3r sin 0 cos 0)
donc
0=—1+¢ (2r4 sin @ cos® 6 + 3r? sin 6 cos® 0 + 3sin90089)
d’ou

dr

do

er (3cos? 0 + 6sin® @ — (4 cos* 6 + cos? § sin®0)r? + 2 cos* 0 sin® 0 1)
—1+ e (2rtsinf cos® 0 4 3r2 sin 0 cos? 6 + 3sin 0 cos 0)

= e|r(—3cos®@ — 6sin* 0 + (4cos’ § + cos® 6 sin®O)r® — 2cos* 0 sin®0 r') | + Gz, 1, 0)

=F(r,0)
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La solution donc

1 2
‘") = — [ F(0,r)do
P0) = 5 [ FE
2
= 2L (—3 cos? ) — 6sin? 0 + (4 cos* 0 + cos® § sin? )r? — 2cos* 6 sin? 6 7’4) do
m™Jo
B 3.6 12, 1, 2,
—7“(2 2—|—87“—|—87" 16T)

Alors
f(r) = 0 implique 7> =4 =0our* -9 =0

Donc le systéme admet deux cycles limites d’amplitude 2 et 3.

On a
df B 9 39, 5,
[dr]r2 - { TR
9 39
= ——+—-10
2 + 2
= 5>0
donc le cycle limite d’amplitude 2 est instable.
d
dr],_s 2 8 8 |,_3
_ 9, 8140
28 8
45
= —— <0
4

donc le cycle limite d’amplitude 3 est stable.
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Exemple 2.3.4.

Soit le systéeme
: 49
i =y+e(—5257% — 352°)
y=—x+e(a?+ 2%y

En coordonnées polaires © = r cosf, y = r sin 6

on a
7 =cosf & +sinf y
0= $(cosf y —sind i)
alors
7 = cosf & +sinfy
= cosf |rsinf +e(— rcosf — 4—97’5 cos” 0)
N 2304 288
: 39 5 9 6 . 6 .
+sin 6 —rcosH—l—&?(@r cos” 6 + 1’ cos” 0)rsin 6
35 49
= er (— 5304 cos? 0 + @7’2 cos? fsin® ) — %7‘4 cos® 0 + 1% cos® f sin? 0)
et
r = cosf y—sinf x

35
= cosf [—r cos 0 + 5(@702 cos? 0 + 7% cos® f)r sin 9]

5 49
—sind [r sin f + 6(—23047“ cos ) — @75 cos” 9)}

. .y %T?’ cos® 0 sinf + 17 cos”  sinf + F?MTCOSG sin ¢
= —rcos”f —rsin“f+¢
+ 5075 cos® § sin 6

5 35 49
= —r+er (2304 cosf sin0 + @7“2 cos® 6 sinf + @r‘l cos® @ sinf + r8cos” # sin 9)
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alors

. 5 35 49
0=—-1+¢ (2304 cosf sinf + 288T cos® 6 sinf + 2887“400850 sin® + r%cos” @ sin@)

donc

dr
do

3

er (—5a57 cos? 0 + 2272 cos? fsin® 6 — r? cos® § + 10 cos® 0 sin®0)

2304 288 288
—1+¢ (2304 cosf sinf + 221r2cos3 0 sinf + 2214 cos5 O sinf + 16 cos” H sm@)

288 288

4
= ¢efr <23504 2«9—%7‘ cos® fsin” 6 + 28987’4008 0 —r%cos® @ sin 9) +&2G(e, 7, 0).

=F(r,0)

La solution donc

1 2

f°iry = — F(6,r)do

21 Jo

27 4
- —cos’h — —57"2 cos? fsin? 6 + ) — 1% cos® O — r8cos® O sin?6 ) do
21 Jo 2304 288 288

) 35 245 )
= r ( — r? + rd — —7"6)

4608 2304 4608 128

Alors

1
—,r=—-our=1
2’ 3

donc, le systéme admet trois cycles limites d’amplitudes 1 5,3 et 1.
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df 5 105 2+1225 . 35
- = — r r—
dr|,._1 4608 2304 4608 128 | _u
25
12288 >0

donc le cycle limite d’amplitude % est instable.

df 5 105 2+1225 . 35
— = - r Tt — —r
drl,_s 4608 2304 4608 128" |,
25
=~ 72338 0

donc le cycle limite d’amplitude % est stable.

daf ) 106 5, 1225 , 35 4
— = — 4 r— —r
dr],_, 4608 2304 4608 128 |,
b}
= —— <0
96

donc le cycle limite d’amplitude 1 est stable.
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Chapitre 3

Cycles limites pour une variante

d’une équation de Riccati généralisée

Résumé
Dans ce chapitre, nous fournissons une limite inférieure pour le nombre maximal de
cycles limites entourant 1’origine des systémes (&, = %) donnée par une variante de

I’équation de Riccati généralisée
&4 ex® g 4+ b2 =0,

oub > 0,b € R, n est un entier non négatif et ¢ est un petit parameétre. L’outil de

démonstration de ce résultat utilise des intégrales abéliennes.
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Commencons tout d’abord par définir deux types de fonctions spéciales.

3.1 Fonctions Gamma et Béta

3.1.1 Fonction Gamma d’Euler

En mathématique, la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la
fonction factorielle & I’ensemble des nombres complexe (voir [8]).
Définition 3.1.1. La fonction Gamma I (z) a été introduite par Euler en 1729, elle est

définie par l'intégrale
+oo
I'(z)= / t*le7'dt, (z € C, Re(z)>0).
0

Exemples 3.1.1.

1. Pour z=1,0n a

+oo
ra = / e tdt
0

= [—e_t} ;roo =1.

2. Soit z = =, pour calcule T" (%) on utilise le changement de variable s = /¢, on

N =

obtient



Lemme 3.1.1. Pour tout z € C, Re(z) >0, n € N, on a
['(z+1)=2I(2).
I'(n+1)=n!
(2n)\\/m

3.1.2 Fonction Béta

Définition 3.1.2. ( voir [9]). La fonction Béta (ou l'intégrale d’Euler de premiére espeéce)

est définie pour tous nombres complexes p et ¢ de parties réelles strictement positives par

1
8(p.q) = /0 U1 — 07, (pqeC, Re(p)>0, Re(q)> 0).

Proposition 3.1.1. La fonction Beta est exprimée a 'aide de la fonction Gamma par la

relation suivante

I'(p)T (q)

ﬁ(p,Q):m

Propriétés
B(p,q) = B(q,p), (Symétrique).
Bp.1) = .

3.2 Reésultats principaux

Quelques variantes de ’équation de Riccati généralisée
&+ er® i + bt =0 (3.1)

En premier ordre les auteurs ont étudié principalement la variante suivante de I’équation
(3.1)

i+ (2n + 3)z Mg 4 2 LWl =0
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Montrant numériquement que cette équation différentielle présente des oscillations iso-

chrones. Dans le deuxiéme, les auteurs étudient la variante de I’équation (3.1)
B4 (2n + 3)2?d + 2 4 WP = 0

Et ils trouvent I’expression analytique de certaines solutions particuliéres.

Maintenant, nous étudierons la variante suivante de 1’équation de Riccati généralisée (3.1)
i+ ex® i 4+ '™ 4 ca(r + yq(z)) =0 (3.2)

o a,b € R avec b # 0, n est un entier non négatif, € est un petit parametre et ¢(z) est
un polynoéme de degré m.

L’équation (3.2) est écrite comme suit

T =
Y (3.3)
§ = et — (a2 hy 1 a(a + yg(a))
ou de fagon équivalente sous la forme
. _ OH
T =% +¢eP(z,
% (z.9) (3.4)
ou
OH __ n
oz bl’4 +3
OH _
By Y
H(z,y) = 3252 + o(y)
T =¢y) =y= oy =34°
donc
H(z,y) = ——tH 4 142 (3.5)
’ 4n + 4 2 ’
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et

P(z,y) =0, Q(z,y) = 2" 'y + a(z + yq(x)).

Observons que pour b > 0 il existe une famille d’ovales y,, C H~*(h) en continu dépendant
d’un parameétre h > 0 et variant dans les composantes compactes de H~'(h). De plus,
tous les ovales ~y, remplissent le plan R? lorsque h varie sur tous les nombres réels positifs.
Ces ovales sont des orbites périodiques du systéme hamiltonien (3.4) avec € = 0.

L’objectif est de trouver le nombre maximum de valeurs de h (que nous désignerons
par h* ) pour lequel il bifurque a partir de 7, un cycle limite du systéme différentiel (3.4)
pour |¢| > 0 suffisamment petit.

Théoréme 3.2.1.

Pour |e| > 0 suffisamment petits il y a des systémes (3.3) avec b > 0 ayant m cycles
limites 7p,; quand ¢ — 0 tendent a des orbites périodiques 7. du systéme hamiltonien
(3.3) avec b > 0 et ¢ = 0. En outre, il y a des polynomes ¢(z) pour lesquels le systéme
différentiel (3.3) avec b > 0 et |¢| > 0 suffisamment petit a exactement m cycles limites.
Théoréme 3.2.2.

Supposons qu’il y ait une famille d’ovales v, C€ H'(h) continu dépendant de h €
(a,b).

Définir I'intégrale abélienne comme

I(h) = / Pla. y)dy — Q(a,y)da (3.6)

Yh

sl existe un h* € (a,b) tel que I(h*) = 0 et I'(h*) # 0 alors pour ¢ suffisamment petit,
le systéme hamiltonien (3.4) a au plus un cycle limite 7,+ qui tend & v,. quand € — 0.

Nous écrivons d’abord le polynome ¢(z) = Z q;x7 Notez que le systéme non perturbé
j=0
(3.2) (avec € = 0) est hamiltonien avec le hamiltonien H donné dans (3.5). Les orbites

périodiques du systéme non perturbé (3.2) avec h > 0 sont les ovales 7,. Nous allons

maintenant utiliser le théoréme 3.2.2 et ainsi calculer I'intégrale abélienne /(h) donnée
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dans (3.6). Nous avons

On pose

alors

ou

donc

On prend

I(h)

// ay (z*"y +a (2 +yq (2))) doedy

H(z,y)<h
/ / 2n+1+aq (x)) ddy
H(z,y)<h
/ / " dxdy + a/ / z)dzdy
Hizy)<h H(z,y)<h
/ / 2n+1dxdy+a/ / quivjdxdy
/ / 2n+1dmdy+aij/ / 2 dady.
(z.y)<h H(zy)<h
1 b
H = — 2 41’l+4
(#.y) =3y + T
H(CL’ y) h
1 b
=24 —— pintd
29 + 4n+4x

b
2h = dn+4
?J +2 +21}

2(n+1)

b
Y = /2h — ——gA(n+1)
\/ 2(n+1)$
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Alors

v 2h— L2 pa(n+1)
/ dy = [y)¥ 2

b b
= ) ———— O ) R ) ) —T S V)
2(n+1) 2(n+1)

_ o fon- 0 e
2(n+1)

Alors
1 m ) 1
I(h) =2 [7, 2> (2h B 2(n11)x4(n+1)> de+2ay q; 7 <2h — 2(n”+1)x4(”+1)) da
§=0
ou )
_ (4h(n + 1)) A(ntD)
r=——2 .
b
Pour y = 0 on trouve
2h _ b x4(n+1) . x4(n+1) _ 4h(n + 1) o 5= 4h(n —+ 1) 4(n+1) .
2(n+1) b b
Donc
/$ 2 (2on — b $4(n—|—1) 2 dr — V3T z o (1 b A(n+1) 2 A
. 2(n+1) . 4h(n+1)
on pose
1
b 4h (n + ]_) 4(n+1) 1
t= ——— 4(n+1) = = - 7 t4(n+1)
dh(n+1)" g b
alors

1
dp — 4h (n 4+ 1)\ 1D 1 tmfldt
b 4(n+1)

41



d’ou

: :
/ | 2h — Lx‘l(”ﬂ) dx
_z 2(n+1)

1 + ) ) nl
= v [ (I b - f (RO E) T L
0 n

b b 1)

L AR (n+ 1)\ T L (dh(n+ 1)\ 1

= 2V2h - 7 tin+y (1 —t)2 [ —— 2 — dt
v [ (5) -0t (M)
J+1

4h (n 4+ 1)\ 1=+ 1 Vo 1

— oo (AT = et (-2
< b ) 4(n+1) /0 ( )

D’autre part on a la fonction 3 définit comme suit

B (a,b) = /01 (1 —t) e

alors
1 j+1 1 1 ]"‘1 3
t (1) dt =48 —2—— 2.
i anio=a (G )
Donc
i b : (4 (n+1)) 50 I
~ n jt1
/ @’ (2h——x4("+1)) dr = 23hi "7 Ry (4(n+1))‘16(—‘7 ,—)
-z 2(n+1) =y 4(n+1)" 2

= 2

s h4(n+1)
patnrTy

A D)) (k13
A(n+1)2

En outre on a la fonction I' définit comme suit
I'a)=(a-1)TI'(a—-1)

et
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Alors

j+1
6(j+1 3)_F(¢LQF@)
4 1)2) '
(n+1) 1“<4(Jn111)+§)
on a
r(3) = (2o (220
2 2 2
1
()
27\ 2
_ 1
et
T j+1__|_§ = L+§_1 I L_{_%_l
4(n+1) 2 4(n+1) 2 4(n+1) 2
j+1 1 j+1 1
<4m+4)+2> <4m+4)+2>
Donc
ﬁ<j+1 §) B %ﬁf@ﬁ$)
Y2l (e )T (i + 8)

j+1
on+2  T(i)

Jr2ntsr (_4(;;;11) + %)

1

= VF

1
2n + 2 r (4(Jn+1)>

j+2n+ 3T (L23)

SN
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z 1 G4l q L)

i i j+ o T (5
ifnta gl g1 Q2043 1 r ( j;:rl )
_ 2n+2 \/E(n + 1)4n+4 b th . ]4_"(_2:_1?3
j +2n+3F(—4n+4 )
Posons ifnt2 A ,
o 2 VT (n+1)7"" b T ()
" (j+2n+3)T (H2222)
donc
m e
I(h) = QGZC]ij,nh
j=0
[%] 2k+2n+3
= 2a Z G2 Bk nh
k=0
On pose
B = han
Alors
] — 2k+2n+3
J (h) - I <h> - QGZqZkBZk,n (h)
k=0
Posons encore
=
donc
o ) %]
J (h) =J (T) = 2ar""? %szk,nrk‘
k=0

Comme les coefficients ¢; sont arbitraires, nous pouvons choisir une perturbation ¢(z) de

telle sorte que J(h) a exactement [%] zéros positifs simples, et par conséquent il existe

des systémes différentiels (3.3) a [%] cycles limites. Ceci conclut la preuve du théoréme.
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Exemple 3.2.1.

Considérons le systéme suivant

i=y+e (Zill <Zfli:0 aivlmiylii»
i ==+ (T (Sio by ™))

Ou bien de fagon équivalente

= %—I; +eP(z,y)

posons € = 0 alors

o — 7T
OH __
8y_y

donc

et on a
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D’apres I'intégrale abélienne on a

I(h) =

(z,y)<h

/

H(z,y)<h

/
[
_ /H(
/(

oy

H(z,y)<h

D’autre part on a
on pose

alors

[ 5]

E

P(x,y)dy — Q(z,y)dx

ox

opr acg) dndy

2

Zi:oall(?(xy l) +Zz 0 @i,2 (LyQ L)
—|—Z? 0 i3 oy )—i-zz 0dida——5—" <£y )
T s ) T A
et e
ao1(0) + a1 (1 )+a02(0)+G12(y)+a2,2(2x)+a0,3(0)
+ay3(y%) + az3(22y) + az3(32%) + a9 .4(0)

dxdy

+a05(0) + ar5(y*) + az5(22y3) + as5(32%y?)
+ay5(42%y) + a5 5(52*) + bo 1 (1) + b1 (0)
+b02 (2y) + b12 (%) + b22 (0) + o3 (3y%) + b3 (22y)
+b23 (2%) + b33 (0)

(y

“+aq 4( 3) + ag 4<2ZL‘y ) + as 4(3ZE y) + CL4’4(4ZL'3>
(
(

1 1
H(z,y) = gfcg + 53/2

H(z,y)=h
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dxdy



donc

1
— +4/2h — ~a®
y 17

Si y = 0 on trouve

on pose

alors

o[

1
Z:US:Zh:>:c8:8h:>a‘c:(8h)

4 /x / 2o a1 + a13y* + 3as 32? + a1 5y* + 3as 51%y?
0 0 +5GJ575$4 + b071 + 360,3y2 + b273$2+

4 /r (al,l -+ bo71 -+ (3&3’3 + 6273) x? + 5a5,5$4) Y
0 +% ((Z1,3 + 3b073 + 30,3’5372) y3 + %(11’53/5

dx

4 /“T (al,l + bO,l + (30,373 + b273)$2 + 50,575134) <2h — il’s)%
0 | +% (al’g + 36073 + 3@3751’2) (2h — %IZES)% + %(11’5(2h — 4115138)%

- 1
4 fox (al,l + bO,l + (3(13,3 + bg}g)IQ + 50/5’5$4) 2%h% (1 — %ZE8> 2dx
—I—;—l foj (CL173 + 3b0’3 + 3&375ZE2) Q%h%(l — Sihl‘g)%dl‘ + %(1175 fj Qghg(

si on prend
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dy | dx

dzx

_ 1.8
1 T

)2 dx



d’ou
(a1 +bo1) fol t (1—t)2dt
I(h) =25 hi | 42303 (3ags + bas) fi £+ (1 — )2 dt
+(5) 28 hiass [ 15 (1—t)% dt

gz [ (@3 300) [it5 (1 —t)2dt
’ +(3)25hiags [ t7 (1 —t)2dt
F1o¥ T ays [t (1 —t)3dt

1.1

ayq + boy + 3&33+523)24h4t4 +5a5522h% %} (1 _t>%2;h§t%dt—|—
(a13 +3a352 h4t4 —|—3b03> (]_ _ t)22 hSt - dt
%%gl5f01—t22 hEtS dt

w\cn
w\w
= | —|

h
0% g|: (ar,1 +bo1) f0t8 1—t)2dt+24hi(3a33+b23)f (1—t)%dt
5)22 h5a55f0 ts ( 1—t)2dt
= 13 | (a1,3+ 3bo3) fots 1—t)2dt
+(3)28a55ht [ 17 (1—1)% dt
FL2¥ RS ays [t (1 —t)3dt
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D’apres la fonction 5 on obtient

I(h) = +5h828a555(§ 2)

(i) e
S\p(2 s)T(5
—  45hs2%as 5FF<8§)F(§2 + %2%h% (@13 + 3bo3) Fr(slr;)
3(8—"_25> 1 7 8+2)
oy, TG | 1%, r(Hr(3)

’ F5F3F<§) ’ 11—‘1—;(?)
= +Bhi2%as; (;()%7()2) + %Q%h% (a13+ 3bo3) (I?()Qsl<2)
3\p(3 R
+2183h§a3,sp(§();<)2) + éz%h%la r()r(z)

Pour obtenir les solutions suivantes
hy =1, hg=(1.1)%, hy = (1.2)%, hy = (1.3)° et hs = (1.4)°

on pose

ayi1 = 20, 1,3 = —30, a33 = —80, et b071 = 30,

donc nous trouvons

Q15 = —0.317 ]_67 agps = 20466, Q55 = 51629, b0’3 = —13896, et b2’3 = —40.57

49



alors
I(H) = H° (—1.5232H"° + 111.27H" — 301.26 H® 4 803.43H" — 953.37H” + 341.45)

ou

A
I
=
ool
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Conclusion
Dans le cas des centres non linéaires, la recherche de solutions périodiques repose géné-
ralement sur I’étude des systémes conservatifs et 'utilisation des intégrales abéliennes.
Ces centres apparaissent dans des systémes ot les trajectoires sont des courbes fermées,
méme si le champ vectoriel n’est pas linéarisable autour du point d’équilibre. Lorsqu’on
introduit une petite perturbation dans un tel systéme, ’existence de cycles limites peut

étre étudiée en analysant une intégrale de la forme :
/ Pz, y)dy — Q(z, y)dx
Th

définie sur les orbites fermées v, du systéme non perturbé. Les zéros simples de cette
intégrale indiquent l'apparition de solutions périodiques isolées, c’est-a-dire des cycles

limites, dans le systéme perturbé.

o1
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