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 ملخص

في الجمل  ةالحلول الدورية المعزولالهدف من هذه المذكرة هو تحليل العلاقة بين ديناميكيات 

൫𝑥̇التفاضلية المستوية  = 𝑃(𝑥, 𝑦);  𝑦̇ = 𝑄(𝑥, 𝑦)൯  والخصائص التحليلية لمعادلات

وسيحاول التحليل، باستخدام نهج نوعي وتحويلي، كيف يمكن لبعض . ريكاتي المعممة

في الجمل غير  ةالحلول الدورية المعزولتمثيلات معادلة ريكاتي التنبؤ أو وصف وجود 

 .الخطية

 الكلمات المفتاحية

 ي المعممة، طريقة التشويش، معادلات ريكات ةالحلول الدورية المعزولالجمل الديناميكية، 
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Résumé

L�intention de ce mémoire est d�analyser la relation entre la dynamique des cycles limites

dans les systèmes di¤érentiels planaires ( _x = P (x; y) ; _y = Q (x; y)) et les propriétés ana-

lytiques des équations de Riccati généralisées. Elle tentera, grace à une approche qualita-

tive et transformationnelle, d�analyser comment certaines représentations de l�équation

de Riccati pourraient prédire ou décrire l�existence de cycles limites dans des systèmes

non linéaires.

Mots clés

Système dynamique, cycle limite, méthode de la moyennisation, équations de Riccati

généralisées.
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Abstract

The intention of this memoir is to analyze the relationship between the dynamics of

limit cycles in planar di¤erential systems ( _x = P (x; y) _y = Q (x; y)) and the analytical

properties of generalized Riccati equations. It will attempt, using a qualitative and trans-

formational approach, to analyze how some representations of the Riccati equation could

predict or describe the existence of limit cycles in non-linear systems.

Keywords :Dynamic system, limit cycle, averaging method, generalized Riccati equa-

tions.
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0.1 Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à un aspect fondamental de la théorie qualita-

tive des équations di¤érentielles ordinaires : l�étude des cycles limites dans les systèmes

di¤érentiels planaires. Introduit par Henri Poincaré à la �n du XIXe siècle, le cycle limite

désigne une solution périodique isolée d�un système autonome vers laquelle les trajectoires

voisines convergent asymptotiquement, sans jamais l�atteindre. Ce concept, central dans

la compréhension du comportement global des solutions, ne peut apparaître que dans les

systèmes non linéaires, car les systèmes linéaires, soumis au principe de superposition,

ne permettent pas l�existence de telles orbites isolées.

Poincaré a ouvert la voie à une approche géométrique des équations di¤érentielles,

en mettant l�accent sur l�étude qualitative des trajectoires plutôt que sur la recherche

de solutions explicites. À travers des outils comme la section de Poincaré, il a démontré

l�existence de cycles limites dans certains systèmes polynomiaux, tout en soulignant les

limites de leur caractérisation analytique.

L�intérêt pour les cycles limites s�est renforcé au XXe siècle grâce aux travaux de

Liénard, de Van der Pol et d�Andronov, qui ont montré leur apparition dans des systèmes

modélisant des oscillations non linéaires. Par ailleurs, des modèles biologiques comme

celui de Lotka-Volterra, bien qu�ils ne présentent pas de cycles limites en eux-mêmes, ont

servi de point de départ à des généralisations où ces phénomènes apparaissent.

L�étude des cycles limites fait appel à divers outils mathématiques, notamment les

fonctions de Lyapunov pour tester la stabilité, ou encore la transformation du système

original en équation de Riccati généralisée. Cette dernière approche, par changement de

variables, permet de simpli�er certains systèmes planaires complexes a�n de faciliter leur

analyse qualitative.

Le contenu de ce mémoire est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre : "Notion préliminaire"

comporte un rappel des notions préliminaires des systèmes di¤érentiels. On commence

par dé�nir les systèmes dynamiques, le point d�équilibre, la linéarisation des systèmes
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di¤érentiels non linéaires au voisinage des points d�équilibre, le plan et le portrait de

phase, les cycles limites, la stabilité des cycles limites et celle des points d�équilibre.

Le deuxième chapitre : "Méthode de la moyennisation du premier ordre"

Dans ce chapitre, on introduit un important théorème de moyennisation du premier

ordre étayé par des exemples. Ce théorème est appliqué pour identi�er les cycles limites.

Le troisième chapitre : "Cycles limites pour une variante d�une équation de Riccati

généralisée"

étudions les solutions de l�équation de Riccati généralisée en utilisant l�intégrale

d�Abel.

7



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des notions générales et préliminaires essentielles

à l�étude qualitative des systèmes dynamiques et des équations di¤érentielles ordinaires.

Nous présentons ensuite la notion de point d�équilibre, analysons sa nature ainsi que sa

stabilité, et expliquons la signi�cation d�un cycle limite.

1.1 Systèmes dynamiques

Les systèmes dynamiques lisent des phénomènes dans di¤érents domaines, notamment

la physique, la biologie, l�économie et le génie. Un automatisme dynamique est un modèle

mathématique et un système qui met en graphique dans le temps un état par rapport à

un moment donné. C�est un concept associé au temps.

Les systèmes continus peuvent être formalisés à l�aide des équations di¤érentielles,

tandis que les systèmes discrets sont décrits par des relations de récurrence.

On considère maintenant le cas du temps continu.

Dé�nition 1.1.1.

Une famille d�applications 't : X ! X pour t � 0 telles que '0 = Id

't+s = 't � 's pour tous t; s � 0
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est appelée un semi-�ot . Une famille d�applications 't : X ! X pour t 2 R telles que

'0 = Id et

't+s = 't � 's pour tous t; s 2 R

est appelée un �ot.

On dit aussi qu�une famille d�applications 't est un système dynamique à temps continu

ou simplement un système dynamique si elle est un �ot ou un semi-�ot. Si 't est un �ot,

alors

't � '�t = '�t � 't = '0 = Id:

Donc, chaque application 't est inversible et a pour application réciproque '
�1
t = '�t.

Un exemple simple d�un �ot est un mouvement de translation avec vitesse constante.

Exemple 1.1.1.

Soit y 2 Rn. On considère les applications 't : Rn ! Rn dé�nies par

't (x) = x+ ty pour t 2 R et x 2 Rn

on a '0 = Id et

't+s (x) = x+ (t+ s) y

= x+ sy + ty = 't � 's (x)

donc, la famille des applications 't est un �ot.

On souligne que l�expression système dynamique est utilisée à la fois pour les systèmes

dynamiques à temps discret et les systèmes dynamiques à temps continu. voir [1].
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1.2 Points d�équilibre

Dé�nition 1.2.1.

Un système dynamique non linéaire est souvent représenté sous la forme (voir [2])

_x =
dx

dt
= f (x) : (1.1)

Un point d�équilibre x0 est un point où le système s�arrête, c�est-à-dire lorsque

f (x0) = 0� 8x0 2 Rn:

1.3 Linéarisation

Considérons le système (1.1)

Le système

_x = Ax (1:2)

où

A =

�
@fi
@xj

(x0)

�
= Df(x0); 1 � i; j � n

et

f (x0) = 0

est appelé linéarisation de (1.1) en x0. (voir [3])

1.4 Classi�cation des points d�équilibres

La classi�cation des points d�équilibre repose sur l�étude de la matrice jacobienne, dé�nie

comme

J =

24 @f
@x

@f
@y

@g
@x

@g
@y

35
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Les valeurs propres �1; �2 de J déterminent la nature et la stabilité du point d�équilibre.

1.4.1 Classi�cation en fonction des valeurs propres

On distingue plusieurs types de points d�équilibre :

* Noeud stable : Si �1; �2 < 0 le point est un noeud stable ou attractif. Toutes les

trajectoires dans son voisinage convergent vers lui.

* Point selle : Si les valeurs propres sont réelles et de signes opposés (�1�2 < 0) alors

le point est une selle. Ce type de point est instable.

* Noeud instable : Si �1�2 > 0 le point est un noeud instable ou répulsif, car toutes

les trajectoires s�éloignent.

* Foyer stable : Si les valeurs propres sont complexes avec une partie réelle négative

(<e (�) < 0) le point est un foyer stable. Les trajectoires forment des spirales convergeant

vers le point.

* Foyer instable : Si les valeurs propres sont complexes avec une partie réelle positive

(<e (�) > 0) le point est un foyer instable avec des trajectoires en spirale s�éloignant du

point.

* Centre : Si les valeurs propres sont purement imaginaires (<e (�) = 0) le point est un

centre. Les trajectoires forment des cycles fermés indiquant un comportement oscillatoire

stable mais non attractif. (voir [4])

Exemple 1.4.1.

considérons le système suivant 8<: _x = �x

_y = �2y

alors 8<: f (x) = �x

g (x) = �2y

maintenant on détermine le point d�équilibre

on résout f (x) = 0 et g (x) = 0 =) (x; y) = (0; 0)
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alors la matrice jacobienne est

J =

24 �1 0

0 �2

35
Les valeurs propres sont simplement �1 = �1 et �2 = �2: les deux sont négatives.

Puisque les valeurs propres sont réelles et négatives, le point d�équilibre est un n�ud

stable (attractif).

Exemple 1.4.2.

Considérons le système suivant 8<: _x = 2x+ 2y

_y = 4x� 2y

alors 8<: f (x) = 2x+ 2y

g (x) = 4x� 2y

maintenant on détermine le point d�équilibre

on résout f (x) = 0 et g (x) = 0:

* La première équation : x+ y = 0 =) y = �x:

* Substituant dans la seconde équation 4x � 2 (�x) = 0 =) 4x + 2x = 0 =) 6x =

0 =) x = 0:

Le point d�équilibre est donc (x; y) = (0; 0).

Alors la matrice jacobienne est

J =

24 2 2

4 �2

35 ,
les valeurs propres de J sont obtenue en résolvant

det (J � �I) = 0

c�est-à-dire ������ 2� � 2

4 �2� �

������ = 0
12



alors

(2� �) (�2� �)� (2) (4) = �2 � 12

donc la solution

�2 � 12 = 0 =) � = �
p
12

les valeurs propres sont réelles de signes opposés �1 =
p
12; �2 = �

p
12 alors le point

d�équilibre est un point selle instable.

Exemple 1.4.3.

Considérons le système suivant 8<: _x = x

_y = y

alors 8<: f (x) = x

g (x) = y

maintenant on détermine le point d�équilibre

f (x) = 0 et g (x) = 0 =) (x; y) = (0; 0)

alors la matrice jacobienne est

J =

24 1 0

0 1

35
Les valeurs propres sont simplement �1 = 1 et �2 = 2; les deux sont positives.

Puisque les valeurs propres sont réelles et positives, le point d�équilibre est un n�ud

instable (répulsif).
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1.5 Plan et portrait de phase

Théorème 1.5.1.

Soit le système planaire 8<: _x = P (x; y)

_y = Q (x; y)
(1.3)

où P et Q sont des polynômes en x et y:

Un portrait de phase est une représentation graphique de l�ensemble des trajectoires dans

l�espace des phases d�un système dynamique.

Dans le cas d�un système autonome d�équations di¤érentielles ordinaires à deux variables,

les solutions (x (t) ; y (t)) sont représentées sous forme de courbes dans le plan (x; y) appelé

orbites.

Les points critiques (ou points d�équilibre) sont les points où le champ vectoriel est nul

, Ces points correspondent à des solutions constantes, et leur nature (stable, instable ou

semi-stable) dépend des valeurs propres du Jacobien du système.

Le portrait de phase représente l�ensemble des orbites du système ainsi que les points

critiques.

L�espace dans lequel évoluent ces trajectoires est appelé le plan des phases. (voir [3])

1.6 Orbite périodique

Dé�nition 1.6.1.

On appelle orbite périodique toute trajectoire fermée ' (t; x) du système (1.1) telle qu�il

existe un nombre T , véri�ant :

' (t+ T ) = ' (t) ; (1.4)

le plus petit réel T > 0 qui véri�e cette égalité est appelé période.
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1.7 Cycle limite

Dé�nition 1.7.1.

Un cycle limite � du système (1.3) est une trajectoire fermée isolée dans l�espace de

phases, c�est à dire qu�il existe un voisinage de � dans lequel il n�y a pas d�autres courbes

fermées.

1.7.1 Stabilité des cycles limites

Théorème 1.7.1.

� étant la trajectoire d�un cycle limite, toutes les trajectoires intérieures et extérieures

voisines de � telle que

soit elles s�enroulent toutes en spirales autour de � pour t! +1 ou bien t! �1:

* Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s�enroulent autour de �, pour

t! +1 , le cycle limite est stable.

* Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s�enroulent, toutes en spirale

autour de � pour t! �1, le cycle limite est instable.

Proposition 1.7.1.

Supposons que le système (1.3) a une orbite périodique (x(t); y(t)) de période T . Soit

l�exposant caractéristique donné par

h =

Z T

0

�
@f

@x
+
@g

@y

�
(x(t); y(t))dt: (1.5)

Si h > 0 (respectivement h < 0), alors l�orbite périodique (x(t); y(t)) est un cycle limite

instable (respectivement stable).

L�orbite périodique (x(t); y(t)) est dite un cycle limite hyperbolique si h 6= 0. (voir [6])
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1.8 Stabilité de point d�équilibre

Dé�nition 1.8.1.

Soit le système
dx

dt
= f(x(t)) et x(t0) = x0 (1.6)

où f : Rd ! Rd est une fonction véri�ant au moins les conditions de Cauchy Lipschitz

(ici on supposera en plus f k-lipschitzienne : ainsi la solution de (1.6) est dé�nie sur un

intervalle non borné) et x est une fonction de [0;+1[ dans Rd, solution de l�équation

(1.6).

On prend m un point d�équilibre.

Notation 1.8.1.

�(t; x0) est la solution de (1.6) telle que �(t0; x0) = x0 On appelle �ot l�application

� : Rd+1 ! Rd qui a (x0; t) associe �(t; x0).

* m est dit uniformément stable si

8" > 0; 9� > 0 : k x0 �m k� � )k �(t; x0)�m k� "; 8t > 0 (8t > t0)

* � ne dépend pas de t0 : uniforme.

* � dépend de t0 : classique.

* m est dit uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et si

9� > 0 : k x0 �m k� �) lim
t!+1

�(t; x0) = m

* Un équilibre qui n�est pas uniformément stable est dit uniformément instable. (voir [7])
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Chapitre 2

Méthode de moyennisation du

premier ordre

2.1 Introduction

La méthode de moyennisation est une approche mathématique utilisée pour analyser des

systèmes dynamiques où coexistent des évolutions rapides et lentes. Elle joue un rôle clé

dans l�étude des cycles limites, qui représentent des trajectoires fermées vers lesquelles

un système tend à évoluer de manière répétitive au �l du temps.

Développée dans le cadre des équations di¤érentielles et des systèmes non linéaires, cette

méthode a été approfondie grâce aux travaux de Henri Poincaré et de Balthasar van

der Pol. Elle est aujourd�hui largement employée dans divers domaines scienti�ques et

techniques, notamment en physique (circuits électriques, écoulements turbulents), en

biologie (rythmes biologiques) et en ingénierie (systèmes oscillants).

En éliminant les �uctuations rapides tout en conservant les caractéristiques essentielles

du système, la moyennisation permet de mieux comprendre son comportement global et

facilite l�étude de sa dynamique à long terme.
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2.2 Résultats auxiliaires

Soit z un nombre complexe, tel que z = x + iy, on appelle conjugué de z et on note

z = x� iy le nombre complexe.

Soit z = x+ iy, alors son module vaut : jzj =
p
x2 + y2:

* Un nombre complexe sous forme exponentielle s�écrit comme suit z = jzj exp(i�):

* Un nombre complexe sous forme géométrique s�écrit comme suit z = jzj (cos � + i sin �),

avec 8<: i (comme imaginaire) tel que i2 = �1;

� argument.

On a alors les propriétés fondamentales

* z:z = jzj2

* jz:z0j = jzj : jz0j

* z =
1

z
si jzj = 1:

D�autre part on a 8<: z = exp(i�) = cos(�) + i sin(�)
1

z
= z = exp(�i�) = cos(�)� i sin(�)

d�après la formule de Moivre on trouve

8<: zn = exp(in�) = cos(n�) + i sin(n�)
1

zn
= exp(�in�) = cos(n�)� i sin(n�):

Alors, après calcules on obtient8><>:
z +

1

z
= 2 cos(�) =) cos(�) = 1

2
(z +

1

z
)

z � 1
z
= 2i sin(�) =) sin(�) = 1

2i
(z � 1

z
)

et 8><>:
zn +

1

zn
= 2 cos(n�) =) cos(n�) =

1

2
(zn +

1

zn
)

zn � 1

zn
= 2i sin(n�) =) sin(n�) =

1

2i
(zn � 1

zn
)
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2.2.1 Formule de Binome de Newton

Soit x et y deux nombres réels quelconques, pour tout n entier naturel, la formule du

binôme de Newton est comme suit

(x+ y)n = xn + nxn�1y +
n(n� 1)

2
xn�2y2 + � � �+ nxyn�1 + yn

ou bien, on utilisant les coe¢ cients

�
n

k

�
=

n!

k!(n� k)! =
n(n� 1) � � � (n� k + 1)

k!
;

avec la notation factorielle

k! = k(k � 1)(k � 2)� � � � � 2� 1:

Alors, on a

(x+ y)n =
nX
k=0

�
n

k

�
xn�kyk

* Les coe¢ cients
�
n
k

�
sont appelés "les coe¢ cients binômiaux" et ils sont caractérisés par

la relation �
n

k � 1

�
+

�
n

k

�
=

�
n+ 1

k

�

19



et on peut les calcules en utilisant le triangle de pascal

n�k 0 1 2 3 4 5 6

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

Le nombre sur la ligne n et la colonne k est le coe¢ cient binomial
�
Ckn
�
:

cos2(�) = (
1

2
(z +

1

z
))2

=
1

4
(z +

1

z
)2

=
1

4

2X
k=0

Ck2 z
2�k(

1

z
)k

=
1

4
(C02z

2 + C12z(
1

z
) + C22(

1

z
)2)

=
1

4
(z2 +

1

z2
+ 2)

=
1

4
(exp(2i�) + exp(�2i�) + 2)

=
1

4
(2 cos(2�) + 2)

=
1

2
cos(2�) +

1

2
:
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sin2(�) = (
1

2i
(z � 1

z
))2

= �1
4
(z � 1

z
)2

= �1
4

2X
k=0

Ck2 z
2�k(

1

z
)k

= �1
4
(C02z

2 � C12z
�
1

z

�
+ C22(

1

z
)2)

= �1
4
(z2 +

1

z2
� 2)

= �1
4
(exp(2i�) + exp(�2i�)� 2)

=
1

4
(2� 2 cos(2�))

=
1

2
� 1
2
cos(2�):

2.2.2 Applications (linéarisation)

cos4(�) = (
1

2
(z +

1

z
))4 =

1

16
(z +

1

z
)4

=
1

16

4X
k=0

Ck4 z
4�k(

1

z
)k

=
1

16

 
C04z

4 + C14z
31

z
+ C24z

2 1

z2
+ C34z

�
1

z

�3
+ C44

�
1

z

�4!

=
1

16

�
C04z

4 + C14z
2 + C24 + C

3
4

�
1

z2

�
+ C44

�
1

z4

��
=

1

16

�
z4 + 4z2 + 6 + 4

1

z2
+
1

z4

�
=

1

16

�
z4 +

1

z4
+ 4

�
z2 +

1

z2

�
+ 6

�
=

1

16
(z4 +

1

z4
) +

1

4
(z2 +

1

z2
) +

3

8

=
1

16
(2 cos 4�) +

1

4
(2 cos 2�) +

3

8

=
1

8
cos 4� +

1

2
cos 2� +

3

8
:
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sin4(�) = (
1

2i
(z � 1

z
))4 =

1

16
(z � 1

z
)4

=
1

16

4X
k=0

Ck4 z
4�k(

1

z
)k

=
1

16

�
z4 +

1

z4
� 4

�
z2 +

1

z2

�
+ 6

�
=

1

16

�
z4 +

1

z4

�
� 1
4

�
z2 +

1

z2

�
+
3

8

=
1

8
cos(4�)� 1

2
cos(2�) +

3

8
:

Lemme 2.2.1.

Pour n 2 N on dé�nit

cosn(�) =
1

2n

�
n
n
2

�
+
2

2n

n
2
�1X
k=0

�
n

k

�
cos((n� 2k)�)

sinn(�) =
1

2n

�
n
n
2

�
+
2

2n

n
2
�1X
k=0

(�1)n2�k
�
n

k

�
cos((n� 2k)�)

Exemple 2.2.1. On a

cos6(�) =
1

26

�
6
6
2

�
+
2

26

6
2
�1X
k=0

�
6

k

�
cos((6� 2k)�)

=
1

64
C36 +

2

64

2X
k=0

Ck6 cos((6� 2k)�)

=
20

64
+
2

64

�
C06 cos 6� + C

1
6 cos 4� + C

2
6 cos 2�

�
=

5

16
+
1

32
cos 6� +

3

16
cos 4� +

15

32
cos 2�
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sin6(�) =
1

26

�
6
6
2

�
+
2

26

6
2
�1X
k=0

(�1) 62�k
�
6

k

�
cos((6� 2k)�)

=
1

64
C36 +

2

64

2X
k=0

(�1)3�kCk6 cos((6� 2k)�)

=
20

64
+
2

64

�
�C06 cos 6� + C16 cos 4� � C26 cos 2�

�
=

5

16
� 1

32
cos 6� +

3

16
cos 4� � 15

32
cos 2�:

Lemme 2.2.2.

Pour calculer les intégrales triangulaires on pose

Im;n =
1

2�

2�Z
0

cosm � sinn �d�; où n;m 2 N

alors, dans cette section, nous allons présenter une série d�exemples qui nous serviront

plus tard pour résoudre des systèmes di¤érentiels en utilisant une méthode technique de

moyennisation. Ces exemples illustreront di¤érentes situations où cette approche peut

être appliquée e¢ cacement.

* 1
2�

2�Z
0

cos2 �d� = 1
2

* 1
2�

2�Z
0

sin2 �d� = 1
2

* 1
2�

2�Z
0

cos4 �d� = 3
8

* 1
2�

2�Z
0

cos2 � sin2 �d� = 1
8

* 1
2�

2�Z
0

sin4 �d� = 3
8

* 1
2�

2�Z
0

cos6 �d� = 5
16
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* 1
2�

2�Z
0

cos4 � sin2 �d� = 1
16

* 1
2�

2�Z
0

cos2 � sin4 �d� = 1
16

* 1
2�

2�Z
0

sin6 �d� = 5
16

2.3 Théorème de moyennisation du premier ordre

Nous allons maintenant énoncer le théorème de moyennisation. Pour cela, considérons le

système di¤érentiel à valeur initiale suivant8<: _x(t) = "F (t; x) + "2G(t; x; ")

x(0) = x0
(2.1)

avec x 2 D � Rn; D un domaine borné et t � 0: On suppose que F (t; x) et G(t; x; ")

sont T-périodiques en t.

Le système moyenné associé au système (2.1) est dé�ni par8<: _y(t) = "f 0(y)

y(0) = x0
(2.2)

où

f 0(y) =
1

T

Z T

0

F (t; y)dt:

Forme générale

Soit le système di¤érentiel suivant8<: _x = y + "pn(x; y)

_y = �x+ "qn(x; y)
(2.3)
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avec pn(x; y) et qn(x; y) sont des polynômes de dégrées n.

D�après les calcules, l�équation (2.1) devient

_x = "F (x) + "2G("; x)

où

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

F (�; r)d� (2.4)

avec 8<: x = r cos �

y = r sin �

Exemple 2.3.1. Soit L�équation

�x+ "f(x) _x+ x = 0

qui est équivalente au système (on pose _x = y))8<: _x = y

_y = �x = �x� "f(x)y
,

8<: _x = y + "(0)

_y = �x� "f(x)y:

On pose 8<: x = r cos �

y = r sin �
)

8<: x2 + y2 = r2 ) r =
p
x2 + y2

y
x
= r sin �

r cos �
= tan � ) � = arctan y

x

D�autre part on a

_r =
@r

@t
=
@r

@x

dx

dt
+
@r

@y

dy

dt

=
x _x+ y _yp
x2 + y2

=
r cos � _x+ r sin � _y

r

= cos � _x+ sin � _y
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et

_� =
@�

@t
=
@�

@x

dx

dt
+
@�

@y

dy

dt

=
�y
x2

1

1 + ( y
x
)2
_x+

1

x

1

1 + ( y
x
)2
_y

=
x _y � y _x
x2 + y2

=
r cos � _y � r sin � _x

r2

=
1

r
(cos � _y � sin � _x)

alors 8<: _r = cos � _x+ sin � _y

_� = 1
r
(cos � _y � sin � _x)

_r = cos � _x+ sin � _y

= cos �(r sin �) + sin �(�r cos � � "f(r cos �)r sin �)

= r cos � sin � � r cos � sin � � "r sin2 �f(r cos �)

= �"r sin2 �f(r cos �)

et

_� =
1

r
(cos � _y � sin � _x)

=
1

r
(cos � (�r cos � � "f(r cos �)r sin �)� sin � r sin �)

=
1

r

�
�r cos2 � � "r cos � sin � f(r cos �)� r sin2 �

�
= � cos2 � � sin2 � � " cos � sin � f(r cos �)

= �1� " cos � sin � f(r cos �)
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donc 8<: _r = dr
dt

_� = d�
dt

) _r
_�
=
dr

d�
=

�"r sin2 �f(r cos �)
�1 + " cos � sin �f(r cos �) :

Utilisant la division euclidienne on obtient

dr

d�
= "r sin2 �f(r cos �) + "2

�
�r cos � sin3 � f 2(r cos �)

�
+ � � �

= "F (�; r) + "2G("; �; r):

Alors, la solution est sous la forme

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

r sin2 �f(r cos �)d�

Les zéros de f 0(r) sont les cycles limites (solution périodique isolé).

Théorème 2.3.1.

Considérons le système (2.1) avec x, y, x0 2 D � Rn, t, t0 2 R, "0 > 0 ( "0 est une

constante arbitraire ), " 2 (0; "0]. Et supposons que

(1) F; @F=@x; @2F=@x2; G; @G=@x sont dé�nies, continues et bornées par une constante

L indépendante de " dans [0;1)�D et " 2 (0:"0].

(2) T est une constante indépendante de ":

(3) La solution y(t) appartient à D pendant un temps de l�ordre
1

"
:

Alors les propriétés sont véri�ées.

(a) La di¤érence x(t)� y(t) est de l�ordre de " pendant un temps de l�ordre de 1=".

(b) Si p est un point d�équilibre du système moyenne (2.1), tel que

det(Dxf
0(p)) 6= 0:

Alors pour j"j > 0, su¢ samment petit, il existe une solution T-périodique x"(t) du

système (2:1) telle que

lim"!0x"(0) = p
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(c) y = p est un point singulier hyperbolique du système moyenné (2.2) alors, pour

j"j su¢ samment petit et non nul, le système (2.1) admet une unique orbite périodique

x"(t) qui est également hyperbolique et subit la même stabilité que p:

Exemple 2.3.2.

Soit le système (van der pol) 8<: _x = y

_y = �x+ "(x2 � 1)y

En coordonnées polaires x = r cos �; y = r sin �

on a 8<: _r = cos � _x+ sin � _y

_� = 1
r
(cos � _y � sin � _x)

Alors

_r = cos � _x+ sin � _y

= cos � (r sin �) + sin �
�
�r cos � + "

�
r2 cos2 � � 1

�
r sin �

�
= r cos � sin � � r cos � sin � + "(r3 cos2 � sin2 � � r sin2)

= "r
�
cos2 � sin2 � r2 � sin2 �

�
et

r _� = cos � _y � sin � _x

= cos �
�
�r cos � + "

�
r2 cos2 � � 1

�
r sin �

�
� sin � (r sin �)

= �r cos2 � � r sin2 � + "r(r2 cos3 � sin � � cos � sin �)

= �r + "r(r2 cos3 � sin � � cos � sin �)

alors

_� = �1 + "(r2 cos3 � sin � � cos � sin �)
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donc

_r
_�
=

dr

d�

=
"r
�
r2 cos2 � sin2 � � sin2 �

�
�1 + " (r2 cos3 � sin � � cos � sin �)

= "r
�
sin2 � � r2 cos2 � sin2 �

�| {z }
=F (r;�)

+ "2G("; r; �):

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

F (�; r)d�

= r
1

2�

Z 2�

0

sin2 � d� � r3 1
2�

Z 2�

0

cos2 � sin2 � d�

=
1

2
r � 1

8
r3

=
1

8
r(4� r2):

Alors

f 0(r) = 0) 4� r2 = 0) r = 2:

Donc, le système admet un seul cycle limite d�amplitude 2.

�
@f

@r

�
r=2

=

�
1

2
� 3
8
r2]

�
r=2

= �1 < 0

donc le cycle limite d�amplitude 2 est stable.

Exemple 2.3.3.

Soit le système 8<: _x = y + "(3x� 4x3)

_y = �x+ "(6� x2 + 2x4)y:

En coordonnées polaires x = r cos �; y = r sin �
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on a 8<: _r = cos � _x+ sin � _y

_� = 1
r
(cos � _y � sin � _x)

alors
_r = cos � _x+ sin � _y

= cos � [r sin � + "(3r cos � � 4r3 cos3 �)] + sin � [(�r cos � + "(6� r2 cos2 � + 2r4 cos4 �)r sin �]

= "
�
3r cos2 � � 4r3 cos4 � + 6r sin2 � � r3 cos2 � sin2 � + 2r5 cos4 � sin2 �

�
= "r

�
3 cos2 � + 6 sin2 � � (4 cos4 � + cos2 � sin2 �)r2 + 2 cos4 � sin2 � r4

�
et

r _� = cos � _y � sin � _x

= cos �
�
�r cos � + "(6� r2 cos2 � + 2r4 cos4 �)r sin �

�
� sin �

�
r sin � + "(3r cos � � 4r3 cos3 �)

�
= �r + "r

�
6 cos � sin � � 3 cos � sin � � r2

�
cos3 � � 4 cos3 �

�
sin � + 2r4 cos5 � sin �

�
= �r + "

�
2r5 sin � cos5 � + 3r3 sin � cos3 � + 3r sin � cos �

�
donc

_� = �1 + "
�
2r4 sin � cos5 � + 3r2 sin � cos3 � + 3 sin � cos �

�
d�où

_r
_�
=

dr

d�

=
"r
�
3 cos2 � + 6 sin2 � � (4 cos4 � + cos2 � sin2 �)r2 + 2 cos4 � sin2 � r4

�
�1 + " (2r4 sin � cos5 � + 3r2 sin � cos3 � + 3 sin � cos �)

= "

�
r
�
�3 cos2 � � 6 sin2 � + (4 cos4 � + cos2 � sin2 �)r2 � 2 cos4 � sin2 � r4

�| {z }
�

=F (r;�)

+ "2G("; r; �)
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La solution donc

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

F (�; r)d�

=
r

2�

Z 2�

0

�
�3 cos2 � � 6 sin2 � + (4 cos4 � + cos2 � sin2 �)r2 � 2 cos4 � sin2 � r4

�
d�

= r

�
�3
2
� 6
2
+
12

8
r2 +

1

8
r2 � 2

16
r4
�

= r

�
�9
2
+
13

8
r2 � 1

8
r4
�

= �1
8
r(r4 � 13r2 + 36)

= �1
8
r(r2 � 4)(r2 � 9):

Alors

f 0(r) = 0 implique r2 � 4 = 0 ou r2 � 9 = 0

Donc le système admet deux cycles limites d�amplitude 2 et 3.

On a

�
df

dr

�
r=2

=

�
�9
2
+
39

8
r2 � 5

8
r4
�
r=2

= �9
2
+
39

2
� 10

= 5 > 0

donc le cycle limite d�amplitude 2 est instable.

�
df

dr

�
r=3

=

�
�9
2
+
39

8
r2 � 5

8
r4
�
r=3

= �9
2
+
351

8
� 405

8

= �45
4
< 0

donc le cycle limite d�amplitude 3 est stable.
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Exemple 2.3.4.

Soit le système 8<: _x = y + "(� 5
2304

x� 49
288
x5)

_y = �x+ "( 35
288
x2 + x6)y

En coordonnées polaires x = r cos �; y = r sin �

on a 8<: _r = cos � _x+ sin � _y

_� = 1
r
(cos � _y � sin � _x)

alors

_r = cos � _x+ sin � _y

= cos �

�
r sin � + "(� 5

2304
r cos � � 49

288
r5 cos5 �)

�
+sin �

�
�r cos � + "( 35

288
r2 cos2 � + r6 cos6 �)r sin �

�
= "r

�
� 5

2304
cos2 � +

35

288
r2 cos2 � sin2 � � 49

288
r4 cos6 � + r6 cos6 � sin2 �

�

et

r _� = cos � _y � sin � _x

= cos �

�
�r cos � + "( 35

288
r2 cos2 � + r6 cos6 �)r sin �

�
� sin �

�
r sin � + "(� 5

2304
r cos � � 49

288
r5 cos5 �)

�

= �r cos2 � � r sin2 � + "

0@ 35
288
r3 cos3 � sin � + r7 cos7 � sin � + 5

2304
r cos � sin �

+ 49
288
r5 cos5 � sin �

1A
= �r + "r

�
5

2304
cos � sin � +

35

288
r2 cos3 � sin � +

49

288
r4 cos5 � sin � + r6 cos7 � sin �

�
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alors

_� = �1 + "
�

5

2304
cos � sin � +

35

288
r2 cos3 � sin � +

49

288
r4 cos5 � sin � + r6 cos7 � sin �

�

donc

_r
_�
=

dr

d�

=
"r
�
� 5
2304

cos2 � + 35
288
r2 cos2 � sin2 � � 49

288
r4 cos6 � + r6 cos6 � sin2 �

�
�1 + "

�
5

2304
cos � sin � + 35

288
r2 cos3 � sin � + 49

288
r4 cos5 � sin � + r6 cos7 � sin �

�
= "

24r� 5

2304
cos2 � � 35

288
r2 cos2 � sin2 � +

49

288
r4 cos6 � � r6 cos6 � sin2 �

�
| {z }

35
=F (r;�)

+ "2G("; r; �):

La solution donc

f 0(r) =
1

2�

Z 2�

0

F (�; r)d�

=
r

2�

Z 2�

0

�
5

2304
cos2 � � 35

288
r2 cos2 � sin2 � +

49

288
r4 cos6 � � r6 cos6 � sin2 �

�
d�

= r

�
5

4608
� 35

2304
r2 +

245

4608
r4 � 5

128
r6
�

= � 5

128
r

�
r6 � 49

36
r4 +

7

18
r2 � 1

36

�
= � 5

128
r

�
r2 � 1

4

��
r2 � 1

9

��
r2 � 1

�
:

Alors

f 0(r) = 0) r =
1

2
; r =

1

3
ou r = 1

donc, le système admet trois cycles limites d�amplitudes 1
2
,1
3
et 1.
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On a

�
df

dr

�
r= 1

2

=

�
5

4608
� 105

2304
r2 +

1225

4608
r4 � 35

128
r6
�
r= 1

2

=
25

12 288
> 0

donc le cycle limite d�amplitude 1
2
est instable.

�
df

dr

�
r= 1

3

=

�
5

4608
� 105

2304
r2 +

1225

4608
r4 � 35

128
r6
�
r= 1

3

= � 25

23 328
< 0

donc le cycle limite d�amplitude 1
3
est stable.

�
df

dr

�
r=1

=

�
5

4608
� 105

2304
r2 +

1225

4608
r4 � 35

128
r6
�
r=1

= � 5
96
< 0

donc le cycle limite d�amplitude 1 est stable.
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Chapitre 3

Cycles limites pour une variante

d�une équation de Riccati généralisée

Résumé

Dans ce chapitre, nous fournissons une limite inférieure pour le nombre maximal de

cycles limites entourant l�origine des systèmes ( _x; _y = �x) donnée par une variante de

l�équation de Riccati généralisée

�x+ "x2n+1 _x+ bx4n+3 = 0;

où b > 0; b 2 R, n est un entier non négatif et " est un petit paramètre. L�outil de

démonstration de ce résultat utilise des intégrales abéliennes.
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Commençons tout d�abord par dé�nir deux types de fonctions spéciales.

3.1 Fonctions Gamma et Bêta

3.1.1 Fonction Gamma d�Euler

En mathématique, la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la

fonction factorielle à l�ensemble des nombres complexe (voir [8]).

Dé�nition 3.1.1. La fonction Gamma � (z) a été introduite par Euler en 1729, elle est

dé�nie par l�intégrale

� (z) =

Z +1

0

tz�1e�tdt; (z 2 C; Re(z) > 0):

Exemples 3.1.1.

1. Pour z = 1, on a

� (1) =

Z +1

0

e�tdt

=
�
�e�t

�+1
0

= 1:

2. Soit z = 1
2
, pour calcule �

�
1
2

�
on utilise le changement de variable s =

p
t, on

obtient

�

�
1

2

�
=

Z +1

0

t
1
2
�1e�tdt

=

Z +1

0

e�tp
t
dt

= 2

Z +1

0

e�s
2

ds

= 2

p
�

2

=
p
�
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Lemme 3.1.1. Pour tout z 2 C; Re(z) > 0; n 2 N , on a

� (z + 1) = z� (z) :

� (n+ 1) = n!

�
�
n+ 1

2

�
=
(2n)!

p
�

4nn!
:

3.1.2 Fonction Bêta

Dé�nition 3.1.2. ( voir [9]). La fonction Bêta (ou l�intégrale d�Euler de première espèce)

est dé�nie pour tous nombres complexes p et q de parties réelles strictement positives par

� (p; q) =

Z 1

0

tp�1(1� t)q�1dt; (p; q 2 C; Re(p) > 0; Re(q) > 0):

Proposition 3.1.1. La fonction Beta est exprimée à l�aide de la fonction Gamma par la

relation suivante

� (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)

Propriétés

� (p; q) = � (q; p) ; (Symétrique).

� (p; 1) = 1
p
:

3.2 Résultats principaux

Quelques variantes de l�équation de Riccati généralisée

�x+ "x2n+1 _x+ bx4n+3 = 0 (3.1)

En premier ordre les auteurs ont étudié principalement la variante suivante de l�équation

(3.1)

�x+ (2n+ 3)x2n+1 _x+ x4n+3 + !2x = 0
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Montrant numériquement que cette équation di¤érentielle présente des oscillations iso-

chrones. Dans le deuxième, les auteurs étudient la variante de l�équation (3.1)

�x+ (2n+ 3)x2n+1 _x+ x4n+3 + !2x2n+1 = 0

Et ils trouvent l�expression analytique de certaines solutions particulières.

Maintenant, nous étudierons la variante suivante de l�équation de Riccati généralisée (3.1)

�x+ "x2n+1 _x+ bx4n+3 + "a(x+ yq(x)) = 0 (3.2)

où a; b 2 R avec b 6= 0, n est un entier non négatif, " est un petit paramètre et q(x) est

un polynôme de degré m.

L�équation (3.2) est écrite comme suit8<: _x = y

_y = �bx4n+3 � "(x2n+1y + a(x+ yq(x))
(3.3)

ou de façon équivalente sous la forme8<: _x = @H
@y
+ "P (x; y)

_y = �@H
@x
+ "Q(x; y)

(3.4)

où 8<: @H
@x
= bx4n+3

@H
@y
= y8<: H(x; y) = b

4n+4
x4n+4 + '(y)

@H
@y
= '0(y) = y ) '(y) = 1

2
y2

donc

H(x; y) =
b

4n+ 4
x4n+4 +

1

2
y2 (3.5)
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et

P (x; y) = 0 ; Q(x; y) = x2n+1y + a(x+ yq(x)):

Observons que pour b > 0 il existe une famille d�ovales 
h � H�1(h) en continu dépendant

d�un paramètre h > 0 et variant dans les composantes compactes de H�1(h). De plus,

tous les ovales 
h remplissent le plan R2 lorsque h varie sur tous les nombres réels positifs.

Ces ovales sont des orbites périodiques du système hamiltonien (3.4) avec " = 0:

L�objectif est de trouver le nombre maximum de valeurs de h (que nous désignerons

par h� ) pour lequel il bifurque à partir de 
h un cycle limite du système di¤érentiel (3.4)

pour j"j > 0 su¢ samment petit.

Théorème 3.2.1.

Pour j"j > 0 su¢ samment petits il y a des systèmes (3.3) avec b > 0 ayant m cycles

limites �h�m quand " ! 0 tendent à des orbites périodiques 
h�m du système hamiltonien

(3.3) avec b > 0 et " = 0: En outre, il y a des polynômes q(x) pour lesquels le système

di¤érentiel (3.3) avec b > 0 et j"j > 0 su¢ samment petit a exactement m cycles limites.

Théorème 3.2.2.

Supposons qu�il y ait une famille d�ovales 
h � H�1(h) continu dépendant de h 2

(a; b).

Dé�nir l�intégrale abélienne comme

I(h) =

Z

h

P (x; y)dy �Q(x; y)dx (3.6)

s�il existe un h� 2 (a; b) tel que I(h�) = 0 et I 0(h�) 6= 0 alors pour " su¢ samment petit,

le système hamiltonien (3.4) a au plus un cycle limite �h� qui tend à 
h� quand "! 0:

Nous écrivons d�abord le polynôme q(x) =
mX
j=0

qjxj Notez que le système non perturbé

(3.2) (avec " = 0) est hamiltonien avec le hamiltonien H donné dans (3.5). Les orbites

périodiques du système non perturbé (3.2) avec h > 0 sont les ovales 
h. Nous allons

maintenant utiliser le théorème 3.2.2 et ainsi calculer l�intégrale abélienne I(h) donnée
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dans (3.6). Nous avons

I(h) =

Z Z
H(x;y)�h

@

@y

�
x2n+1y + a (x+ yq (x))

�
dxdy

=

Z Z
H(x;y)�h

�
x2n+1 + aq (x)

�
dxdy

=

Z Z
H(x;y)�h

x2n+1dxdy + a

Z Z
H(x;y)�h

q(x)dxdy

=

Z Z
H(x;y)�h

x2n+1dxdy + a

Z Z
H(x;y)�h

mX
j=0

qjx
jdxdy

=

Z Z
H(x;y)�h

x2n+1dxdy + a
mX
j=0

qj

Z Z
H(x;y)�h

xjdxdy:

On a

H(x; y) =
1

2
y2 +

b

4n+ 4
x4n+4:

On pose

H(x; y) = h

alors

h =
1

2
y2 +

b

4n+ 4
x4n+4

ou

2h = y2 +
b

2n+ 2
x4n+4

donc

y = �

s
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1):

On prend

Y =

s
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1)
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Alors

Z Y

�Y
dy = [y]

q
2h� b

2(n+1)
x4(n+1)

�
q
2h� b

2(n+1)
x4(n+1)

=

s
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1) +

s
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1)

= 2

s
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1)

Alors

I(h) = 2
R �x
��x x

2n+1
�
2h� b

2(n+1)
x4(n+1)

� 1
2
dx+2a

mX
j=0

qj
R �x
��x x

j

�
2h� b

2(n+1)
x4(n+1)

� 1
2
dx

où

�x =

�
4h(n+ 1)

b

� 1
4(n+1)

:

Pour y = 0 on trouve

2h =
b

2 (n+ 1)
x4(n+1) ) x4(n+1) =

4h(n+ 1)

b
) �x =

�
4h(n+ 1)

b

� 1
4(n+1)

:

Donc

Z �x

��x
xj
�
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1)

� 1
2

dx =
p
2h

Z �x

��x
xj
�
1� b

4h (n+ 1)
x4(n+1)

� 1
2

dx

on pose

t =
b

4h (n+ 1)
x4(n+1) ) x =

�
4h (n+ 1)

b

� 1
4(n+1)

t
1

4(n+1)

alors

dx =

�
4h (n+ 1)

b

� 1
4(n+1) 1

4 (n+ 1)
t

1
4(n+1)

�1dt
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d�où

Z �x

��x
xj
�
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1)

� 1
2

dx

= 2
p
2h

Z 1

0

�
4h (n+ 1)

b

� j
4(n+1)

t
j

4(n+1) (1� t)
1
2

�
4h (n+ 1)

b

� 1
4(n+1) 1

4 (n+ 1)
t

1
4(n+1)

�1dt

= 2
p
2h

Z 1

0

�
4h (n+ 1)

b

� j
4(n+1)

t
j+1

4(n+1)
�1 (1� t)

1
2

�
4h (n+ 1)

b

� 1
4(n+1) 1

4 (n+ 1)
dt

= 2
p
2h

�
4h (n+ 1)

b

� j+1
4(n+1) 1

4 (n+ 1)

Z 1

0

t
j+1

4(n+1)
�1 (1� t)

1
2 dt:

D�autre part on a la fonction � dé�nit comme suit

� (a; b) =

Z 1

0

ta�1 (1� t)b�1 dt

alors Z 1

0

t
j+1

4(n+1)
�1 (1� t)

1
2 dt = �

�
j + 1

4 (n+ 1)
;
3

2

�
:

Donc

Z �x

��x
xj
�
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1)

� 1
2

dx = 2
3
2h

1
2
(4 (n+ 1))

b
j+1

4(n+1)

j+1
4(n+1)

h
j+1

4(n+1) (4 (n+ 1))�1 �

�
j + 1

4 (n+ 1)
;
3

2

�
= 2

3
2
(4 (n+ 1))

b
j+1

4(n+1)

j+1
4(n+1)

�1
h

j+1
4(n+1)

+ 1
2�

�
j + 1

4 (n+ 1)
;
3

2

�

En outre on a la fonction � dé�nit comme suit

� (�) = (�� 1) � (�� 1)

et

� (a; b) =
� (a) � (b)

� (a+ b)
:
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Alors

�

�
j + 1

4 (n+ 1)
;
3

2

�
=
�
�

j+1
4(n+1)

�
�
�
3
2

�
�
�

j+1
4(n+1)

+ 3
2

�
on a

�

�
3

2

�
=

�
3

2
� 1
�
�

�
3

2
� 1
�

=
1

2
�

�
1

2

�
=

1

2

p
�

et

�

�
j + 1

4 (n+ 1)
+
3

2

�
=

�
j + 1

4 (n+ 1)
+
3

2
� 1
�
�

�
j + 1

4 (n+ 1)
+
3

2
� 1
�

=

�
j + 1

4 (n+ 1)
+
1

2

�
�

�
j + 1

4 (n+ 1)
+
1

2

�
:

Donc

�

�
j + 1

4 (n+ 1)
;
3

2

�
=

1
2

p
��
�

j+1
4(n+1)

�
�

j+1
4(n+1)

+ 1
2

�
�
�

j+1
4(n+1)

+ 1
2

�
=

1

2

p
�

2n+ 2

j + 2n+ 3

�
�

j+1
4(n+1)

�
�
�

j+1
4(n+1)

+ 1
2

�
=

p
�

2n+ 2

j + 2n+ 3

�
�

j+1
4(n+1)

�
�
�
j+2n+3
4n+4

�
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d�où

Z �x

��x
xj
�
2h� b

2 (n+ 1)
x4(n+1)

� 1
2

dx = 2
3
2 (4 (n+ 1))

b
j+1

4(n+1)

j+1
4(n+1)

�1
h

j+1
4(n+1)

+1
2p
�

2n+ 2

j + 2n+ 3

�
�

j+1
4(n+1)

�
�
�
j+2n+3
4n+4

�
= 2

j+n+2
2n+2 p

� (n+ 1)
j+1
4n+4

b
� j+1
4n+4

h

j+2n+3
4n+4 1

j + 2n+ 3

�
�

j+1
4(n+1)

�
�
�
j+2n+3
4n+4

�
Posons

Bj;n =
2
j+n+2
2n+2 p

� (n+ 1)
j+1
4n+4

b
� j+1
4n+4

�
�
j+1
4n+4

�
(j + 2n+ 3)�

�
j+2n+3
4n+4

�
donc

I (h) = 2a
mX
j=0

qjBj;nh

j+2n+3
4n+4

= 2a

[m2 ]X
k=0

q2kB2k;nh
2k+2n+3
4n+4

:

On pose

h = h
1

4n+4

Alors

J (h) = I (h) = 2a

[m2 ]X
k=0

q
2k
B
2k;n

�
h
�2k+2n+3

Posons encore

h
2
= r

donc

J
�
h
�
= Ĵ (r) = 2arn+

3
2

[m2 ]X
k=0

q
2k
B
2k;n
rk:

Comme les coe¢ cients qi sont arbitraires, nous pouvons choisir une perturbation q(x) de

telle sorte que J(h) a exactement
�
m
2

�
zéros positifs simples, et par conséquent il existe

des systèmes di¤érentiels (3.3) à
�
m
2

�
cycles limites. Ceci conclut la preuve du théorème.
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Exemple 3.2.1.

Considérons le système suivant

8<: _x = y + "
�P5

l=1

�Pl
i=0 ai;lx

iyl�i
��

_y = �x7 + "
�P3

l=1

�Pl
i=0 bi;lx

iyl�i
��

Ou bien de façon équivalente 8<: _x = @H
@y
+ "P (x; y)

_y = �@H
@x
+ "Q(x; y)

posons " = 0 alors 8<: @H
@x
= x7

@H
@y
= y8<: H(x; y) = 1

8
x8 + '(y)

@H
@y
= '0(y) = y ) '(y) = 1

2
y2

donc

H(x; y) =
1

8
x8 +

1

2
y2

et on a

P (x; y) =
5X
l=1

 
lX
i=0

ai;lx
iyl�i

!
; Q(x; y) =

3X
l=1

 
lX
i=0

bi;lx
iyl�i

!
:

45



D�après l�intégrale abélienne on a

I(h) =

Z

h

P (x; y)dy �Q(x; y)dx

=

Z Z
H(x;y)�h

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
dxdy

=

Z Z
H(x;y)�h

 "
5X
l=1

 
lX
i=0

ai;l
@
�
xiyl�i

�
@x

!#
+

"
3X
l=1

 
lX
i=0

bi;l
@
�
xiyl�i

�
@y

!#!
dxdy

=

Z Z
H(x;y)�h

0BBBBBB@

P1
i=0 ai;1

@(xiy1�i)
@x

+
P2

i=0 ai;2
@(xiy2�i)

@x

+
P3

i=0 ai;3
@(xiy3�i)

@x
+
P4

i=0 ai;4
@(xiy4�i)

@x

+
P5

i=0 ai;5
@(xiy5�i)

@x
+
P1

i=0 bi;1
@(xiy1�i)

@y

+
P2

i=0 bi;2
@(xiy2�i)

@y
+
P3

i=0 bi;3
@(xiy3�i)

@y

1CCCCCCA dxdy

=

Z Z
H(x;y)�h

0BBBBBBBBBBBBBBB@

a0;1(0) + a1;1 (1) + a0;2 (0) + a1;2 (y) + a2;2(2x) + a0;3(0)

+a1;3(y
2) + a2;3(2xy) + a3;3(3x

2) + a0;4(0)

+a1;4(y
3) + a2;4(2xy

2) + a3;4(3x
2y) + a4;4(4x

3)

+a0;5(0) + a1;5(y
4) + a2;5(2xy

3) + a3;5(3x
2y2)

+a4;5(4x
3y) + a5;5(5x

4) + b0;1 (1) + b1;1 (0)

+b0;2 (2y) + b1;2 (x) + b2;2 (0) + b0;3 (3y
2) + b1;3 (2xy)

+b2;3 (x
2) + b3;3 (0)

1CCCCCCCCCCCCCCCA
dxdy

D�autre part on a

H(x; y) =
1

8
x8 +

1

2
y2

on pose

H(x; y) = h

alors

h =
1

8
x8 +

1

2
y2
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donc

y = �
r
2h� 1

4
x8

Si y = 0 on trouve
1

4
x8 = 2h) x8 = 8h) �x = (8h)

1
8

donc

I(h) = 4

Z �x

0

24Z p2h� 1
4
x8

0

0@ a1;1 + a1;3y
2 + 3a3;3x

2 + a1;5y
4 + 3a3;5x

2y2

+5a5;5x
4 + b0;1 + 3b0;3y

2 + b2;3x
2+

1A dy
35 dx

= 4

Z �x

0

24 (a1;1 + b0;1 + (3a3;3 + b2;3)x2 + 5a5;5x4) y
+1
3
(a1;3 + 3b0;3 + 3a3;5x

2) y3 + 1
5
a1;5y

5

35
p
2h� 1

4
x8

0

dx

= 4

Z �x

0

24 (a1;1 + b0;1 + (3a3;3 + b2;3)x2 + 5a5;5x4) (2h� 1
4
x8)

1
2

+1
3
(a1;3 + 3b0;3 + 3a3;5x

2) (2h� 1
4
x8)

3
2 + 1

5
a1;5(2h� 1

4
x8)

5
2

35 dx
=

4
R �x
0
(a1;1 + b0;1 + (3a3;3 + b2;3)x

2 + 5a5;5x
4) 2

1
2h

1
2

�
1� 1

8h
x8
� 1
2 dx

+4
3

R �x
0
(a1;3 + 3b0;3 + 3a3;5x

2) 2
3
2h

3
2 (1� 1

8h
x8)

3
2dx+ 4

5
a1;5

R �x
0
2
5
2h

5
2 (1� 1

8h
x8)

5
2dx

on pose

t =
x8

8h
) x = (8ht)

1
8 = 2

3
8h

1
8 t

1
8

alors

dx = 2
�21
8 h

1
8 t

�7
8 dt

si on prend 8<: x = 0) t = 0

x = �x) t = 1

47



d�où

I(h) = 2
�1
8 h

5
8

0BBB@
(a1;1 + b0;1)

R 1
0
t
�7
8 (1� t)

1
2 dt

+2
3
4h

1
4 (3a3;3 + b2;3)

R 1
0
t
�5
8 (1� t)

1
2 dt

+(5) 2
3
2h

1
2a5;5

R 1
0
t
�3
8 (1� t)

1
2 dt

1CCCA
+1
3
2
7
8h

13
8

0@ (a1;3 + 3b0;3)
R 1
0
t
�7
8 (1� t) 32dt

+(3) 2
3
4h

1
4a3;5

R 1
0
t
�5
8 (1� t) 32dt

1A
+1
5
2
15
8 h

21
8 a1;5

R 1
0
t
�7
8 (1� t) 52dt

I(h) =

26664
2
5
2h

3
2

R 1
0

h
a1;1 + b0;1 + (3a3;3 + b2;3)2

3
4h

1
4 t

1
4 + 5a5;52

3
2h

1
2 t

1
2

i
(1� t)

1
2 2

�21
8 h

1
8 t

�7
8 dt+

1
3
2
7
2h

3
2

R 1
0

�
a1;3 + 3a

2
3;52

3
4h

1
4 t

1
4 + 3b0;3

�
(1� t) 322�218 h 1

8 t
�7
8 dt

+1
5
2
9
2h

5
2a1;5

R 1
0
(1� t) 522�218 h 1

8 t
�7
8 dt

37775

=

2
�1
8 h

5
8

24 (a1;1 + b0;1) R 10 t�78 (1� t) 12 dt+ 2 34h 1
4 (3a3;3 + b2;3)

R 1
0
t
�5
8 (1� t)

1
2 dt

+(5) 2
3
2h

1
2a5;5

R 1
0
t
�3
8 (1� t)

1
2 dt

35
+1
3
2
7
8h

13
8

24 (a1;3 + 3b0;3)
R 1
0
t
�7
8 (1� t)

3
2 dt

+(3) 2
3
4a5;5h

1
4

R 1
0
t
�5
8 (1� t)

3
2 dt

35
+1
5
2
15
8 h

21
8 a1;5

R 1
0
t
�7
8 (1� t) 52dt
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D�après la fonction � on obtient

I(h) =

2
�1
8 h

5
8 (a1;1 + b0;1) �

�
1
8
; 3
2

�
+ 2

5
8h

7
8 (3a3;3 + b2;3)�

�
3
8
; 3
2

�
+5h

9
82

11
8 a5;5�

�
5
8
; 3
2

�
+ 1

3
2
7
8h

13
8 (a1;3 + 3b0;3) �

�
1
8
; 5
2

�
+2

13
8 h

15
8 a3;5�

�
3
8
; 5
2

�
+ 1

5
2
15
8 h

21
8 a1;5�

�
1
8
; 7
2

�

=

2
�1
8 h

5
8 (a1;1 + b0;1)

�( 18)�(
3
2)

�( 18+
3
2)
+ 2

5
8h

7
8 (3a3;3 + b2;3)

�( 38)�(
3
2)

�( 38+
3
2)

+5h
9
82

11
8 a5;5

�( 58)�(
3
2)

�( 58+
3
2)
+ 1

3
2
7
8h

13
8 (a1;3 + 3b0;3)

�( 18)�(
5
2)

�( 18+
5
2)

+2
13
8 h

15
8 a3;5

�( 38)�(
5
2)

�( 38+
5
2)
+ 1

5
2
15
8 h

21
8 a1;5

�( 18)�(
7
2)

�( 18+
7
2)

=

2
�1
8 h

5
8 (a1;1 + b0;1)

�( 18)�(
3
2)

�( 138 )
+ 2

5
8h

7
8 (3a3;3 + b2;3)

�( 38)�(
3
2)

�( 158 )

+5h
9
82

11
8 a5;5

�( 58)�(
3
2)

�( 178 )
+ 1

3
2
7
8h

13
8 (a1;3 + 3b0;3)

�( 18)�(
5
2)

�( 218 )

+2
13
8 h

15
8 a3;5

�( 38)�(
5
2)

�( 238 )
+ 1

5
2
15
8 h

21
8 a1;5

�( 18)�(
7
2)

�( 298 )

=
p
�

0BBBB@
1
5
2
15
8 h

5
8 (a1;1 + b0;1)

�( 18)
�( 58)

+ 1
7
2
21
8 h

7
8 (3a3;3 + b2;3)

�( 38)
�( 78)

+5
9
2
51
8 h

9
8a5;5

�( 58)
�( 18)

+ 1
65
2
39
8 h

13
8 (a1;3 + 3b0;3)

�( 18)
�( 58)

+ 1
35
2
45
8 h

15
8 a3;5

�( 38)
�( 78)

+ 1
455
2
63
8 h

21
8 a1;5

�( 18)
�( 58)

:

1CCCCA
Pour obtenir les solutions suivantes

h1 = 1; h2 = (1:1)
8 ; h3 = (1: 2)

8 ; h4 = (1:3)
8 et h5 = (1:4)

8

on pose

a1;1 = 20; a1;3 = �30; a3;3 = �80; et b0;1 = 30;

donc nous trouvons

a1;5 = �0:317 16; a3;5 = 20:466; a5;5 = 51:629; b0;3 = �13:896; et b2;3 = �40:57
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alors

I(H) = H5
�
�1:523 2H16 + 111:27H10 � 301:26H8 + 803:43H4 � 953:37H2 + 341:45

�
où

H = h
1
8 :
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Conclusion

Dans le cas des centres non linéaires, la recherche de solutions périodiques repose géné-

ralement sur l�étude des systèmes conservatifs et l�utilisation des intégrales abéliennes.

Ces centres apparaissent dans des systèmes où les trajectoires sont des courbes fermées,

même si le champ vectoriel n�est pas linéarisable autour du point d�équilibre. Lorsqu�on

introduit une petite perturbation dans un tel système, l�existence de cycles limites peut

être étudiée en analysant une intégrale de la forme :

Z

h

P (x; y)dy �Q(x; y)dx

dé�nie sur les orbites fermées 
h du système non perturbé. Les zéros simples de cette

intégrale indiquent l�apparition de solutions périodiques isolées, c�est-à-dire des cycles

limites, dans le système perturbé.
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