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Abstract

This thesis is concerned with the existence and mass concentration behavior of mini-
mizers for rotating Bose-Einstein condensations (BECs) with attractive interactions in
a bounded domain D C R%. It is shown that, there exists a finite constant a*, denoting
mainly the critical number of bosons in the system, such that the least energy e(a)
admits minimizers if and only if 0 < a < a*, no matter the trapping potential V (x)
rotates at any velocity 0 > 0. This is quite different from the rotating BECs in the
whole plane case, where the existence conclusions depend on the value of Q2. More-
over, by establishing the refined estimates of the rotation term and the least enerqgy, we

also analyze the mass concentration behavior of minimizers in a harmonic potential as
a /a*.
Keywords: Bose-FEinstein condensation, Rotational velocity, Mass Concentra-

tion, Bounded domain.

MSC(2020) : 35J15, 55720, 35Q40, 46N50.



Résumé

Ce mémoire porte sur l’existence et le comportement de concentration massique des
minimiseurs pour des condensats de Bose-Einstein (CBE) en rotation, avec interactions
attractives, dans un domaine borné D C R?. Il est démontré qu'il existe une constante
finie a*, représentant principalement le nombre critique de bosons dans le systeme, telle
que [ énergie minimale e(a) admette des minimiseurs si et seulement si 0 < a < a*,
indépendamment du potentiel de piégeage V(x) et de la vitesse de rotation Q@ > 0. Ce
résultat contraste nettement avec le cas des CBE en rotation dans tout le plan, ou les
conclusions concernant [ existence de minimiseurs dépendent de la valeur de Q). Par
ailleurs, en établissant des estimations précises du terme de rotation et de [énergie
minimale, nous analysons également le comportement de concentration massique des

minimiseurs dans un potentiel harmonique lorsque a  a*.

Mots-clés : Condensation de Bose-Einstein, Vitesse de rotation, Concentration

de masse, Domaine borné.

MSC(2020) : 35J15, 85720, 35Q40, 46N50.



Introduction générale

La condensation de Bose-Einstein (CBE) est un phénoméne quantique remar-
quable, observé lorsque des bosons sont refroidis a des températures extrémement basses,
conduisant a la formation d’un état cohérent macroscopique. L’étude des états de
condensation dans le cadre du modeéle de Gross-Pitacvskii est devenue centrale pour
comprendre les propriétés de ce phénomeéne, notamment lorsqu’il est confiné dans des

domaines bornés.

Le modele de Gross-Pitaevskii décrit [’évolution dynamique des condensats de Bose-
FEinstein en wutilisant une équation non linéaire qui représente linteraction entre les
particules. Ce modele permet de modéliser des situations physiques variées, allant des
pieges optiques aux cristaur de réseau. Dans ce cadre, la recherche d’états d’énergie
minimale, ou minimiseurs, est essentielle pour comprendre la stabilité et le comporte-

ment asymptotique de ces systemes.

L’analyse de l’existence et du comportement asymptotique des minimiseurs dans le
modeéle de Gross-Pitaevskii, en particulier dans des domaines bornés, présente des défis
d la fois mathématiques et physiques. La non-linéarité des équations régissant le systéme
complique [’étude des solutions et des propriétés asymptotiques. Des travauzr récents
ont mis en lumiere des résultats significatifs concernant la structure des minimiseurs
et leur comportement a différentes échelles, en tenant compte des effets de confinement

et d’interaction.
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Chapitre 1
Les condensats de Bose-FEinstein en rotation

dans des domaines bornés



Les condensats de Bose-Einstein (CBE) en rotation offrent un cadre fascinant
ot la mécanique quantique rencontre des phénomeénes caractéristiques de la dynamique
des fluides. Lorsqu'un condensat est confiné dans un domaine borné et soumis a
une rotation, son comportement devient particulierement complexe en raison des effets
conjugués de la non-linéarité, de la contrainte géométrique et de la formation de vortex

quantiques.

Les CBE en rotation présentent divers phénomeénes quantiques intéressants, tels
que Uapparition de vortex quantiques &% e centre de rotation de masse 11654
Dans le cadre expérimental physique, les pieges da rotation occupent simultanément
l’état fondamental du systéme car la température est inférieure a une valeur critique
LEILIENE ot gy cours des deux derniéres décennies, 1'étude des CEB en rotation est
toujours un sujet central des physiciens et des mathématiciens da la fois au niveau

9.112,121,124, 127, 129]

national et international [ et les références qui s’y trouvent.

Nous étudions les condensats de Bose-Einstein avec des interactions attractives

dans un domain borné D C R?, décrit par ’énergie fonctionnelle de Gross-Pitaevskii
(GP) 1318 donmée par :

E.(u) := /D(|Vu(x)]2+V(m)|u(a:)\2)d:c— %/D|u(x)\4dx—Q/DxL.(iu, Vu)dz. (1.1)

o 7= (11,19) €D CR2 2t = (—x9,71), (iu, Vu) := i(uVu — uVu)/2.

D est un domaine borné qui satisfait la condition de boule intérieure et 0D € C1.

e Le parametre a > 0 dans (@) caractérise le produit absolu de la longueur de
diffusion v d’interactions a deux corps fois le nombre N des particules dans les

condensats.

o Q>0 décrit la vélocité de rotation d’un piege V (x).

Dans le but de faire une étude plus précise sur ’équation de CBE en rotation avec

l’énergie fonctionnelle de GP (EI), notre mémoire est organisé en deux grande parties:



o Nous assurons [’existence d’un seuil qui entraine l’existence d’un nombre critique
des particules pour [’effondrement du condensat de Bose-FEinstein, autrement,

selon le seuil, nous étudions [’existence et la non-existence des minimiseurs pour
E.(u).

o Nous présentons une analyse détaillée du comportement des minimiseurs a mesure

que a approche de a*. (a* sera défini ultérieurement)
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Chapitre 2
L’existence et la non-existence des minimsiseurs

pour le probléme de minimisation



11

Le probleme fondamental dans [’étude de CBE en rotation est de trouver le con-
densat stationnaire u(x), en particulier I’état fondamental qui est I’état quantique de
plus basse énergie. Autrement, l’état fondamental u(x) est obtenu par la minimisation

de ’énergie fonctionnelle sous la conservation de la masse totale :

Trouver u tel que :

e(a) := min E.(u).

{ueHy(D,C),||ull3=1}

(2.1)

Pour faire notre étude de l’existence de minimiseurs de (@), noUS assumons que

le potentiel de piégeage est harmonique c’est-a-dire
V(r) =2+ A3, AeR" etz = (1,25) € D. (2.2)

Et le résultat obtenu dans le Théoréme @ assure l’ezistence du sewil a* qui entraine
lexistence d’un nmombre critique des particules pour [’effondrement du condensat de

Bose-Einstein 1.
Remarque 2.1. Si nous utilisons 'inégalité diamagnétique M55
(V —iA)u|’ = |Vul> = 2A4.(iu, Vu) + A|ul®> > |V|u|[%, p.p dans R?, (2.3)

ouu € H'(R? C), A € L} (R% R?) et posons A = Zx*, nous pouvons réécrire l'énergie

fonctionnelle de Gross-Pitaevskii (GP) comme suit :

E,(u) :/D (V—z%g&) u

ot Vo(x) est défini par :

dav—l—/DVQ(a:)|u(x)|2d:v—g/p|u(aj)\4d:v. (2.4)

Q2
Va(z) =V (zx) — I|x|2,x eD. (2.5)
De plus, posons
Z .= {{B € D: Vo(x) = inf Vg(y)} : (2.6)
yeD

ot D :=DNAID et Vo(z) sur OD sera défini par :

QQ
VQ(.Z’) ‘m:(ml,zg)eap = x% + Aﬂfg - I‘xP? reD. (27)
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Remarque 2.2. Dans le cas ot il n’y a pas une rotation pour V(x), ¢’est-a-dire, 1 = 0,

nous notons de l'inégalité diamagnétique () que
Vul > |V |ull, ppin R (2.8)
ce qui nous indique que tous les minimiseurs sont essentiellement a valeurs réelles.

Le probleme (EI) avec Q2 = 0 dans lespace R? était largement étudié 20232554

ans le cadre de chercher 'éxistence, le comportement de limite raffiné, la brisure de
d [ dre de chercher [’ t 1 t t de limit L la b d
24,134

symétrie et [unicité locale des minimiseurs de la fonctionnelle. De % /. équation

scalaire de champ non linéaire
—Autu—u’=0 nR* ue H R*R). (2.9)

admet une solution positive et unique qui est radialement symétrique a son l’origine.

Nous la notons w(x) qui est exponentiellement décroissantel™
w(z), |Vw(x)| = O(|x|_%e_|w‘), lorsque |x| — oo. (2.10)

En supplément, de 29 e(a) dans R? admet des minimiseurs si et seulement si 0 <
a < a* = ||wl||3, a Uaide de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg®e :
2
lu(x)|dz < —*/ |Vu(a:)\2dx/ lu(z)*de, u € H'(R*R), (2.11)
R2 a” Jr2 R2

ot 2 est la meilleure constante et I’égalité est atteinte siu(x) = w(x). (R.11) peut étre

a*

transformer en un nouveau type de l'inégalité de GN
2
/]u(x)\4dx < —*/ |Vu(x)|2dx/ lu(z)]*dw, u € Hy(D,R), (2.12)
D a” Jp D

ot la meilleure constante al ne peut pas étre atteindre. Cette inégalité aide a démontrer
le théoreme Iﬂ de [’existence et la non-existence des minimiseurs du probleme de
minimisation (Ell)

Théoréme 2.1. Soit w la solution radiale, positive et unique de (@) Supposons V'

satisfait () Posons a* := ||wl||3, alors
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1. Si0< Q< oo et0<a<a*, il existe au moins un minimiseur pour (Ell)
2. 510< Q< o0 eta>a*, il nexiste pas un minimiseur pour (EI)

Remarque 2.3. Selon’24, dans R? avoir des results pour e(a) exige Uexistence d’une
vélocité critique 0 < Q* < oo telle que e(a) € R* admet des minimiseurs si et seulement

si0 < a < a* qui méne a Q < Q*. La raison entre les résultats dans R? et un domaine
borné D est le terme rotational —Q/ ot (iu, Vu)dz qui est borné inférieurement pour
D

€ (0,a*).
Preuve du Théoréme @ :

e L’existence des minimiseurs :
Pouru € HY{(D,C) et ||u||3 =1, en utilisant l’inégalité GN (), nous avons de (@)

Ei(u) > /|vu<x)|2dx—%/ |V|u||2dx—9/xi.(m,vu)dx
D a” Jp D
> ¢ :a/ |Vu]2dx—ﬂ/xL.(iu,Vu)d:c. (2.13)

D’un autre coté , en appliquant ['inégalité de Cauchy, nous avons

Q/mL.(iu,Vu)dx < /\Vu] dx+ /\x| |u|?dx
D 2a

<

(2.14)

ot C' > 0 est une constante qui dépend de a, ) et diam(D). En substituant () dans

(), nous obtenons

Ea(u) > “/ \Vu|2dz — C > —C, (2.15)
D

ce qui implique que E,(u) est uniformément borné inférieurement et e(a) admet au

moins une suite minimisante.
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Soit {u,} C H3(D,C) une suite minimisante de e(a) avec a € (0,a*), c¢’est-d-dire
un|l3=1 et lim E,(u,) = e(a).
n—oo
De (), nous avons

a2_*a/|Vun|2dx—C, lorsque n — 00, (2.16)
a D

e(a) >

ce qui montre que / \Vu,| est uniformément borné en n. Etant donné que l'injection

D
H}(D,C) — LY(D,C) est compacte pour tout q € [2,00) passant a une sous-suite

s’il est nécessaire, il existe ug € H}(D,C) telle que
U, — ug  faiblement dans Hy(D,C),

u, — ug fortement dans L(D,C). (2.17)

D’un autre part, nous déduisons de E,(u) et () que E,(u,) est faiblement

semi-continue inférieurement le long de la suite u,, ce qui implique que

e(a) < Eu(up) < lim E,(u,) = e(a). (2.18)

n—oo

Alors, / luo|?dz = 1 et e(a) = E,(up). Done, pour tout 0 < Q < oo et 0 < a < a*, il
D

existe au moins un minimiseur pour e(a).
e La non-existence des minimiseurs :

La preuve de la non-existence des minimiseurs pour (@) dans le cas a > a* se

fait comme suit.
e a>a':

Nous définissons,

ur(@) = \msb ($ ;sz) w(r(@ —2,))e ¥ gD, (2.19)
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ouT >0, R, >0,2, €D, v = (=271, Tr2), Ay > 0 est choisi de sort que/ lu,|*dr =
D
1, ¢ € C(R?) est positive telle que ¢(x) =1 si x| <1, ¢(x) € (0,1) si |z| € (1,2) et
o(x) =0 si|z| > 2.
Maintenant, nous dénotons

D, ={r(x—=z,):x €D} e R,:= Mln(7)7
-

ot M > 0 est une constante suffisamment grande. Prenons xy comme un point mini-

mum de Vo(z) dans D, c’est-a-dire

Va(zg) = inf Vo(x), (2.20)

€D

ot Vo(z) est défini dans (@) Si Va(x) peut atteindre son minimum en certains points
intérieurs de D, xy € D et x; = xo. S Vo(x) peut atteindre son minimum en certains
points de la frontiére de D, nous supposons xg € 0D et notons v, = ro — 2R, 1, ou 1

est le vecteur unitaire normal de 0D a xy et Bag, (x;) C D pour T largement grand.
Appliquons () et () pour u = w, aprés quelques calculs, nous obtenons

A2 =1+o(r™) lorsque r— oo (2.21)

Q
\Y —i—xL) Uy
fl(v-55

£V ( ) @~ 22)) + 70 (”” ;:”) Vu(r(z - z,))

2

dx

AQ

T

[|w ||2

2

—z— (x—2.)"¢ - ) T(r —x,))| do
A’r 2 T ) T T
= 2 .
|[wl[3 Jp { TR, Vul+ T¢(7—RT> wve (TRT> v
1 x Az Q2
d 2d
o [0 (i) 2] o+ e 2 [, ot ()

2

Q
= 724 gy /R2 |lz|2w?dz 4+ o(7™ M), T — oo, (2.22)
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A2 x T
T2d — T / e . 2 2d — —-M
/DVQ(I)|u| T —HWH% TVg( +x>gz5 (TRT>w r = Vo(xg) +o(77"), 7 = o0,
(2.23)

et

a 4 GA;17'2/ 4 z 4 a o -M
— - d = — —_— dr = — , T — OQ. 2.24
Q/DIU |*dx 2 Tl DTqb TR wdx il +o(r™ ), T ( )

En utilisant les estimations précédentes, nous déduisons de E,(u) que,

@ =02 Va(z) + O(772), 7 — oo. (2.25)

e(a) < Ey(uy) =

Comme Q > 0 and a > a*, nous obtenons directement que e(a) n’est pas borné in-

férieurement et n’admet pas des minimiseurs.

Finalement, nous montrons la non-ezistence des minimiseurs pour e(a*) par contradic-

tion. De () et (), nous avons,
e(a”) < Vo(xg) = inf Vy(z). (2.26)
z€D

D’un autre coté, en utilisant l'inégalité diamagnétique (@) et linégalité de GN (),

nous déduisons de E,(u) que pour tout u € H}(D,C) avec ||u||3 =1,

Eo(u) > /DVQ(x)|u]2d:v > ;27‘2 Val(x). (2.27)
Combinaisons (R.20) et ()
e(a”) = inf Vo(x). (2.28)

z€D
Supposons qu’il existe un minimiseur u* = 0 pour e(a*). Similaire d (), nous
obtenons,

e(a”) = Eg(u™) > /DVQ(x)|u*|2dx > ;g% Va(x), (2.29)

qui est contradictoire avec () Ce qui prouve la non-existence des minimiseurs pour

e(a*). Alors, la preuve de Théoréme @ est compléte.
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Chapitre 3
La discipline des minimiseurs lorsque a

s’approche de a*
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L’¢tude de l’existence des minimiseurs seulement si0 < Q) < oo et 0 < a < a*, nous
permet a voir la discipline des minimiseurs u, lorsque a s’approche de la valeur critique
a*. Autrement, le deuxiéeme résultat traite de la discipline de masse de concentration
des minimiseurs pour le probléme (Ell), avec un potential piégeage V(x) satisfaisant
(@) o A > 1 et Q < 2. Nous pouvons voir facilement de (@) et (@) que Vo(x) >0
et lorigine est le point minimum unique de Vo(z) si A > 1 et Q < 2. Alors, nous
supposons que O € D pour pouvoir analyser la limite de la discipline des minimiseurs

dans le le théoreme suivant.

Théoréme 3.1. Supposons que l'origine est un point intérieur de D et V(x) satisfait
(@) avec A > 1 et Q < 2. Soit u, un minimiseur d valeurs complezes de e(a). Alors,

nous avons les conclusions comme suit.

1. |ug| admet un point de minimum local et unique x, lorsque a est trés proche de

a* et x, satisfait
A

— 0, lorsque a /*a*. (3.1)
(a* —a)

NI

=

A

A= [/R V(z)wdx

* I * —i( 2 (a*—a lx.z - \
2. Posons i, == \/a*% ;\a)4ua <(“ —a) :E+:Ba> e <2*( Jio.ay 0“), ou 0 € [0,2m)

est une constante et )
1

> 0. (3.2)

Alors, g, satisfait
e — w(x) uniformément dans L®(R* C) lorsque a / a* . (3.3)
ou w est la solution positive, radialement symétrique et unique de (@)

Remarque 3.1. La preuve de théoreme (@) base fortement sur l’analyse d’explosion

sur |ug| et les méthodes d’énergie et nous pouvons déduire du preuve que

2\
L)l — —, lorsque a S a”. (3.4)
(a* —a)z a*

Remarque 3.2. Le théoréme (@) s’applique aussi si 0 < A <1 et Q < 2v/A.
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Pour prouver les résultats du théoreme (Ell), nous Supposons que u, satisfait

I’équation de Euler-Lagrange suivante :

—Aug + V(2)u, + Q2. Vu, = pigu, + alug|*uq, in D, (3.5)
U, =0, in OD. '
ou g, € R est le multiplicateur de Lagrange associé et
a 4 *
pa = e(a) — 3 lug|*dz, 0<a<a”. (3.6)
D

Maintenant, nous adressons les estimations de l'énergie e(a) lorsque a / a*.

Lemme 3.1. Supposons que l’origine est un point intérieur de D et que V(x) satisfait
(@) avec A > 1 et Q < 2. Alors, nous avons
- 227 + o(1)

0 <e(a) (a* — a)%, lorsque a / a*, (3.7)

a*

ot A > 0 est défini par (@)

Preuve.
Nous commengons par la borne inférieure de e(a). En utilisant l'inégalité de GN ()
et l'inégalité diamagnétique (@), nous déduisons d partir de E.(u) que pour tout
u € H (D,C) avec ||u]|3 =1

E,(u) > /|V|u||2dx—9/ |u|4dx—|—/VQ (z) |ul2dz (3.8)
D 2 D D

a*

> —_ a/ |u|*dx +/ Va () [u*dz > 0,
2 Jo D

ce qui donne la borne inférieure de (@)

Maintenant, nous allons établir la borne supérieure de (@), en prenant une fonc-
tion test comme celle de () avec xr = 0. similaire a ()—(), nous obtenons

g/|uT\4dx = %72—1—0(7’]\4), lorsque T — 00,
D a
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2
QQ
de = 712
v g +4(1*7'2

Q
(V — ZExL) Uy

A2 x x
2 - T < 2 2
/DVQ () |u|"dx = T /DT Va <T> ) (TRT) wdx

/ |z|Pw?dz + o(t™ ™), lorsque T — oo,
R2

J

et

1
Avec les estimation précédentes, prenons T = X (a* — a)~*, alors nous avons

7_2 QQ
< — (a* — SE 2 2 -M
e(a) < p= (a a)—l—a*72/R2 [Vg(x)+ 1 ]z\]wdw—ko(f )
-2 4 o
= E(a —@)JFWWLO(T ) (3.9)
2272+ 0(1)

1
= —(a"—a)?, lorsque T — 0.
a*

Alors, nous obtenons ainsi la borne supérieure dans (@), ce qui acheve la démonstration

de ce lemme. [

Lemme 3.2. Supposons que les hypothéses du théoréme @ sont satisfaites. Soit u,

un minimiseur d valeurs complexes de e(a). Définissons

€ 1= (/D|Vua|2dx) > 0. (3.10)

D=

Alors, nous avons

1. €, — 0 et pae2 — —1, lorsque a / a*.
2. |ug| admet au moins un point de mazimum global dans D .
Preuve.
1. Par raisonnement par 'absurde, supposons que / \Vu,|?dr < C pour une
D

certaine constante C. Comme / [ug|?dxr = 1, nous en résultons que la suite {u,} est
D
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uniformément bornée dans Hj (D,C) lorsque a  a*. Etant donné que linjection
H} (D,C) — LYD,C) est compacte pour tout q € [2,00), nous pouvons extraire i

nécessaire une sous-suite, toujours notée {u,}, telle que

U, — ug faiblement dans Hy (D, C),

ug, — ug fortement dans LY(D,C),

ot ug € HY(D,C).

Prenons {u,} avec a / a* comme une suite de minimisation de e(a*). Alors,
a ceuz utilisés dans (R.17)-(R.1§) montrent que uy est un minimiseur de e(a*), ce qui
contredit le fait que e(a*) n'admet pas de minimiseurs. Par conséquent, nous avons

€q — 0 lorsque a / a*.

Nous montrons ensuite que a2 — —1 lorsque a / a*. Puisque e(a) — 0, lorsque

a /7 a*, nous pouvons déduire de E,(u) que

/ Va(z)|ug*dz — 0,  lorsque a / a*, (3.11)
D
et
/ |, |*da 5
L I P e lorsque a /* a™. (3.12)

dx

({2

D’autre part, en utilisant [’inégalité de Cauchy, pour tout € > 0, nous obtenons

1
‘Q/xL (itg, Vug) dx Se/ |Vua|2dx+—/QQ|:U|2|ua|2d:B. (3.13)
D D de Jp

[NIES

Prenons € = (/ |Vua|2d:v) , nous obtenons
D

<C (/D |Vua|2dx) i : (3.14)

‘Q/apl (1tg, Vu,) dx
D
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ot C' > 0 est une constante dépendante de a, Q et diam(D). Par ailleurs, nous pouvons

dériver de (@) et () que

0 2
/ (V—iExL) Uq| dx Q/gl:L (tug, Vug) d 92/ 2|2 |ug|*d
D
— 1 —
|V, |*dx /|Vua| dx /|Vua| dx
= 1+4o0(1), lorsquea S a* (3.15)

Alors, de (@), (@), () et (), nous avons

e(a) — —/ [ug|*da
lim pree2 = lim D

a/'a* a/'a* /‘vua’ da

——/ |ua|4dx
h/*
/ <V — z—xL> Ug
D 2

_— (3.16)

dx

2.Définissons v, (x) 1= €,u, (€,2). Alors, nous pouvons vérifier que

/ \va|2dx:/ |Vv,|?de =1, (3.17)

et vy(x) satisfait

{—Av, + i€2Qat - Vv, } + [#\ﬂ? + 2V (€41) — o€’ — a\va|2] v, =0, dansD.,
ve =0, surdD,,

(3.18)
ou D, :={ex:x € D}.
Supposons que v, = R,, + il,,, ou R,, la partie réelle de v, et I,, la partie
imaginaire de v,. Donc, nous pouvons dériver que
—AR,, — €Qa*+-VI, + #MP + 2V (€41) — pa€® — alvg]*| Ry, = 0, dansD.,
—AlL, +€e2Qazt - VR, + #MF + 2V (€47) — pa€® — alvg|*| I, = 0, dansD..

(3.19)
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En utilisant la théorie LPME et le théoréme standard d’injection de Sobolev¥, nous
pouvons déduire que R,,, I,, € C* (D)), ce qui implique que |v,)* € C*' (D). Main-
tenant, nous allons prouver que |v,| admet au moins un point mazimal global en D, par
contradiction. Sinon, supposons que |v,| atteigne son mazimum sur la frontiére de D,.
Puisque v, = 0 sur D!, nous pouvons déduire que |v,| = 0 sur D, ce qui contredit
() Done, nous pouvons conclure directement que |u,| admet au moins un point

maximal global dans D. Alors, la preuve de ce lemme est compléte. O

Lemme 3.3. Supposons que toutes les hypotéses du théoréme @ sont satisfaites. Soit

Ug un minimiseur & valeurs complezes de e(a). Définissons

i(0q— E‘éﬂazx(f)

W () = €Uy (€4 + x4) € ( ., v €D, (3.20)

0l x, est un point de mazimum global de |u,|, 8, € [0,27) est une constante a déterminer
et

D, :={z € R*: ¢,x + z, € D}. (3.21)

Alors, Nous avons ce qui suit.

1. il existe des constantes n > 0 et R > 0, indépendantes de a, telles que

lim inf/ lwa|?dx > n > 0. (3.22)
a/'a* Bar(0)NDq

2. Pour chaque |u,| avec a suffisamment proche de a*, le point de maximum global
x, est l'unique point de maximum local de |u,| et satisfait li/m* |zo| = 0. De plus,

D, satisfait

D, = R (3.23)
Et w, satisfait
w(z) 1 (2 *
we () — Jo Fortement dans H (R ,(C) ., quand a S a”, (3.24)
a*

ou w est l'unique solution radialement symétrique positive de (@)
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Preuwve.

—i €af2

5T et @, € [0, 2n)

1. Posons wy(x) := e, (x), 0l 0,() := €4tuq (€27 + T4) €

est choisi de telle sorte que

w w
Wy — ——=

Var Var

Quelques calculs permettent alors d’obtenir les conditions d’orthogonalité suivantes pour

= min ||“w, —
0€[0,27)

(3.25)

L*(Da) L*(Da) .

Wy -
/ wel,(x)dx =0, (3.26)

ot 1,(x) est la partie imaginaire de w,(x). D’un coté, similaire a (Bl]]), (Bl?l), (Bld)

et (), nous avons

/ [w,|*dz = 1, (3.27)

Dq

0 2
/ |Vw, *dx = 6(21/ (V- iaxj)wa dex — 1, lorsque a /' a”, (3.28)
a D
4 2 *
|we|*dz — s lorsque a / a”, (3.29)
et

/ Va(ea + 24)|wa*dz — 0, lorsque a S a*. (3.30)

a

Par conséquent, {w,} est uniformément borné dans H} (D,,C). En utilisant l’inégalité
diamagnétique (@), nous pouvons vérifier que |w,| est aussi uniformément borné dans
H} (D,,R).

D’aprés (@) et (), nous pouvons déduire que w, est une solution a valeurs
complexes de ’équation d’Euler-Lagrange suivante :
. 402
{ —Aw, +12Q(z+, Vw,) + [%MQ + 2Va (€47 + 1) — pa€? — alw,y|*| w, =0,  dans D,

w, =0, dans 0D,.
(3.31)

Définissant W, := |wq|* > 0 dans D,, il s’ensuit que

1
—EAWQ + | Vw,|? — EQat (iw,. Vw, )+
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4Q2
{%4—|95|2 + Vo (ot + 2a) — o€y — aW,| Wo =0,  dans D, (3.32)

D’aprés (@), nous avons

492
|Vw,|? — EQa*(iw,. Vw,) + %TMZW& >0, dans D, (3.33)
ce qui implique d’aprés () que
1
—§AWa — pa€2W, —aW?2 <0,  dans D,. (3.34)

Puisque 0 est un point mazimal de W,, nous avons —AW,(0) > 0 pour tout a < a*.

De plus, en raison de p,e2 — —1 lorsque a /* a*, nous pouvons déduire de () que

1
2a*

1
> — > . .
W, (0) > g = >0 (3.35)

Ici, nous affirmons qu’il existe une constante R > 0 telle que

1
- < max W, (z) < C/ W, |*dz. (3.36)
2a Br(0) Bsr(0)NDa

S’il existe une constante R > 0 telle que Bayg (0) C D, lorsque a est suffisamment

proche de a*, en utilisant la théorie de De-Giorgi-Nash-Moser, nous pouvons déduire

de () que

1
< W, (0) = max W, (z) < C W, |2dx = C W, |?dx.  (3.37)

2a* — Br(0) Br(0) Bar(0)NDa

D’un autre part, si pour toute constante R > 0, Bor(0) & D, lorsque a / a*,

posons

T Wav Dav
W, = S
0, z € RA\D,,

et alors, W, satisfait

1 - 3 3
—§AWa — €W, —aW? <0, dans R% (3.38)
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Alors, pour toute constante R > 0, il existe que

sup W, = W, (0) = W, (0) >

Br(0) 2a*
Similaire a (), nous avons alors

2
dr = C (W, | da. (3.39)

BQR(O)mDa

1 ~ -
—SSUpWaSC ‘Wa

2a* 7 By(0) Bar(0)

Done, (B.30) s’ensuit de () et () De plus, nous pouvons déduire de () qu’il

eziste une constante n > 0 telle que

W2
/ \wa|2da: > / —2—dx>n>0. (3.40)
Bar(0)ND, Bar(0)nD, SUP W,

wGDa

() est ainsi prouvée.
2. Nous allons maintenant prouver que lifm |z, = 0, ot x, est un point de
a‘a*

mazximum global de |u,|. Par contradiction, supposons qu’il existe cg > 0 tel que
|zo| > co est uniformément en a. Nous pouvons déduire de () et () que

0 = lim [ Vo(eax + 24)|wa|*dx
Da
N 02 2, |2
> lim inf ( 1 — — | |6,z + 24| |wa | dx
B_1_)Da @/ 4
V<o
> O >0, (3.41)

ce qui est une contradiction.

Puisque €, — 0 et |z,] — 0 € D lorsque a / a*, nous pouvons observer de ()
que D, = R2. Nous pouvons donc prolonger le domaine de définition de w, (x) a R* en
posant w, = 0 dans R*\D,. Dans la suite de la preuve, nous supposerons toujours que
w, € H' (R?,C) dans le sens ot w, = 0 dans R*\D,. Comme |w,|est uniformément

borné dans H' (R* R), en passant d une sous-suite si nécessaire, il existe

lwa| — wo  faiblement dans H' (RQ, ]R) ., lorsque a 7 a* pour quelques wy € H* (RQ, ]R) .



27

Ensuite, nous certifierons que
lwa| — wy  fortement dans H' (R2, R) , lorsque a /' a*. (3.42)

Remarquons d’aprés () que wy 20 dans R%. Par la convergence faible, nous pouvons
assumer que |w,| — wy presque partout dans R* lorsque a * a*. L’application du

lemme de Brézis-lieb!™ donne
IV [l 2 = 1V e0]2 + IV [l — Vwpl2+ o(1), lorsquea a®,  (3.43)

et
|[wally = llwoll] + [l[wa| — woll] +o(1), lorsque a ~a”, (3.44)

ol q € [2,+00). 1l s’ensuit

lim (/ IV |wa|? dz — & |wa|4da;> — /|Vw0|2dx—a_ |wol*da
a/a* \ Jp, 2 Jp, R2 2 Jge

+ lim {/ IV (|wa| — wo)|? dx — a_/ ||wa| — w0|4dx} : (3.45)
a‘a* D. 2 R2

D’un autre part, en utilisant l’inégalité diamagnétique (@), linégalité de GN () et
B )-(), nous pouvons avoir

a*

0 < lim U IV |wa |5 dz — |wa|4daz} < lim U Vw,|? do — = |wa|4dx} =0.
a/‘a* D, 2 D, a/a* Da 2 Da
(3.46)

wall2 =1 et |||wa] — wollz < 1, en utilisant d nouveau l'inégalité

de GN (), nous pouvons déduire de () et () que

/ |Vw0|2dx:%/ lwo|*de, (3.47)
R? R?

ce qui implique de () que ||Jwo|[3 > 1. Donc, nous avons ||wo|3 = 1 et [wa] — wo

Puisque ||wol]* < lim

fortement dans L? (R?) lorsque a /* a*. En raison d’étre uniformément borné pour |w,|

dans H' (R?) et en utilisant l’inégalité d’interpolation, nous avons

lwa| = wo fortement dans LY (R?),  lorsque a /*a*, ot q € [2,00). (3.48)
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Il s’ensuit alors de () et () que

2
lwo|* dz = lim / |we|*de = —,
R2 a,/'a* R2 a*

ce qui implique de () que / |Vwol?dz = 1. De plus, nous pouvons déduire de (8.28)
R2
et () que V|w,| = Vwy fortement dansL? (R?) lorsque a /* a*. Par conséquent,

nous pouvons finalement obtenir

|wa| — wo fortement dans L (Rz) . lorsque a /' a”.

Notons d’aprés () que wq est un optimiseur de l'inégalité de GN () dans

R%. Avec le fait que ||wol|3 = ||[Vwol||3 = 1, cela indique d une translation prés si

nécessaire que wy = \/%w (z), c’est-a-dire, il existe un certain yo € R? tel que

wy = w(x+yo),

Var

ou w est la solution unique, positive et radialement symétrique de (@) Nous pouvons

donc conclure que, a une sous-suite pres si nécessaire, qu’il existe

Wy — w (@ + yo) fortement dans H' (R*,R),  lorsque a /* a*, (3.49)
Va*
ce qui indique que
LT T %) (z+ yo)ew fortement dans H* (R27 C) ,  lorsque a /a”, (3.50)

Wq — —a*
pour un certain o € [0,2n). En utilisant la condition d’orthogonalité (B.2G), nous avons
o=0.

Rappelons de () que w,(x) satisfait
—Aw, = f(w,) dans H" (R*,C), (3.51)

ot w, dans R? est prolongé de w,dans D en posant w, = 0 dans Rz\Da et

492
flwy) = —ieiQ (mL, Vwa) — [Q‘T|x|2 + eZVQ (€ax + T4) — uaei — a|wa|2 W
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Puisque w, est uniformément borné dans H' (R?, C), nous pouvons vérifier que f(w,)est

2

2 (R2,C), lorsque a 7 a*. En utilisant & nous pouvons

uniformément borné dans L

alors déduire que w, € H* (Bg) et

||waHH2(BR) S C (||waHH1(BR+1) + ||f(wa)||L2(BR+1)> ) (352)

ot R > 0 est une constante suffisamment grande. En appliquant Uestimation de LPI1Y
et nous peut déduire que w, est uniformément borné dans W?*(Bgr). En utilisant
linjection de Sobolev standard, nous obtenons donc que w, est uniformément borné
dans C**(Bg).De plus, comme V (z) € C> (D) et 9D € C*, par la théorie de Schauder,
nous pouvons déduire que w, est uniformément borné dans C**(Bg)et que () est

valable dans C* (BgR), ce qui implique que

w ($ + yo)
/a*
Puisque lorigine est un point de maximum global de |w,|. elle doit aussi étre un point

de maximal global de w (x + yo). Cela implique d’aprés () que

|wa| — fortement dans C;,. (R*,R),  lorsque a /* a*. (3.53)

?JO:O»

étant donné que lorigine est ['unique point de mazimum global de w. De plus, comme
la convergence ci-dessus est indépendente de choix de sous-suite, () est vraie pour

toute suite. Par conséquent, () est prouve.

Finalement, nous prouverons l'unicité du point de mazimum local de |u,|. Quelques
arguments sont similaires a ()—() permettent de conclure que |w,| — 0 lorsque
2| = 00 et wy (20) > 5= > 0 sia est suffisamment proche de a*, ot z est un point
de mazimum local de |w,|. Nous pouvons donc conclure de( () que tous les points
de maximum local de |w,| doivent rester dans une boule finie lorsque a / a*. De plus,
puisque w (x)est radialement symétrique par rapport a lorigine et décroit strictement
en |z|, parl® | nous pouvons déduire que l'origine est I'unique point maximal de |w,| si
a est suffisamment proche de a*. Alors, cela donne l'unicité du point de mazximum local
pour |u,| lorsque a est suffisamment proche de a*et la preuve de ce lemme est terminée.

|
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Lemme 3.4. supposons que toutes les hypothéses du Théoréme @ se vérifient. Soit
Uq un minimiseur & valeurs complézes de e(a) et w, est défini par () Alors, nous

avons les conclusions suivantes.

1. il existe une constante R >> 0 telle que

lwe| < Ce il dans R*\ Bx (0) . (3.54)

2. w, (x) satisfait

uniformément dans L™ (]R2, (C) , lorsque a /S a*.  (3.55)

3. L’estimation suivante est valable

Q/ zt (iwg, Vw,)dz = o(€2),  lorsque a / a*, (3.56)
D
ot €, > 0 est défini par ()

Preuve.

1. Rappelons de () que Dy = R2. Comme dans le lemme @, nous Prouvons
prolonger w, (x) a R? en fizant w, = 0 dans R*\D,. En utilisant 'inégalité de Hdlder
et l'inégalité de Sobolev, nous pouvons déduire de () que

2
w

Wy — —  fortement dans H! (RZ,R) . lorsque a S a*.
a

Alors, par la théorie de De-Giorgie-Nash-Moser B9, pour tout € > 0 donné, il existe un
R > 0 suffisament grand tel que W,(x) < ¢ dans R*\Bg (0). De plus, d’aprés (),
nous avons

—~ AW, + W, <0 dans R*\ By (0).

Alors, en utilisant le principe de comparaison, nous pouvons déduire que |w,|se décroit

exponentiellement comme ()



31

2. Des arguments similaires () et () permettent d’avoir w, uniformément
borné dans H*(Bg), ou R > 0 est une constante grande. De plus, en raison de l’injection
H?(Bgr) < L> (Bg) qui est compacte, nous pouvons déduire en passant d une sous-
suite si nécessaire que () est valable dans L* (Bg). Cela implique en outre que
() reste valable dans L3S, (R?), puisque R > 0 est arbitraire. En combinant avec la
décroissance exponentielle de |w,| dans (), il s’ensuit en passant d une sous-suite
si nécessaire que () est valable dans L™ (R?) uniformément. De plus, comme la
convergence est indépendante de choiz de la sous-suite, () est vrai pour n’importe

quelle suite.

3. Rappelons de E,(u) que

1 202
e(a) = = |Vw,|*dz — 2 | dx + St 2|2 |w, |*dx
2 2¢2 4

€a JDa €a JDa D,

+/ Va (€a + 74) |we|*dx — Q/ ot (1w, Vw, )dx
1 9 a*
\Vw,|“dz — 22

>

/|wa|4dx—§2/ ot (iw,, Vw,)dz  (3.57)
Da a

-2
€a D

Soit wy(x) = Re(x) + il,(2), ot Ry(x) et 1,(x) désignent respectivement la partie
réelle et la partie imaginaire de w,. Il découle de (57'), (M) et (ﬁ),

/ |w,|*dz = / |Ro|? + |I|*dx = 1,
/ IVw,|*de = / VR, |*dx + |VI,|*dz — 1, lorsque a / a*,
a R2

et,
w (SL’) . z 00 2 *
R, () —\/_ et I,(x) — 0 uniformément dans L (R*,R),  lorsque a /* a*.
a*
(3.58)
De plus, en utilisant 'inégalité de GN () et (), quelque calculs permettent
d’obtenir
a* *

o hwatde = L | (R4 I 1 2R21P)da
2 Da 2 RQ
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< / yVRanx/ Rid:c+a*/ Rgfjda:Jro(l)/ I*dx
]R2 R2 R2 ]R2

= / VR, |*dx <1—/ Jgdx) +((1+0(1))/ w213dx+o(1)/ I*dx
R2 R2 R2 R2

= |VRa|2dx—/ Igd:p—i—/ w2]§dx+o(1)/ I2dx, lorsque a / a,
R?2 R2 R2 R2
et

Q/ ot - (iw,, Vwg)dr = Q/ zt - (R,VI, — I,VR,)dx
R2 R?
= 20 / ot R,VI,dx
]RZ

= 20 / xR,V I,dx
R2

= ot wVIde + ' (Va*R, — w)Vi,d
Va o Ned )
20)

< zt - wVIde + o(1)||VI,

= ﬁ w2 ( )H H2

= o()||Vila, lorsque a S a”,

ot la derniere 7 =" tient au fait que
/ - wVIdr = —/ - Vwl,dz,
R2 R2

et
vtV (z) =27 - Vow(|z]) =0, dans R

En combinant toutes les estimations ci-dessus, nous pouvons avoir de ()

cacla) > ||Ia||%{1(R2)_[Rszlgdx‘l’O(l)HIaHg_O(I)GZHVIaH2
1

— §||]a||%11(R2) - /11@2 w?I2dx — o(1)e2||V 1|2, lorsque a 7 a*.

Rappelons de () que 1, est orthogonal a w et nous avons alors / w?[2dx = 0.
R2
1l s’ensuit que

1
e(a) > 5“@][%1(1&2) —o(1)é||V1,||2,  lorsque a / a*. (3.59)
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D’un autre part, en utilisant l’inégalité de GN () et l’inégalité diamagnétique

(@), nous pouvons déduire de FE,(u), (@) et () que

2)\2 1 1 * 0O
LO() (a* —a)? > e(a)> i / (V — zng) Ug
D

a* a*
a —a 9

= (14 o0(1))e,*, lorsque a /S a*.

a*

2

dz

Cela indique que

(SIS

(a* —a)? < Ce ete(a) <O,  lorsquea / a*
A partir de (), nous pouvons alors obtenir

||Ia||12gl(R2) <O et ||V, < O, lorsque a / a*.

De plus, de ), nous avons,

/2 xt - (\/ERQ — w) Vi,dx
< o[Vl
< o(1)el. (3.60)

a

’Q/ ot (iw,, Vw, )dx
Dq

Par conséquent, () découle de () et la preuve de ce lemme est compléte. O

Preuve du théoréme :

Avec les lemmes ci-dessus, nous allons finalement copmléter la preuve du Théoréme
@ en établissant I'éstimation de l’énergie raffinée. Similaire a (), a partir de ()
et (), nous avons

l1+o(l)a* —a
6(a) - 62 a*

2 eal?’ 20,12
—I—/ Va(eax + x4)|w,|*dx + “4 / |z|*|wl|;dx
a Da

—Q/ ot (iw,, Vwg)dz,  lorsque a /7 a*. (3.61)

a

En utilisant (), nous pouvons déduire que

292 1 1 QZ 2
a / 2|2 w,|*dr = (1+0(1)¥e, |z|?w?dz, lorsque a / a*, (3.62)
4 Da 40,* R2
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/ Va(€a + 24)|w,|*dz = ez/ Va (a: + E) lwg|?d. (3.63)
Do Da €

a
Ici, nous affirmons que

Jza|

€a

— 0, lorsque a /*a*. (3.64)

|zl

Nous allons d’abord prouver que =* est uniformément borné lorsque a / a*. Supposons

€q

que 22l — 400 lorsque a 7 a* et nous pouvons déduire de (@) et () qu’il existe

€a

une constante grande M > 0, telle que

/ Val(ear + z4)|w,Pdx > Me2. (3.65)

a

Il s’ensuit alors de (b56|), (I36]l)-(b62|) et (b.65|)que

a* —a

2
a

[N

e(a) > + M +o(2) > M (a* —a)2, lorsque a S a*,

a*e
ou M > 0 est une constante suffisamment grande. Ceci contredit [’estimation de

[’énergie supérieure dans (@), et avoir uniformément borné de ‘f—“' lorsque a / a* est
a

donc prouvé.

Ensuite, nous compléterons la preuve de () Supposons qu’en passant d une

sous-suite si nécessaire, il existe un certain yo # (0,0) tel que < = Yo lorsque a 7 a*.

Définissant
QQ
K= {/ Va(z + yo)w?dx + —/ |x|2w2dx}
RQ 4 RQ

Et nous pouvons vérifier a partir de (@) que K > X\, ot A est défini par (@) De
(b55|),(l362|) et (l363|), nous pouvons donc déduire que

2()2
€€

/ Vg(eax+xa)|wa|2dx—|——/ |x|2|wa|2dx
Da

4
(1+0(1))2%
4a* R2

4

a

2

_ (1+0(1))%/ Vo + yo)|w|2der + o Pude
RQ

2
= (1+ 0(1))6—‘1/4;4, lorsque a / a”.
a*
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En substituant ces estimations dans (), il découle de () que

* 2 2
a a+e_iﬁ4+0(62)22/1 +o(1)

1
* 5 *
e = (a* —a)?, lorsque a /* a*.

Ceci contredit [’estimation supérieure de l’énergie dans (@) car k > X et laffirmation

() est donc prouvée.
Avec Uaffirmation ci-dessus (), nous pouvons donc déduire de () et ()

que

2

/ Valeat + z4) w2 dz = (1+0(1))6—a/RQVQ(x)w2dx

a*
&2 202
= (14 0(1))-2\* — a4 \z|*w?dz,  lorsque a / a,
a* R2
(3.66)

ou X est défini par (@) D’aprés (@), (I?;_MI)—(M) et (w), nous avons

* 2 2)\2 1
a 2(1 + 6_“)\4 + 0(62) > i()
are; a*

e(a) > (a™ — a)% ,  lorsque a JSta*.  (3.67)

a*
Avec estimation supérieure de ’énergie dans (@), nous pouvons directement obtenir

22 +0(1)
==

N

e(a)
ce qui implique que tous les "=" de () sont valides, et €, satisfait donc

14 o0(1
L Llrolh)
A
De plus, comme la convergence ci-dessus est indépendante du choix de sous-suite, nous
pouvons veérifier que () et () sont vrais pour toute suite. Finalement, soit

* 1 * 1
ﬂa = \/a* (a’ - a/)‘l ua <(a/ - a)4 T + xa) 672(%(@*7G)i$xé70a>

(a*—a)?, lorsque a S a* (3.68)

a* — a)% ,  lorsque a /St a. (3.69)

Y

A A

ot 0, € [0,27) est une constante et A est défini par () Nous pouvons alors obtenir

directement que (@) découle de () et (), (@) découle de () et (@) découle

de () Et nous avons terminé la preuve du Théoréme @
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a [ étude de [ existence et du com-
portement asymptotique des minimiseurs pour les condensats de Bose-FEinstein (CBE)
en rotation, confinés dans un domaine borné de R?. Nous avons formulé et analysé un
probléme variationnel associé da la minimisation de [ énergie de Gross-Pitacvskii sous

contrainte de masse.

Nous avons démontré qu'il existe une constante critique a* telle que, pour tout
0 < a < a*, la fonctionnelle d’énergie admet au moins un minimiseur, indépendamment
de la vitesse de rotation Q > 0. Ce résultat contraste avec la situation sur tout [ espace
R2, ou lexistence dépend fortement de Q. Ce phénoméne est attribué au fait que la

géométrie bornée du domaine offre un meilleur controle sur les termes de rotation.

Par ailleurs, nous avons analysé le comportement des minimiseurs lorsque a tend
vers a*. En particulier, nous avons montré que la masse des minimiseurs se concentre
autour du point minimal du potentiel effectif Vo, et que les fonctions re-scalées con-
vergent uniformément vers la solution radiale unique d une équation de champ scalaire

non linéaire sur R2.

Ce travail contribue a une meilleure compréhension des phénoménes de concen-
tration de masse dans les systémes de condensats de Bose-Einstein en rotation, et
tllustre la richesse mathématique des problemes variationnels sous contraintes dans des

domaines bornés.

Des perspectives futures pourraient inclure [ étude du comportement asymptotique
dans des domaines a géométrie plus complexe, ou sous des potentiels plus généraux,
ainsi que l'analyse de la formation de vortex multiples lorsque la vitesse de rotation

devient tres grande.
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