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Résumé 
Ce travail porte sur la modélisation du mouvement de l’air en tenant compte de la 

condensation de la vapeur d’eau, à l’aide d’équations issues de la mécanique des fluides. Ces 

équations, non linéaires, ne possèdent généralement pas de solution analytique. 

 

L’objectif principal est de construire un modèle décrivant le mouvement de l’air avec les 

transitions de phase de l’eau, et d’étudier l’existence et l’unicité des solutions pour la densité 

et la température en régime hydrostatique. Le mémoire comprend également une partie 

numérique consacrée au calcul de ces grandeurs dans un état hydrostatique intermédiaire, en 

utilisant la méthode des différences finies. 

 

Ce travail met en lumière l’importance de la modélisation mathématique et numérique pour 

l’analyse des phénomènes atmosphériques et la compréhension du comportement de l’air dans 

diverses conditions physiques. 

 

 

Mots-clés : Mécanique des fluides, équations aux dérivées partielles, état 

hydrostatique, , méthode des différences finies, modélisation atmosphérique. 

 



Abstract 

 
This work focuses on modeling the movement of air while accounting for the condensation of 

water vapor, using equations derived from fluid mechanics. These equations are nonlinear and 

generally do not admitanalytical solutions. 

 
The main objective is to construct a model that describes the motion of air with phase 

transitions of water, and to study the existence and uniqueness of solutions for density and 

temperature under hydrostatic conditions. The thesis also includes a numerical component 

dedicated to computing these quantities in an intermediate hydrostatic state using the finite 

difference method. 
 
This work highlights the importance of mathematical and numerical modeling in analyzing 

atmospheric phenomena and understanding the behavior of air under various physical 

conditions 

Keywords: Fluid mechanics, partial differential equations, hydrostatic equilibrium, 

finite difference method, atmospheric modeling. 

 



 ملخص
 

ير ّكز هذا العمل على نمذجة حركة الهواء مع أخذ تكاثف بخار الماء بعين الاعتبار، باستخدام معادلات مشتقة من ميكانيكا 

. الموائع  
 هذه المعادلات غير خطية، ولا تمتلك عمو مًا حلو لًا تحليلية

ودراسة وجود ووحدانية الحلول للكثافة الهدف الرئيسي هو بناء نموذج يصف حركة الهواء مع تحولات الطور للماء، 

حالة التوازن الهيدروستاتيكي. كما يتضمن هذا البحث جز ًءا عددياً مخصصا لحساب هذه الكميات في  ودرجة الحرارة في

طريقة الفروق المنتهية حالة هيدروستاتيكية متوسطة، باستخدام  
 

يل الظواهر الجوية وفهم سلوك الهواء تحت ظروف فيزيائية يبُرز هذا العمل أهمية النمذجة الرياضية والعددية في تحل

 مختلفة

 

 

 

 
ديناميك الهواء، النمذجة الرياضية، النمذجة العددية، طرق التقريب. ، معادلات الحركة الكلمات المفتاحية:  
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Introduction

Le monde s’intéresse aux problèbmes du climat et désire en connaitre le
mécanisme et les conséquences. Pour répondre à des nombreuses questions
qui se posent, la modélisation mathématique des phénomènes atmosphériques
et météorologiques est aujourd’hui plus nécessaire que jamais.

Comme on le sait, ces phénomène sont assez complexes, de sorte qu’il est
difficile de les d’écrire d’une manière complète et rigoureuse. Un des éléments
essentiels de la complexité des phénomdnes atmosphériques météorologiques
est la présence de la vapeur d’eau dans l’air. En effet, à la différence des
autres molécules comme N2, O2..., qui restent toujours en état gazeux dans
les conditions ordinaires de l’atmosphère, H2O peut subir la transition de
phase dans l’atmosphère.

En raison de la complexité des phénomènes atmosphériques, nous souhai-
tons apporter notre modeste contribution à travers l’étude des équations du
mouvement de l’air, incluant la condensation éventuelle de la vapeur d’eau.
Ces modèles sont fondés sur la théorie de la mécanique des fluides et reposent
très souvent sur des systèmes d’équations aux dérivées partielles (EDP) non
linéaires, pour lesquels il n’existe généralement pas de solutions analytiques.

L’objectif principal de notre travail est de construire et de bien com-
prendre un modèle décrivant le mouvement de l’air avec les transitions de
phase de l’eau, et d’étudier la distribution de la densité, de la température et
de la pression dans l’état hydrostatique de l’air avec condensation. Il s’agit
d’un système d’équations non linéaires. Nous montrons l’existence et l’unicité
de la solution, puis nous résolvons le problème numériquement à l’aide de la
méthode des différences finies.
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Le premier chapitre est consacré aux définitions et notions préliminaires
relatives à la théorie des écoulements potentiels, ainsi qu’aux équations géné-
rales du mouvement des fluides. Celles-ci reposent sur les lois fondamentales
de la mécanique des milieux continus, appliquées à un fluide en mouvement.
Ces lois traduisent les principes physiques de conservation de la masse, de la
quantité de mouvement et de l’énergie qui doivent être respectés dans tout
écoulement fluide.

Le deuxième chapitre présente brièvement le système d’équations formulé
dans [2]-[3]-[4], qui modélise le mouvement de l’atmosphère en tenant compte
des transitions de phase de l’eau entre l’état gazeux et l’état liquide, et in-
versement. Ce modèle a été développé dans une série de travaux (voir [6]-[8]-
[10]). On y rappelle également l’état hydrostatique de l’air sec et l’on donne
les expressions explicites de la densité, de la température et de la pression
(voir [1]-[6]).

Le dernier chapitre est consacré à l’étude du système d’équations décri-
vant la distribution de la densité et de la température dans l’état hydrosta-
tique de l’air avec condensation de la vapeur d’eau. On y démontre l’existence
et l’unicité de la solution, et l’on présente une solution numérique obtenue
par la méthode des différences finies.

Le contenu du chapitre trois est correspond au travail [11].
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Chapitre 1

Préliminaires et Définitions

1.1 Les fluides :
Un fluide est un milieu matériel continue, dont les molécules ont peu

d’adhésion et peuvent glisser librement les unes sur les autres (liquides) ou
se déplacer indépendemment les unes des autres (gaz). Les fluides n’ont pas
de forme propre (à la diférence des solides) donc ils se déforment facilement
sous l’effet de force et peut s’ecouler.
Généralement les fluides sont répartis en deux types :

— Liquide : c’est un fluide dense et incompressible. Il occupe un volume
bien définis et présente des surfaces libres.

— Gaz : c’est un fluide peu dense et compressible et même extensibles .

1.2 Caractéristique des fluides

1.2.1 Masse volumique

La masse volumique est caractéristique qui représente la quantité de ma-
tière ( masse) rencontrée dans un espace (une unité volume) donné. Elle est
notée ϱ et est déterminée par la relation :

ϱ =
m

v
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ϱ : la masse volumique ( g/ml ou g/cm3)
m : la masse(g)
v : le volume (ml ou cm3).

1.2.2 Densité de fluide

La densité d’un corps est le rapport de sa masse volumique et la masse
volumique d’un autre corps pris comme référence.
-Pour les liquides : le corps de référence est l’eau pure.
-Pour les gaz : le corps de référence est l’air, à la même température et sous
la même pression.
La densité notée d s’exprime par :

d =
ρcorps
ρréf

1.2.3 Viscosité de fluide

La viscosité de fluide est une propriété physique qui caractérise les frot-
tements internes du fluide, autrement dit sa capacité à s’écouler. On trouve
deux types : La viscosité dynamique µ s’exprime en kg/(m.s), et la visco-
sité cinématique s’obtient en divisant la viscosité dynamique par la masse
volumique du fluide.

1.3 Ecoulement de fluide
Ecoulement de fluide en fonction de la masse volumique peut être :

1.3.1 Ecoulement incompressible

Un écoulement est dit incompressible lorsque le volume occupé par une
masse donné ne varie pas en fonction de la pression extérieure sa masse
volumique est constante. c’est à dire ϱ = Cte.

1.3.2 Ecoulement compressible

On dit que l’ écoulement est compressible, si la densité des particules de
fluide ou la densité du fluide en écoulement change en fonction du temps.

12
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Ecoulement de fluide en fonction de la vitesse peut être :

1.3.3 Ecoulement stable

Un ecoulement stable est un écoulement dans lequel les propriétés telles
que la vitesse, la pression et le densité ne changent pas avec le temps à tout
point donné dans l’éspace.

1.3.4 Ecoulement instable

On dit que l’écoulement instable, si la vitesse ou la pression ou le densité
change avec le temps à tout point donné dans l’éspace.

Ecoulement de fluide en fonction de temps peut être :

1.3.5 Ecoulement stationnaire

Les écoulements stationnaires (on dit aussi permanent), sont les écou-
lements dont les composantes de vitesse sont indépendantes de la variable
temps. Dans ce type des écoulement on a :

∂tϱ = ∂tu = ∂tT = ∂tp = 0.

1.3.6 Ecoulement non stationnaire

Un écoulement est non stationnaire si la vitesse d’une particule de fluide
change en fonction de sa position et du temps.

1.4 Formulation mathématique d’un écoulement
de fluide

Dans cette partie, nous allons formuler les équations du mouvement des
fluides à partir des considérations générales de la mécanique, comme on peut
le voir en détail dans [LL6]. Ces équations ainsi obtenues expriment les lois
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie
et sont valables non seulement pour les liquides mais aussi pour les gaz. Les
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grandeurs physiques que nous considérons sont : la densité, la vitesse, la pres-
sion, la température, etc...
Il s’agit d’un systéme d’équations aux dériveés partielles non-lineaires (qui
décrivent le mouvement des fluides). Elles modélisent par exemple le mou-
vement de l’air dans l’atmosphére, les courants océaniques, l’écoulement de
l’eau dans un tuyau, l’écoulement du sang, et de nombreux autres phéno-
ménes d’écoulement de fluide.

1.4.1 Equation de conservation de la masse(continuité)

Soit ϱ(t, x) la densité du fuide au point x et à l’instant t. Alors la masse
totale M(t) du fuide contenu dans V0 à l’instant t est donnée par

M(t) =

∫
V0

ϱ(t, x)dx (1.4.1)

Or, la loi de conservation de la masse implique que la masse de chaque partie
matérielle du fluide, même si elle se déplace, reste constante. Par conséquent,
l’augmentation ou la diminution de la masse M(t) du fluide contenu dans la
région fixe V0 doit correspondre exactement à la différence de la masse qui
entre dans V0 et de celle qui sort de V0, c’est-à-dire on a

dM

dt
=

d

dt

∫
v0

ϱ(t, x)dx = −
∫
S

ϱ(v(t, x).n(x))dS (1.4.2)

où n(x) et v(t, x) désigne le vecteur unitaire de la normale extérieure à V0

et le vecteur vitesse du fluide, tandis que dS est l’élément de surface de V0.
La quantité v(t, x).n(x)ϱ(t, x)dSdt c’est la quantité de masse qui sort de V0

passant par l’élément de surface dS et pendant le temps infnitésimal dt.
Compte tenu du théoréme de divergence pour transformer l’intégrale de sur-
face en intégrale de volume, on a∫

S

ϱ(t, x)(v(t, x).n(x))dS =

∫
V0

∇.(ϱ(t, x)v(t, x))dx

Il s’ensuit que ∫
V0

∂tϱ(t, x)dx = −
∫
V0

∇.(ϱ(t, x)v(t, x))dx.

Alors
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∫
V0

∂tϱ(t, x)dx+

∫
V0

∇.(ϱ(t, x)v(t, x))dx = 0

Comme V0 est arbitraire, on déduit que

∂tϱ(t, x) +∇.(ϱ(t, x)v(t, x)) = 0 (1.4.3)

C’est l’équation de conservation de la masse.

1.4.2 Equations de quantité de mouvement

Pour formuler l’équation de conservation de la quantité de mouvement
dans un fluide, nous adoptons une démarche similaire à celle utilisée pour
l’équation de continuité.
On considère donc une région arbitraire V0 fixée, régulière et contenue dans
le domaine occupé par le fluide. Alors la somme de la quantité de mouvement
dans V0 est donnée par ∫

V0

ϱ(t, x) v(t, x) dx

sa variation par rapport au temps t est :

d

dt

∫
V0

ϱ(t, x) v(t, x) dx =

∫
V0

∂t(ϱ(t, x) v(t, x)) dx

Pour éviter déventuelles équivoques dues à une notation abrégée, nous allons
considérer la j-iéme composante (j = 1, 2, 3) de la somme de la quantité de
mouvement : ∫

V0

ϱ(t, x)vj(t, x) dx

et sa dérivée par t est

d

dt

∫
V0

ϱ(t, x)vj(t, x) dx =

∫
V0

∂t(ϱ(t, x)vj(t, x)) dx (1.4.4)

On multiplie l’équation (1.4.3) par la valeur vj, on trouve :

vj∂tϱ(t, x) = −vj∇.(ϱ(t, x)v(t, x)) = −vj

3∑
k=1

∂

∂xk

ϱvk

15
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et on a :
3∑

k=1

∂

∂xk

(ϱvjvk) = ϱvk

n∑
k=1

∂

∂xk

vj + vj

n∑
k=1

∂

∂xk

ϱvk

Donc

vj∂tϱ = −vj∇.(ϱv) = ϱvk

n∑
k=1

∂

∂xk

vj −
3∑

k=1

∂

∂xk

(ϱvjvk)

D’ou
d

dt

∫
V0

ϱvj dx =

∫
V0

ϱ∂tvjdx+

∫
V

vj∂tϱdx (1.4.5)

=

∫
V0

ϱ∂tvjdx+

∫
V

ϱvk

n∑
k=1

∂

∂xk

vjdx−
∫
V

3∑
k=1

∂

∂xk

(ϱvjvk)dx

Selon la loi de Newton de la mécanique, la variation de la quantité de mouve-
ment de chaque partie du fluide doit être égale à la somme de la force exercée
sur le fluide et de l’entrée (ou sortie) de quantité de mouvement à travers la
frontière ∂V0 de la région V0.
Alors,la formule de l’entrée de quantité de mouvement à travers la frontière
∂V0 est :

−
∫
∂V0

(v.n)ϱvjdS

Et pour les forces exercées sur le fluide, consiste en deux parties : la force F ex

exercée de l’extérieur directement sur le fuide comme la force gravitationnelle
et la force F in exercée sur le fuide par les parties internes.
En résumant ces raisonnements, on a

d

dt

∫
V0

ϱvj dx =

∫
V0

ϱfj dx+

∫
∂V0

σj.ndS −
∫
∂V0

(v.n)ϱvjdS (1.4.6)

Or, en utilisant la formule de Stokes, on a∫
∂V0

σj.ndS −
∫
∂V

(v.n)ϱvjdS =

∫
V0

3∑
k=1

∂

∂xk

(σjk − ϱvjvk)dx (1.4.7)

A l’aide de (1.4.7) on déduit de (1.4.5) et de (1.4.6) que∫
V0

ϱ∂tvjdx+

∫
V0

ϱ
3∑

k=1

vk
∂

∂xk

vjdx =

∫
V0

ϱfjdx+

∫
V0

3∑
k=1

∂

∂xk

σjkdx (1.4.8)
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Comme V0 région arbitrairement choisie, on déduit que :

ϱ∂tvj + ϱ

3∑
k=1

vk
∂

∂xk

vj = ϱfj +
3∑

k=1

∂

∂xk

σjk. (1.4.9)

Le tenseur σjk consiste deux parties telles que :

σjk = σ0
jk(p) + σ′

jk (1.4.10)

Oú σ0
jk(p) est détrminé par la pression p par la formule

σ0
jk(p) = −δjkp (1.4.11)

Et σ′
jk représente l’effet de la viscosité donnée par la formule

σ′
jk = η

(
∂vj
∂xk

+
∂vk
∂xj

− 2

3
δjk∇ · v

)
+ ζδjk∇ · v (1.4.12)

Donc on substituant (1.4.11) et (1.4.12) dans (1.4.9) on trouve :

ϱ∂tvj+ϱ
3∑

k=1

vk
∂vj
∂xk

+
∂p

∂xj

=
3∑

k=1

∂

∂xk

(
η

(
∂vj
∂xk

+
∂vk
∂xj

− 2

3
δjk∇ · v

))
+

∂

∂xj

(ζ(∇ · v))+ϱfj.

(1.4.13)
L’équation (1.4.13) est l’équation fondamentale du mouvement des fuides.
Si le coefficient de viscosité η est constant, alors (1.4.13) se réduit à :

ϱ (∂tv + (v · ∇)v) +∇p = η∆v + ϱf (1.4.14)

avec

v · ∇ =
3∑

k=1

vk
∂

∂xk

.

1.4.3 Equation de conservation de l’energie :

Examinons maitenant l’équation qui exprime la loi de conservation de
l’énergie. L’énergie totale du fluide contenu dans V0 est donnée par :∫

V0

(ϱ
|v|2

2
+ ϱe)dx
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où e c’est l’énergie interne par l’unité de masse. La variation de l’énergie
totale du fluide dans V0 doit satisfaire l’équation suivante :
d

dt

∫
V0

(
ϱ
|v|2

2
+ ϱe

)
dx = −

∫
∂V0

(
ϱ
|v|2

2
+ ϱe

)
v ·ndS+

∫
V0

ϱf ·vdx (1.4.15)

+

∫
∂V0

3∑
j,k=1

vjσjknkdS −
∫
∂V0

q.ndS

Tel que

—
∫
∂V0

(
ϱ |v|2

2
+ ϱe

)
v · n d : la sortie de l’énergie apportée par le fluide

qui traverse la frontière ∂V0.

—
∫
V0
ϱf · vdx : le travail effectué par la force externe.

—
∫
∂V0

∑3
j,k=1 vjσjknkdS :travail effectué sur la surface de V0 par la pres-

sion et par la viscosité.

—
∫
∂V0

q.ndS : la chaleur qui sort de V0.

Dans la pratique une bonne approximation de q a la forme :

q = −k∇T

Où, k,T est le coefficient de conductibilité thermique, et la température.
En utilisant la formule de stokes, l’équation (1.4.15) s’écrit

d

dt

∫
V0

(ϱ
|v|2

2
+ϱe)dx = −

∫
V0

∇.(ϱv(
|v|2

2
+e)−

3∑
j,k=1

vkσjk−k∇T )dx+

∫
V0

ϱf.vdx

(1.4.16)
La région V0 étant arbitraire, il s’ensuit que

∂t(ϱ
|v|2

2
+ ϱe) = −∇.(ϱv(

|v|2

2
+ e)−

3∑
j,k=1

vkσkj − k∇T ) + ϱf.v (1.4.17)

En utilisant l’équation (1.4.2) et on écrit le premier membre de (1.4.17)
dans une forme plus simple :

−(∇·(ϱv))
(
|v|2

2
+ e

)
+v·ϱ∂tv+ϱ∂te = −∇.(ϱv(

|v|2

2
+e))+∇

3∑
i,k=1

viσik+∇.k∇T+ϱf.v

18
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En soustrayant −(∇.(ϱv))( |v|
2

2
+ e) des deux membres on obtient :

v.ϱ∂tv + ϱ∂te = −ϱv.∇(
|v|2

2
+ e) +

3∑
j,k=1

∂

∂xj

(vkσkj) +∇.k∇T + ϱf.v

ou

ϱ(∂te+ v.∇e) = −v.(ϱ∂tv + ϱ(v.∇)v) +
3∑

j,k=1

∂

∂xj

(vkσkj) +∇.k∇T + ϱf.v

(1.4.18)
Maintenant on substitue l’expression de (1.4.13) au terme ϱ∂tv+ϱ(v.∇)v.

Alors il résulte que

ϱ(∂te+v.∇e)+p∇.v = ∇.k∇T +η
3∑

j,k=1

(
∂vj
∂xk

+
∂vk
∂xj

− 2

3
δjk∇.v)

∂vj
∂xk

+ζ(∇.v)2.

(1.4.19)
Dans le cas du gas idéal, l’énergie interne est proportionnelle à la tempéra-
ture, plus précisément, on a e = cvT , avec cvétant la chaleur spécifique du
gaz idéal. On aura donc

ρcv(∂tT+v.∇T )+p∇.v = ∇.k∇T+η
3∑

j,k=1

(
∂vj
∂xk

+
∂vk
∂xj

−2

3
δjk∇.v)

∂vj
∂xk

+ζ(∇.v)2.

(1.4.20)
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Chapitre 2

Equations de mouvement de l’air

Comme l’atmosphère est un gaz, son mouvement doit être décrit par les
équations aux dérivées partielles de la dynamique des gaz. Or, en réalité, la
composante H2O a des comportements particuliers : la vapeur d’eau peut se
transformer en liquide ou en solide et sa transition de phase contribué au
changement de la concentration de H2O en état gazeux, et au bilan de la
température par la chaleur latente.

Dans ce chapitre nous rappelons les équations qui décrivent le mouvement
de l’air contenant la vapeur d’eau et en tenant compte la transition de phase
de l’eau gaz-liquide et ses conséquences, le modèle est développé dans [3],
[4] et [10].

Il est utile de rappeler les quantitées physiques qu’on va considérer : la
densité de l’air sec ϱ, la densité de la vapeur d’eau π, la densité de l’eau liquide
σ(m) contenue dans les gouttelettes de masse m, la vitesse v = (v1, v2, v3)
de l’air, la vitesse u(m) = (u1(m), u2(m), u3(m)) des gouttelettes de masse
m, la température T et la pression p. On rappelle que dans les conditions
usuelles de l’atmosphère, l’équation de la pression donnée par :

p = R(
ϱ

µa

+
π

µh

)T ; (2.0.1)

où R, µa et µh sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse
molaire moyenne de l’air sec et la masse molaire de H2O. Pour la vitesse
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u(m,x, t) des gouttelettes de masse m, on adopte l’approximation

u(m,x, t) = v(x, t)− 1

α(m)
∇Φ, (2.0.2)

où α(m) est le coefficient de friction d’une gouttelette de masse m avec l’air,
tandis que Φ est le potentiel. (pour les détails, voir [3], [10]).

Dans la suite nous citons les équations du modèle développé dans [10].

2.1 Equation de continuité de l’air

2.1.1 Equation de continuité l’air sec

On entend par l’air sec la partie de l’air des molécules différentes de H2o,
c’est-à-dire des molécules de O2, N2, et d’autre gaz en quantité infime, ainsi
il sera régi par l’équation de la continuité suivante

∂ϱ(t, x)

∂t
+∇(ϱ(t, x)v(t, x)) = 0 (2.1.3)

2.1.2 Equation de continuité de la vapeur d’eau

Le principe de la conservation de la masse pour la vapeur d’eau, doit être
appliquée en tenant compte de la variation due à la transition de phase ; ainsi
l’équation qui exprime la loi de la conservation de la masse de la vapeur d’eau
s’écrit

∂π

∂t
+∇(πv) = −Htr (2.1.4)

Htr : réprsente la quantité totale de H2O qui se transforme du gaz au liquide
(son éventuelle valeur négative signifie la quantité de H2O qui se tranforme
du liquide au gaz)..

2.2 Equation de quantité de mouvement
Pour le mouvement de l’air dans l’atmosphère l’unique force extérieure

qui intervient réellement, est celle de la gravitation

f = −∇Φ
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Φ étant le géopotentiel. On rappelle que le comportement mécanique de la
vapeur d’eau ne diffère pas beaucoup de celui de l’air sec, ce qui nous permet
de considérer l’équation de la quantité du mouvement avec la densité de l’air
ϱ+ π.
Donc, si on adopte l’approximation η = constante > 0 et ζ = constante > 0,
en utilisant l’expression (1.4.11) de la pression, on obtient, dans le cas de
l’absence de gouttelettes et de cristaux de glace, l’équation

(ϱ+ π)(∂tv + (v.∇)v) +R0∇(
ϱ

µa

+
π

µh

)T ) = (2.2.5)

η∆v + (ζ +
η

3
)∇(∇.v)− (ϱ+ π)∇Φ

D’autre part, pour le mouvement de l’air en présence des gouttelettes de
H2O, il faut tenir compte l’effet de la friction entre l’air et les gouttelettes∫ ∞

0

α(m)σ(m)(v − u(m))dm

et on adopte la détermination de u(m) par la relation (2.0.2), on aura l’équa-
tion de la conservation de la quantité du mouvement pour l’air de la forme

(ϱ+ π)(∂tv + (v.∇)v) = η∆v + (ζ +
η

3
)∇(∇.v) (2.2.6)

−∇p− (

∫ ∞

0

σ(m)dm+ ϱ+ π)∇Φ

2.3 Equation de conservation de l’énergie
Pour le bilan de l’énergie, il faut tenir compte de la contribution de la

chaleur latente de la condensation ou de l’évaporation, ce qui s’exprime par
l’équation suivante

(ϱ+ π)cv(∂tT + v.∇T ) = k∆T − p∇.v (2.3.7)

+η

3∑
j,k=1

(
∂vj
∂xk

+
∂vk
∂xj

− 2

3
δjk∇.v)

∂vj
∂xk

+ ζ(∇.v)2 + Erad + LglHgl.

où cv et k sont respectivement la chaleur spécifique et le coefficient de la
thermoconductibilité de l’air, Erad est la source de la chaleur (principalement
due à la radiation), et le terme LglHgl(T, p, σ) représente la chaleur fournie à
l’air par le processus de transition de phase gaz-liquide, tandis que Hgl(T, p, σ)
désigne la quantité totale de H2O qui se transforme du gaz-liquide.
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2.4 Etat hydrostatique de l’air sec
Dans l’atmosphère réelle la diffusion de la chaleur et l’effet thermique

de la friction interne sont relativement petits, de sorte que le déplacement
vertical de l’air, s’il n’y a pas de transition de phase de l’eau, engendre la
variation de la pression et de la température de manière assez proche du pro-
cessus adiabatique. A cause de ce comportement de l’air, nous trouvons une
distribution de la densité et de la température assez proche de la distribution
de l’état hydrostatique.
Or, à cause de la présence de la vapeur d’eau susceptible de subir la transition
de phase, et donc de fournir une chaleur dans la forme de chaleur latente,
l’état hydrostatique peut être différent du cas de l’air sec au cas de l’air hu-
mide.

Dans la suite on note par ϱ∗, T ∗, et p∗ la densité, la température, et
la pression dans l’état hydrostatique de l’air sec. En effet, si on néglige la
diffusion de la chaleur et l’augmentation de la température due à la friction
interne, l’équation (2.3.7) réduit à

ϱ∗cv(∂tT
∗ + v · ∇T ∗) +Rϱ∗T ∗∇ · v = 0, (2.4.8)

où R = R0

µa
. De l’équation de continuité, on a

ϱ∇.v = −∂ϱ

∂t
.− v∇.ϱ

Substituant l’expression de ϱ∇.v dans l’équation (2.4.8)

cvϱ
∗[
∂

∂t
T ∗ + v.∇T ∗]−RT ∗[

∂ϱ∗

∂t
+ v.∇ϱ∗] = 0,

multipliant cette equation par 1
ϱ∗T ∗ , on aura

cv[
∂

∂t
logT ∗ + v.∇logT ∗]−R[

∂

∂t
logϱ∗ + v.∇logϱ∗] = 0

D’ou
∂

∂t
log

T ∗cv

ϱR∗ + v.∇log
T ∗cv

ϱ∗R
= 0

Définissant les trajectoires par la relation

Γ = {x ∈ R3| x = x(t, x0), t0 ≤ t ≤ t1}, x(t, x0) = x0+

∫ t

0

v(t′, x(t′, x0))dt
′,
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(pour plus de détail voir [8]).
Si le mouvement de l’air vérifie l’équation (2.4.8), le long du trajectoire Γ, le
rapport

ϑ(t, x) =
T ∗(t, x)

1
γ

ϱ∗(t, x)
γ−1
γ

(2.4.9)

avec γ = cv+R
cv

reste invariant, où γ est l’exposant adiabatique, qui a la valeur
approximativement 1.4.
Ainsi, sur la trajectoire de chaque partie du gaz on a

ϱ∗(t, x) = C1T
∗

1
γ−1

(t, x) (2.4.10)

où C1 est une constante.
Supposons maintenant que la valeur de la constante C1 figurant dans

l’équation (2.4.10) est identique dans une région Ω, alors dans cette région
la pression p∗, est donnée par

p∗(t, x) = hT ∗(t, x)
γ

γ−1 (2.4.11)

où h = C1R est une constante.
Soit Φ le géopotentiel, si on substitue v ≡ 0 et la relation (2.4.11) dans
l’équation (2.2.6), on obtient

h∇T ∗
γ

γ−1
= −C1T

∗
1

γ−1∇Φ. (2.4.12)

on trouve
T ∗ =

(
T ∗
0 +

γ − 1

Rγ
(Φ0 − Φ)

)
. (2.4.13)

où Φ0 = Φ(x0) et T0 = T (x0) pour x0 ∈ Ω.
En outre, compte tenu de la relation C1

h
= 1

R
, on déduit de (2.4.10)et (2.4.13)

ϱ∗ =
(
ϱ∗γ−1
0 +

Cγ−1
1 (γ − 1)

hγ
(Φ0 − Φ)

) 1
γ−1 , (2.4.14)

où ϱ∗0 = C1T
∗

1
γ−1

0 est la température au niveau de la surface de la mer.
D’autre part, de (2.4.11) et (2.4.13) on déduit que

p∗ = h
(
T ∗γ−1
0 +

γ − 1

Rγ
(Φ0 − Φ)

) γ
γ−1 =

(
p
∗ γ−1

γ

0 +
h

γ−1
γ (γ − 1)

Rγ
(Φ0 − Φ)

) γ
γ−1 ,

(2.4.15)
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où p∗0 = hT
∗ γ
γ−1

0 est la pression au niveau de la mer.

En rappelant (2.4.14), cette relation signifie que quand on monte de
Hcm la température devrait descendre de 9, 8.H.10−5 degrés, c’est-à-dire
que quand on monte de 1km la température devrait descendre de 9, 8 de-
grés. Mais les mesures effectuées dans l’atmosphère réelle nous montrent que
quand on monte de 1km la température descend en moyenne environ 6, 5
degrés. Cette différence est due principalement à la présence de la vapeur
d’eau et à sa transition de phase.

Les figures ci-dessous représentent la distribution verticale de la tempé-
rature ainsi que la densité de l’air dans l’état hydrostatique de l’air sec, dans
une hauteur de 12 Km, et avec les valeurs initiale de la température, et la
densité

T ∗(0) = 300(K), ϱ∗(0) = 1204(g/m3).
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Figure 2.1 – La distribution
de la température dans l’état
hydrostatique de l’air sec
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Figure 2.2 – La distribution de la
densité dans l’état hydrostatique de
l’air sec
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Chapitre 3

Résolubilité du système
d’équations de l’état
hydrostatique avec la
condensation

3.1 Etat hydrostatique avec la condensation de
la vapeur d’eau

Dans le cas où la vapeur d’eau contenue dans l’air est partout saturée et
la température est distribuée comme s’il y a constamment la condensation,
cas communément dit de l’air humide, la distribution de la densité et de la
température est différente et doit être déterminée compte tenu du processus
de possible condensation.

Avant de construire un modèle qui décrit l’état hydrostatique de l’air ac-
compagné par la condensation de la vapeur d’eau, rappelons les quantités
qui interviennent dans le processus de condensation de la vapeur d’eau dans
l’atmosphère. Pour simplifier, nous adoptons l’approximation de la chaleur
latente de la transition de la vapeur d’eau, notée Ltr. D’autre part, la densité
de la vapeur saturée de H2O sera notée πvs(T ). Sa dépendance de la tem-
pérature jouera un rôle essentiel dans le modèle. Nous adoptons, suivant [9],
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son expression

πvs(T ) =
E0

RT
.10

7.63(T−273.15)
T−31.25 , E0 = 6.107 (mbar). (3.1.1)

Pour les détails des aspets physiques, la condensation de la vapeur d’eau
se réalise, lorsque à une température supérieure à celle de la fusion de H2O,
la densité de la vapeur dépasse la densité de la vapeur saturée relative à l’état
liquide πvs(T ), valeur critique au de laquelle les molécules de H2O dans l’état
gazeux tendent à s’établir à l’état liquide, il est utile de voir, outre [9], aussi
[7].
On rappelle que dans l’air qui contient la vapeur d’eau à la saturation et
monte avec la vitesse verticale v3 > 0, la quantité de la condensation, notée
Htr , peut être donnée par

Htr =
(
πvs(T )

d

dz
logϱ− d

dz
πvs(T )

)
v3 (3.1.2)

( pour plus de détail sur l’approximation (3.1.2) voir [5]).
Utilisant la relation (3.1.2), nous allons définir une distribution supposée de la
température Ths et la densité ϱhs dans l’état hydrostatique avec condensation.
Pour ce faire, on désigne par ϱhs la somme de la densité de l’air sec et de
celle de la vapeur d’eau

ϱhs = ϱ+ π

Dans ce cas l’équation de continuité, donnée par

∂ϱhs
∂t

+∇.(ϱhsv) = −Htr. (3.1.3)

Quand il y a la condensation de la vapeur d’eau dans l’air, ce dernier reçoit la
chaleur latente de la transition de phase de H2O, de sorte que, si on néglige
la diffusion de la chaleur et le terme due à la friction interne, la variation de
la température est donnée par

ϱhscv(∂tThs + v · ∇Ths) +RϱhsThs∇ · v = LtrHtr. (3.1.4)

Si on y substitue (3.1.2) et à ϱhs∇.v l’expression obtenue de (3.1.3), et si en
tenant compte du mouvement stationnaire (de sorte que v = (0, 0, v3) et avec
v3 > 0, de (3.1.4) on obtient

ϱhscv
dThs

dz
−RThs

dϱhs
dz

= (3.1.5)
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= (RThs + Ltr)(πvs(Ths)
d

dz
log(ϱhs)−

d

dz
πvs(Ths)).

Retournons à l’équation (2.2.6), si v = (0, 0, v3) et ∂tv3 = 0, et si en négligeant
les termes de viscosité et on écrit d

dz
au lieu de ∂

∂z
, on aura

ϱhsv3
dv3
dz

= −R
d

dz
(ϱhsThs)− [Σ + ϱhs]g

où Σ est la densité totale de l’eau liquide et g la force gravitationnelle.

Pour v3 −→ 0, on a v3
dv3
dz

−→ 0.
Alors de (3.1.2), il résulte que

Htr −→ 0, ainsi que Σ −→ 0

Donc nous avons
R

d

dz
(ϱhsThs) = −gϱhs. (3.1.6)

3.2 Etat hydrostatique intermédiaire
Nous allons définir une distribution supposée de la température Ths et

la densité ϱhs dans l’état hydrostatique intermédiaire (entre humide et sec),
pour ce faire, rappelons que les équations (3.1.5) et (3.1.6) représentent la dis-
tributon de la vapeur et la température dans le cas où l’air est avec la vapeur
à la saturation, et la transition de phase de la vapeur d’eau se réalise partout.

La distribution de la température et de la densité observées dans l’atmo-
sphère réelle montre que l’effet du réchauffement par la transition de phase
de la vapeur d’eau dans l’atmosphère est partielle (même si considérable).
Pour cela nous supposons que la température Ths et la densité ϱhs de l’air
vérifient la relation

ϱhscv
dThs

dz
−RThs

dϱhs
dz

= θ(RThs + Ltr)(πvs(Ths)
d

dz
logϱhs −

d

dz
πvs(Ths))

(3.2.7)
où θ est un coefficient ayant la valeur entre 0 et 1. Le cas θ = 0 cor-

respond à l’état hydrostatique de l’air sec, tandis que le cas θ = 1, comme
nous l’avons remarqué ci-dessus, correspondrait à l’état de l’air humide dans
lequel potentiellement la transition de phase de la vapeur d’eau en liquide
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est partout présente.
Si on accouple l’équation (3.2.7) avec l’équation de l’état hydrostatique

R
d

dz
(ϱhsThs) = −gϱhs (3.2.8)

et la donnée initiale (par exemple, une donnée de (Ths(0), ϱhs(0)) on peut
déterminer la distribution de la température Ths(z) et de la densité ϱhs(z).
Dans la suite nous montrons la solution numérique du système d’équations
(3.2.7)–(3.2.8) avec 0 < θ < 1.

3.3 Etude de l’existence et l’unicité de la so-
lution

Avant d’examiner la solution numérique du système d’équations (3.2.7)-
(3.2.8) nous allons démontrer l’existence et l’unicité de la solution, avec
les conditions (Pour la commodité du calcul, nous noterons ϱ, T au lieu de
ϱhs, Ths).

ϱ(0) = ϱ0, T (0) = T0 (3.3.9)

(ϱ0 > 0, T0 > 0).

Pour l’équation (3.2.7), il faut préciser que l’expression de πvs(T ) est don-
née dans (3.1.1) et que nous la considérons seulement pour T > 31.25(K).

Donc nous supposons que

T0 > 31.25(K). (3.3.10)

En outre, nous aurons besoin de la condition

T
d

dT
log(πvs(T )) >

cv
R

(3.3.11)

qui est vérifiée pour

Θ− < T < Θ+, Θ− = 31.25(K), et Θ+ ≈ 1275.95(K). (3.3.12)

Pour cela, nous allons chercher la solution telle que

Θ− < T < Θ+. (3.3.13)
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Nous rappelons aussi que, pour le système (3.2.7)-(3.2.8) avec θ = 0, le
calcul direct nous donne la solution

T (z) = T0 −
g

cv +R
z ≡ T ∗(z) (3.3.14)

ϱ(z) = ϱ0
T cv/R

T
cv/R
0

=
ϱ0

T
cv/R
0

(
T0 −

g

cv +R
z

)cv/R

≡ ϱ∗(z) (3.3.15)

pour

0 ≤ z <
cv +R

g
T0

h
Dans ce domaine on a évidemment T ∗(z) > 0 et ϱ∗(z) > 0.

Pour qu’on puisse utiliser la fonction (πvs(T )), on pose

z∗ =
cv +R

g
(T0 − 31.25) (3.3.16)

On a la proposition suivante

Proposition 3.3.1 On suppose que ϱ0 > 0 et Θ− < T0 < Θ+. Alors le
système d’équations (3.2.7)-(3.2.8) avec la condition (3.3.9) admet, au moins
sur l’intervalle [0, z∗[, une solution (ϱ, T ) et une seule une fois continument
dérivable. En outre, les fonctions ϱ(z) et T (z) sont strictement décroissantes
et on a

T (z) ≥ T ∗(z), z ∈ [0, z∗[ (3.3.17)

Démonstration
Il est clair que le système d’équations (3.2.7)-(3.2.8) avec quelconques

données initiales ϱ0 > 0 et Θ− < T0 < Θ+ admet une solution et une seule
de classe C1 dans un intervalle suffisamment petit.
Donc, pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution dans [0, z∗[, il suffit
de démontrer que, si la solution existe dans l’intervalle [0, z[ avec 0 < z < z∗,
alors on a

0 < inf
0≤z<z

ϱ(z) ≤ sup
0≤z<z

ϱ(z) < ∞

et
Θ− < inf

0≤z<z
T (z) ≤ sup

0≤z<z
T (z) < Θ+.

Pour ce faire, nous utilisons les propriétés illustrées dans les lemmes suivants.
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Lemme 3.3.1 Supposons que ϱ0 > 0 et Θ− < T0 < Θ+ et que (ϱ, T ), tels
que ϱ > 0, et Θ− < T < Θ+ est la solution du système d’équations (3.2.7)-
(3.2.8) avec la condition (3.3.9) dans un intervalle [0, z[, 0 < z ≤ z∗. Alors les
fonctions ϱ(z) et T (z) sont strictement décroissantes dans l’intervalle [0, z[
et on a

d

dz

(
πvs(T (z))

ϱ(z)

)
≤ 0 ∀z ∈ [0, z[. (3.3.18)

Démonstration. Il nous est commode de transformer l’équation (3.2.7)
dans la forme

d

dz
log

(
T cv

ϱR

)
= −θ

(
R +

Ltr

T

)
d

dz

(
πvs(T )

ϱ

)
(3.3.19)

D’autre part, de l’équation (3.2.8) il résulte immédiatement que

d

dz
(ϱ(z)T (z)) < 0 ∀z ∈ [0, z[. (3.3.20)

Donc il est impossible que d
dz
(ϱ(z) ≥ 0et d

dz
T (z)) ≥ 0, alors il faut

que d
dz
(ϱ(z) < 0. Mais dans ce cas le premier membre de (3.3.17) serait stric-

tement positif, tandis que le deuxième membre serait strictement négatif, ce
qui est impossible.
De manière symétrique, si d

dz
(ϱ(z) ≥ 0, alors il faut que d

dz
(T (z) < 0. Mais

dans ce cas le premier membre de (3.3.17) serait strictement négatif, tan-
dis que le deuxième membre serait strictement positif, ce qui est impossible.
Donc il faut que d

dz
ϱ(z) < 0 et d

dz
T (z) < 0.

Alors les fonctions ϱ(z) et T (z) sont strictement décroissantes dans l’inter-
valle [0, z[.

Pour démontrer (3.3.16), on suppose par absurde qu’il existe un z ∈ [0, z[
tel que l’on ait

d

dz

(
πvs(T (z))

ϱ(z)

)
> 0

Cette hypothèse implique que

− d

dz
ϱ > − ϱ

πvs(T (z))

dπvs(T )

dT

d

dz
T (z)
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Si on substitue cette inégalité au premier membre de (3.2.7), il résulte qu’il
est supérieur à

ϱ

(
cv −RT

d

dT
log(πvs(T ))

)
d

dz
T (z)

Or, d’après (3.3.11) on a cv − RT d
dT
log(πvs(T )) < 0, et comme on a dé-

montré que d
dz
T (z) < 0. Par conséquent, le premier membre de (3.2.7) serait

strictement positif, tandis que le second membre est par hypothèse stricte-
ment négatif, ce qui est impossible. On a donc démontré (3.3.16).

Lemme 3.3.2 Supposons que ϱ0 > 0 et Θ− < T0 < Θ+ et que (ϱ, T ), tels
que ϱ > 0, et Θ− < T < Θ+ est la solution du système d’équations (3.2.7)-
(3.2.8) avec la condition (3.3.9) dans un intervalle [0, z[, 0 < z ≤ z∗. Alors
on a

T (z) ≥ T ∗(z) z ∈ [0, z[ (3.3.21)

Démonstration. Posons

φ1(z) = θ

∫ z

0

(R +
Ltr

T (z′)
)

(
− d

dz′

(
πvs(T (z

′))

ϱ(z′)

))
dz′ (3.3.22)

En vertu du lemme 3.3.1 on a

φ1(z) ≥ 0 z ∈ [0, z[. (3.3.23)

D’autre part, de l’équation (3.2.7) (ou (3.3.19)) on déduit

T cv

ϱR
=

T cv
0

ϱR0
eφ1

ou

ϱ = ϱ0

(
T

T0

)cv/R

.e−φ1/R (3.3.24)

En substituant (3.3.24) dans (3.2.8), on a

R
d

dz
(T (cv+R)/Re−φ1/R) = −gT cv/Re−φ1/R (3.3.25)

Si on pose
y = T (cv+R)/Re−φ1/R
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l’équation (3.3.25) se transforme en

R
d

dz
y = −gycv/(cv+R)e−φ1/(cv+R)

Ou
(cv +R)

d

dz
yR/(cv+R) = −ge−φ1/(cv+R) (3.3.26)

La solution de l’équation (3.3.26) avec la condition initiale

(y(0))R/(cv+R) = T0

est
yR/(cv+R) = T0 −

g

cv +R

∫ z

0

e−φ1/(cv+R)dz′

Donc T (z) a la forme

T (z) =

(
T0 −

g

cv +R

∫ z

0

e−φ1/(cv+R)dz′
)
eφ1/(cv+R) (3.3.27)

Si φ1 ≥ 0, alors on a e−φ1/(cv+R) ≤ 1 ≤ eφ1/(cv+R).
Par conséquent, en vertu de (3.3.23) on a

T (z) ≥ T0 −
g

cv +R
z = T ∗(z)

Le Lemme est démontré.

Continuation de la démonstration de la proposition(3.3.1)
Comme d’après le Lemme (3.3.1) T (z) est dćroissante, compte tenu de

(3.3.21) on a

0 < Θ− < T ∗(z) ≤ T (z) ≤ T0 < Θ+ z ∈ [0, z[. (3.3.28)

D’autre part, comme pour tout T > Θ− et pour tout ϱ > 0 on a πvs(T )
ϱ

> 0,
des Lemmes 3.3.1 et 3.3.2 on déduit que

0 ≤ φ1(z) ≤
(
R1 +

Ltr

T ∗(z)

)
πvs(T0)

ϱ0
≤

(
R +

Ltr

Θ−

)
πvs(T0)

ϱ0
≡ Kφ1 < ∞

(3.3.29)
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Donc, de (3.3.24), (3.3.29) et du Lemme 3.3.1 on obtient

0 < K−
ϱ ≡ ϱR0

Θ
cv/R
−

T
cv/R
0

e−Kφ1/R ≤ ϱR0
(T ∗(z))cv/R

T
cv/R
0

e−Kφ1/R ≤ ϱ(z) ≤ ϱ0 < ∞

(3.3.30)
pour tout z ∈ [0, z].
Les inégalités (3.3.28) et (3.3.30) nous permettent de prolonger la solution
(ϱ, T) avec ses propriétés de décroissance stricte et l’inégalité (3.3.21) sur
tout l’intervalle [0, z∗[. La Proposition est démontré.

3.4 Calcul numérique de la densité et de la
température dans l’état hydrostatique in-
termédiaire

Nous calculons d’abord la solution (T (z), ϱ(z)) du système d’équations
(3.2.7)–(3.2.8) avec θ = 1

2
. Nous utilisons la méthode de différences finies

avec l’approximation

dϱ

dz
=

ϱ(i+ 1)− ϱ(i)

δz
(3.4.31)

et
dT

dz
=

T (i+ 1)− T (i)

δz
(3.4.32)

En discrétisant le système d’équations (3.2.7)–(3.2.8), on a

R
(
T (i)

ϱ(i+ 1)− ϱ(i)

δz
+ ϱ(i)

T (i+ 1)− T (i)

δz

)
= −gϱ(i). (3.4.33)

ϱ(i)cv
T (i+ 1)− T (i)

δz
−RT (i)

ϱ(i+ 1)− ϱ(i)

δz
= (3.4.34)

= θ
(
RT (i) + Ltr

)[
πvs(T (i))

1

ϱ(i)

(ϱ(i+ 1)− ϱ(i)

δz

)
+

−
( d

dT
πvs(T (i))

T (i+ 1)− T (i)

δz

)]
.
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Pour la commodité du calcul nous réécrivons les équations (3.4.33)-(3.4.34)
dans la forme

T (i)ϱ(i+ 1) + ϱ(i)T (i+ 1) = 2T (i)ϱ(i)− δz
g

R
ϱ(i), i = 1, · · · , N (3.4.35)

cvϱ(i)T (i+ 1)−RT (i)ϱ(i+ 1)+ (3.4.36)

−θ
(
RT (i) + Ltr

)[
πvs(T (i))

1

ϱ(i)
ϱ(i+ 1)− T (i+ 1)

d

dT
πvs(T (i))

]
=

= cvϱ(i)T (i)−RT (i)ϱ(i) + θ
(
RT (i) + Ltr)

)
×

×
(dπvs

dT
× T (i)− πvs(T (i))

)
, i = 1, · · · , N.

avec
T (0) = 300(K), ϱ(0) = 1204(g/m3).

Pour exécuter le calcul numérique, il faut avant tout choisir les valeurs des
paramètres. Pour les coefficients physiques g,R, cv et Ltr, nous utilisons les
valeurs suivantes :

g = 9.8m2/s2, R = 0.29.103J/g, cv = 0.72.103

Ltr = (3244− 2.72T ).103J/Kg.

Les figures illustrées ci-dessous représentent la distribution verticale de la
température ainsi la densité de l’air dans l’état hydrostatique intermédiaire
avec θ = 1

2
, les calculs numériques ont été effectués pour une hauteur de

z = 12km avec un pas δz = 10m, avec les conditions initiales

T (0) = 300K, ϱ(0) = 1204g/m,
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Figure 3.1 – La distribu-
tion de la température dans
l’état hydrostatique intermé-
diaire avec θ = 1
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons démontré l’existence et l’unicité de la solu-
tion du système d’équations modélisant la distribution de la densité et de la
température dans l’état hydrostatique avec condensation.
Les résultats des calculs numériques mettent en évidence les aspects fonda-
mentaux de la distribution de la densité et de la température. Ils montrent
que la différence de température entre l’état hydrostatique de l’air sec et celui
de l’air humide est principalement due à la chaleur latente libérée lors de la
condensation de la vapeur d’eau dans l’air.
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