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Résumé

Ce mémoire a pour objectif la résolution de certaines équations différentielles,
tant ordinaires fractionnaires, en s'appuyant sur la transformation de Laplace
appliquée au cadre du calcul fractionnaire.

Mots-clés: Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville, dérivée fractionnaire au sens de Caputo, équations différentielles
fractionnaires, transformée de Laplace.

Abstract

The aim of this thesis is to solve some ordinary and fractional differential
equations using the Laplace transformation associated with fractional calculus.

Keywords: Fractional calculus, fractional derivative for Riemann-Liouville
type, fractional derivative for Caputo type, differential fractional, Laplace
transform.



Table des matiéres

1 Calcul fractionnaire 7
1.1 Notion de base sur la théorie fractionnaire . . . . .. ... ... ... .. 7
1.1.1 Lafonction Gamma. . . . . . . . . .. .. .. ... ... 7

1.1.2 Lafonction Béta . . . . . . ... ... ... . L. 8

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler . . . . . ... .. ... ... ... ... 10

1.1.4 Fonctionsde Bessel . . . . . . . ... ... oL 11

1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville . . . . . . . .. . .. 12
1.2.1  Quelques propriétés de l'intégrale fractionnaire au sens de R-L. . . 12

1.3 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville . . . . . . . .. ... ... .. 15
1.3.1 Dérivées fractionnaires au sens de R-L de quelques fonctions usuelles 15

1.4 Dérivée fractionnaire de Caputo . . . . . . . . . .. ... ... 18
1.5 Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville . 20

2 Transformation de Laplace 21
2.1 Transformée de Laplace . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...... 21
2.1.1 Transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles. . . . . . . 22

2.1.2 Propriétés . . . . . . 22

2.2 Transformée de Laplace inverse . . . ... .. ... .. .. ........ 25
2.3 Transformation de Laplace de quelques fonctions usuelles fractionnaires . 25
2.4 Transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville 32
2.5 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville 33



2.6

Transformée de Laplace de la dérivée de Caputo . . . . . . . .. .. ... 34

Résolution des équations différentielles par la transformée de Laplace 35

3.1

3.2
3.3

Résolution d’EDO linéaire . . . . . . . . . ... ... 35
3.1.1 Résolution des EDO linéaire d’ordre 1 . . . . . . ... ... ... 36
3.1.2 Résolution des EDO linéaire d’ordre 2 . . . . . . ... ... ... 37
3.1.3 Résolution des EDO linéaire d’ordre 2 & coefficients variables . . . 38
Résolution des équations aux dérivées partielles . . . . . .. .. ... .. 40
Résolution des équations différentielles fractionnaire . . . . . . . . . . .. 42
3.3.1 Résolution des EDF au sens de Riemann-Liouville . . . . . . . .. 42
3.3.2 Résolution des EDF au sens de Caputo . . . . .. ... ... ... 47



Remerciements

J’aimerais en premier lieu remercier mon dieu Allah qui m’a donné la
volonté et le courage pour la réalisation de ce travail.

Je tiens a exprimer ma gratitude et mes sincéres remerciements a mon
encadrante, Mme AISSAOUI Fatima. Merci infiniment pour I’aide que vous
m’avez apportée et pour m’avoir guidée tout au long de ce travail. Merci
pour vos précieux conseils et les informations que vous m’avez fournies,
merci d’avoir accepté d’étre mon encadrante. Je vous en suis profondément
reconnaissante.

Je remercie également Mme. FRIOUI Assia, pour ’honneur de présider ce
jury; j’ai eu ’honneur de faire partie de vos étudiants et de bénéficier de
votre enseignement riche.

Je remercie également les membres du jury, Mr. MEFTAH Badreddine et
Mme. LARIBI Naima, d’avoir accepté de lire et d’évaluer ce modeste travail.
Je voudrais également remercier le personnel administratif et les
enseignants du département de mathématiques de 'université 8 mai 1945 et

tous mes compagnons de promotion.



Dédicace
Je dédie ce modeste travail a :
Mes parents
A Mon pére, j’espére qu’il est fier de voir ici le résultat d’années de
sacrifices pour m’aider a avancer dans la vie. Merci pour les valeurs nobles,
P’amour, I’éducation et le soutient permanent venu de vous.

A Ma mére, qui ne cesse jamais de m’offrir, son amour, son soutien, tous les
précieux conseils, pour toute son assistance et sa présence dans ma vie.
Mes fréres et sceurs qui sont pour moi des exemples de courage et de
générosité.

Ma grande familles qui m’a toujours m’encouragée et soutenue.

Mes amies pour leur soutien tout au long de mon parcours universitaire.



Notations et Symboles

Ensembles

- R Ensembles des nombres réels.

- N Ensembles des entiers naturels.

- N* Ensembles des entiers naturels non nuls.

Fonctions

- I' (o) Fonction Gamma.

-B (p, q) Fonction Béta.

- E, s (z) Fonction de Mittag-Leffler.

- 12 f Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de la fonction f.
- D¢ f Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a de la fonction f .

- D¢ Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o de la fonction f.

-Df = dZ{TEt) Dérivée ordinaire d’ordre n par rapport a ¢ de la fonction f.
- L[f(t)] Transformée de Laplace de la fonction f.

- L' [F (p)] Transformée de Laplace inverse de la fonction F.

- L [D§] Transformée de Laplace de 'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville.
- L[°D§] Transformée de Laplace de 'opérateur de dérivation de Caputo.
Abréviations

- EDO Equation différentielles ordinaires.

- EDF Equation différentielles fractionnaires.

- EDP Equation différentielle partielles.

- R — L Riemann-Liouville.



Introduction

L’origine du calcul fractionnaire remonte a 1695, quand le mathématicien Guillaume
de L’Hospital demanda a Leibniz ce que pourrait signifier une "dérivée d’ordre %". Cette
question simple lanca une réflexion qui allait durer des siécles. Au XVIII® siécle, Euler
et Lagrange commencerent & explorer ces idées, mais c’est au XIX® que le sujet prit
vraiment forme avec les travaux de Liouville (1837) et Riemann (1847). Griinwald et
Letnikov perfectionnérent ensuite la théorie vers 1867 — 1868. La version moderne s’est
développée au XX° siecle, notamment grace a Caputo dans les années 1960, dont la
formulation s’avéra plus pratique pour les applications.

La transformée de Laplace a connu une évolution remarquable depuis ses origines au
18°™¢ siecle. Tout a commencé avec les travaux préliminaires d’Euler en 1744, avant que
Laplace ne développe formellement la méthode entre 1782 et 1785 pour ses recherches en
probabilités. Au 19°™¢ siécle, Heaviside a joué un role crucial en adaptant cette théorie aux
besoins des ingénieurs, malgré le scepticisme initial des mathématiciens. Au 20 siécle,
la transformée de Laplace est devenue un outil indispensables majeurs par exemple :
électrotechnique, théorie du controle, traitement du signal moderne ...

Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Premier chapitre : Ce chapitre est consacré a un large rappel des éléments et les outils
nécessaires de base du calcul fractionnaire qui serait utiles par la suite.

Le deuxiéme chapitre : s’étend & rappeler quelques définitions et propriétés fonda-
mentales de la transformée de Laplace et son inverse des fonctions remarquables. Ainsi,
on représente des définitions de la transformation de Laplace de la dérivée et I'intégration
fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo qu’on aura besoin dans notre travaille.

Dans le troisiéme chapitre de ce mémoire on utilise la transformation de Laplace as-
socié a la dérivation et 'intégrale fractionnaire pour résoudre des équations différentielles

d’ordre fractionnaire. Enfin, ce mémoire se termine par une bréve bibliographie.



Chapitre 1

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions des fonctions spé-
cifiques utiles : fonction Gamma, Béta, Mittag-Leffler. Ensuite, nous nous intéressons
au calcul d’intégral et de dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et
de Caputo. Ces outils permettent de modéliser des phénoménes complexes en science et

ingénierie. (Voir [2,3,7,8,12,13]).

1.1 Notion de base sur la théorie fractionnaire

Dans cette section nous allons rappeler et introduire quelques éléments nécessaires

qui nous permettons d’étudier les notions de base sur le calcul fractionnaire.

1.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge
la factoriel aux valeurs réelles et complexes. Rappelons la définition et quelques propriétés

concernant cette fonction.

Définition 1.1 La fonction Gamma d’Euler, notée T () est définie pour Re(a) > 0



par :

['(a) = /0+OO exp(—t)t*~'dt. (1.1)

Quelques propriétés de la fonction Gamma

Corollaire 1.1 Pour tout a € RY, n € N, la fonction T (a) vérifier :
1.T(a+1)=al'(«).
2.T(n+1)=nl
8.T(n+3)= CD S

Preuve. Donnons la démonstration de 1 On a
“+oo
['(a+1) :/ exp(—t)t* T4t
0

En intégrant par partie, on trouve :

—+00 b
/ exp(—t)t*" ' 1dt = lim lim exp(—t)t*dt
0

b—-+o00a—0+ a

b
= Jim lm {—(—t“exp(—tﬂzw / eXP(‘ﬂto‘_ldt}

b—+o00a—0+

“+oo
= a/ exp(—t)t* dt = ol (o).
0

Donc

F(a+1)=al (a).

1.1.2 La fonction Béta

La fonction Béta est une fonction fondamentale en calcul fractionnaire, et elle est

particulierement importante lorsqu’elle est combinée avec la fonction Gamma.



Définition 1.2 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie par :

B (p,q) = /01 P11 — ) dt Re(p) >0 et Re(q) > 0. (1.2)

Le changement de variable w = 1 — t permet de montrer que la fonction Béta est symé-
trique c’est-a-dire que B (p,q) = B (¢, p).
La relation entre la fonction Gamma et Béta

Proposition 1.1 La fonction Béta est relié a la fonction Gamma par la relation sui-

vante :

Re(p) >0 et Re(q) > 0. (1.3)

Preuve. Voir [4]. m

Proposition 1.2 La fonction Béta posséde la forme trigonométrique suivante :

iy

B(p,q) = 2/2 (sin 0)*" " (cos 0)%1d6.
0

Preuve. Dans la formule (1.2) on pose t = sin®6, 1 — t = cos? 0, dt = 2sin 6 cos 0d6

B(p,q) = /0

- 2/2 (sin )% " (cos 0)21dh.
0

Wl

(sin” 9)p_1 (cos® 0)92sin 6 cos Od0

Exemple 1.1 Pourp=q= %, B (

N[ =

,3) =m et par suite T (3) =+/7. Ona:

P(33) - ()



d’ot

1 11 2
2 (_) = B (—, —) = 2/ (sin 0)0 (cos Q)OdQ
2 2°2 0

Ainsi

1.1.3 Fonction de Mittag-Leftler

La fonction exponentielle exp (z), joue un réle trés important dans la théorie des
équations différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle a

un seul parameétre a été introduite par G.M. Mittag-Lefller et désignée par la fonction

suivante : .
00 k
z
Bo(2) =) =, 0). 1.4
(2) — ['(ak+1) (a>0) (1.4)

La fonction de Mittag-Leffler & deux parameétres joue également un role trés important
dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette derniére a été introduite par Agarwal et

elle est définie par le développement en série suivant :

+o00 k

Eup(2) = ; m, (@>0,8>0). (1.5)

Exemple 1.2 Pour des valeurs spéciales de o et 3 on a :

0ok oo 2k
1. By (2) = Eyi- ;OW: Zok.—eXM)
+00 2k +00 2Pl exp(z)-1
2. Ei12(2) = Zk =0 F(k+2) (k+1)! ™ (kD! S

3. By (%) =305 0r(2k+1 Z,—:Oﬁ ék = cosh (z)

10



1.1.4 Fonctions de Bessel

Nous définissons une fonction de Bessel d’ordre n par

tn 12 t
Tult) = 2T (n +1) {1 T 22n+2) 24@nt2)2n+d) } ' (16)

Proposition 1.3 Voici quelques propriétés importantes des fonctions de Bessel :
1. J_,(t) = (=1)"Jn(t) sin est un entier positif.
2. Jpia(t) = 2Tn<]n(t) — Jp-1(1)-
3. L{t"J,(t)} = t"J,_1(t). Si n =0, nous avons Jj(t) = —Jy(t).
4. exp(3t(u—21)) =32 J.(t)u™ qui est appelée fonction génératrice des fonctions

de Bessel.

Preuve. Pour montrer Jj(t) = —J;(t), en posant n = 0 dans I’équation (1.6), il vient
2t t°
DO = e g
t ot t°
= ) =1+ T

9 ' 224 922426

en posant n = 1 dans I’équation (1.6), on obtient

AT L O
BT or(2) 24 ' 2426

t N 1o
2 224 22426

Ainsi

To(t) = —Jy(t).

11



1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3 On appelle intégrale fractionnaire de f d’ordre o € C (Re(a) > 0),

et on la note I la fonction définie par :

1°f(t) = ﬁ / (t — 7y f(r)dr, (L.7)

ot I' (o) est la fonction Gamma.

1.2.1 Quelques propriétés de l’intégrale fractionnaire au sens

de R-L

Proposition 1.4 Pour toute fonction f € L' (Ja,b]) avec Re (o) > 0, Re(8) >0 on a :
1L IGf(t) = f(t).
2. L’opérateur intégrale IS est linéaire.
3. I°f € L'(Ja, b]).
4. I3 (I9f) = I3 (18 f) = 1P f.

Preuve. 3. Soit f € L' (Ja,b]) et Re () > 0,

I A

1 ¢ o1
< W/ (£ = 7)Y ()] dr
< o) tzﬁ[l(t—ﬂ"‘_ \/a |f(T)|dr
< 0oQ.

Puisque f € L' (Ja,b[), donc I f existe et par suite I*f € L'(]a, b]).

12



4. Soient f € L' (Ja,b]) et Re () > 0, Re(B) > 0. On a par définition

1

(E0) =
1

1

/ (t — 51 (1)) (s)ds

! t — )t 85—75_1 T)dTds
e A A AL (T

. / o] / (6= 5 (s = 1) s ar,

I'(a)T (B)

en effectuant le changement de variable s = 7+ (t — 7)y, 0 <y < 1 on obtient :

(22 (121)] (1)

Exemple 1.3 Considérons la fonction f(t) =

de Riemann-Liouville

[t —a)™

Pour évaluer cette intégrale, on

0<s<1alors:

It —a)™

)

1
7)o / (1—y)*~ "y dydr
0

/f

m/a A
(L7 1) (8)-

(t—a)™, calculons lintégrale fractionnaire

1

/a (= 7N — a)dr.

effectue le changement de variable T = a + (t — a)s,

! atm 13m a=lgs

gt [

! “tmB(m a

Faglt @ BOm + 1)

I'(m+1) atm

F(oz+m—|—1)(t_) (1.8)

13



Cas particulier : Intégrale d’ordre un-demi d’une fonction

Définition 1.4 On appelle intégrale d’ordre un-demi d’une fonction, notée par ([ 2 f ) (1),

(57) ) :%/Ot \/fgdr

Interprétation physique de l’intégrale d’ordre un-demi

Pour comprendre le sens d’une intégrale d’ordre un-demi, nous allons 'expliquer a

travers un exemple qui est représenté par I’équation de la chaleur.

af 0 f
—_— —_— = > 1-
ot Mo g(t), t>0,y>0, (1.9)
£(0,8) =0, (1.10)
af )
3 (y,t) = 0 si y— +oo, (1.11)

ol g est une fonction donnée qui représente une source de chaleur.
Les ingénieurs sont directement intéressés par le flux de chaleur ¢ (¢) a la paroi, donné
par la loi de Fourier :

0
o(t) = —ua—£<o,t>, £>0,

ou p est la vitesse de diffusion.

La solution analytique du probléme (1.9)-(1.11), on la trouve dans [11] donnée par :

On remarque que cette solution est exactement la définition d’une intégrale d’ordre

un-demi.

14



1.3 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.5 Soit f € L'[a,+oo[, a € R et « € C (Re(a) €n — 1,n]), n € N, la

dérivée fractionnaire de R-L d’ordre v de f de borne inferieure a est définie par :

DE ) = g | - a2
=D"{I""*f(t)}, (1.13)

ot D" = 4= est la dérivée d’ordre entier n = o] + 1.

Cas particuliers

1. DY f(t) =D {I" f(t)} = f(t) DO, est I'opérateur identiteé.

1.3.1 Dérivées fractionnaires au sens de R-L de quelques fonc-

tions usuelles

Proposition 1.5 Soit f(t) = (t — a)™ avec m > —1.

En effet, par définition on a

n

d
2t —a)" = o[- ).

Appliquons le résultat (1.8), on trouve

d" ['(m+1) N
C(t—a)" = — t—a)® a+m
ar(t—a) dtr P(n—a+m+1)( 2

I'(m+1) d"

— (4 n—a+m
B P(n—a—l—m—i—l)dt”( %) ’ (1.14)
on a
d" n—a+m __ F(m+1+n_a) m—ao
) s e O (1.15)

15



Par substitution de (1.15) dans (1.14), on obtient

['(m+1)

S )

(t—a)™ .

Cas particulier

Soit la fonction constante f(t) = C, d’apres le dernier résultat on trouve

« o C —«
D2 C = ) (t—a)™™. (1.16)

Théoréme 1.1 Soit f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville existent, pour ¢, et c; € R alors : D%, (c1f + c2g) existe, on a :
Dy (erf + cag) = erDgi f(t) + c2Dg g (1)

Proposition 1.6 Soient o >0, 3> 0 et f € L [a,b], alors I’égalité :
1. D§+I§‘+f(t) = f(t)
2. D} (I f(t)) = DT f(t) si 0<a<B.

Preuve. 1. En utilisant la formule (1.13) et 4 de la proposition 1.4 on aura :

DI f(t) = DL (Igh (1))
= DMIFI5) f(t)
= D"I" f(t)
= f().

Proposition 1.7 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction

f:a,b] — R est non-commutative, i.e.

Do DS = D**F £ DP o D2

16



Exemple 1.4 Soient o = % et = %, la fonction f définie par :

f : Ja,b] —R

to— f(t) =ta.

1 3 13 3 1 1,3
On caleule DS f, D§ f, Dg D5 f , DiDg f et D§ *f. On a

t
/ (t — T)_%T%dT.
0

!
—~
N =
~—
=

Il
~
o\,
o~
<
N|w
L
—~
—_
|
<
N——
N
—
QU
=

Alors

D’ou
(D§D§f) (t) = 0. (1.17)

(P§Dir) () =D {\/—q __t (1.18)

(D3™7) () = (D21t = - (1.19)

17



Alors d’aprés (1.17) et (1.18) on a

D$DSf # DIDSf.

1.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est trés utile en mathématiques, mais
elle a un probléme : la dérivée d’une constante n’est pas nulle et les conditions initiales
utilisent des dérivées fractionnaires. Caputo propose une nouvelle définition ou la déri-
vée d’'une fonction constante est nulle et les conditions initiales sont exprimées par des

dérivées d’ordre entier.

Définition 1.6 Soit Re(a) €]n — 1,n[,n € N* et f € C"([a,b]). On appelle dérivée

fractionnaire d’ordre o € C au sens de caputo de f notée DS, la fonction définie par

Doft) = 1~ “[D"f(t)

- o / Jro=1 1) (5)dss, (n=[Re(@)] + Lt > a),

on note Dy par “D.

Exemple 1.5 On considére la fonction f définie par
ft)=({t—a)",t€la,b] oum>D0.
Soient n € N* et a > 0 tel que o € [n—1,n[, m > 0 nous avons

Dt —a)™ = L7 [D"(t - a)"]

S t — 8" (s — q)™™ ds
—M_a)/a(t Y=t (s — )| ds.

On sait que

(s =)



et donc

['(m+1)

CDYt — q)™ =
2t =a) F'n—a)l'(m—n+1

)/ (t —s)" (s —a)" "ds. (1.20)

N J/
-~

I

En effectuant le changement de variable suivant s = a+ (t —a)T avec 0 < 7 <1, donc

ds = (t — a)dr, dans lintégrale I, on obtient

I = /0 (t—a—({t—a)r)" *Ha+ (t—a)T—a)™""(t —a)dr
= [ t—aa=nr = an i - ar
= (t—a)™“ /1 T(m*"H)*l(l — 7)) ldr,

En tenant compte de (1.2) puis la relation (1.3), on aura

I = (t—a)™*B(m—n+1,n-a)
'm—-—n+1)T(n—a)
I'(m—-a+1) '

= (t—a)™“

En retournant o la formule (1.20), on obtient alors

I'(m+1)
F'n—a)l'(m—n+1)

F'm—-—n+1)T(n—a)
I'(m—-—a+1)

Dt —a)" = (t—ayme

Ainsi, on obtient la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre v de la fonction f, telle que

I'(m+1)

CDYt — q)™ =
2t —a) I'(m—-a+1)

(t—a)m

19



1.5 Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée
de Riemann-Liouville

Proposition 1.8 Si Re(a) €]n — 1, n[,n € N* et f € C"([a,b]), la relation entre la

dérivée de R-L et celle de Caputo est donnée par

nle) (g

D) = D3 10~ Y (e~ ) (121
—  f®(q

= Df(t) — F(kf——oijtl)(t —a)" (1.22)

avec n = [Re(a)] + 1,t > a.

Cas particulier

Lorsque Re(a) €]0, 1], on a

D) = DEFO) ~ i st = ) (1.23)

Remarque 1.1 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante
f(t) = C est nulle.
En effet remplagons (1.16) dans (1.23) on trouve °DC = 0.

20



Chapitre 2

Transformation de Laplace

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la définition de la transformée de Laplace, son
inverse et ses propriétés en indiquant quelques fonctions usuelles. Et au cours de cela nous

présentons la transformée de Laplace dans le cas fractionnaire. (voir [5,6,9, 11,12, 15]).

2.1 Transformée de Laplace

Définition 2.1 La transformation de Laplace d’une fonction continue f de la variable

réelle t € [0, +o00| est définie par :

+o00

F(p)=L[f®)](p) = f(t)exp(—pt)dt, peC, (2.1)

0

ot p, appelé variable de Laplace (Re(p) > 0) et f(t) est appelée l'originale de F(p) qui
doit étre nulle sur R* | continue par morceauz sur R et elle doit étre d’ordre exponentiel :
IM>0,3C>0

|f(t)] < Cexp(Mt) pour tout t > to.
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2.1.1 Transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles

Transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles donnée dans le tableau suivant :

f(t) Lf#®)](p) = F(p)
1 i Re (p) >0
t & Re(p) >0
L ST Re (p) > 0
exp(at) Jﬁ, Re (p) > a
sin(at) | e Re (p) >0
cos(at) | P, Re (p) >0
sinh(at) | %7, Re(p) > |a]
cosh(at) | -2, Re (p) > |a|

2.1.2 Propriétés

Dans cette partie, on va présenter quelques propriétés de cette transformation.

Linéarité
Soit f,g — C deux fonctions admettant des transformations de Laplace F' (p) et

G (p), et soit o et  deux réels, alors :

Liaf(t)+ Bg®)] (p) = aL [f()] (p) + BLIg(1)] (p) = aF'(p) + G (p) - (2.2)

Translation de la variable p

Si L[f(t)](p) = F (p), alors :

Llexp (at) f(£)] (p) = F (p—a). (2.3)
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Translation de la variable ¢
f(t—a) t>a
0 t<a

Si L{f(t)](p)=F(p) et g(t) = {

Lg(t)] (p) = exp (—ap) F' (p) .

Changement d’échelle

Si L[f(t)] (p) = F (p), alors :

L) () = 1 (2.

Transformée d’un produit de convolution

Si L[f(t)] (p) = F (p) et L]g(t)] (p) = G (p), alors :

Transformée des dérivées

(2.4)

(2.6)

Si f est une fonction de classe C! sur R*, si elle est d’ordre exponentiel M et si f’

admet une transformée de Laplace, alors :

L{f'(O)] (p) =pL[f®)](p) — f(0)  pour Re(p) > M.

(2.7)

Si l’'on applique plusieurs fois la régle précédente, on trouve, si f est de classe C?, et

f, f d’ordre exponentiel M :

L") (p) = p"L[f ()] (p) — pf(0) — £ (0).
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Et plus généralement, si f est de classe C" et f, f',..., f"! d’ordre exponentiel M :

Lf™®)] (p) =p"Lf(t)] (p) — p" " £(0) = p"2f'(0) —

Transformée d’une primitive

St L[f(t)] (p) = F (p) alors :

L/ t Fda] () = F G

Multiplication par t" : dérivation de la transformée de Laplace

Si L[f(t)] (p) = F (p) alors :
Lit"f®)] (p) = (-1)"5=F(p).

Division par t

Si L[f(1)] (p) = F (p) et si lim,_o L2 existe alors :

I {@] ) :/pr(u)du.

Théoréme de la valeur initiale

Si L[f(t)] (p) = F (p) et si les limites indiquées existent, alors :

lim f(t) = lim pF(p).

t—0 p—00

Théoréme de la valeur finale

Si L[f(t)] (p) = F (p) et si les limites indiquées existent, alors :

lim f(t) =lim pF(p).

t—o00 p—0
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2.2 Transformée de Laplace inverse

Comme nous l’avons vu, la transformation de Laplace est trés intéressante lorsque
I’on veut simplifier des calculs, par exemple sur équation différentielle. Toutefois, cette
démarche passe par le calcul de la transformée de Laplace de la solution de I’équation. Il
serait bon de pouvoir, ayant obtenu cette fonction, revenir a la fonction de départ. Ceci
s’effectue par transformée de Laplace inverse.

Introduisons maintenant la transformée de Laplace inverse :

Si la transformée de Laplace dune fonction f(t) est F'(p) c-a-d L [f(¢)] (p) = F (p),

alors f(t) est appelée transformée de Laplace inverse de F (p) et nous écrivons

f&) =L [F(p](t) <= Lf®)](p)=F(p).

De maniére similaire & celle de la transformée de Laplace, la transformée de Laplace
inverse posséde les méme propriétés de : linéarité, translation, changement d’échelle,

dérivabilité, ...

2.3 Transformation de Laplace de quelques fonc-
tions usuelles fractionnaires

Transformation de Laplace en termes de la fonction Gamma

Proposition 2.1 L(t*7!) = szfj) Va € R,a > 0.

En effet, on a :
+oo
L(t*h) :/ exp(—pt)t*'dt
0
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le changement de variable u = pt et du = pdt on trouve

+oo
= [ G

p p
1 e a—1
= — u® " exp(—u)du
p* Jo
_ (o)
pOé
Proposition 2.2 En utilisant (2.3) on trouve L(t*~! exp(—at)) = (;szga, Va € R,a > 0.

Transformation de Laplace en termes de la fonction Mittag-LefHler

Remarque 2.1 Dans les démonstrations suivantes, nous allons utiliser la série géomé-

trique

“+00

Erk: L ot |r| <1,
1—r

k=0

et la définition de la fonction Gamma

Proposition 2.3 L(t°'E, ,(at®)) = - Va € R,a > 0.

p*—a

En effet, on a :

—+00

L(t* ' Eyo(at®)) = exp(—pt)t* ' E, o (at®)dt

o0

a—1 — (ata)k
k=0

ﬁ%

+
8

Cl,k

“+o0o
= - okta—l —pt)dt.
OF(ak+a)/o exp(~pt)

B
I
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En effectuant le changement de variable u = pt et du = pdt on trouve

Proposition 2.4 L(E,(—at*))
En effet, on a :

L(E4(—at"))

~ p(peta)

> 1
~u)
p

1
okto=l oxp(—u)=du
p

pa

Va € R,a > 0.

+o0
/ exp(—pt) E,(—at®)dt
0

400 +oo (—ato‘)k
[ erem gty

Z%/o Oot”‘kexp(—pt)dt.

k=0

En effectuant le changement de variable uw = pt et du = pdt on trouve

(—a)" /+°° 1o 1
= _— —u)* exp(—u)—du
— f(__“)kl
=0 P p
p(p* + a)
Proposition 2.5 L(1 — E,(—at®)) = T Va e R,a > 0.
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En effet, on a :

L(1 — E,(—at®))

_ 1 p
p p(p*+a)

B a
p(p™ +a)

Proposition 2.6 L(t“E o+1(—at)) = pa(;_a) Va € R, > 0.
En effet, on a :
+oo
L(t“Ey q+1(at)) = exp(—pt)t*Ey o41(at)dt

S— S—

+
8

=
Il

0

+oo

F'k+a+1

N2 ()
L E )

CLk

“+oo
] / exp(—pt)t*Tdt.
0

En effectuant le changement de variable u = pt et du = pdt on trouve

+o0 o0
= ; T +a1;+ 0 /0+ eXp(_“)(%“)aM%d“
_ f(g)k 1
Lty pot
1
~ pr—a)
Proposition 2.7 L(t°71E, s(at®)) = gz:i Va € R,a > 0.
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En effet, on a :

+o0

L(t° 7 E, 3(at®)) = exp(—pt)t° 1 E, s(at®)dt

S— S—

= o exp(—pt)t? ! f ﬂdt
T (ak+p)
+o00 k
a

+oo
= v —pt)tF Lt
TR ), o

e
Il

En effectuant le changement de variable uw = pt et du = pdt on trouve

400 k

a +oo
= St ), ePCuGut

k=0 p

Y(p)=Ly®)] | y(t) = L' [Y(p)]

F(g) pa—1
P

(prﬁga t*~Lexp(—at)
pr— t* 1 Eo o (at®)

p(pﬂcilra) Eo (—at*)

TP Ta) 1 —E, (—at®)

pa(;_a) t*E g1 (at)
L 17 o (at®)
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Transformée de Laplace des fonctions de Bessel

(a) D’apres la formule (1.6), la fonction de Bessel d’ordre zéro est

12 4 16
O =1= 5+ 505 ~ g
D’ou
1 12! 1 4! 1 6!
LlJLt)] = = —== - =
[ 0( )] p 223 + 2242 224262 p7 +
1 . 1/1 +1-3 1 1-3-5/1 N
op 2 \ p? 2.4 \ pt 2-4-6 \pb
1 1\ 2 1
= = 1+ -
P P VpE+1

et d’apres la formule (2.5), on obtient

Liy(at)] = = =

1 —
“J@Pe1 Ve

a

(b) Maintenant nous pouvons trouver L[J;(t)] ou Ji(t) est la fonction de Bessel
d’ordre un.
D’aprés la propriété des fonctions de Bessel nous avons Jj(t) = —J;(t). Par consé-

quent,

LIA®) = —LIJo(@®)] = =[pL[Jo()] = 1]
_ P _VPHl-p
P +1 VPR +1

et d’apres la formule (2.5), on obtient

ISHS]

LiJi(at)] = = &) +1-(@) _ Vrra-—p

NPT




(c) Alors, a partir de la démonstration par récurrence, on trouve que

VP —p)
cos V1

Vi

JIn(at) =

(
Transformée de Laplace de sin v/ et >

(a) Pour trouver L [sin/?], en utilisant la série

. V' VB (VAT PR B B
SlIl\/E:\/%— 30 + 5l — 7 + ... :t2_§+a_ﬁ+

La transformée de Laplace alors

r( r(s r(< r(2
Loy~ DD D@L TE Q)
P2 3lpz2  Blpz  Tlp2
1) %
Ly, &) &)

(b) Pour trouver L[C"St‘/i], on pose y(t) = sin/t alors y/(t) = %, y(0) = 0. D’apres

le résultat précédent

L) = 5L [Costﬂ] = PY(p) — y(0) = 2“; exp(~7-)
UM — o)
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2.4 Transformée de Laplace de l'intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville

Théoréme 2.1 Soit « > 0, n = [a] + 1 et f € L'[0,b] pour tout b > 0, alors la

transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de R-L est formulée comme suit :

L(Ig: f) (p) = p “L(f)(p).

Preuve. Par définition, on a

B 0) = g | (6= e

On remarque qu’on peut écrire I¢, f sous la forme d’une convolution de deux fonctions
0+

tafl

f(t) et g(t) tq : g(t) = (@)

B0 = (g5 DO = o0 50 = s [ =i
Alors
tozfl
LSO 0) = L g+ 0] 0)

On sait que

Donc
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2.5 Transformée de Laplace de la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville

Théoréme 2.2 Si f € L'[0,b],b > 0, la transformée de Laplace de la dérivée fraction-
naire de R-L de f est :

fay

n—

L(Dg: f)(p) = p* (Lf) (p) = > _ 0" [Dg" 1 F(1)]

0

B
Il

avecn —1 < a < n, cette transformée de Laplace est bien connue.

Preuve. Par la formule (1.13), on a

L(Dg+ f)(p) = L(D™ I3 [)(p)-

On sait que :

En appliquant le Théoréme 2.1 et 2 de la proposition 1.6, on trouve

= LN - S [P 0]
= P "L(f)(p) — Z_:pk (D ()],
- pa(Lf)(p)—Z_:p’“ (D5 1 (0] 1y -
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2.6 Transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

Théoréme 2.3 La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo est :

—_

L[*Dg f(t)] (p) = p"F(p) — Y _p* " f®(0) (n—1<a<n).

3

i

Preuve. On a :

-t t — )" ) (g)ds
- o |

cette expression représente une convolution entre : h(t) = ;TE;:;) et f(t), dou

Dy f(t)

DG f(t) = (hx f™)().

Alors
L(“Dg f(t)) = L(h(t))-L(f™(t)). (2.15)
D’une part
o car e :i
L(h(t)) = p L) = o (2.16)
D’autre part
L(f™(t)) Zp” =10 (o (2.17)

En remplagant (2.16) et (2.17) dans (2.15), on trouve

n—1
L(°D3f(t)) = p*~ )= p B0
k=0
n—1
— Zpa k— 1f(k:
k=0
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Chapitre 3

Résolution des équations
différentielles par la transformée de

Laplace

Dans ce chapitre, nous verrons d’abord I’application de la transformée de Laplace
aux équations différentielles ordinaires classiques, puis nous étendrons cette application
aux équations différentielles fractionnaires utilisant les définitions de Riemann-Liouville

et Caputo (voir [11, 12, 15]).

3.1 Résolution A’EDO linéaire

La transformée de Laplace offre une approche systématique pour résoudre les équa-
tions différentielles ordinaires linéaires. Contrairement aux méthodes classiques limitées
a lordre 1 et 2, cette technique s’applique efficacement méme aux équations d’ordre

supérieur, révélant ainsi toute sa puissance et sa généralité.
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3.1.1 Reésolution des EDO linéaire d’ordre 1

Exemple 3.1 Considérons I’EDO linéaire d’ordre 1 non homogéne 1i.e le cas le plus
simple qui soit.

On cherche la solution y(t) de l'équation différentielle :

y'(t) +2y(t) =5,

avec la condition initiale suivant :

y(0) = 1.

Notons Y (p) la transformée de Laplace de la fonction y(t). Par linéarité la transformée

de Laplace du premier membre est :

Ly(t)+2y(t)] = Lly'(#)]+2L[y(t)]
= pL[y(t)] — y(0) + 2L[y(t)]
= pY(p) —y(0) +2Y(p)

= (p+2)Y(p) - 1.

Donc Uexpression de Y (p) en fonction de p est donnée par :

5 9+ p
(p+2)Y(p)—1—]—9<:>Y(p)—p(p+2),

une décomposition en éléments simples de fraction rationnelle en p donne :

5 3
T TE)

reste o déterminer la transformée inverse de cette expression, par linéarité on sait que :
5) 1 3 1
==L |-| -ZL'|—
=3 M 2 L? + 2] ’
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on a déja établi que la transformée de Laplace de 1 est % et de exp(—at) est zﬁ’ la

solution est finalement donnée par :

3.1.2 Résolution des EDO linéaire d’ordre 2

Exemple 3.2 On cherche la solution y(t) de l’équation différentielle

y'(t) = 3y'(1) + 2y(t) = 4exp(2t)

avec les conditions tnitiales suivantes :

y(0) ==3, ¥ (0)=5.

On note L [y(t)] = Y (p), par linéarité la transformée de Laplace de I’équation différentielle

est :

Lly"(t)] = 3Ly (t)] + 2L[y(t)] = 4Llexp(2t)},

alors

pL[y(t)] — y'(0) — 3Ly ()] + 2L[y(t)] = -4

p(pLIy(1)] — y(0)) — y'(0) — 3(pLly(t)] — y(0)) + 2L [y(t)] = -4
pY (p) +3p—5—3pY (p) — 9+ 2V (p) = -4

Y (p) — 3pY (p) + 2Y (p) = 45 + 14 — 3p

y(p) [p* = 3p+2| =55 +14 - 3p

_ 4 14-3
Y(p) T (p?-3p+2)(p—-2) + p? 3p£2
—3p2+20p—24
(p—1)(p—2)% ~

On passe a la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle en p de

L rel
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—3p2+20p—24

D92 O obtient :

En appliquant la transformée inverse, on obtient :

y(t) = —7L_1[L]+4L_1 [%} +4L7Y | = —Texp(t)+4exp(2t)+4t exp(2t).

p—1 p— (p—2)?

3.1.3 Résolution des EDO linéaire d’ordre 2 a coefficients va-

riables

Exemple 3.3 On cherche la solution y(t) de I’EDO & coefficients variables suivant :

ty"(t) +y'(t) + 4ty(t) =0
y(0) =3, ¥'(0) = 0.

Appliquant la transformée de Laplace sur les membres de [’égalité, et par linéarité on

obtient :
Lity"(t) +y'(t) +4ty(t)] =0 = L[ty"(¢)] + L[y' ()] + 4L [ty(t)] = 0.

On a la propriété suivante :

alors

et
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et

Lity" )] = —— [p°Y(p) — py(0) — y'(0)]

Donc,

—  —2pY(p) — p°Y'(p) + y(0) + pY (p) — y(0) — 4Y (p)

= =2pY(p) = pY'(p) +3+pY (p) — 3 —4Y'(p)

— (P +4)Y'(p)+pY(p) =0

dy
24— 4py =0.

— (p°+4) o +p 0

Dot
dy p dp

- -0
Y * P2+ 4 ’
et en intégrant

1
lnY—l—éln(pQ—{—él):cl ov Y =——,

en tnversant, il vient

y = cJo(2t),

pour déterminer ¢ remarquons que y(0) = ¢Jy(0) = ¢ = 3. D’ou
Exemple 3.4 Considérons ’EDO suivante

4ty (t) + 2y’ (t) +y =0
y(0) = 0.
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En prenant la transformée de Laplace si y = L [y(t)]

— —4% {[2Y = py(0) —4/(0)} + 2 {pY — y(0)} +Y =0

= 4p’Y' + (6p—1)Y =0
1

C
— Y = exp(——).

5

. Pour p grand,

N
[N

Pour des valeurs petites de t, nous avons Vsint ~ \/t et L [\/ﬂ
p

Y ~ 5. Il s’ensuit par comparaison que ¢ = */777 D’ou

3 .

p2
1
¥ = YT exp(—),
2p2 4p
en tnversant, il vient
1
t)=L"" \/Eex — )| =sinVt.
o) = 17 [ e )

3.2 Résolution des équations aux dérivées partielles

Exemple 3.5 Résoudre I’équation aux dérivées partielles suivantes

Py 0%y ,
W—4@+y: 16z + sin z, (3.1)
oty = y(z,t), avec les conditions y(0,t) = 0, y(m,t) = 167, y(z,t) = 2y (@, 8)=g = 0

et y(x,0) = 16z + 12sin 2z — 8sin 3.
En effet, on pose Y(x,p) = L[y(z,t)] (p) (transformée de Laplace par rapport a la

variable t).
On prend la transformée de Laplace de I’EDP par rapport a la variable t, on trouve

d?Y (z,p 16z sinz
[P°Y (z,p) — py(z,0) — y(z,0)] — 4% +Y(z,p) = -t
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Puisque y(z,0) = 162 + 12sin2z — 8sin3z et y(z,t) = %y (1) 4o = 0, on trouve

Iéquation différentielle suivante (du second ordre par rapport a x) :

2y 1, 4(p*+1)x  sinz
- )Y = — _SINT oy L on (3
dr? 4(29 +1) ’ 1 psin (2z) + 2psin (3z)

avec les conditions initiales suivantes

Y (0,p) = L[y(0,t)] (p) = L 0] (p) =0,

et
- 167

Y(m,p) = L[y(m, )] (p) =167 L [1] (p) p

(3.2)

(3.3)

(3.4)

D’apreés la forme du second membre de l’équation (3.2) [en tant que fonction de x| on

déduit qu’une solution particuliére de (3.2) est de la forme Yp(x,p) = ax + bsinz +

csin 2z 4 dsin 3z. En dérivant et substituant dans (3.2) et en égalant les coefficients des

termes analogues, on trouve

162 sin 12psin2x  8psin3x
YP('rap) - + 2 + 2 T 9 :
p  p(p*+5) p*+17 p? + 37

La solution générale de l’équation homogéne associée a (3.2) est de la forme

1 1
Yu(z,p) = c1exp (—5\/192 + 1x> + coexp (5\/192 + 156) :

ot c1 et ¢y sont des constantes réelles. La solution générale de (3.2) est donc

Y(.r,p) = YH(xvp)+YP($7p)

1 1 16x sinx
= cexp|—=vpP2+1lz | +cexp| =2+ 1z | + +
' p( 2 V¥ ) ’ p(2 P ) p  p(p*+5)
12psin2x  8psin 3z

p? + 17 p?+37
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Les conditions initiales portées en (3.3) — (3.4) donne
0=Y(0,p) =c1 + ¢,

et

167 1 1 167
— =Y (m,p) = crexp (—ﬁx/pQ + 17r) + cpexp (5\/192 - 17r) + e

p

Doncc; =cy =0 et

162 n sin 12psin 2z _ 8psin 3z
p  p(P*+5) p*+4+17 p? 437

Y(z,p) =

En prenant la transformée de Laplace inverse, on trouve la solution cherchée

sinx

y(x,t) = 16z + (1 — cos V/5t) + 12sin 2z cos V17t — 8sin 3z cos /37t

3.3 Résolution des équations différentielles fraction-

naire

3.3.1 Résolution des EDF au sens de Riemann-Liouville

Dans cette sous-section, nous allons explorer quelques exemples d’équations différen-

tielles fractionnaires simples de Riemann-Liouville.

Exemple 3.6 Nous voudrions résoudre l’équation différentielle fractionnaire donnée par :

1

5 < 1, nous allons utiliser la transformée de Laplace de la dérivée

puisque 0 < p =
fractionnaire de Riemann-Liouville pour n = 1 et prendre la transformée de Laplace des

deux cotés. St nous utilisons également la linéarité de la transformée de Laplace, Cela
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donne

_1 1
On voit que D, *y(0) est la valeur de D, *y(t) évaluée a t = 0. Si nous supposons que

1
cette valeur existe, nous pouvons définir D, 2y(0) égale a Cy pour obtenir
1

pzY(p) — C1 = 0.

Si nous résolvons ceci pour Y (p) nous obtenons

)

N | =

En utilisant le tableau de transformation de Laplace des dérivés fractionnaires avec o =

on obtient la solution suivante

0 - a1

Exemple 3.7 Considérons l’équation différentielle fractionnaire de Riemann-Liouville

sutvante :

< 2, nous utilisons la transformée de Laplace de la dérivée fraction-

ot

puisque 1 < p =

naire de Riemann-Liouville pour n = 2 et prendre la transformée de Laplace des deux
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cotés. Cela donne

Supposons que les valeurs initiales existent et notons : Dt% y(0)=Cy et D, %y(O) = (4
alors
p%Y(p) — Cy — pC3 = 0.
En résolvant pour Y (p) :
Oy +pCs
B p

Y(p)

ot

nous utilisons encore une fois le tableau, on trouve la transformée da Laplace inverse de

Y (p) et nous concluons que

Exemple 3.8 Maintenant, nous voudrions résoudre [’équation différentielle fraction-

naire donnée par

< 1, nous utilisons la transformée de Laplace

ot a est une constante .comme 0 < p = %

pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville avec n = 1, on trouve

L[th(t)} — aLy(t)]
P7Y(p)— D7 '(0) = aY(p)
PHY(p) =D, (0) = aY(p).
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_6 _6
La constante D, 7(0) est la valeur de D, " (t) ent = 0. Si nous supposons que cette valeur

eziste, et nous l'appelons Cy, alors l’équation devient
P7Y (p) = Cy = a¥ (p).

En résolvant cette équation pour Y (p), on arrive a

Finalement, grice au tableau, on trouve linverse de la transformée de Laplace de Y (p)

_1 :
avec a = =, puis on conclut que

1

at%.
P%—a ( )

y(t) = Cy L™t |: :| = 041}7%E

11
7
Exemple 3.9 Maintenant, nous voudrions résoudre [’équation différentielle fraction-

naire donnée par

DFy(t) = ky(t)

ou k est une constante. Comme 1 < p = % < 2, nous utilisons la transformée de Laplace

pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville avec n = 2, on trouve

L[DFy®)] = kLly)]

y(0) —pDZ “y(0) = kY(p)
PRY (p) — DFy(0) — pD; By(0) = kY (p).

25 4

P3Y(p) — DF

En suivant les mémes étapes que dans [’exemple précédent, nous supposons que les valeurs
2 _21

de D?y(0) et D, #y(0) existent et nous pouvons les prendre égal a Cs et Cg respective-

ment pour obtenir

PEY (p) — Cs — pCs = kY (p).
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Maintenant nous résolvons ceci pour Y (p) nous obtenons

- C54+pCs

Y(p) = .
s s

Nous utilisons encore une fois le tableau, on trouve la transformée da Laplace inverse de

Y (p) et nous concluons que

1

23 — 23 —

Exemple 3.10 Considérons le probléme de Riemann-Liouville suivant :

DEy(t) + y(t) =1,
y(0) = 1.

En appliquant la transformée de Laplace on obtient :

— LD y(0)] + Lly(t)] = L]

— p2Y(p) =2 y(0)+ Y (p) = ]%

—  pY(p) —p Ey(0) +Y(p) = ]%

= Y(p) [p%Jrl} ZI%HD 2 = 1;2})2
 14pe

IR Ty

Aprés la décomposition de cette expression (on mit : ¢ = p%) on obtient :

1
3
p§

1
p

D
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en utilisant la transformée inverse des deux cotés, on obtient la solution

)+L—1(]%)=1+t—2—ﬂ.

N
)_L ( \/7—1_

)G
3.3.2 Reésolution des EDF au sens de Caputo

Dans cette sous-section, nous allons explorer deux exemples d’équations différentielles

fractionnaires de Caputo.

Exemple 3.11 Soit l’équation différentielle fractionnaire suivante :

15
“Dy"y(t) = cy(t)

étant une constante réelle. En appliquant la transformée de Laplace, on aura :

L [CDO%y(t)] = cLy(t)],

on obtient,

—  PuY(p) —p7 'y(0) = Y (p)
= PiY(p) —p 7y(0) = Y (p)
— V() [P -] =p Fy(0)
= Y(p)= y(O)PZ;—) T_7 )

En appliquant la transformée inverse pour trouver la solution finale

7 —cC

y(t) = y(0)L ! [p—]
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avec (o = }—?, a—pf= —1% <= [ =1), d’aprés le tableau on obtient

y(t) = y(0) Bz, (et ).

Exemple 3.12 On considére l’équation différentielle fractionnaire suivante :

alors,

= piy(p) — pi'y(0) — pi~2yM(0) =0
= piy(p) —piy(0) —p 1y (0) =0
— piy(p) —2pF —p i =0
S ik A
1 a 1
= Y(p) = 2}—9 + ]?

En appliquant la transformée inverse, on aura

y(t) = 2L71 H + L7t L%} =2+t
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Exemple 3.13 Soit le probléme suivant

y(0) =0
Alors
— L [CDgy(t)] — 3L 1]
1 1 1
—  p2Y (p) — p2 'y(0) = 3};
— Y()=3—.
pE

y(t)—?)Ll{i]—?) Ho_g B g 43 4
pil T r(E) 3w VT

Conclusion 3.1 Dans ce mémoire nous avons discuté l’intégration fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville et la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et de
Caputo ainsi nous avons utilisé la méthode de la transformation de Laplace pour la réso-

lution de certaines équations différentielles fractionnaires.
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