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Abstract

The objective of this work is to establish the existence, the uniqueness and the positi-
vity of a solution for a boundary value problem generated by differential equation of third
order, using the Leray-Schauder nonlinear alternative, the Banach contraction principle
and the Guo-Krasnosel’skii fixed point theorem.

The memory consists of an introduction and three chapters. The first chapter reminds
a few basics of functional analysis that will be used later. In the second chapter, we will
present some results of fixed point theory, such as : the fixed point theorem of Banach,
Brouwer, Schauder and finally, we will discuss the Guo-Krasnosel’skii fixed point theorem.
In the last chapter, we studied the existence, uniqueness and positivity of the solution for
a third order boundary value problem , where the boundary conditions are imposed in
three points. The obtained results are illustrated by examples. We conclude this memory
by a bibliography.

Key words : Guo-Krasnosel’skii theorem, Leray-Schauder nonlinear alternative, Ba-
nach contraction principle, boundary value problems, Existence of solution, Uniqueness,

Positivity of solution.



Résumé

L’objectif de ce travail est d’établir I’existence, I'unicité et la positivité de la solution
d’un probléme aux limites engendré par une équation différentielle du troisiéme ordre,
en utilisant 'alternative non linéaire de Leray-Schauder, le principe de contraction de
Banach et le théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’skii.

Le mémoire se compose d’une introduction et de trois chapitres. Dans le premier,
nous avons discuté et mentionné quelques notions de base de I'analyse fonctionnelle qui
seront utilisées par la suite. Dans le deuxiéme, nous présenterons quelques résultats de la
théorie du point fixe, tels que : le théoréme du point fixe de Banach, Brouwer, Schauder
et enfin nous discuterons du théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’skii. (Ces éléments
d’analyse ont été pris de quelques livres et articles choisis.). Dans le dernier chapitre,
nous avons étudié l'existence, 'unicité et la positivité de la solution d’un probléme aux
limites du troisiéme ordre, ou les conditions aux limites sont imposées en trois points
du domaine. Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples. Nous cloturons ce
mémoire par une bibliographie.

Mots clés : Théoréme de Guo-Krasnosel’skii, Alternative non linéaire de Leray-
Schauder, Principe de contraction de Banach, Probléme aux limites, Existence de la

solution, Unicité, Positivité de la solution.



Introduction

Dans ce mémoire, nous s’intéressons a 1’étude de l'existence, de 'unicité et de la
positivité de la solution d’un probléme aux limites pour une équation différentielle or-
dinaire du troisiéme ordre, en utilisant les théorémes de point fixe tels que 'alternative
non linéaire de Leray-Schauder, le principe de contraction de Banach et le théoréme de
Guo-Krasnosel’skii dans un cone.

[’étude des problémes aux limites & multi-points engendrés par des équations diffé-
rentielles ordinaires du second ordre a été lancée par II'in et Moiseev, voir [5, 6]. Gupta
[7] a introduit les problémes aux limites pour des équations différentielles non linéaires a
non résonance. Depuis ces études, des problémes aux limites & multi-points non linéaires
plus généraux ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant les théoréemes de point
fixe, le théoréme de continuation de Leray-schauder, ’alternative non-linéaire de Leray-
Schauder, la théorie du degré de coincidence et le théoréme du point fixe dans un cone.
L’étude de ces problémes est d’actualité et plusieurs travaux et ouvrages sont consacrés
a ce sujet.

Tout au long de ces derniéres années, plusieurs auteurs se sont concentrés sur la
recherche des conditions qui garantissent l’existence de solutions positives des probléemes
aux limites. Le théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’skii a été utilisé comme un outil
afin d’établir de telles conditions.

Le mémoire se compose d’'une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre se compose notamment des rappels de quelques résultats théo-
riques, de quelques théorémes importants sur la théorie du point fixe et des notions de
base de I'analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans les chapitres qui suivent.

Ces éléments d’analyse on été pris de quelques livres et articles choisis.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présenterons quelques résultats de la théorie du
point fixe, tels que : le théoréme du point fixe de Banach, de Brouwer, de Schauder et

enfin nous discuterons du théoréme de point fixe de Guo-Krasnosel’skii.
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Ces éléments d’analyse ont été pris de quelques livres et articles choisis.
Dans le dernier chapitre nous nous intéressons a ’étude de probléme aux limites

du troisieme ordre & trois points suivant:

W)+ f(tu(t) W (1) =0, telo1],
u(0) =u'(0) =0, au'(1)=pu(n),

o, > 0,8 >0,n7€]0,1[et f est une fonction continue: f € C ([0,1] x R, x R, R,).

Enfin, nous cléturons ce mémoire par une bibliographie.



Chapitre 1

Rappels de quelques notions

d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques définitions et notions de base de
I’analyse fonctionnelle, le théoréme d’Arzela-Ascoli, ainsi que des résultats connus que
nous allons utiliser dans la suite de notre travail.

Ces éléments d’analyse ont été pris de quelques livres et articles choisis.

1.1 Rappels

[’analyse fonctionnelle est la branche des mathématiques et plus particulierement de
I’analyse qui étudie les espaces de fonctions. Les espaces de base de I’analyse fonctionnelle
sont les espaces vectoriels normés complets sur le corps des nombres réels ou des nombres
complexes. De tels espaces sont appelés les espaces de Banach. Les espaces de Hilbert
constituent un cas particulier important, ot la norme est issue d’'un produit scalaire.

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (e.v.n) sur un corps k (en général
k = R ou C), complet pour la distance issue de sa norme.

Soit V' un espace vectoriel normé:



Définition 1.1 Une norme est une application définie sur V (e.v.n) & valeurs dans RT,
notée ||.||\, . et satisfaisant les trois propriétés suivantes:

(@) [lvlly, =0 v =0,

(ii) VA € R, Vv € V, ||y, = [A] [Jo]l,

(¢73) Inégalité triangulaire: Vo,w € V, |lv +w||, < [Jvll,, + Jwl] -

Définition 1.2 (Ouwvert).
Un ensemble O C V' est ouwvert dans V siVx € O, 3¢ > 0, tel que B(z,e) C O, avec

B(z,e) ={y € V; ||z — y||, < €} boule ouverte de centre x et de rayon e.

Définition 1.3 (Fermé).
Un ensemble F C V' est fermé dans V' si V\Fest ouvert dans V.

Définition 1.4 (Convergence).

Soit (un), ey une suite de V. On dit que (uy), o converge versl € V si
Ve >0, AN eN, Vn > N; |u, — |, <e.

Définition 1.5 (Conveze).
On dit qu’une partie A de V est convexe si pour tout x,y € A, on a pour tout
telo, 1],
tr+ (1 —t)y € A.

Ce qui signifie que le segment joignant x et y est entriérement contenu dans A.

Définition 1.6 (Espace metrique complet).
On dit que ’espace métrique (V,d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

d’éléments de V' converge dans V.

Définition 1.7 Soit [ C R, f: R — R On dit que lintervalle I est stable relativement
a la fonction f lorsque f(I) C I.



Définition 1.8 Soit f : I — R une fonction continue sur I. On dit que x est un point
fize de f lorsque f(x) = x.
En d’autres termes, les points fizes de [ sont les solutions, lorsqu’elles existent de l’équa-

tion f(x) = x.

Définition 1.9 (Suite de Cauchy).
Soit (E,d) un espace métrique et (x,), une suite d’élément de E.

On dit que (x,), est une suite de Cauchy si et seulement si:
Ve >0, dng €N, Vp,q e N, p>ng et ¢ > ng = d(z,,z,) <e.

Proposition 1.1
1) Toute suite convergente est de Cauchy.
2) Toute suite de Cauchy est bornée.

3) Toute suite de Cauchy qui posséde une suite extraite convergente est convergente.

Définition 1.10 (Ensemble compact).
Un ensemble A C V est compact si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire

une sous-suite convergente vers un élément de A.
Proposition 1.2 Si A est compact, alors A est fermé et borné.

Proposition 1.3 Si V est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A

est fermé et borné.

Proposition 1.4 Si V' est compact et si A est une partie fermée de V', alors A est

compacte.
Proposition 1.5 Tout espace vectoriel sur R normé de dimension finie est complet.

Définition 1.11 Soient ||.|[,, et ||.||;, deur normes sur V. On dit que ces deux normes

sont équivalentes s’il existe ci et co strictement positives telles que

Voe V. allll, <y < ek, -
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Si|l.lly, , et |I-lly, sont deux normes équivalentes sur V, on a l’équivalence:
u, converge vers | suivant .||, < u, converge versl suivant ||, -

Proposition 1.6 SiV est de dimension finie, alors toutes les normes sont équivalentes.

Proposition 1.7 Soit V un espace vectoriel normé.
La norme sur V' est une application continue, autrement dit

la fonction p:veVi— HHV c R est continue.

En effet, on a |o(v) — p(w)|| < [lv —w||,, ety est lipschitzienne donc continue.

Définition 1.12 (Les espaces L').
Soit 1 < p < 400,

LP(Q)={f:Q— R, f mesurable et |f(x)|” € L'(Q)},

munt de la norme

1l = 11, = ( / @) d)3.

1.1.1 Applications continues d’un espace compact

Rappelons que toute fonction numérique continue sur un intervalle fermé borné atteint
ses bornes inférieure et supérieure. Cette propriété implique que f([a, b]) = [m, M| lorsque

f i [a,b] — R est continue.

Définition 1.13 (Continuité en un point).
Soient I un intervalle, f une fonction définie sur I et a € I.

On dit que f est continue en a lorsque f admet une limite en a égale & f (a).



Définition 1.14 (Continuité sur un intervalle).
Sotent I un intervalle, f une fonction définie sur I.

On dit que f est continue sur I lorsque [ est continue en tout point de I.

Définition 1.15 (Continuité absolue).
Soit I un intervalle réel, une fonction f : I — R est absolument continue si,
Ve >0, 3n > 0 tel que pour toute suite finie ([an,b,)]), < de sous intervalle de I d’inter-

teurs disjoints,

Z(bn_an)<n:2|f(bn)_f(aw [<e.

n>0 n>0
Propriétés:
— I est absolument continue sur [, alors elle est continue sur I.

— F est absolument continue sur I, si et seulement s’il existe une fonction intégrabale

f sur I (au sens de Lebesgue) telle que:

Veel: F(x)— F(a) :/ f(t)dt.
Définition 1.16 (Continuité uniforme).
Soit I un intervalle réel, une fonction f: I — R est uniformément continue si,

Théoréme 1.1 [4] (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit I un intervalle, a et b appartient & I avec a < b, f une application continue sur
Uintervalle I, et X un réel compris entre f (a) et f (b).

Alors, il existe (au moins) un réel ¢ dans [a,b] tel que f (c) = .

(Autrement dit: l’équation, [ (x) =\ admet au moins une solution dans |a,b)]).

Théoréme 1.2 [4] (Théoréme des accroissements finis )
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Soit [ est une fonction f : [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur|a,b[, alors

il eziste ¢ de |a,b| tel que:

1.1.2 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Nous allons rappeler le théoréme d’Arzela-Ascoli qui concerne les compacts, qui consti-

tue un outil fondamental de I’analyse fonctionnelle [7].

Définition 1.17 (Uniformément borné).
Une suite { f, }nen de fonctions continues sur un intervalle I = [a, b] est uniformément

bornée s’il existe un nombre M > 0, tel que:

|fu ()| < M, pourtout x €I etn € N.

Définition 1.18 Pour toute fonction f, appartenant a la suite {f,}nen €t pour tout

x,y € [a,b], la suite est équicontinue si pour tout € > 0, il existe un 6 > 0,

tel que |xr —y| <9, alors |fn(x) — fn(y)] <e.

Définition 1.19 (Equicontinuité).
Soit F une famille d’applications X — Y ot X est un espace topologique et Y un
espace métrique. On dit que F est équicontinue si pour tout € > 0 et tout x € X il existe

un voisinage V, de x dans X tel que:

d(f(z),f(y)) <e pour tout f € F et touty € V,.

Si X est aussi métrique, F est dite uniformément équicontinue si pour tout € > 0 il

11



existe a > 0 tel que pour tous x, y vérifiant

d(z,y) < a,

et tout f € F, on ait
d(f(z), f(y) <e.

Théoréme 1.3 [4] (Théoréme d’Arzela-Ascoli ).

Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et supposons que X est compact.
Alors, une partie F incluse dans C' (X,Y') est relativement compacte (i.e, d’adhérence
compact) pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si on a les deux
conditions suivantes:

- La famille F est unifomément bornée sur X.

- La famulle F est équicontinue en tout point de X.

Autre énoncé

Théoréme 1.4 Soient (X,dx) et (Y,dy) deur espaces métriques et supposons que X
compact. Alors, une partie F incluse dans C (X,Y") est relativement compacte (i.e, d’adhé-
rence compact) pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si on a les
deux conditions suivantes:

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- Pour tout x € X l’ensemble des f (z) pour f € F est relativement compact;

i.e, F(x)={f(x), fe€F} estrelativement compact pour tout x € X.

Définition 1.20 Un opérateur complétement continu est un opérateur linéaire continu
entre deux espaces vectoriels topologiques qui transforme toute suite faiblement conver-
gente en une suite fortement convergente, ( un opérateur est complétement continu s’il

est continu et compact).
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Chapitre 2

Théorie du point fixe

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques résultats de la théorie du point fixe.
Nous étudions le théoréme du point fixe de Banach, de Brouwer, de Schauder et enfin
nous abordons le théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’skii. Ces théorémes sont tres
importants en mathématiques.

Ces éléments d’analyse ont été pris de quelques livres et articles choisis.

2.1 Théorémes du point fixe

En analyse, un théoréme du point fixe est un résultat qui affirme qu’une fonction
f posséde au moins un point fixe, sous certaines conditions sur f. Un point fixe d’une
fonction f qui est définie dans un espace métrique X vers lui méme, est un élément r € X
qui vérifie f(x) = x. Ces théorémes présentent un outil trés utile en mathématiques,
principalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Durant ces derniéres années, les théorémes du point fixe sont regardés comme de tres
puissants et importants outils dans I’étude des phénomeénes non-linéaires. Le plus simple
théoréme de point fixe connu est le théoréme de Banach qui est appelé aussi théoréme de

contraction: "toute contraction d’un espace métrique complet vers lui-méme admet un
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unique point fixe."

En 1912, Brouwer a trouvé une généralisation du théoréme de Banach, il affirme que:
"une fonction continue de la boule unité fermée dans un espace euclidien de dimension n
vers elle-méme doit avoir un point fixe". Ce résultat a été généralisé par plusieurs mathé-
maticiens, la plus importante généralisation est obtenue par le mathématicien polonais
Juliusz Schauder en 1930 : "toute application continue et compacte d’un sous-ensemble
fermé, borné et convexe d’un espace de Banach vers lui-méme admet un point fixe". Ce
puissant théoréme de point fixe intervient surtout dans la démonstration de 'existence
de solutions d’une équation différentielle.

Notons que les théorémes de Brouwer et de Schauder ne s’appliquent pas si la compa-
cité n’a pas lieu. En 1955, Darbo a prouvé que: "toute application Darbo-contractive d’un
ensemble borné et convexe d’un espace de Banach vers lui-méme admet un point fixe."
La généralisation de ce théoréme est obtenue par Sadovskii, il affirme que: "toute appli-
cation condensée d’une partie non vide, fermée, bornée et convexe d’un espace de Banach
vers lui-méme, admet un point fixe." Parmi les généralisations du théoréme de point fixe
de Schauder, on cite aussi, le résultat de Schauder-Tychono concernant les espaces lo-
calement convexes: "Toute application continue d’un ensemble convexe et compact d’un

espace localement convexe posséde un point fixe."

Présentons maintenant quelques résultats de la théorie du point fixe.

Définition 2.1 Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques, f: E — F une appli-
cation et k un réel positif.

On dit que f est lipschitzienne st

V(x,y) € E?, dp (f(z), f(y)) < k de(z,y).

Définition 2.2 Une application contractante est une application lipschitzienne avec

0< k<l

14



Théoréme 2.1 (Théoréme de point fize).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b].

Si f(I) C I (I stable relativement a f), alors f admet (au moins) un point fize sur
I. (C’est-a-dire: il existe (au moins) un réel x de I tel que: f (x) = x).

Preuve. Considérons la fonction g définie sur I = [a,b] par :

gla) = fla)—acg(l),
g) = fb)-beg(l),

Ou, comme f (I) C I, nous avons:

fla)=a et f(b)<b,

c’est-a-dire

g(a)>0 et g(b) <0.

D’apres le théoréme 1.2 des valeurs intermédiaires, il existe un réel x € I tel que:

c’est-a-dire

15



2.1.1 Théoréme de contraction de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom théoréme de contraction
de Banach, est un résultat métrique, il garantit 1’existence d’un unique point fixe pour
toute application contractante, s’applique aux espaces métriques complets et posséde de

nombreuses applications.

Théoréme 2.2 Soient (E,d) un espace métrique complet et p : E — FE une application
contractante, (i.e, Lipschitzienne de rapport k < 1).
Alors, ¢ admet un unique point fize a € E.

De plus, pour tout point initial xy € E, la suite itérée (x,)pen définie par
ro9 € E  quelconque
Tp+1 = SO(‘/EP)J
CONVErge vers a.

Preuve.
1. Existence:

Soit xyp € E, un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée. Nous avons:

d(@p, Tps1) = d(p(xp-1), p(2p)) p=1.

Nous allons prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E. Pour p < ¢, nous utilisons

I'inégalité triangulaire:

d(xp, 74) < d(@p, Tps1) + d(Tps1, Tpi2) + - + d(Tg-1, )

Puisque ¢ est une contraction, nous avons:

d(Tp, Tpr1) = d(p(rp1),p(Tp))

< kd(zp-1,2p), p>1.
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En répétant cette inégalité, nous obtenons:
d(zp, xg) < (K + KT+ 4+ k1) d(zo, 31)

d(2p,xq) <K (L+k+ ..+ kTP d(mo, 1)

1
S kP (m) d(l‘o,xl)-

Nous déduisons alors que (z,) est une suite de Cauchy. Comme (F,d) est complet, la
suite (z,) converge vers un point limite a € E.
Par ailleurs puisque ¢ est une contraction, nous avons:

a=limz, = limp(z,_1) =¢ <lim xp_l) = ¢(a).
p—00

p—00 p—00

Nous avons donc prouvé que ¢ admet un point fixe a dans E (i.e, ¢(a) = a).
2. Unicité:
Supposons qu’il existe a,b € E, a # b, tels que nous avons ¢(a) = a et p(b) = b.
Alors,
d(a,b) = d(p(a), p(b)) < kd(a,b),

ce qui implique que: d(a,b) =0, i.e, a =b. (puisque k < 1). ®

Les hypotheses de ce théoréme sont essentielles et si nous en négligeons seulement
une, le point fixe n’existe pas.

Contre-exemples.

Les exemples suivants montrent que chacune des hypothéses du théoréme est réelle-
ment nécessaire.

(1) X n’est pas stable relativement a f :

Soit f (z) = V% + 1, définie sur X = [0, 1].

Ou, X est fermé dans R, est complet car R est complet.
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De plus,

T
/ —_—
f@ = x2+1<1

sup ‘f' (x)‘ < 1, donc f est contractante.
reX

Et d’apres le théoréme de contraction de Banach, f n’a pas de point fixe car
£00,1]) = [1.v2],

c'est-a-dire que, X n’est pas stable par f.

(2) f n’est pas contractante:
Soit f (z) = V22 + 1, définie sur X = [0, +-00].
Nous avons, f: X — X et X est un fermé de R, R est complet donc X est complet.
Mais,
sup | f* (z)] = 1

reX
donc d’aprés le théoréme de contraction de Banach f n’est pas contractante, alors f n’a

pas de point fixe.

(3) X n’est pas complet:
Soit f () = %, définie sur X = ]0,Z].

Nous avons,

03] - o 03]

sup ‘ f (:c)‘ = — <1, donc f est contractante.
rzeX

Mais, X n’est pas fermé dans R donc n’est pas complet alors, d’aprés le théoréme de

contraction de Banach f n’a pas du point fixe.
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2.1.2 Théoréme de Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il
fait partie de la grande famille des théorémes du point fixe. Il existe plusieurs formes
de ce théoréme selon le contexte d’utilisation. Ce théoréme donne Iexistence (mais pas
nécessairement 'unicité) d’un point fixe pour une fonction continue sur une boule fermée

dans un espace de dimension finie.

Théoréme 2.3 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R" et f : K — K

une fonction continue. Alors, il existe v € K tel que: f(x) = x.
Remarque 2.1 Les parties convexes et compactes de R sont les segments.
Dans le cas n = 1, le théoréme de Brouwer prend donc la forme particuliére suivante:

Théoréme 2.4

Si f:[a,b] — [a,b] est continue, alors il existe x € [a,b] tel que: f(x) = x.

Preuve. Si f est continue de [a, b| dans [a, b] lui-méme, la fonction ¢:z+— f(2) —2 >0
est continue, prend en a la valeur f (a) —a>0 eten b la valeur f (b) — b < 0.
D’aprés le Théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction ¢ s’annule en un point

Zo, qui est un point fixe de f. m

Remarque 2.2 1. L’hypothése " I fermé " n’est la que pour assurer que xq € I. Si on
sait déja, par ailleurs que xo € I, cette hypothése devient inutile.

2. Le théoréeme du point fize de Banach ne s’applique pas si I’'on remplace l’hypothése
"f contractante sur 1" par U’hypothése "f 1-lipschitzienne sur I".

Voici, un exemple:

Soit I = [1,4o00] et

telle que,



Soient x ety dans I avec x < y.

Comme la fonction f est croissante sur [1,4+00] , nous avons:

1 (y) = f @) < fly) - f(z)

donc,
) =S @l <y—a+=F
alors,
fy)—f@) < y—u=
< |y —al.

Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur I.

Cependant, f n’a pas de point fize sur I (L’équation f (x) = x n’a pas de solution).

2.1.3 Théoréme de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour montrer I’existence
d’ int fi foncti i d d
un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.

Théoréme 2.5 Soit K un sous ensemble non vide, convexe et compact dans un espace

de Banach E. Alors toute application continue f : K — K posséde un point fixe.

Preuve. Soit f : K — K une application continue. Comme K est compact, f est
uniformément continue, donc si on fixe € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout z, y € K,

nous ayons

If (z) = f (Wl <€, dés que [lz -yl <6

De plus, il existe un ensemble fini des points {z1,...,z,} C K tel que les boules

ouvertes de rayon 0 centrées aux x; recouvrent K,
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1.€,

Kc |J B(x;,9).

1<j<p

Si nous désignons L := Vect (f(z;)) alors L est de dimension finie et, K* :=

1<j<p’

K N L est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 < j < p, nous définissons la fonction continue ¢, : E'— R par

0 si ||z — a4l >4,
@ij (z) =

1— M sinonn.

Et nous voyons que, 9; est strictement positive sur B (z;,4) et nulle dehors.

p
Nous avons donc, pour tout = € K, » 1, (r) > 0, et donc nous pouvons définir sur
=1

j
K les fonctions continues positives ¢; par :

P (z) = —¢j (@)

ilﬁk (z)
k=1

p
pour lesquelles nous avons ) ¢, () = 1, pour tout = € K.
j=1
Nous posons alors, pour = € K,

g(@) =Y ¢ (@) f (z;).

j=1

g est continue (car elle est la somme des fonctions continues) et prend ses valeurs

dans K*, (car g(z) est un barycentre des f (z;)).
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Donc, si nous prenons la restriction g/g- : K* — K™, g posséde un point fixe y € K.

De plus,
fw—y = fly)—9Q) = Z% () f () —Zgoj (y) f (z5),
= Z% (W) (f () = f ().

Or si, g, (y) # 0, alors
ly =]l <9,

et donc,

I1f () — f(25)]] <e

Donc, nous avons pour tout 7,

lo; () (f () = f (23))]| < e; (),

et donc,
p

1 ) =l < 3 lle; 0) (F () = f @a)l| < D e () =«

Jj=1

Donc, pour tout entier m, nous pouvons trouver un point ¥, € K tel que

1(f Um) —ym)ll <27

Et puisque K est compact de la suite (ym),,cz, NOuUs pouvons extraire une sous-suite
(Ym, ) qui converge vers un point y* € K.

Alors, f étant continue, la suite (f (v, )) converge vers f (y*) et nous concluons que

1.e, y* est un point fixe de f sur K. m
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Théoréme 2.6 [1] (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder).

Soit X un espace de Banach, 2 un sous ensemble ouvert borné de X, avec 0 € €.
Soit T : Q@ — X un opérateur complétement continue, alors:

(i) Il existe x € 00, A > 1 telle que: T'(z) = Ax.

(i3) Ou bien, il eviste un point fire x* € Q.

2.2 Théoréme du point fixe dans un cone

Dans l'ouvrage [7], D. Guo, V. Lakshmikantham a démontré le théoréme de Guo-
Krasnosel’skii qui est un des plus important outils concentrés sur la recherche des condi-
tions qui garentissent ’existence de solutions positives des problémes aux limites, il a
été 'objet de plusieurs articles de recherche et possede des trés nombreuses applications

intéressantes en analyse non linéaire.

Définition 2.3

Soit £ un espace de Banach. Un sous-ensemble convexe, fermé et non vide K C F
est un cone s’il vérifie les deux conditions suivantes:

(i)reKetA>0= \re K.

(i) reKet—xe K =ax=0.

Théoréme 2.7 (Guo-Krasnosel’skii).
E un espace de Banach et K C E un cone. Supposons que 11,y deux sous ensembles

owverts de E avec 0 € Qq, Q1 C Qy et soit
A KN (B\Q) — K.

un opérateur complétement continu telles que:
(1) | Au|| < |lu|l, v e KNOQy et ||Au|| > ||ul|, v € K NINs; ou
(i) || Aul| > ||ul], v € KNOQ et || Aul| < |lu|, v e K N OQ,.
Alors A admet un point fixe dans K N (Q_Q\Ql) )
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Chapitre 3

Probléme aux limites du troisiéme

ordre a trois points

Dans ce chapitre, sous certaines conditions sur la non-linéarité f, et en utilisant 1’al-
ternative non linéaire de Leray-Schauder, le théoréme de contraction de Banach et le
théoréme du point fixe de Guo-Krasnoselskii, nous allons étudier 'existence, I'unicité et
la positivité de la solution d’un probléme aux limites pour une équation différentielle du

troisieme ordre ou les conditions aux limites sont imposées en trois points.

3.1 Introduction

En utilisant 1’alternative non linéaire de Leray-Schauder, le théoréme de contraction
de Banach et le théoréme de Guo-Krasnoselskii, nous discutons de I'existence, de 'unicité
et de la positivité de la solution au probléme aux limites non homogene du troisiéme ordre

a trois points.

L’étude des probléemes aux limites a recu un intérét considérable. Pour un petit échan-
tillon de ces travaux, nous renvoyons le lecteur & Bai et Fang [2], Gupta [7], Gupta et

Trofimchuk [9] et d’autres comme [1,3,5,6,8,10 — 14, 16...] .
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Inspiré par les travaux [4,11], Y-P. Sun [15] et d’autres "qui ont étudié 'existence et
la positivité de la solution d’un probléme aux limites & trois points", nous allons étudier

le probleme aux limites du troisiéme ordre & trois points suivant:

W)+ f(tu(t) W (1) =0, telo1],
u(0) =u'(0) =0, au'(1)=pu(n),

(3.1)

o, >0, >0,n€]0,1[ et f est une fonction continue: f € C'([0,1] x Ry x R, R,).

Au cours de ce travail, nous posons les hypothéses suivantes:

(I):a,peRL,0<n<let feC([0,1] x[0,00) x [0,00),[0,00)).

(1) : Nous utiliserons des espaces de Banach C[0, 1], C*[0,1], L[0, 1]. Nous utilisons
également ’espace de Banach X = {u € C'[0,1] /u € C'[0,1], «/ € C'[0,1]}, muni de la

norme lufly = max {{lufl, [lulloc}, ot ffullg = max fu ()]

Dans la section suivante, nous allons donner I’expression de la solution du probléme
linéaire et quelques propriétés de la fonction G (t,s). Dans la troisiéme section, nous
démontrerons les résultats d’existence et d’unicité de la solution du probléme en utilisant
I’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach.
Nous appliquerons le théoréme d’Arzela-Ascoli pour montrer que I'opérateur intégral
défini dans la section précédente est complétement continu. Dans la quatriéme section,
nous emploierons le théoréme de Guo-Krasnosel’skii pour étudier I'existence d’au moins
une solution positive du probléme. Les résultats obtenus seront illustrés par des exemples

a la fin du chapitre.

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous allons présenter quelques préliminaires

Soit I’espace de Banach

X={ueC'[0,1]/ucC0,1], v cC0,1]},
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muni de la norme [[u] = max {Jull, [}, ot el = max u (1)

Lemme 3.1 [8] Soit 2a # n? ety € L'[0,1], alors le probléeme linéaire

(3.2)
u(0) =4 (0) =0, au'(1)=pu(n),
a une solution unique
1 ﬁtz 1
u(t) —/0 G(t,s)y(s)ds+ 204——5772/0 G (n,s)y(s)ds. (3.3)
Glrsy= L] B9 bss, (3.4)

(—s+2t—1t%)s, s<t,

Preuve. En utilisant les conditions u (0) = ' (0) = 0, au’' (1) = Su(n), et par

intégration de I’équation dans (3.2) sur 'intervalle [0, ] pour ¢ € [0, 1], nous obtenons:

-1

u(t) = /O(t—s)2y(s)ds+%/0 (1—s)y(s)ds

+2(2aﬁ—fﬁng) (772/0n(1_S)Q(S)ds-f—???/nl(l—s)y(s)ds—/on(n—gfy(s)ds)‘

Donc,

u(t):%(/Ot(—s+2t—t2)sy(s)ds+/tl(1—s)tzy(s)ds)

taim g ([ o [La-oryea)

Par conséquent,

pt?

1
204——67]2/0 G(T],S)y(S) ds.

u(t):/o G(ts)y (s)ds +

Ce qui achéve la démonstration. =

Donnons maintenant, quelques propriétés de la fonction G (¢, s) .
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Lemme 3.2 Pour tous (t,s) € [0,1] x [0, 1], nous avons
0<G"(t,s) <2G;(s).

o1,

Preuve. 1l est facile de vérifier que:
Sit <s,
G*(t,s) = (1—=s)t<(1—35)s=2G(s).

Etsi s<t= —t < —s,
G'(t,s)=(1—t)s<(1—5)s=2G(s).
La preuve est terminée. m
Lemme 3.3 Soit 0 <s<1,0<7<t<1, nous avons

(1—s)s.

N | —

Gy (5) < G0) < Ga (5) =

Preuve. Soient t,s € [0,1]. Si s < t, il découle de (3.4) que

G(t,s):%(2t—t2—s)3:%[1—5—(1—15)2}3,
G(t,s)ﬁ%(l—s)s:G(l,s),
et
G(t,s):%(%—tz—s)s,
G(t,s):%(2t—t2—s)s+t2—t2+t2s—t23,
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G(t,s):%st2(1—8)+%(1—t)[(t—s)+(1—s)ﬂs,

donc

G(t,s) > =s(1—s)t?

N —

G (t,s) > t2Gy (s).

Sit < s, il découle de (3.4) que
L, Ly
Et (1—-5)s <G(ts) :§t (1—-35)<Gi(s).

Ainsi,

122G (s) < G (t,5) <Gy (s), V(ts)el0,1]x[0,1].

Par conséquent,
PG (s) S G (t,s) <G (s), V(ts)€lr,1]x[0,1].

Ce qui achéve la démonstration. m

Définition 3.1 Nous définissons un opérateur T': X — X par:

Tu (t) :/0 G (t,s) f(s,u(s),u (s))ds

Bt2 ! )
+2a——57]2/0 G(n,s) f(s,u(s),u (s))ds. (3.6)

Lemme 3.4 La fonction u € X est une solution du probléme (3.1) si et seulement si

(u est un point fize de T)) .

28



3.3 Existence et unicité de la solution

En utilisant ’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le théoréme de contraction
de Banach, nous allons démontrer quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution

du probléme (3.1).

Lemme 3.5 Supposons queu € X, 2a # n* etk, h € L' ([0,1],R,) sont deux fonctions

positives telles que:
|f (t2,y) = fGu o) k@) [z —ul+h(E) ]y —v], Vo,y,uveR, t€l0,1], (3.7)

et
p

1200 — 51?

Alors le probléme auz limites (3.1) admet une solution unique dans X.

O=2(1+ )/OlGl(s)(k(s)—l—h(s))ds<1. (3.8)

Preuve. Nous avons

Tu(t) = /OG(t,s)f(s,u(s),u'(s))ds

pt? ! :
+20€——57]2/0 G(n,s) f(s,u(s),u (s))ds.

Nous allons prouver que 1" est une contraction.

Soient u,v € X, alors,

[T (t) = To (¢)] S/O Gy (s)|f (s,u(s),u' (s)) = f (s,v(s),0" (5))| ds

B ' ! — f(s,v(s),v" (s S
*m/o Gi () If (s.u(s) ' (5)) = f (s,0(s) 0/ ()] ds,

donc,

Tu(t) — To (1)] < <1 + m_’;ﬁn%)
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/0 G1 (s) [k (5) |u (s) = v ()] + I (s) [/ () = o' (s)]] .

&4
12a — Bn?|

Tu(t) — T ()] < (1+ )/OlGl(s)k:(s) lu(s) — v (s)] ds

+ (14 gt )/Olel<s>h<s>\u'<s>—v’<s>|ds.

20 — B’
Alors,
) = 7o) < (14 o ) max = ol B = o)
/0 G1(s)(k(s)+h(s))ds.
Donc,
|Tu(t) —To(t)] < |Jlu—v|y (1 + mf;ﬁﬂ) /0 G1(s)(k(s)+ h(s))ds.

Et de méme, nous avons

T'u(t) = /0 G* (t,s) f (s,u(s),u (s))ds

9 1
20 _&5772/0 G (n,s) f(s,u(s),u (s))ds.
Donc,
|T,U, (t) - T/U (t>| S 2 (1 + ﬁ) maX{Hu — UHoo , Hu/ . U/HOO}

/0 Gy (3) (k () + B (s)) ds,
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ainsi,

() = T 0] <20 = ol (14 o) [ G e i) ds

alors,

max {[[Tu = Tol o, [|T"u = T'[| .} < Cflu— vl x-

Par conséquent,

1T =Tolx < Cllu =[x

D’apres (3.8), T' est une contraction, donc 'opérateur 7' admet un unique point fixe qui

est I'unique solution du probléme (3.1). m

Théoréme 3.1 Nous supposons que f(t,0,0) # 0,2a # Bn? et qu’il existe trois fonc-
tions positives k, I, h € L*([0,1],Ry), telles que

|f (t,u,v)] < Ek(t)|u] +1(t)|v]|+h(t), Yu,v € R, t €]0,1], (3.9)

et

2(1+ﬁ) /UlGl(s)(k:(s)+l(s))ds<1.

Alors, le probléme auz limites (3.1) a au moins une solution u* € X.

Preuve. Soit

GZQ(HL)/;@W(SMS.

2a — 7|
Montrant que lopérateur T est complétement continu.

1) T est continu.
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Soit 2a # Bn? et (ur) ey une suite convergente vers u dans X . Nous pouvons obtenir,

/0 Gy () |f (s,u (5) ,uy, (5)) = f (s,u(s), v’ (s))| ds.

Et de méme, nous obtenons

T up (t) — T'u ()] < 2 (1 - mf;ﬁﬂ) X

/0 Gy () |f (s, u (5) ,up (5)) — f (s,u(s),u' ()| ds.

Alors,

1 6]
Tup —T <14+ ———=
T Tl < 5 (14 )

/0 F (syun () i (8)) — f (s, (s) o ()] ds.

D’apreés le théoréme de convergence dominné de Lebesque, mous concluons que T est

continu. |

Preuve. 2) Soit B, = {u € X : |ju||y <r} un sous ensemble borné. Nous allons
prouver que T (B,) est relativement compact:
(1) T (B,) est uniformément borné.

Pour certains u € B,, nous avons:

rul = (14 et ) [ GO G ()]s

—> /0 Gy (8) [k (8) Ju(s)| +1(s) |u' (s)] + h(s)] ds,
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donc,

B
12a — B2

+(1+|2a—’;ﬂn2\) /OlGl(s)h(s)ds.

ru< 1+ Vil [ G5+ 150 s

Et de méme, nous avons

Tult] <2 (1 y W) / Gy () 1f (5,1 (5) ¢ ()] ds,

donc,
’ g '
) <2lul (14 5o [ e me i)
ﬁ 1
+2 (1 + 50— 5772|) /0 G1(s)h(s)ds.
Alors,
[Tullx < Fllullx + G,

ie,

|Tully < Fr+G,

alors, T'(B,) est uniformément borné.
(17) T' (B,) est équicontinu.

V t1, t € [0,1], u € B,., nous avons:

|Tu (t1) — Tu (t2)| = /0 (G (t1,8) — G (t2,8)) f (s,u(s),u (s))ds

Bt —t3) [
|20—5772| 0

+ G () f (s,u(s),u'(s)) ds

)

donc,

T (t) — T (t2)| gL[/01|G(t1,s)—G(t2,3)|ds+/t2|c;(t1,s)—G(t2,s>|ds
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L3t — 13
/ |G (t1,s) — G (ta, s )|ds} 5| 2|/ |G (n,s)|ds,

— B
ou,
L= max |f(s,u(s),u(s),
0<s<1
Jullxy <7
i.e,

|Tu (t1) — Tu(tz)| < L(ta — t1) [/01|—2s+8(t1—|—t2)|d8+/t |(1—s)(t1 +ta)|ds

t1+t2 2 2 2
Gns)ds| +L [ |(2— st 12— 2) 5| ds,
2’204—577|/| (n,s)| S:|+ / ‘ sty + 8°) + (7 2)3} s

donc
T (t1) — Tu (ts)| <L(t2—t1) [1—85 4+t (ty —t2+3)

Bt +to)
I2a — 62 Jo

G s \ds].

De méme, nous avons

[T"u (1) = T'u (t2)] = /(G*(tl,) G" (t2,5)) f (s,u(s), ' (s)) ds

25t1—t2
2O G ) £ (5 5) () .

1
‘T/U<t1)—T/U(t2>’ SL(tQ_tl) |:/ ]s|d$+/ |S—1|d8
0 to

203 ! }
d
el IS

to
+L/ |<t1—8)+(t2—t1) S|d8,
t1

donc

T (t1) — T'u (to)] < L(tg — t1) {1 + (t; — t2) + % (3ty — 5t1)
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o, o]

+ G (n,s)|ds| .
50— G, G (1, 9)]

Alors, |Tu (t1) — Tu (ts)] — 0et |T'u(ty) — T'u(tz)] — 0.

Par conséquent, T (B,) est équicontinu. e
D’apres le Théoréme d’Arzela-Ascoli, nous déduisons que T est un opérateur com-
plétement continu.
D’apres la continuité de f et comme, f (£,0,0) # 0 et F' < 1, il existe un intervalle
o', 7'] C [0,1] telle que:
min |f (¢,0,0)] > 0 et du fait que h (t) > |f (¢,0,0)| sur [¢/,7], alors G > 0.

o<t<r

Soit, M =G(1—F) ', Q={ue X : |ul| < M}.
Supposons que: u € 02, A > 1, telle que, Tu = Au. Alors

AM = Mu|| = [Tully = max {[|Tu]| . [IT"u] .} ,

nous avons

Tu(t) < sup / G (t,5)|f (5,1 (s) o ()] ds

0<t<1

Bt ! ,
sop / G (1,9)|f (5, (s) o (5))] ds.
Donc, )
T (1)) < / G () (k () [u ()] + 1(5) |o! ()] + B (5)) ds
o ! p
+m/0 G1(8) (k(s)|u(s)|+1(s)|u (s)|+ h(s))ds.
Alors,
B , !
ol < (14 g max e Il |61 (6) 69+ 0(6) s
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+(1+|2a_’;5772‘) /OlGl(s)h(s)ds,

@] < ol (14 2 ) [ G0 E e+ 1)

i.e,

Et de méme, nous avons

[T'u ()] < sup / G (t,s)|f (s,u(s),u'(s))]ds

0<t<1 Jo

N 25t
sup —mMmm—
ogtgl 1200 — Bn?|

lAGWMU@W@ﬂ“ﬂW&

Donc,

T'u (1)] < 2/0 G (s) (k (s) [u(s)] +1(s) [u' ()] + 1 (s)) ds

23 1

_|_
|204 - 5772’ 0

G (s) (k () [u(s)| + 1 (s) [u' (s)| + R (s)) ds,

ie,

o) < 2l (14 g ) [ G G0+ 1) s

+2 (1+|2a_’;w|) /01 G (s) I (s) ds.

Ceci montre que,

A = ||Tul|y < Fllul|ly +G=FM+G.
Alors, nous avons

G G
A<F+ 2 Py Y pi-F) =1,

ceci contredit A > 1.
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En appliquant le T'héoreme 2.6, nous concluons que, 'opérateur 7' admet un point
fixe u* € Q.

Par conséquent, le probléme aux limites (3.1) a au moins une solution u* € X. m

3.4 Positivité de la solution

En utilisant le théoréme de Guo-Krasnosel’skii, nous étudions 'existence de solutions
positives du probléme aux limites (3.1).
Avant de présenter et démontrer les résultats de positivité, nous posons les hypothéses
supplémentaires suivantes.
(QZ) : f(t,u, v) = a(t)fl(u, v)oua€ C([0,1],Ry) et f1 € C(RL xRy, RY).
szGl (s)fi(u(s),u'(s))ds > 0,0 <71y <s.

Nous avons besoin de quelques propriétés de la fonction G (¢, s).

Lemme 3.6 Pour tous 0 <711 <s,t<7y<1,s€l0,1], nous avons
TIG1 (s) < G (t,s),

297Gy (s) < G™ (1, 5).
Ou, v = min {7}, (1 — 72)}

Preuve. 1l est facile de vérifier que:
Sit<s,

G (ts) = (1— )¢ = (1—5)32,
>(1—s)sty > 2T%G1 (s).

Etsis<t= —t< —s,

G'(t,s)=(1—t)s= (1—19)s,




>(1—73)(1—5)s=2(1—72)Gy(s).
La preuve est terminée. [

Lemme 3.7 Supposons que 2a > 31 et que les hypothéses (Q1) et (Q2) sont vérifiées.

Si u est une solution du probléme auz limites (3.1), alors u est positive et vérifie

min (u(t) +u (t) > 7 [|ully

te[Tlﬂ'Q]

. J72 G(1Ls)as) i (u(s). ' (5))ds
N _ 2 o T1
oty =min {7, (1= 72)} G e Ao s

Preuve. Supposons que u € X soit une solution du problem (3.1). Alors pour tout

t€[0,1], X
w(t) = Tu(t) = /0 Gt s)a(s) fo(u(s), (s)) ds

pt? ' :
o |, G0 f ) () ds

D’apreés les hypothéses (Q1) et (Q2) et de la positivité de G, la fonction u est positive.

D’apres les Lemmes 3.2 et 3.3, nous avons

w1 (1+555) [ G006 A6 ()i

et donc,

il < (145 ) [ a0 o) ) .

D’autre part, pour tout ¢t € 71, Ta],
1
w2 [ Gt9)als) iluls) ol (s)) ds
0
et,

Mﬂzﬁ/ﬂGM$M$ﬁww%M@D%,

T1

38



donc,

1 [} Gi(s)a(s) fi(u(s), v (s))ds

u(t) > -
(14 555) Jo Gr () a(s) fi (u(s) 0 (5)) ds

]

Par conséquent,

] t) > .
terf?fiz]“( ) > 71 lull o

73 [72 G (s)a(s) fa (u(s) ' (5))ds
52 ) fy Ga()a(s) fa (us).u'(3))ds

.De méme,

01\17 Y1 = (

o (1) = / G* (t,5)a(s) fi (u(s) ol () ds

206t
U
200 — [n?

u' (t) <2 (1 + 204—65772) /OlGl (s)a(s) fr(u(s),u (s))ds

/0 G (n,s)a(s) fu (u(s) ot (3)) ds,

alors

Wi <2 (1 20 [ a6 a6 o) () ds

D’autre part, pour 0 < 71 < s, t <19 < 1

dl (t) > / UG (1 s a(s) fu (u(s) ol (s)) ds,

u'(t) = /72 2(1 = 72)Gr(s) a(s) fr (u(s),u' (s)) ds,

(1—72) [[7Gi(s)a(s) fi (u(s) ' (s)) ds

u' (t) > ul| .
O ) TG () a ) f (u() ot () ds

Par conséquent,

min o (¢) > ol .
min (1) 2 7, o]
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J72(1=73)G1(s)als) f1 (u(s) ' (s))ds
(14 522572) Jo Ca(s)als)fa(uls).u!(s))ds

Ot v, = Enfin

Y

min (u(t) + o (1) > 7 lluly

te[T1,72]

ol y = min(7yy,7,).

Ceci acheve la démonstration. ]

Définition 3.2 Nous définissons le cone K par

te[r1,72]

K= {u € X,u(t) >0 ,min (u(t)+u (¢) >~ HuHX} :
K est un sous-ensemble conveze, fermé et non vide de X.

Lemme 3.8 L’opérateur T' défini par (3.6) est complétement continu et satisfait T (K) C K.

Preuve. T est complétement continu.
1) T est continu.
Soit (ug),cy une suite convergente vers u dans X.

Comme f; € C(Ry x R, ,R,), nous avons YA > 0, I > 0, telle que

[(ug (£) , uy, (8)) = (u (8) 0’ ()] <, alors

[f1 (un (5), u (5)) = fr(u(s),u' (s))] < A,

et
Tu(t) = i G (t,s)a(t) fi(u(s),u (s))ds
pt? ' /
s |, Gl () (3) ds
Alors,



/0 Gy (s)a(s) max |fi (ux (5), uy (s)) = fi (u(s), ' (s))] ds.

0<s<1
donc,
5 1
|Tug (1) — Tu (t)| < (1 + m) A/O G1(s)a(s)ds,
ou,
A= x| fr (e (5) w4 () = fr (u(s) 0 ()]
De méme,
|T/uk (t) — T’U, (t)| S 2A <1 + W) Al G1 (S) a (S) dS,

Alors

1 3 1
Tu, —T <-A(l4+ ——m—— d
H Uk UHX 4 < ’2 6772|) /0 a(s) S,

ce qui implique que T' est continu.

2) Soit B, = {u € X : |Ju|ly <r} un sous-ensemble borné. Nous allons prouver que
T (B,) est relativement compact:

(1) T (B,) est uniformément borné.

Pour certains v € B,, comme f; et a sont continues alors, il existe une constante L

telle que

L= max |a(t)f1 (u(t),u(t))],
t€0,1]

lullx <7
et nous avons,

Tu(t) = /G(t,s)a(t)fl(u(s),u'(s))ds

pt? ! ,
+m/ﬂ G (n,s)a(t)fi (u(s),u (s))ds.
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Alors,

ru <o (1 5ts) [ Giatas

|T"u (t)] < 2L (1 + m> /01 G (s) a(s)ds,

et,

donc,
ﬁ 1
HTUHX < 2L (1 + m) /0 G (8) a(s)ds,

alors, T'(B,) est uniformément borné.
(12) T (B,) est équicontinu.

Pour tout ¢y, ts € [0,1], t; < t9, u € B,, nous avons

T (ty) — T (t2)] = /O (G (t1,5) = G (t2,5)) a(s) fr (u(s), ' (s)) ds

B —1) [ /
Foa = [, G )a(s) fiu(s) o () ds

I

|TU(t1)-TU(t2)| SL|:/01|G(t1,8)—G(t2,8)|d8+[2|G(t1,8) (tg, )|d8

/ ‘G tla t27 )’d8:|

Lmﬁ—ta/
G (n,s)| ds,
2a -] J, 1€

donc,

T () — Tu ()] < Ltz — 1) [/ =2t )lds+ [ 0= 8) (0 )l ds

t +t
|2oz1 ﬂ;|/ G s 'ds]

t
+L/2‘(tf—st2+52)+(tf—t§)s}ds,
t1
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et,
T (t) — Tu (ta)| < L (ty — tl) [1—t3+t (t1 —ta+3)

Bty + ta)

G (n,s)|ds| .
!2Oz—ﬁn| ‘ :9) }

De méme, nous avons

T (tr) — T'u ()] = / (G (t1,5) — G (ta, ) a(s) i (u(s) .o (s)) ds

?

26(ti —ta) [* '
+m/o G (n,8)a(s) fi(u(s),u'(s))ds

t1 1
T u (1) — T'u (ta)| < L (ta — t1) [/ ]s]ds—l—/ |s — 1| ds
0 to

) 1
B, 160914

to
+L/ |<t1—5)+(t2—t1) S|d8,

t1
et,

|T/U (tl) - T’u (t2)| S L (tQ - tl) |:1 + (tl - tg) + % (3t2 - 5t1)

S [ o]
+ G (n,s)|ds| .
200 = | Jo G0l
Alors, |Twu (t1) — Tu (t2)| — 0 et |T'u(t1) — T'u(t2)| — 0. Par conséquent, T (B,)
1—02 1—12

est équicontinu.

D’apres le théoréeme d’Arzela-Ascoli, nous déduisons que 1" est un opérateur comple-
tement continu.

Maintenant, nous allons prouver que 7' (K) C K.

Pour toute u € K, et V ¢t € [0,1], nous avons

ITull.. (1+| a_BW') /01 Gy (s)a(s) fy (u(s), o (s))ds.
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Et Vt € [11, 73], X
Tu(t) > / G (t.8)a(s) f (u(s),u (s)) ds,

alors,
Tu(t) 2 7% [ 61 a o) i(uls) ol (5) s
donc, |
Tu(t) > |Tull,.
de méme,
<2 (14 o) [ G6al fits)a6)as

et nous avons,

T'u (t) > /0 G* (t,s)a(s) f1(u(s),u (s))ds,

Tu(t) > / U 21— )G () a(s) fi (u(s) o (5)) ds,

1

T'u(t) 2 v |17l

par conséquent,

min (Tu (t) +T'u(t)) > v ||Tul| -

te[T1,72]

Alors, Vue K : TKCK. m

Le résultat principal de cette section est le suivant:

Théoréme 3.2 Supposons que (Q1) et (Q2) sont vérifices, 2a > Bn?, et supposons que

fl (U,U)

1m ,
(Jul+lv))—0|u| + |v]

fo=

f1 (u,v)

lim }
(Jul+Jv))—oo || + V]
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Alors, le probléme (3.1) a au moins une solution positive dans le cas:
(1) fo =0 et foo = 00 (super-linéaire) , ou

(17) fo =00 et foo =0 (sous-linéaire).

Preuve. Supposons que 2a > 1% Nous allons prouver que le probléme (3.1), a au
moins une solution positive dans les deux cas sous-linéaire et super-linéaire. Pour cela,
nous utiliserons le T'héoreme 2.7.

(I) Le cas super-linéaire: Supposons que fo =0, foo = 00.

D’apres le Lemme 3.1, u est une solution du probléme (3.1), si et seulement si u est
un point fixe de l'operateur 7', ou T" est défini par (3.6) .

comme fy = 0, alors
Ve >0, 30; > 0 telle que fi (u,v) <e(|u] + |v]), pour |u|+ |v| < d;.
Soit ; un ouvert de X défini par

O ={y € X/llyllx <01},

alors, pour tout u € K N 0§21, nous avons

Tu(t) — /0 Gt 5)a(s)fr (u(s) 0 (5)) ds
ﬁt2 1
_|_

o [, ) a1 ). )

alors,

ru < (14525 [ 6 00als) Al af (s,

ainsi

Tu(t) <eluly (”2&_;%72) /01 G1 (s)a(s)ds,
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1
Tl <elully (145025 ) [ Gratas

de méme,

B

Tut) <21+ ———
ult) < (+204—5772

)/ G () a(s) i (u(s) o () ds,

alors
6 1
HT’UHoo < 2e HUHX (1 + m) /0‘ Gl (S) a (8) ds.
En choisissant ¢ = [2 (1 + ﬁ) fol G (s)a(s) ds} B , nous obtenons
| Tully < lully, Vue KnNoQ.
Maintenant, & partir de f,, = 0o, nous avons

VM >0, 3H > 0, telle que fi (u,v) > M (Ju| + |v|), pour |u|+ |v| > H.

Soit
H
H; = max {251, —} ,
Y

notant par {2, I’ensemble ouvert

Qo ={y € X/ |lylly < Hi}.
Soit u € K N 0S),, alors

min {u () +u ()} > |uly,

tG[T1,72]
- ’yHl Z Hu

alors, Q; C Q.
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Soit u € K N 0f), alors,

Tu(t) T f:fG fl( (s),u'(s))ds .
1+2aﬂ5n )fo (5) fi(u(s),u'(s))ds
(1+2(3[+%)/0 G(1,8)a(s) f1(u(s),u'(s))ds,

ﬂdﬂzﬂh(1+i;%%3walnhwﬁw@w,

de méme

(1=72) [T Gr(s)a(s) fi(u(s) W ())ds
(L4 52) Jo G (s)a(s) fi (u(s) . (s)) ds

g ' ,
2 ACICHC ORI

T'u (t)
(1+

Twszv@+Zg%ﬁ)quGu@wﬁm

-1
En choisissant M = [7 (1 + 2a ) fo G (s)a(s) ds} , nous obtenons
|Tull > [Jully, Yu e KNoQ,.

En utilisant la premiére partie du Théoreme 2.7, nous déduisons que T a un point fixe
dans K N (52\91) )

Ceci acheve le cas super-linéaire du Théoréeme 3.2.

(II) Le cas sous-linéaire.

Maintenant, on suppose que fo = 00 et foo = 0.

Comme fy = 0o, nous avons

VM' >0, 38" > 0, telle que f (u,v) > M (Ju|+ |v]), pour |u|+ |v| <4
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Soit,
V) ={yeC[01]/ |yl <d},

) -1
pour, u € K N JSY, et en choisissant M’ = [7 <1 + ﬁ) fol Gi(s)a(s)ds| , nous

obtenons

B

) [ el fus) () as,

Tu (t) 27<1+

Tu(t) > M~ (1 + M—;%M) el /01 G (s)a(s) ds.
Et de méme,
ru 2 (1452 [ 60060 A e ()
Thu(t) > M~y (1 + 2@_;%772) lull /01 Gy (s)a () ds.

Ainsi,

1Tullx = llullx, we KNo.

Maintenant puisque f,, = 0, alors
Ve > 0,3H' > 0 telle que f (u,v) <e(|u|+ [v|) pour |u]+ |v|]> H',

nous pouvons choisir ¢, tel que

- [2 <1+2a+%n2) /OlGl(s)a(s)ds]_l.

H/
H, = max {25’, —} ,
5

Soit,

et,

O ={yeC[0,1]/llylx < Ha},
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alors, u € K N 0$Y,, implique que

min {u(t),u' (t)} > vllully,
t€[r1,72]

- /YHQ 2 Hlv
par conséquent,

Tu(t) < <1+2a+%772) /01 Gr () a(s) fu (u(s) 2l (s)) ds.

ainsi
1
Tl < el (1452 52) [ Gratsas

Et de méme,

B

Tut)<2(14+ ——1
ult) < <+2Q_W

) [ 61 wis) ) s

1
Tl < 22l (14 5255 ) [ Gr(aas
ainsi,

ITullx < llullx, ue K nNo,.

En utilisant la seconde partie du Théoreme 2.7, nous déduisons que 7" a un point fixe
—/
dans K N (Q2\9'1> .
Ceci acheve le cas sous-linéaire du Théoreme 3.2, alors le probléme aux limite (3.1)
admet au moins une solution positive.

La démonstration du T héoréme 3.2 est terminé. m
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3.5 Exemples

Exemple 3.1 Considérons le probléme aux limites suivant:

W tu+ttu =0, 0<t<l1
u(0) =" (0) =0, au'(1)=pBu(n).

(E1)

DN | —
o)

I
Wl
3

I

nous avons,

f(t,u,v) = tu + t*v.

1) Choisissant,
k(t)=t
() , telo,1].
h(t) = t?
Ou, k, h € L*([0,1],R,) sont des fonctions positives et
|f(t,x,y) - f(t,u,’U)| S t\x—u| +t2 |y_U’

|f (tzy) = f(Eu0)| S E () |z —ul + (1) |y — o,

avec

_B
2 — Bn?|
Ainsi, d’aprés le Lemme 3.5, le probléme aux limites (E1) admet une unique solution
u* e X.

2) Et pour,

0:20+ )Ana@xm@+h@»m<y

|f (t,u, )] < tlul + o],

< k(t)|ul +1(t)|v]+h(t).
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Nous pouvons choisir,

k(t) =t
1(t)y=¢t*, te€l0,1],
h(t) =0

avec

2(1+ﬁ) /OlGl(s)(k:(s)—I—l(s))ds<1,

ou, k, 1, he L'([0,1],R}) sont des fonctions positives.
Ainsi, d’apreés le Théoréme 3.1, le probléme auz limites (E1) a au moins une solution

u* e X.
Exemple 3.2 Considérons le probléme aux limites suivant:

WP+ E (W) =0, 0<t<l,
u(0)=u' (0)=0, au'(1)=Bu(n).

(E2)

Ou, 0<n<l apBeR, et
2 2, 1o
f(t,u,v):t u +5U )

f(t,U,U) :a(t)fl (U,U),

a(t)=t*€C([0,1],R;), fi(u,v) € C(Ry xRy, Ry).
Nous prenons, u = rcosy et v=rsing, quand (|u| + |v]) = 0= r — 0 et quand

(|u] + |v]) = 00 = r — o0. Puis

fl (U,U)

im
(Jul+v)—0 |u| + |v]

fo=

=0,

fl (u,v)

= lim
(Jul+v))—oo |u| + |v]

Y

d’aprés le Théoréeme 3.2. (i), le probléme aux limites (E2) a au moins une solution

positive.
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PERSPECTIVES ET CONCLUSION

Le théme traité dans ce travail est d’'une grande importance, notament : I’existence,
I'unicité et la positivité de la solution d’un probléme aux limites engendré par une équa-
tion différentielle ordinaire ol les conditions sont imposées en trois points du domaine.

Actuellement il y a une grande variété de théorémes du point fixe. L’objectif commun
de ces théorémes est de rechercher des solutions et de résoudre les problémes d’existence
qui se posent en analyse mathématique et en ingénierie. De la théorie du point fixe
découlent plusieurs applications qui constituent un domaine trés actif de la recherche.

Et comme une suite de ce travail, on peut étudier la stabilité de solutions, ainsi que
la resolution des problémes aux limites engendrés par des équations integrales avec des

conditions aux limites intégrales.
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