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Résumé 

Résumé 

Ce mémoire porte sur l’étude théorique de l’écrasement d’un film fluide non 

newtonien à couple de contrainte en suspension, entre deux surfaces circulaires, 

dans le cadre de la lubrification hydrodynamique. L’objectif principal est de 

modéliser le comportement du fluide sous l’effet de différentes influences : 

concentration particulaire, couple de contrainte, et présence éventuelle d’un 

milieu poreux. 

Une revue bibliographique a d’abord été réalisée afin de présenter les paramètres 

influents dans les performances des films lubrifiants. Ensuite, l’équation de 

Reynolds modifiée a été dérivée en coordonnées cylindriques à partir des 

équations de la mécanique du micro-continuum. Des expressions analytiques ont 

été obtenues pour évaluer les performances du contact lubrifié, telles que la 

capacité de charge, la force de frottement et les débits de fuite. 

Deux configurations ont été étudiées : l’écrasement d’un fluide viscoplastique 

entre deux surfaces rigides imperméables, et l’effet d’un substrat poreux sur 

l’écoulement. L’approche utilisée est exclusivement analytique, avec validation 

par une étude paramétrique des effets des différents paramètres. 

Abstract 

This thesis presents a theoretical study of the squeeze flow of a non-Newtonian 

fluid with couple stress in suspension between two circular surfaces, in the 

context of hydrodynamic lubrication. The main objective is to model the behavior 

of the fluid under the influence of particle concentration, couple stress, and the 

presence of a porous medium. 

A bibliographic review was first conducted to identify the key parameters 

affecting the performance of lubricating films. The modified Reynolds equation 

was then derived in cylindrical coordinates based on micro-continuum 



Résumé 

mechanics. Analytical expressions were obtained to evaluate lubrication 

performance, including load-carrying capacity, friction force, and leakage flow 

rates. 

Two configurations were investigated: squeeze flow between two impermeable 

rigid surfaces, and the influence of a porous substrate on fluid behavior. The study 

is based entirely on analytical methods, supported by a parametric analysis of the 

key factors. 

 ملخص 

معلقة   على جزيئات  تحتوي  نيوتونية  غير  مائعة  انضغاط طبقة  لعملية  نظرية  دراسة  البحث  هذا  يتناول 

وتخضع لعزوم إجهاد، بين سطحين دائريين، وذلك في إطار التزليق الهيدروديناميكي. الهدف الرئيسي هو  

 .ي محتملنمذجة سلوك المائع تحت تأثير تركيز الجزيئات، وعزوم الإجهاد، ووجود وسط مسام

تم أولاً إجراء مراجعة بيبليوغرافية لتحديد العوامل المؤثرة في أداء طبقات التزليق. بعد ذلك، تم اشتقاق  

معادلة رينولدز المعدلة باستخدام إحداثيات أسطوانية، بناءً على معادلات ميكانيكا الوسط المستمر الصغير. 

لقدرة على التحمل، وقوة الاحتكاك، ومعدلات وقد تم استخراج تعابير تحليلية لتقدير مؤشرات الأداء مثل ا

 .تسرب المائع

تطرقت الدراسة إلى حالتين: انضغاط بين سطحين صلبين غير نافذين، وتأثير وسط مسامي على سلوك  

 .المائع. وتعتمد المقاربة المعتمدة على طرق تحليلية بحتة، مدعومة بدراسة عددية للمتغيرات المؤثرة
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Symboles latins 

𝐹𝑓 : Force de frottement, [𝑁] 

𝑓 : Fréquence du mouvement sinusoïdal , [𝐻𝑧] 

𝐻∗ : Epaisseur du disque poreux inférieur, [𝑚] 

ℎ : Epaisseur du film fluide, [𝑚] 

ℎ̃ : Epaisseur sans dimension  du film fluide = 
ℎ

ℎ0
 , [−] 

ℎ0 : Epaisseur du film initiale , [𝑚] 

ℎ𝑎  : Amplitude du mouvement sinusoïdal , [𝑚] 

ℎ̃𝑎  : Amplitude du mouvement sinusoïdal sans dimension  = 
ℎ𝑎

ℎ0
, [−] 

𝑘 : Perméabilité du disque inférieur, [𝑚2] 

𝑘𝑟 et 𝑘𝑧 : Paramètres de perméabilité de la matrice poreuse anisotrope, [𝑚2] 

ℓ : Paramètre des couples de contraintes = √𝜂 𝜇𝑠⁄ ,    [𝑚] 

ℓ̃ : Paramètre des couples de contraintes sans dimension  = ℓ ℎ0⁄ , [−] 

𝑝 : Pression dans le fluide, [𝑃𝑎] 

𝑝∗ : Pression du film fluide dans le milieu poreux, [𝑃𝑎] 

𝑄𝑟 : Débit volumique de fuite à 𝑟 = 𝑅 selon la direction 𝑒𝑟⃗⃗  ⃗, [𝑚3/𝑠] 

𝑟, 𝜃 et 𝑧 : Variables d’espace en coordonnées cylindriques , [𝑚] 

𝑅 : Rayon des disques, [𝑚] 

𝑟̃ : Rayon de disque sans dimension =𝑟 𝑅⁄ , [−] 

𝑡 : Temps, [𝑠] 

𝑡̃ : Temps  sans dimension =𝑓𝑡,  [−] 

𝑢, 𝑣 et 𝑤 : Composantes de la vitesse de l’écoulement, [𝑚/𝑠] 

〈𝑢〉, 〈𝑣〉, 〈𝑤〉 : Vitesses moyennes de l’écoulement, [𝑚/𝑠] 

𝑢∗ ,𝑣∗ et 𝑤∗ : Composantes de vitesse dans le matrice poreux, [𝑚/𝑠] 

𝑉⃗  : Vecteur vitesse du fluide, [𝑚/𝑠] 
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𝑉𝑝 : Volume des pores, [𝑚3] 
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𝑊̃𝑠𝑞 : Vitesse d’écrasement sans dimension =
𝑊𝑠𝑞

𝑓ℎ0
 , [−] 
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𝜏𝑟𝑧 : Contrainte de cisaillement,  [𝑃𝑎] 

𝜇𝑠 : Viscosité effective du fluide suspendant, [𝑃𝑎. 𝑠] 

𝜇𝑏𝑓 : Viscosité du fluide de base, [𝑃𝑎. 𝑠] 

𝜂 : 
Constante du matériau responsable de la propriété de couple de contrainte, 

[𝑁. 𝑠] 
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Φ : Fonction de dissipation visqueuse, [𝑊.𝑚−3] 
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Introduction Générale 

La lubrification est un domaine clé dans l’ingénierie mécanique, notamment dans la 

conception et l’optimisation des systèmes tribologiques, où les performances et la durabilité des 

pièces en contact dépendent largement du comportement du film fluide interfacial. L’évolution 

des besoins industriels, conjuguée à la miniaturisation des systèmes et à l’utilisation de 

matériaux complexes, a conduit à l’étude approfondie de fluides non newtoniens,                             

de milieux poreux et de conditions d’écoulement spécifiques comme le régime                   

d’écrasement (squeeze film). 

Dans ce contexte, le présent mémoire est consacré à l’étude d’un film fluide à couple de 

contrainte en suspension, dans un système de lubrification en régime d’écrasement, en tenant 

compte de divers effets influents tels que la concentration particulaire et la présence d’un 

substrat poreux. 

Le premier chapitre propose une revue bibliographique sur les paramètres influents dans 

la performance des films lubrifiants, notamment les propriétés du fluide, la porosité, la rugosité, 

et les effets magnétiques. Il présente également les différents régimes de lubrification et les lois 

de comportement rhéologique associées aux fluides complexes. 

Le deuxième chapitre est consacré à la théorie de la lubrification hydrodynamique, en 

s’appuyant sur les équations de base de la mécanique des fluides et la dérivation de l’équation 

de Reynolds adaptée à un écoulement mince en coordonnées cylindriques. Il introduit les 

paramètres de performance tels que la capacité de charge, le frottement, et les débits de fuite. 

Dans le troisième chapitre, l’étude porte sur le comportement d’un fluide à couple de 

contrainte en suspension entre deux surfaces rigides, en régime d’écrasement. Une modélisation 

du comportement rhéologique est présentée, suivie par l’établissement de l’équation de 

Reynolds modifiée, la détermination du champ de pression et l’analyse paramétrique des effets. 

Enfin, le quatrième chapitre explore l’impact d’un milieu poreux sur les performances 

d’un film lubrifiant non newtonien en régime d’écrasement. Une formulation couplée du 

problème est établie pour le film fluide et le substrat poreux. Le problème est résolu 

analytiquement à l’aide d’approximations de type Morgan–Cameron. 

 À travers cette étude, nous visons à approfondir la compréhension des mécanismes de 

lubrification dans des conditions spécifiques, notamment en présence de suspensions et de 

milieux poreux, en nous appuyant exclusivement sur des approches analytiques. 
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1.1 Introduction 

La lubrification par squeeze film joue un rôle fondamental dans de nombreux systèmes 

mécaniques, tels que les roulements, les engrenages et les dispositifs biomécaniques. Ce 

phénomène intervient lorsque deux surfaces en mouvement rapproché sont soumises à des 

forces de compression, positives ou négatives, et doivent être séparées par un film lubrifiant 

afin d’éviter tout contact direct. 

En raison de son importance, de nombreuses recherches ont été menées pour explorer 

l’influence des propriétés rhéologiques du fluide, des paramètres géométriques, ainsi que des 

conditions de mouvement sur la dynamique de l’écrasement du fluide. Ces études permettent 

de mieux comprendre le comportement du film lubrifiant et d’optimiser les performances des 

systèmes mécaniques. 

Osborne Reynolds (1886), pionnier de la théorie de la lubrification hydrodynamique, a 

démontré que la lubrification par squeeze film permet de séparer deux surfaces rapprochées 

grâce à la pression générée dans le film fluide. Cette séparation réduit le contact direct et l’usure 

mécanique. Les travaux de Reynolds ont conduit à la formulation de l’équation de Reynolds, 

qui décrit la distribution de pression dans le film lubrifiant et constitue aujourd’hui la base 

théorique des études modernes sur la lubrification par squeeze film. 

1.2 Influence des Propriétés du Fluide et des Paramètres Géométriques 

1.2.1 Comportement du Fluide 

Le comportement du fluide lubrifiant, qu’il soit newtonien ou non-newtonien, joue un rôle 

crucial dans la performance des systèmes de lubrification. Les fluides newtoniens, étudiés par 

des chercheurs tels que Jackson, Bujurke et al., Megat et al., Hvacek, Ruggiero et al., Alshehri 

et Sharma, Hamrock et Hori, suivent la loi de Newton dans la plupart des cas classiques 

[1,2,3,4]. Cependant, sous des conditions de forte pression ou de confinement, les fluides 

lubrifiants peuvent présenter un comportement non-newtonien, où la viscosité dépend du 

cisaillement et la dissipation thermique modifie les performances du film, nécessitant des 

modèles adaptés pour décrire la réalité des contacts lubrifiés [5,6,7]. 

Des études récentes, telles que celles de Sarkar et al, ont analysé des fluides à rhéologie 

complexe [8,11,12].  Ces recherches montrent que les lubrifiants pseudoplastiques tendent à 

diminuer la pression et la capacité de charge, tandis que les fluides dilatants ou à couple stress 
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peuvent les augmenter. Ces effets sont amplifiés par des facteurs tels que la rugosité, la porosité 

ou la microstructure du support [8,10,11,12]. 

Enfin, la comparaison entre fluides newtoniens et non-newtoniens dans des systèmes réels, 

comme les paliers lisses, indique que les fluides non-newtoniens peuvent améliorer la 

formation du film et réduire le bruit ou la friction dans certains cas. Cependant, le choix optimal 

dépend des conditions de fonctionnement, de la géométrie et des charges appliquées [9,12,13]. 

1.2.2 Concentration en Suspension 

La concentration en suspension influence directement la viscosité et, par conséquent, 

l’efficacité de la lubrification. Des études montrent qu’il existe une concentration optimale de 

particules (par exemple, 1–2 % pour les nanocristaux de cellulose) qui minimise le frottement 

et l’usure[14,22]. L’augmentation de la concentration de nanoparticules peut accroître la 

viscosité et modifier le régime de lubrification [15,16,19,20,21,23]. La stabilité de la 

suspension et la nature des particules (taille, surface, interactions) jouent également un rôle clé 

dans la réduction du coefficient de frottement et l’amélioration des performances tribologiques 

[17,18]. 

 

Figure 1.1: Représentation schématique des différents types de contact influençant le 

coefficient de frottement de surfaces en PDMS lubrifiées par des particules de verre en 

suspension dans un fluide. [19] 

1.2.3 Porosité 

La porosité du matériau est un facteur déterminant dans la lubrification, plusieurs études 

montrent qu’une porosité modérée optimise la rétention et la libération d’huile, réduisant le 

frottement et l’usure (notamment pour des composites ou polymères poreux) 

[23,25,26,27,28,29,30,32], tandis qu’une porosité trop élevée diminue la capacité portante et 

augmente l’usure ou le frottement [24,26,29,30], et qu’une faible porosité ou une porosité 
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optimisée peut améliorer la performance tribologique et la durée de vie des composants 

mécaniques [24,25,28,32]. 

 

Figure 1.2: Géométrie d'un écoulement de type squeeze film. [33] 

1.2.4 Rugosité 

Plusieurs auteurs ont montré que la rugosité de surface influence fortement la lubrification :   

R. Larsson (2009), I. Křupka et al (2016), Wen-zhong Wang et al. indiquent qu’une rugosité 

élevée réduit l’épaisseur du film lubrifiant, favorise la transition vers la lubrification mixte ou 

la rupture du film, ce qui augmente le frottement et l’usure [34;35;36;39;37;40;41]. 

D’autre part, Xingqun Wang et al. (2021 ), Pan Wang et al. (2023) .montrent qu’une rugosité 

modérée ou optimisée permet de minimiser le frottement et l’usure, tandis qu’une rugosité trop 

faible peut entraîner une accumulation de débris et une défaillance du film lubrifiant [38;42]. 

 

Figure 1.3: Géométrie du modèle de plaques rectangulaires pour  

une articulation du genou. [50] 
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1.2.5 Géométrie 

La géométrie des surfaces joue un rôle clé dans la lubrification par squeeze film. Les plaques 

parallèles (plates ou triangulaires) augmentent la capacité de charge et la pression du film, 

surtout avec des lubrifiants à couple stress ou ferrofluides [43;44;50] ; les surfaces inclinées, 

courbes ou axisymétriques (comme les plaques circulaires courbes ou les poinçons 

paraboloïdaux) modifient la distribution de pression et la capacité de charge, avec une 

amélioration notable en présence de rugosité azimutale ou de champs magnétiques [46;47;48].  

Enfin, les géométries triangulaires, elliptiques ou coniques, ainsi que la porosité, permettent 

d’optimiser la performance du film lubrifiant selon les besoins, chaque forme présentant des 

avantages spécifiques pour la pression, la capacité de charge ou le temps de réponse [45;47;51]. 

       

 

Figure 1.4: Géométrie d'un film fluide en 

écrasement entre plaques triangulaires 

parallèles. [43] 

 Figure 1.5: A Modèle physique d'un cylindre en 

contact avec une surface plane rugueuse. [45] 

 

 

 

Figure 1.6: Palier à patin incliné (glissière 

hydrodynamique). [51] 
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1.2.6 Effet du Champ Magnétique (MHD) 

L’application d’un champ magnétique (MHD) améliore la pression du film, la capacité de 

charge et le temps de réponse de la lubrification par squeeze film. Cet effet est confirmé par 

plusieurs études, que ce soit entre les surfaces parallèles, triangulaires, courbes ou 

poreuses[53 ;54 ;55 ;56 ;57 ;58 ;59]. 

 

 

 

Figure 1.7: Film comprimé entre 

plaques circulaires poreuses 

rugueuses à paliers étagés sous champ 

magnétique appliqué. [60] 

 

1.3 Régimes de Lubrification 

Un lubrifiant est toute substance qui réduit le frottement et l'usure, tout en assurant un 

fonctionnement fluide et une durée de vie satisfaisante pour les éléments des machines. La 

plupart des lubrifiants sont des liquides (tels que les huiles minérales, les esters synthétiques, 

les silicones et l'eau), mais ils peuvent aussi être des solides (comme le polytétrafluoroéthylène, 

ou PTFE) pour les paliers secs, des graisses pour les roulements à éléments roulants, ou des 

gaz (comme l'air) pour les paliers à gaz. Les interactions physiques et chimiques entre le 

lubrifiant et les surfaces à lubrifier doivent être comprises afin d’assurer une durée de vie 

adéquate aux composants mécaniques. Afin de mieux distinguer les quatre régimes de 

lubrification, une brève description de chaque régime est présentée. 

1.3.1 Lubrification Hydrodynamique 

Dans la lubrification hydrodynamique, les films sont généralement épais, empêchant ainsi le 

contact direct entre les surfaces solides opposées. Cette condition est souvent qualifiée de « 

forme idéale de lubrification », car elle offre un faible frottement et une grande résistance à 

l'usure. La lubrification des surfaces solides est régie par les propriétés physiques globales du 
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lubrifiant, notamment la viscosité, et les caractéristiques de frottement résultent uniquement du 

cisaillement du lubrifiant visqueux Figure 1.3. 

 

Figure 1.8: Caractéristiques de la lubrification hydrodynamique. 

Pour qu'une charge normale soit supportée par un palier, des profils de pression positive doivent 

se développer sur la longueur du palier. La Figure 1.9 illustre trois méthodes pour générer une 

pression positive dans les paliers lubrifiés hydrodynamiquement : 

• Dans un palier à patin Figure 1.9a, l'épaisseur du film lubrifiant doit diminuer dans la 

direction du glissement. 

• Dans un palier à film d'écrasement Figure 1.9b, l'action de compression avec une 

vitesse d'écrasement rapproche les surfaces du palier. Ce mécanisme de génération de 

pression offre un effet d'amortissement utile lors du rapprochement des surfaces. Une 

pression positive n’est générée que lorsque l'épaisseur du film diminue. 

• Dans un palier à pression externe, aussi appelé « palier hydrostatique » Figure 1.9c, la 

chute de pression à travers le palier supporte la charge. La capacité portante est 

indépendante du mouvement du palier et de la viscosité du lubrifiant. Il n'y a pas de 

contact direct entre les surfaces au démarrage et à l'arrêt, contrairement au palier à patin. 
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Figure 1.9: Mécanismes de développement de la pression pour la lubrification 

hydrodynamique, (a) Palier lisse ; (b) Palier à squeeze film; (c) Palier sous pression externe. 

1.3.2 Lubrification Élastohydrodynamique 

La lubrification élastohydrodynamique (EHL) est une forme de lubrification hydrodynamique 

où la déformation élastique des surfaces lubrifiées devient significative. Les caractéristiques 

importantes dans un palier à patin hydrodynamique Figure 1.9a une épaisseur de film 

convergente, un mouvement de glissement et un fluide visqueux entre les surfaces – sont 

également essentielles ici. L'EHL est généralement associée à des surfaces non conformes. Il 

existe deux formes distinctes d'EHL : 

• EHL rigide (Figure 1.10)    • EHL déformables (Figure 1.11) 

 

 
Figure 1.10: Caractéristiques de la 

lubrification élastohydrodynamique dure. 

 

Figure 1.11: Caractéristiques de la lubrification 

élastohydrodynamique déformables. 
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1.3.3 Lubrification Limite 

Dans la lubrification limite, les solides ne sont pas séparés par le lubrifiant, les effets du film 

fluide sont négligeables et il y a un contact important entre les aspérités. Le mécanisme de 

lubrification est alors gouverné par les propriétés physiques et chimiques de films de surface 

minces, de l'ordre moléculaire. Les propriétés du lubrifiant en volume sont secondaires, et le 

coefficient de frottement est essentiellement indépendant de la viscosité du fluide. Les 

caractéristiques de frottement sont déterminées par les propriétés des solides et du film 

lubrifiant aux interfaces communes. L'épaisseur des films de surface varie de 1 à 10 nm, selon 

la taille des molécules. 

La Figure 1.12 illustre les conditions de film dans la lubrification hydrodynamique et limite. 

Les aspérités de surface ne sont pas en contact dans le cas de la lubrification hydrodynamique, 

mais le sont en lubrification limite. 

 

Figure 1.12: Conditions de film des régimes de lubrification. (a) Lubrification par film 

fluide : les surfaces sont séparées par un film lubrifiant épais . (b) lubrification partielle : e 

film lubrifiant et la lubrification de surface jouent tous deux un rôle. (c) lubrification limite : 

la performance dépend entièrement de la couche limite. 

La Figure 1.13 montre l'évolution du coefficient de frottement dans les différents régimes de 

lubrification. En lubrification limite, bien que le frottement soit beaucoup plus élevé qu'en 

régime hydrodynamique, il reste bien inférieur à celui de surfaces non lubrifiées. Le coefficient 

de frottement moyen augmente de trois ordres de grandeur en passant du régime 

hydrodynamique à l'élastohydrodynamique, puis à la lubrification limite, et enfin au régime 

non lubrifié. 
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Figure 1.13: Le coefficient de frottement pour différentes conditions de lubrification. 

1.4 Comportement rhéologiques des Fluides 

La rhéologie est l'étude de la déformation et de l'écoulement de la matière sous l'effet d'une 

contrainte appliquée. Les fluides peuvent être classés en deux grandes catégories selon leur 

comportement sous cisaillement : 

a) Les fluides newtoniens : Leur viscosité est constante, indépendante du taux de 

cisaillement. La relation entre la contrainte de cisaillement (𝜏) et le taux de cisaillement 

(𝛾̇ ) est linéaire et passe par l'origine (Figure 14) . Les fluides tels que l'eau, l'huile 

minérale et l'air en sont des exemples typiques. 

b) Les fluides non newtoniens : Leur viscosité apparente (τ/γ̇) n'est pas constante et 

dépend des conditions d'écoulement (taux de cisaillement, durée de cisaillement, etc.). 

Leur courbe d'écoulement peut être non linéaire ou ne pas passer par l'origine. 

Les fluides non newtoniens peuvent être classés en trois groupes principaux : 

• Fluides indépendants du temps : Le taux de cisaillement en un point ne dépend que 

de la contrainte de cisaillement à cet instant. Ces fluides sont également appelés fluides 

purement visqueux, inélastiques ou fluides généralisés de Newton. 

• Fluides dépendants du temps : La relation entre la contrainte et le taux de cisaillement 

dépend aussi de la durée du cisaillement et de l’histoire cinématique du fluide. 
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• Fluides viscoplastiques : Ils présentent à la fois des propriétés de fluides et de solides 

élastiques, avec une récupération partielle après déformation (comportement élasto-

visqueux). 

En cisaillement simple, le comportement de ces fluides peut être décrit par la relation 

constitutive suivante : 

𝜏𝑦𝑥 = 𝑓(𝛾̇ 
𝑦𝑥
 ) 

Cette équation signifie que le taux de cisaillement 𝛾̇ 
𝑦𝑥
 en un point du fluide dépend uniquement 

de la valeur instantanée de la contrainte 𝜏𝑦𝑥 en ce point (ou inversement). Selon la forme de 

cette fonction, ces fluides peuvent être subdivisés en trois types : 

• Fluides rhéofluidifiants (pseudoplastiques) : La viscosité apparente diminue avec 

l'augmentation du taux de cisaillement (ex. polymères, suspensions). 

• Fluides rhéoépaississants (dilatants) : La viscosité apparente augmente avec le taux 

de cisaillement (ex. suspensions concentrées). 

• Fluides viscoplastiques : Ils nécessitent un seuil de contrainte (seuil d’écoulement) 

avant de se déformer (ex. pâtes, certains gels). 

 

Figure 1.14: Rhéogrammes des différents fluides. 
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1.5 Conclusion  

Ce chapitre a permis d'établir un cadre théorique pour l'étude numérique de l'écrasement d'un 

fluide entre deux disques circulaires. Les travaux fondateurs de Reynolds ont jeté les bases de 

la compréhension des phénomènes de lubrification par film mince, tandis que les recherches 

plus récentes ont mis en évidence la complexité des interactions entre les propriétés 

rhéologiques des fluides, les caractéristiques géométriques des surfaces et les conditions 

opératoires. 

L'analyse approfondie des publications scientifiques montre que le comportement du film 

lubrifiant dans une configuration axisymétrique est gouverné par plusieurs paramètres clés. La 

nature newtonienne ou non-newtonienne du fluide influence directement la génération de 

pression et la capacité portante. Les effets de la rugosité surface, de la porosité et des champs 

magnétiques externes modifient significativement la dynamique de l'écrasement. Par ailleurs, 

la transition entre les différents régimes de lubrification - hydrodynamique, 

élastohydrodynamique et limite - doit être particulièrement prise en compte pour une 

modélisation fidèle du phénomène. 

Ces éléments théoriques constituent une base essentielle pour le développement de notre 

modèle numérique. Ils mettent en lumière les défis à relever, notamment la nécessité de coupler 

les équations de la rhéologie complexe avec les déformations élastiques des surfaces, tout en 

garantissant la stabilité des algorithmes de calcul. Les perspectives ouvertes par les récentes 

avancées en simulation numérique et en intelligence artificielle offrent des opportunités 

prometteuses pour améliorer la précision des prédictions et élargir le champ des applications 

industrielles de ce type de système tribologique. 
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2.1 Introduction  

La lubrification hydrodynamique constitue l’un des régimes fondamentaux de la tribologie. Elle 

repose sur la formation d’un film fluide généré par le mouvement relatif entre deux surfaces, 

permettant ainsi de maintenir une séparation complète entre celles-ci. Ce film agit comme un 

coussin de fluide, réduisant de manière significative les frottements et l’usure, et assurant une 

transmission efficace des efforts mécaniques. 

L’étude de ce phénomène est particulièrement pertinente dans le cas des films d’écrasement 

(squeeze films), qui apparaissent lorsque la distance entre deux surfaces varie rapidement sous 

l’effet d’une charge normale. Ce type de configuration est fréquent dans les systèmes 

dynamiques tels que les roulements, les butées ou les dispositifs amortisseurs. 

Ce chapitre s’attache à établir les bases théoriques de la lubrification hydrodynamique à partir 

des équations fondamentales de la mécanique des fluides. Il présente notamment le modèle du 

micro-continuum de V. K. Stokes et aboutit à la dérivation de l’équation de Reynolds modifiée 

en coordonnées cylindriques, adaptée à l’étude des films minces. Cette équation constitue l’outil 

central pour analyser les performances hydrodynamiques dans les configurations étudiées par 

la suite.[61,62,63]. 

2.2 Équations de base de la mécanique du micro- continuum de V. K. 

Stokes 

La théorie des fluides à couples de contraintes, introduite par Vijay Kumar Stokes [68] à partir 

des travaux pionniers des frères Cosserat [69] sur les milieux élastiques polaires, constitue un 

cas particulier de la théorie des fluides polaires. Elle prend en compte, en plus des forces de 

surface et de volume classiques, les couples de contraintes ainsi que les couples de volume. 

Cette approche est adaptée aux fluides dont la microstructure du solvant joue un rôle mécanique 

significatif. Elle a été largement utilisée pour étudier le comportement des films lubrifiants 

minces [70]. Une autre application notable concerne les fluides réels contenant des particules 

métalliques chargées, soumis à un champ électromagnétique externe, induisant une rotation des 

particules par rapport à leurs voisines.  

D'après la théorie isotherme du micro-continuum de V. K. Stokes (1966), les équations de base 

qui caractérisent l'écoulement de fluide à couples de contraintes compressible sont : 
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• Équation scalaire de continuité : 

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌 𝑑𝑖𝑣(𝑽⃗⃗ ) = 0                                                                       (II-1) 

où     
𝐷𝜌

𝐷𝑡⁄ =
𝜕𝜌

𝜕𝑡
⁄ + 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜌 ∙ 𝑉⃗  

• Équation vectorielle de mouvement : 

𝜌
𝐷𝑽⃗⃗ 

𝐷𝑡
= 𝜌𝒈⃗⃗ +

1

2
𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝜌𝒄⃗ ) + 𝒅𝒊𝒗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝝉̿(𝑠)) +

1

2
𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝒅𝒊𝒗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ (𝑴̿))                           (II-2) 

où : 

𝜌            : masse volumique du fluide, 

𝑡             : variable temporelle, 

𝑽⃗⃗             : vecteur vitesse du fluide, 

𝐷𝑽⃗⃗ 
𝐷𝑡
⁄   : vecteur accélération du fluide tel que  𝒂⃗⃗ = 𝐷𝑽⃗⃗

 
𝐷𝑡
⁄ = 𝜕𝑽⃗⃗

 
𝜕𝑡
⁄ + 𝒈𝒓𝒂𝒅̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿  𝑽⃗⃗  ∙ 𝑽⃗⃗ , 

𝒈⃗⃗             : vecteur force de volume par unité de masse, 

𝒄⃗             : vecteur couple de volume par unité de masse, 

𝝉̿(𝑠)        : tenseur des contraintes d’ordre 2 symétrique, 

𝑴̿           : tenseur des couples de contrainte d’ordre 2.  

L’équation constitutive du fluide à couples de contraintes s’écrit en notation indicielle comme 

suit : 

𝑇𝑗𝑖 = −𝑝 𝛿𝑖𝑗 + 𝜆 𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ )𝛿𝑖𝑗 + 2 𝜇 𝐷𝑖𝑗⏟                    

𝜏𝑖𝑗
(𝑠)
=𝑇(𝑖𝑗)

−
1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘 (𝑚,𝑘 + 4 𝜂 𝜔𝑘,𝑟𝑟 + 𝜌 𝑐𝑘)⏟                    
𝑇[𝑗𝑖]=𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑎𝑛𝑡𝑖−𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒

                  (II-3) 

𝑖, 𝑗 =  1,2,3  

où : 

𝑝        : pression dans le fluide 

𝛿𝑖𝑗      : symbole de Kronecker ou tenseur unité 

𝜆 et 𝜇 : coefficients de viscosité du fluide 

𝐷𝑖𝑗      : tenseur des taux de déformation symétrique, 𝐷𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑖
) 

𝜀𝑖𝑗𝑘     : tenseur de permutation d’ordre trois antisymétrique   

𝑐𝑘        : vecteur des couples de volume, et  𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ ) = ∇⃗⃗ . 𝑉⃗ = 𝐷𝛼𝛼 =
𝜕𝑉𝛼

𝜕𝑥𝛼
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L’équation du tenseur des couples de contraintes est donnée par : 

𝑀𝑟𝑘 =
1

3
 𝑀𝑛𝑛 𝛿𝑟𝑘 + 4 𝜂 𝜔𝑘,𝑟  + 4 𝜂́ 𝜔𝑟,𝑘                                                                            (II-4) 

où : 

𝝎  : vecteur tourbillon ou taux de rotation, 𝝎 =
1

2
𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑽⃗⃗ ) ou encore 𝜔𝑖 =

1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘  

𝜕𝑉𝑘

𝜕𝑥𝑗
  

𝑀𝑛𝑛 = 𝑚    : trace du tenseur des couples de contraintes, 𝑀𝑛𝑛 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑴̿) 

𝜂 et 𝜂́ : constantes matérielles responsables de la propriété des couples de contraintes.  

La virgule dans les suffixes indique la différenciation covariante et 𝜔𝑘,𝑟𝑟 signifie 𝜔𝑘,11 +

𝜔𝑘,22 + 𝜔𝑘,33 . Ces constantes physiques doivent vérifier les inégalités suivantes : 

𝜇 ≥ 0;     3𝜆 + 2𝜇 ≥ 0;    𝜂 ≥ 0;      | 𝜂́| ≤ 𝜂                                                       (II-5) 

Notons que le vecteur tourbillon et le tenseur tourbillon ou taux de rotation antisymétrique 

𝑊𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑥𝑗
−
𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑖
)   sont reliés par les équations suivantes : 

 𝑊𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗𝑟𝜔𝑟          ;       𝜔𝑖 =
1

2
𝜀𝑖𝑟𝑠𝑊𝑟𝑠 

Il existe un paramètre de longueur caractéristique noté ℓ = √𝜂 𝜇⁄  , qui représente une mesure 

de la polarité du fluide dans le cadre du modèle micro-continuum. Ce paramètre est nul dans le 

cas des fluides non polaires, tels que les fluides newtoniens classiques, ce qui traduit l’absence 

d’effets dus aux couples de contraintes internes. 

Par ailleurs, dans le cadre de cette étude, le régime d’écoulement est supposé isotherme, c’est-

à-dire à température constante dans tout le fluide. De ce fait, la dérivation de l’équation 

d’énergie à partir du premier principe de la thermodynamique n’est pas nécessaire. 

En injectant la loi de comportement rhéologique dans l’équation de la dynamique, et en 

négligeant les forces et les couples de volume (ce qui est justifié pour un fluide incompressible 

ou iso-volume), on obtient le système d’équations générales gouvernantes suivant (voir détails 

en Annexe A) : 

𝑑𝑖𝑣(𝑽⃗⃗ ) = 0                                                                       (II-6) 

𝜌
𝐷𝑽⃗⃗ 

𝐷𝑡
= −𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑝) − 𝜇 𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑽⃗⃗ )) − 𝜂 𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑽⃗⃗ ))))                    (II-7) 

Sachant que : 𝛁2𝑽⃗⃗ = 𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (𝑑𝑖𝑣(𝑽⃗⃗ )) − 𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑽⃗⃗ )), l’équation (II-7) peut prendre la 

forme suivante :  𝜌 (
𝜕𝑽⃗⃗ 

𝜕𝑡
+ 𝒈𝒓𝒂𝒅̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿  𝑽⃗⃗  ∙ 𝑽⃗⃗ ) = −𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑝) + 𝜇𝛁𝟐𝑽⃗⃗ − 𝜂𝛁𝟒𝑽⃗⃗  
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2.3 Dérivation de l’équation de Reynolds modifiée  

2.3.1 Hypothèses de la théorie de Reynolds 

La dérivation de l’équation de Reynolds nécessite les hypothèses suivantes : 

• L’épaisseur du film h est très faible devant les autres dimensions du contact L, le rapport 

d’échelle entre ces grandeurs 
ℎ

𝐿
 doit être de l'ordre 10-3. Si cette hypothèse n'est pas 

vérifiée, l'équation Reynolds ne peut s'appliquer.  

• Le régime est laminaire ; en régime non laminaire il faudra utiliser une autre 

modélisation. 

• Le milieu est continu, l'équation de Reynolds ne s'applique pas dans les zones où il y a 

rupture du film. 

• Les forces massiques extérieures sont négligées, ce qui est très généralement vérifié sauf 

en magnétohydrodynamique. 

• Les forces d’inertie dans le fluide sont négligeables devant les forces de viscosité et de 

pression, cela est vérifié dans le cas des films minces et laminaires. 

• Il n’y a pas de glissement entre le fluide et les parois du contact ; la vitesse du fluide à 

la paroi est égale à celle des parois. 

• La viscosité et la masse volumique du fluide ne varient pas à travers l'épaisseur du film. 

• Les surfaces formant le contact sont supposées lisses et indéformables, ce qui permet de 

placer l'origine des axes sur cette surface. 

• La courbure générale du film est négligée. 

• La température ne varie pas à travers l’épaisseur du film, cette hypothèse n'est pas 

vérifiée ; elle est cependant très utilisée, car la résolution de l'équation Reynolds 

généralisée (3 − 𝐷) qui tient compte de l'effet thermique est très difficile. 

2.3.2 Analyse dimensionnelle des équations de mouvement pour un écoulement de film 

mince 

Pour l'écriture de l'équation de Reynolds modifiée en coordonnées cylindriques Figure 2.1, 

l’équation de continuité (II-6) et de mouvement (II-7) deviennent : 

1

𝑟
 
𝜕(𝑟 𝑢)

𝜕𝑟
+ 
1

𝑟
 
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0                                                           (II-8) 
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𝜌

{
 
 

 
 
𝐷𝑢

𝐷𝑡
−
𝑣2

𝑟
𝐷𝑣

𝐷𝑡
+
𝑢 𝑣

𝑟
𝐷𝑤

𝐷𝑡 }
 
 

 
 

= −

{
 
 

 
 
𝜕 𝑝

𝜕𝑟
1

𝑟

𝜕 𝑝

𝜕𝜃
𝜕 𝑝

𝜕𝑧 }
 
 

 
 

+ 𝜇

{
 
 

 
 ∆ 𝑢 −

2

𝑟2
𝜕𝑣

𝜕𝜃
 −

𝑢

𝑟2

∆ 𝑣 +
2

𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝜃
 −

𝑣

𝑟2

∆ 𝑤 }
 
 

 
 

− 

𝜂

{
 
 

 
 ∆2𝑢 −

2

𝑟2
∆ 𝑢 −

4

𝑟2
∆ (

𝜕𝑣

𝜕𝜃
) +

8

𝑟3
𝜕2𝑣

𝜕𝜃 𝜕𝑟
−
4

𝑟4
𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
+
4

𝑟3
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−
4

𝑟4
𝜕𝑣

𝜕𝜃
−
3 𝑢

𝑟4

∆2𝑣 −
2

𝑟2
∆ 𝑣 +

4

𝑟2
∆ (

𝜕𝑢

𝜕𝜃
) −

8

𝑟3
𝜕2𝑢

𝜕𝜃 𝜕𝑟
−
4

𝑟4
𝜕2𝑣

𝜕𝜃2
+
4

𝑟3
𝜕𝑣

𝜕𝑟
+
4

𝑟4
𝜕𝑣

𝜕𝜃
−
3 𝑣

𝑟4

∆2𝑤 }
 
 

 
 

        (II-9) 

où : 
𝐷

𝐷𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑟
+
𝑣

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑤

𝜕

𝜕𝑧
 

∆( ) = 𝛁2( ) =
𝜕2( )

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕( )

𝜕𝑟
+ 

1

𝑟2
𝜕2( )

𝜕𝜃2
 +

𝜕2( )

𝜕𝑧2
   

∆2( ) = 𝛁4( ) =
𝜕4( )

𝜕𝑟4
−

1

𝑟2
𝜕2( )

𝜕𝑟2
−

1

𝑟3
𝜕( )

𝜕𝑟
+

1

𝑟4
𝜕4( )

𝜕𝜃4
+

4

𝑟4
𝜕2( )

𝜕𝜃2
+
𝜕4( )

𝜕𝑧4
+ 2(

1

𝑟2
 
𝜕4( )

𝜕𝑟2 𝜕𝜃2
+

𝜕4( )

𝜕𝑟2 𝜕𝑧2
+

1

𝑟2
 
𝜕4( )

𝜕𝜃2 𝜕𝑧2
−

1

𝑟3
 
𝜕3( )

𝜕𝑟 𝜕𝜃2
+
1

𝑟
 
𝜕3( )

𝜕𝑟 𝜕𝑧2
+
1

𝑟

𝜕3( )

𝜕𝑟3
)  

Les composantes du vecteur de vitesse d'écoulement sont : u dans la direction radiale r. et v 

dans la direction angulaire θ .et w dans la direction axiale z. 

 

 

 

 

Figure 2.1 : Schéma du contact 

hydrodynamique en coordonnées 

cylindriques. 

 

 

 

• Les variables adimensionnelles sont cette fois-ci : 

                  𝑟̃ =
𝑟

𝑅
                𝑢̃ =

𝑢

𝑊
                   𝜇 =

𝜇

𝜇0
               𝑝 =

ℎ2

𝜇0 𝑅 𝑊
 𝑝       

                  𝑧̃ =
𝑧

ℎ
                𝑣̃ =

𝑣

𝑊
                    𝜂̃ =

𝜂

𝜂0
    𝑅𝑒 = 

𝜌 𝑊 ℎ

𝜇0
        (II-10)         

                  𝜀 =
ℎ

𝑅
                𝑤̃ =

𝑤 

𝑊 𝜀
                 𝑙0 =

𝑙0

ℎ
                 𝑡̃ =

𝑊

𝑅
 𝑡 
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En tenant compte de ces changements de variables, le système d’équations(II-9)  peut 

désormais être réécrit sous la forme adimensionnée suivante : 

𝜕 𝑝

𝜕 𝑟̃
= −𝑅𝑒𝜀 [

𝐷𝑢̃

𝐷𝑡̃
−
 𝑣̃2

𝑟̃
] + 𝜇 𝜀2  [

𝜕2 𝑢̃

𝜕𝑟̃2
+
1

𝑟̃

𝜕 𝑢̃

𝜕𝑟̃
+
1

 𝑟̃2
𝜕2 𝑢̃

𝜕𝜃̃2
−
2

 𝑟̃2
𝜕 𝑣̃

𝜕𝜃̃
−
 𝑢̃

𝑟̃2
+
1

 𝜀2
 
𝜕2𝑢̃

𝜕 𝑧̃2
]

− 𝜂̃ 𝜀4 (
𝑙0
ℎ
)
2

[(
𝜕4𝑢̃

𝜕 𝑟̃4
+
1

𝜀4
𝜕4 𝑢̃

𝜕𝑧̃4
−
1

 𝑟̃2
 
𝜕2𝑢̃

𝜕 𝑟̃2
−
1

 𝑟̃3
 
𝜕𝑢̃

𝜕 𝑟̃
+
1

 𝑟̃4
+
4

 𝑟̃4
𝜕2 𝑢̃

𝜕𝜃̃2

+ 2(
1

 𝑟̃2
𝜕4 𝑢̃

𝜕𝜃̃2𝜕 𝑟̃2
+
1

𝜀2
𝜕4𝑢̃

𝜕 𝑟̃2 𝜕𝑧̃2
+
1

 𝑟̃2
1

𝜀2
𝜕4𝑢̃

𝜕𝜃̃2 𝜕𝑧̃2
−
1

 𝑟̃3
𝜕3 𝑢̃

𝜕𝜃̃2 𝜕𝑟̃

+
1

𝜀2  𝑟̃
 
𝜕3𝑢̃

𝜕𝑟̃ 𝜕𝑧̃2
+
1

 𝑟̃
  
𝜕3𝑢̃

𝜕 𝑟̃3
)) −

2

 𝑟̃2
(
𝜕2𝑢̃

𝜕 𝑟̃2
+
1

 𝑟̃

𝜕𝑢̃

𝜕 𝑟̃
 +

1

 𝑟̃2
𝜕2 𝑢̃

𝜕𝜃̃2
+
1

𝜀2
 
𝜕2 𝑢̃

𝜕𝑧̃2
)

−
4

𝑟̃2
(
𝜕2 (

𝜕 𝑣̃

𝜕𝜃̃
)

𝜕𝑟̃2
+
1

𝑟̃

𝜕 (
𝜕 𝑣̃

𝜕𝜃̃
)

𝜕𝑟̃
+
1

 𝑟̃2

𝜕2  (
𝜕 𝑣̃

𝜕𝜃̃
)

𝜕𝜃̃2
+
𝜕2 (

𝜕 𝑣̃

𝜕𝜃̃
)

𝜕 𝑧̃2
)+

8

 𝑟̃3
𝜕 𝑣̃

𝜕𝜃̃ 𝜕𝑟̃

−
4

 𝑟̃4
𝜕2 𝑢̃

𝜕𝜃̃2
+
4

 𝑟̃3
𝜕 𝑢̃

𝜕 𝑟̃
−
4

 𝑟̃4
𝜕 𝑣̃

𝜕𝜃̃
−
3 𝑢̃

 𝑟̃4
]                                           (II − 11a)   

1

𝑟̃

𝜕 𝑝

𝜕 𝜃̃
= −𝜌̃ 𝑅𝑒𝜀 [

𝐷𝑣̃

𝐷𝑡̃
+
𝑢̃ 𝑣̃

𝑟̃
] + 𝜇 𝜀2 [

𝜕2 𝑣̃

𝜕𝑟̃2
+ 
𝜕2𝑣̃

𝜕 𝑧̃2
+
1

𝑟̃

𝜕 𝑣̃

𝜕𝑟̃
+
1

 𝑟̃2
𝜕2 𝑣̃

𝜕𝜃̃2
+
2

 𝑟̃2
𝜕 𝑢̃

𝜕𝜃̃
−
 𝑣̃

𝑟̃2
]  

− 𝜂̃ 𝜀4(𝑙0)
2 [(

𝜕4𝑣̃

𝜕 𝑟̃4
+
1

𝜀4
𝜕4 𝑣̃

𝜕𝑧̃4
−
1

 𝑟̃2
 
𝜕2𝑣̃

𝜕 𝑟̃2
−
1

 𝑟̃3
 
𝜕𝑣̃

𝜕 𝑟̃
+
1

 𝑟̃4
𝜕4 𝑣̃

𝜕𝜃̃4
+
4

 𝑟̃4
𝜕2 𝑣̃

𝜕𝜃̃2

+ 2(
1

 𝑟̃2
𝜕4 𝑣̃

𝜕𝜃̃2𝜕 𝑟̃2
+
1

𝜀2
𝜕4𝑣̃

𝜕 𝑟̃2 𝜕𝑧̃2
+
1

 𝑟̃2
1

𝜀2
𝜕4𝑣̃

𝜕𝜃̃2 𝜕𝑧̃2
−
1

 𝑟̃3
𝜕3 𝑣̃

𝜕𝜃̃2 𝜕𝑟̃

+
1

𝜀2  𝑟̃
 
𝜕3𝑣̃

𝜕 𝑟̃ 𝜕𝑧̃2
+
1

 𝑟̃
  
𝜕3𝑣̃

𝜕 𝑟̃3
)) −

2

 𝑟̃2
(
𝜕2𝑣̃

𝜕 𝑟̃2
+
1

 𝑟̃

𝜕𝑣̃

𝜕 𝑟̃
+
1

 𝑟̃2
𝜕2 𝑣̃

𝜕𝜃̃2
+
1

𝜀2
 
𝜕2 𝑣̃

𝜕𝑧̃2
)

+
4

𝑟̃2
(
𝜕2 (

𝜕 𝑢̃

𝜕𝜃̃
)

𝜕𝑟̃2
+
1

𝑟̃

𝜕 (
𝜕 𝑢̃

𝜕𝜃̃
)

𝜕𝑟̃
+
1

 𝑟̃2

𝜕2  (
𝜕 𝑢̃

𝜕𝜃
)

𝜕𝜃̃2
+
𝜕2 (

𝜕 𝑢̃

𝜕𝜃̃
)

𝜕 𝑧̃2
)−

8

 𝑟̃3
𝜕 𝑢̃

𝜕𝜃̃ 𝜕𝑟̃

−
4

 𝑟̃4
𝜕2 𝑣̃

𝜕𝜃̃2
+
4

 𝑟̃3
𝜕 𝑣̃

𝜕 𝑟̃
+
4

 𝑟̃4
𝜕 𝑣̃

𝜕𝜃̃
−
3 𝑣̃

 𝑟̃4
]                                             (II − 11b)   
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𝜕 𝑝

𝜕 𝑧̃
= −𝜌̃ 𝑅𝑒𝜀

3  [
𝐷𝑤̃

𝐷𝑡̃
] + 𝜇 𝜀4  [

𝜕2 𝑤̃

𝜕𝑟̃2
+
1

𝜀2
𝜕2𝑤̃

𝜕 𝑧̃2
+
1

𝑟̃

𝜕 𝑤̃

𝜕𝑟̃
+
1

 𝑟̃2
𝜕2 𝑤̃

𝜕𝜃2
]

− 𝜂̃ 𝜀6 (
𝑙0
ℎ
)
2

[
𝜕4𝑤̃

𝜕 𝑟̃4
+
1

𝜀4
𝜕4 𝑤̃

𝜕𝑧̃4
−
1

 𝑟̃2
 
𝜕2𝑤̃

𝜕 𝑟̃2
−
1

 𝑟̃3
 
𝜕𝑤̃

𝜕 𝑟̃
+
1

 𝑟̃4
𝜕4 𝑣̃

𝜕𝜃̃4
+
4

 𝑟̃4
𝜕2 𝑣̃

𝜕𝜃̃2

+ 2(
1

 𝑟̃2
𝜕4 𝑤̃

𝜕𝜃̃2𝜕 𝑟̃2
−
1

 𝑟̃3
𝜕3 𝑣̃

𝜕𝜃̃2 𝜕𝑟̃
+
1

 𝑟̃
  
𝜕3𝑤̃

𝜕 𝑟̃3
)]

− 𝜂̃ 𝜀4 (
𝑙0
ℎ
)
2

2 [
𝜕4𝑤̃

𝜕 𝑟̃2 𝜕𝑧̃2
+
1

 𝑟̃2
1

𝜀2
𝜕4𝑤̃

𝜕𝜃̃2𝜕𝑧̃2
+
1

𝑟̃
 
𝜕3𝑤̃

𝜕 𝑟̃ 𝜕𝑧̃2
]             (II − 11c) 

En appliquant les hypothèses classiques de Reynolds aux films minces, ce qui permet de 

négliger les termes d’ordre 𝜀²  et supérieurs, ainsi que les termes d’inertie, les équations (II-11)  

se simplifient et prennent la forme suivante : 

{
  
 

  
 
𝜕 𝑝

𝜕 𝑟̃
= 𝜇 

𝜕2𝑢̃

𝜕 𝑧̃2
− 𝜂̃ (

𝑙0
ℎ
)
2 𝜕4 𝑢̃

𝜕𝑧̃4

1

𝑟̃

𝜕 𝑝

𝜕 𝜃̃
= 𝜇 

𝜕2𝑣̃

𝜕 𝑧̃2
− 𝜂̃  (

𝑙0
ℎ
)
2 𝜕4 𝑣̃

𝜕𝑧̃4

𝜕 𝑝

𝜕 𝑧̃
= 0

                                                  (II-12) 

Soit en revenant aux variables dimensionnelles : 

{
  
 

  
 
𝜕 𝑝

𝜕𝑟
= 𝜇 

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
− 𝜂 

𝜕4𝑢

𝜕𝑧4

1

𝑟

𝜕 𝑝

𝜕𝜃
= 𝜇 

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
− 𝜂 

𝜕4𝑣

𝜕𝑧4

𝜕 𝑝

𝜕𝑧
= 0

                                                             (II-13) 

2.3.3 Détermination du champ de vitesse 

Les conditions aux limites appliquées aux composantes de la vitesse, illustrées dans la        

Figure 2.2, sont données par : 

𝑧 = 0        𝑢 =  𝑈1       𝑣 = 𝑉1     𝑤 = 𝑊1                        
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
|
𝑧=0

=
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
|
𝑧=0

= 0

𝑧 = ℎ        𝑢 =  𝑈2       𝑣 = 𝑉2     𝑤 = 𝑊2 =
𝑑ℎ

𝑑𝑡
            

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
|
𝑧=ℎ

=
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
|
𝑧=ℎ

= 0

         (II-14) 
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Figure 2.2 : Schéma du contact selon la théorie de Reynolds en coordonnées cylindriques. 

L’équation (II-13) est une équation différentielle linéaire du quatrième ordre à coefficients 

constants. Sa solution générale s’écrit comme la somme de la solution de l’équation homogène 

et d’une solution particulière correspondant au second membre. 

Comme démontré dans l’Annexe B, pour un point de coordonnées fixes  (𝑟, 𝑧), les deux 

composantes de la vitesse d’écoulement peuvent être exprimées de la manière suivante : 

{
  
 

 
 
 
𝑢 = 𝑈1 + (

𝑈2 − 𝑈1
ℎ

) 𝑧 +
1

2 𝜇
(
𝜕𝑝

𝜕𝑟
) [𝑧2 − ℎ𝑧 + 2𝑙2 (1 −

cosh (
2𝑧 − ℎ
2𝑙

)

cosh (
ℎ
2𝑙
)
)]

𝑣 = 𝑉1 + (
𝑉2 − 𝑉1
ℎ

) 𝑧 +
1

2 𝜇
(
𝜕𝑝

𝜕𝜃
) [𝑧2 − ℎ𝑧 + 2𝑙2(1 −

cosh (
2𝑧 − ℎ
2𝑙

)

cosh (
ℎ
2𝑙
)
)]

          (II-15) 

2.3.4 Dérivation de l’équation de Reynolds modifiée 

Pour obtenir l'équation de Reynolds modifiée en coordonnées cylindriques, on doit intégrer 

l'équation de continuité à travers l'épaisseur du film[73] : 

∫ (
1

𝑟
 
𝜕(𝑟 𝑢)

𝜕𝑟
+ 
1

𝑟
 
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)𝑑𝑧

ℎ(𝑟,𝜃,𝑡)

0

= ∫
𝜕(𝑟 𝑢)

𝜕𝑟

ℎ

0

𝑑𝑧

⏟        
𝐼1

+∫
𝜕𝑣

𝜕𝜃

ℎ

0

𝑑𝑧

⏟    
𝐼2

+ 𝑟∫
𝜕𝑤

𝜕𝑧

ℎ

0

𝑑𝑧

⏟    
𝐼3

= 0         (II-16) 

Pour évaluer les intégrales 𝐼1 et 𝐼3 , on utilise la règle d’intégration de Leibnitz [74] qui s’écrit 

sous forme générale comme suit : 

∫
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
 𝑑𝑦

ℎ2(𝑥,𝑧,𝑡)

ℎ1(𝑥,𝑧,𝑡)

=
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑦

ℎ2(𝑥,𝑧,𝑡)

ℎ1(𝑥,𝑧,𝑡)

+ 𝑓(𝑥, ℎ1, 𝑧, 𝑡)
𝜕ℎ1
𝜕𝑥

− 𝑓(𝑥, ℎ2, 𝑧, 𝑡)
𝜕ℎ2
𝜕𝑥
    (II-17)  
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Soit : 

{
  
 

  
 𝐼1 = (

𝑈1 + 𝑈2
2

) ℎ + 𝑟 (
𝑈1 − 𝑈2
2

)
𝜕ℎ

𝜕𝑟
−
𝜕

𝜕𝑟
[
𝑟 𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇
(
𝜕𝑝

𝜕𝑟
)]                                  

𝐼2 = (
𝑉1 − 𝑉2
2

)
𝜕ℎ

𝜕𝜃
−
𝜕

𝜕𝜃
[
𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇 𝑟
(
𝜕𝑝

𝜕𝜃
)]                                                                     

𝐼3 =  𝑟 𝑤|0
ℎ = 𝑟(𝑊2 −𝑊1) = 𝑟 (

𝑑ℎ

𝑑𝑡
−𝑊1) = 𝑟 (

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ 𝑈2

𝜕ℎ

𝜕𝑟
+
𝑉2
𝑟

𝜕ℎ

𝜕𝜃
−𝑊1)

          (II-18) 

Par substitution dans l'équation (II-15), on obtient : 

(
𝑈1 + 𝑈2
2

) ℎ + 𝑟 (
𝑈1 − 𝑈2
2

)
𝜕ℎ

𝜕𝑟
−
𝜕

𝜕𝑟
[
𝑟 𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇
(
𝜕𝑝

𝜕𝑟
)] + (

𝑉1 − 𝑉2
2

)
𝜕ℎ

𝜕𝜃
−
𝜕

𝜕𝜃
[
 𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇 𝑟
(
𝜕𝑝

𝜕𝜃
)]

+ 𝑟 (
𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ 𝑈2

𝜕ℎ

𝜕𝑟
+
𝑉2
𝑟

𝜕ℎ

𝜕𝜃
−𝑊1) = 0                                                              (II-19) 

Ainsi, l'équation de Reynolds modifiée dans le cas général s’écrit en coordonnées cylindriques 

comme suit : 

𝜕

𝜕𝑟
[
𝑟 𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇
 
𝜕𝑝

𝜕𝑟
] +

𝜕

𝜕𝜃
[
 𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇 𝑟
 
𝜕𝑝

𝜕𝜃
]

= (
𝑈1 + 𝑈2
2

) ℎ + 𝑟 (
𝑈1 + 𝑈2
2

)
𝜕ℎ

𝜕𝑟
+ (
𝑉1 + 𝑉2
2

)
𝜕ℎ

𝜕𝜃
+ 𝑟

𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑟𝑊1            (II-20) 

2.4 Calcul des différents paramètres de performance 

2.4.1 Champ de pression dans le film 

Le champ de pression dans le film lubrifiant est généralement obtenu par une intégration 

analytique ou numérique de l'équation de Reynolds modifiée, en tenant compte des conditions 

aux limites imposées sur la pression. Selon la complexité du problème, cette intégration peut 

être réalisée à l’aide de méthodes numériques telles que les différences finies, les éléments finis 

ou encore les volumes finis. 

2.4.2 Capacité de charge (portance HD) 

Considérons une surface 𝑆 plane, dont le vecteur unitaire normal est noté 𝑦  ou 𝑧  selon le repère 

cylindrique adopté. La capacité de charge 𝑊 (ou portance hydrodynamique) correspond à 

l’effort résultant exercé par le champ de pression 𝑝 sur cette surface. 

Elle est obtenue par intégration du champ de pression sur la surface𝑆, ce qui permet de 

déterminer la force verticale maximale que le film lubrifiant peut supporter : 

𝑊 =∬𝑝 𝑑𝑠

𝑠

                                                                          (II-21) 
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Cette grandeur constitue un paramètre clé pour évaluer l’efficacité de la lubrification dans les 

systèmes soumis à des charges normales. 

2.4.3 Force de frottement  

La force de frottement correspond à la composante tangentielle de l’effort exercé par le fluide 

sur la paroi. Elle résulte de l’action des contraintes de cisaillement au sein du film lubrifiant. 

Cette force est obtenue par intégration des contraintes de cisaillement à la surface de contact : 

 𝐹𝑓 =∬𝜏𝑟𝑧 𝑑𝑠

𝑠

                       (II-22) 

Où 𝜏𝑟𝑧 représente la contrainte de cisaillement agissant tangentiellement à la paroi. 

La force de frottement est un paramètre essentiel pour évaluer les pertes d’énergie dans le système et l’efficacité 

globale de la lubrification. 

2.4.4 Vitesse moyenne de l’écoulement 

Les vitesses moyennes de l'écoulement se calculent par : 

{
  
 

  
 
〈𝑢〉 =

1

ℎ
∫𝑢 𝑑𝑧

ℎ

0

〈𝑣〉 =
1

ℎ
∫𝑣 𝑑𝑧

ℎ

0

                                                                                       (II-23) 

Après intégration, on trouve : 

{
 
 

 
 〈𝑢〉 =

𝑈2 + 𝑈1
2

−
𝐺(ℎ, 𝑙) 

12 𝜇 ℎ
 
𝜕𝑝

𝜕𝑟

〈𝑣〉 =
𝑉2 + 𝑉1
2

−
𝐺(ℎ, 𝑙) 

12 𝜇 ℎ
 
𝜕𝑝

𝑟𝜕𝜃

                                                            (II-24) 

2.4.5 Débits de fuite 

Les débits de fuite correspondent aux volumes de fluide s’échappant par les bords du film 

lubrifiant, sous l’effet du gradient de pression. Ils sont déterminés par l’intégration des 

composantes des vitesses moyennes aux limites latérales du domaine. Dans le cas d’une 

géométrie rectangulaire, les débits suivant les directions 𝑥  et 𝑧  (voir Figure 2.3) peuvent être 

calculés à partir des expressions analytiques des vitesses moyennes. On obtient alors : 

{
 
 

 
 
𝑄𝑥 = ∫ ℎ 𝑢𝑚𝑜𝑦 𝑑𝑧

𝐵

0

= ℎ∫ 𝑢𝑚𝑜𝑦 𝑑𝑧

𝐵

0

= 𝐵ℎ (
𝑈2 + 𝑈1
2

) − 𝐵 (
𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑥
)

𝑄𝑧 = ∫ℎ 𝑤𝑚𝑜𝑦 𝑑𝑥

𝐿

0

= ℎ∫𝑤𝑚𝑜𝑦 𝑑𝑥

𝐿

0

= 𝐿ℎ (
𝑊2 +𝑊1

2
) − 𝐿 (

𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

              (II-25) 
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Ces grandeurs permettent d’évaluer les pertes de fluide par les extrémités du film et ont une 

influence directe sur la stabilité et l’efficacité de la lubrification. 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.3 : Débit de fuite dans le cas d’un contact de forme rectangulaire. 

Dans le cas d’une géométrie cylindrique (voir Figure 2.4), le débit de fuite à la frontière 𝑟 = 𝑅, 

selon la direction radiale  𝑒𝑟⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, s’exprime comme suit :  

𝑄𝑟 = ∫ ℎ 𝑢𝑚𝑜𝑦 𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

= 2𝜋𝑅ℎ 𝑢𝑚𝑜𝑦 = 𝜋𝑅ℎ(𝑈2 + 𝑈1) − 𝜋𝑅 (
𝐺(ℎ, 𝑙)

6 𝜇
)
𝜕𝑝

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑅

       (II-26) 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.4 : Débit de fuite dans le cas d’un contact de forme cylindrique. 

Ce débit permet d’évaluer la quantité de fluide s’échappant à la périphérie du domaine lubrifié, 

ce qui est crucial pour la conservation du volume et la performance globale du système de 

lubrification. 
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2.5 Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principes fondamentaux de la théorie du micro-

continuum de V. K. Stokes, appliqués à la modélisation de l’écoulement des fluides à couples 

de contraintes. À partir de ces lois, nous avons établi une équation différentielle partielle 

(EDP) du second ordre, connue sous le nom d’équation de Reynolds modifiée, exprimée en 

coordonnées cylindriques. Cette équation, dont la pression constitue la variable principale, 

permet de décrire le comportement du fluide dans un film mince en régime hydrodynamique. 

Des expressions analytiques ont également été formulées pour calculer les grandeurs 

caractéristiques du contact lubrifié, telles que la capacité de charge, la force de frottement, la 

vitesse moyenne d’écoulement et les débits de fuite. 

Les équations ainsi obtenues serviront de base aux chapitres 3 et 4, où elles seront appliquées à 

l’étude de l’écrasement d’un film lubrifiant non newtonien à couples de contraintes, entre deux 

disques circulaires, en présence respectivement de surfaces solides imperméables et d’un milieu 

poreux. 
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   3.1 Introduction  

Ce chapitre traite du mécanisme de lubrification par effet d’écrasement (squeeze film) d’un 

lubrifiant non newtonien en suspension, confiné entre deux disques rigides, parallèles et 

imperméables. Ce type de configuration est représentatif de nombreux systèmes techniques où 

le contact direct entre surfaces doit être évité par l’intermédiaire d’un film lubrifiant dynamique. 

L’utilisation de lubrifiants non newtoniens, notamment les fluides à couple de contrainte décrits 

par la théorie du micro-continuum de Stokes, permet de mieux modéliser les comportements 

complexes observés en présence de microstructures internes. 

Lorsqu’on considère une suspension de particules dans le fluide porteur, la viscosité effective 

devient fonction de la concentration. Plusieurs modèles empiriques et phénoménologiques 

permettent de décrire cette évolution, tels que le modèle d’Einstein (pour les faibles 

concentrations), le modèle de Krieger-Dougherty (adapté aux suspensions concentrées). 

Ce chapitre se propose d'étudier l’effet combiné de la non-newtonianité et de la présence de 

particules en suspension sur le comportement du film lubrifiant soumis à un mouvement 

d’écrasement. 

3.2 Caractérisation rhéologique de l'effet de la concentration en 

suspension 

La manière la plus élémentaire de représenter la structure macroscopique d’un fluide non 

newtonien en suspension [97] consiste à considérer celui-ci comme un ensemble de particules 

rigides sphériques réparties dans un liquide newtonien. La relation rhéologique du fluide, 

donnée par l’équation des couples de contraintes (II¬7), demeure inchangée, à l’exception du 

fait que la viscosité dynamique 𝜇𝑠  du fluide est remplacée par la viscosité effective de la 

suspension. 

𝜌
𝐷𝑉⃗ 

𝐷𝑡
= −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑝) − 𝜇𝑠 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ )) − 𝜂 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ))))              (III-1) 

L’étude des suspensions diluées [98] trouve son origine en 1906 avec les travaux pionniers 

d’Einstein. Par la suite, ses résultats ont été enrichis et modifiés par plusieurs scientifiques. 

Parmi l’ensemble de ces approches, les plus accessibles et les plus fréquemment employées 

sont les suivantes : 
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3.2.1 Modèle d’Einstein 

Les recherches pionnières d’Einstein en rhéologie se sont concentrées sur le comportement des 

suspensions fortement diluées constituées de particules rigides sphériques, caractérisées par une 

fraction volumique 𝜙, dispersées dans un fluide newtonien de viscosité dynamique  𝜇𝑠 Il fut le 

premier à établir une relation analytique quantifiant l’évolution de la viscosité effective d’une 

telle suspension en fonction de la concentration volumique des particules solides. La formule 

qu’il propose demeure valide pour tout régime d’écoulement, sous la condition que la 

suspension reste suffisamment diluée (𝜙 ≤  1%)[99.100.101] 

𝜇𝑠

𝜇𝑏𝑓
= 1 + [𝜂̅]𝜙                                                             (III-2) 

où : 

𝜇𝑠 : la viscosité effective de la suspension 

𝜇𝑏𝑓 : la viscosité du fluide de base 

𝜙 : la fraction volumique de particules dans le fluide de base 

[𝜂̅] : la viscosité intrinsèque, dont la valeur typique pour les suspensions mono dispersées 

de sphères dures est de 2,5 [102]. 

3.2.2 Modèle de Batchelor et Green 

En 1972, Batchelor et Green ont étendu le modèle initial proposé par Einstein en y intégrant un 

terme quadratique afin de prendre en considération les interactions hydrodynamiques induites 

par le mouvement brownien des particules en suspension. Ainsi, l’expression de la viscosité 

effective est modifiée, et la relation  (équation III.2)  devient: 

𝜇𝑠

𝜇𝑏𝑓
= 1 + 2.5 𝜙 + 6.2 𝜙2                                                            (III-3) 

3.2.3 Modèle de Ball et Richmond 

En 1980, Ball et Richmond ont apporté une modification au modèle de Batchelor et Green en 

introduisant la notion de concentration volumique maximale admissible, notée                        

(𝜙𝑚 ≈ 0.64 pour des sphères dans le solvant), afin de mieux décrire le comportement 

rhéologique des suspensions à concentrations plus élevées. Cette approche permet de tenir 

compte des effets de la compacité maximale dans l’estimation de la viscosité effective. 

𝜇𝑠

𝜇𝑏𝑓
= (1 −

𝜙

𝜙𝑚
)
− 2.5 𝜙𝑚

                                                            (III-4) 
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3.2.4 Modèle de Phan-Thien et Pham 

 Phan-Thien et Pham en 1987 proposent une expression plus élaborée de la viscosité effective, 

tenant compte des interactions complexes entre particules. 

𝜇𝑠

𝜇𝑏𝑓
= (1 − 𝜙)− 2.5                                                                 (III-5) 

3.2.5 Modèle de Krieger-Dougherty 

En 1959, Krieger et Dougherty [103] ont développé une expression empirique permettant 

d’estimer la viscosité dynamique d’une suspension sur l’ensemble des fractions volumiques, en 

prenant en compte l’effet de la concentration sur le comportement rhéologique du fluide porteur 

(solvant). 

𝜇𝑠 = 𝜇𝑏𝑓 (1 −
𝜙

𝜙𝑚
)
−[𝜂̅]𝜙𝑚

                                                     (III-6) 

La fraction volumique maximale de compactage des particules (𝜙𝑚) varie entre 0,495 et 0,54 

à l’état de repos, et atteint environ 0,605 sous des régimes de cisaillement élevé [104, 105]. 

3.3 Équations de Reynolds modifiées  

3.3.1 Hypothèses  

Les hypothèses utilisées dans cette approche sont : 

• La géométrie étudiée, représentée à la figure 3.2, consiste en deux disques circulaires, 

parallèles, de même rayon 𝑅  et ayant des axes confondus, entre lesquels est interposé un 

film fluide d’épaisseur variable ℎ(𝑡). 

• Le fluide non newtonien se trouvant entre les deux disques est un fluide à couples de 

contraintes suspendant décrit par la théorie du micro-continuum de V. K. Stokes. 

•  Le modèle de viscosité de Krieger-Dougherty est adopté pour le calcul de la viscosité 

effective de la suspension. 

• Les propriétés physiques du fluide lubrifiant sont supposées constantes à savoir : la 

viscosité dynamique du solvant 𝜇, la masse volumique 𝜌, et la nouvelle constante 

physique 𝜂. 

• L'épaisseur du film ℎ(𝑡) correspondant au mouvement harmonique sinusoïdal du disque 

supérieur est exprimée par l’équation (III-7) : 

 ℎ(𝑡) = ℎ0 + ℎ𝑎 cos(2𝜋𝑓𝑡)                                                           (III-7) 
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La vitesse du disque supérieur est alors donnée par l’équation (III-8): 

𝑊𝑠𝑞 =
𝑑ℎ

𝑑𝑡
= −2𝜋𝑓ℎ𝑎 sin(2𝜋𝑓𝑡)                                          (III-8) 

où ℎ0 est l’épaisseur de film initiale ; ℎ𝑎 est l'amplitude, et 𝑓 =
𝜔

2𝜋
 est la fréquence du 

mouvement sinusoïdal. 

• Les coordonnées cylindriques (𝑟, 𝜃, 𝑧) sont utilisées pour l’écriture des équations 

gouvernantes. 

• L'écoulement du fluide est supposé isotherme, incompressible et axisymétrique (𝜕 𝜕𝜃⁄ =

0 ) 

• Les forces de volume, les couples de volume, et les forces d’inertie du fluide sont 

négligées [107.108]. 

• Pour dériver l’équation de Reynolds modifiée, on utilise les mêmes hypothèses présentées 

dans la section 2.3.1 

 

 

 

Figure 3.1 :  Configuration géométrique 

de l’écrasement 

 

 

 

3.3.2 Conditions aux limites sur les vitesses et la pression 

Les conditions aux limites sur les vitesses au niveau du disque inférieur et du disque supérieur 

sont:  

𝑧 = 0       𝑢 =  𝑈1 = 0       𝑣 = 𝑉1 = 0       𝑤 = 𝑊1 = 0     

𝑧 = ℎ       𝑢 =  𝑈2 = 0       𝑣 = 𝑉2  = 0       𝑤 = 𝑊2 = 𝑊𝑠𝑞
                  (III-9) 

Les conditions aux limites sur la pression sont : 

𝑟 = 0      ;        
𝜕 𝑝

𝜕𝑟
= 0              (champ axisymétrique)  

              𝑟 = 𝑅     ;         𝑝 = 0                  (pression relative ambiante)      
           (III-10) 
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3.3.3 Équation de Reynolds modifiée  

En considérant les conditions d’écoulement définies au paragraphe 3.3.1 de ce chapitre, ainsi 

que les conditions aux limites appliquées à la vitesse (équation III-9), l’équation de Reynolds 

modifiée pour un fluide à couples de contraintes (équation II-20), s’écrit sous la forme suivante: 

𝐺(ℎ, 𝑙)

12 𝜇𝑠
 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟 (

𝜕𝑝

𝜕𝑟
)] =

𝑑ℎ

𝑑𝑡
                                                     (III-11) 

où : 𝐺(ℎ, 𝑙) = ℎ3 − 12ℎ𝑙2 + 24 𝑙3  tanh (
ℎ

2𝑙
) 

Si 𝑙 = 0, on retrouve l’équation de Reynolds Newtonienne classique. 

3.4 Calcul des performances hydrodynamiques  

3.4.1 Champ de pression du film de compression 

Pour déterminer la solution de l’équation de Reynolds modifiée, on procède à une intégration 

analytique de l’équation (III-11) par rapport à la variable. En tenant compte des conditions aux 

limites (III-10), on obtient ainsi l’expression de la pression hydrodynamique développée dans 

le film fluide : 

𝑝(𝑟, 𝑡) =
3 𝜇𝑠

𝐺(ℎ, 𝑙)

𝑑ℎ

𝑑𝑡
(𝑟2 − 𝑅2)                                                       (III-12) 

Une fois la pression dans le film déterminée, il devient possible de calculer les différentes 

caractéristiques du film de compression. 

3.4.2 Capacité de charge 

La détermination de la capacité portante du disque inférieur 𝑊 repose sur l’équation (III-13) :" 

𝑊 = 2 𝜋 ∫ 𝑝 𝑟 𝑑𝑟

𝑅

0

=
3 𝜋 𝜇𝑠 𝑅

4

2 𝐺(ℎ, 𝑙)

𝑑ℎ

𝑑𝑡
                                                       (III-13) 

3.4.3 Vitesse radiale moyenne 

L’équation gouvernant le champ de vitesses dans le fluide (équation II-29), couplée aux 

conditions aux limites données par les équations (III-9) et (III-10), permet de déduire le profil 

de la composante radiale de la vitesse selon l’expression suivante : 

𝑢 =
3 𝑟

𝐺(ℎ, 𝑙)

𝑑ℎ

𝑑𝑡
[𝑧2 − ℎ𝑧 + 2𝑙2 (1 −

cosh (
2𝑧 − ℎ

2𝑙
)

cosh (
ℎ
2𝑙

)
)]                  (III-14) 
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La valeur moyenne de la composante radiale de la vitesse, en un point du fluide de coordonnée 

radiale donnée, s’exprime selon la relation suivante : 

〈𝑢〉 =
1

ℎ
∫ 𝑢 𝑑𝑧

ℎ

0

= −
𝑟

2 ℎ

𝑑ℎ

𝑑𝑡
                                                (III-15) 

3.4.4 Débits de fuite au bord libre du disque 

La connaissance de la vitesse radiale moyenne en 𝑟 = 𝑅 permettra de calculer le débit 

volumique de fuite au bord du disque par l’expression suivante : 

𝑄𝑟 = ∫ ℎ 〈𝑢〉 𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

= 2𝜋𝑅ℎ 〈𝑢〉 = − 𝜋 𝑅2
𝑑ℎ

𝑑𝑡
                                       (III-16) 

3.4.5 Contrainte de cisaillement 

La contrainte de cisaillement pariétale 𝜏𝑟𝑧 s’écrit comme suit : 

𝜏𝑟𝑧|𝑧=0 = 𝜇𝑠

𝜕 𝑢

𝜕𝑧
|
𝑧=0

− 𝜂 
𝜕3 𝑢

𝜕𝑧3
|
𝑧=0

= −
3ℎ 𝜇𝑠

𝐺(ℎ, 𝑙)

𝑑ℎ

𝑑𝑡
 𝑟                                            (III-17) 

3.4.6 Force de frottement 

La force de frottement 𝐹𝑓 est déterminée par l’intégration de la contrainte de cisaillement 

exercée à la surface du disque inférieur(𝑧 = 0), située au plan  : 

𝐹𝑓 = ∫ ∫ 𝜏𝑟𝑧|𝑧=0  

2𝜋

0

𝑅

0

𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 = −
2𝜋 ℎ 𝜇𝑠

𝐺(ℎ, 𝑙)

𝑑ℎ

𝑑𝑡
 𝑟3                                         (III-18) 

3.5 Étude paramétrique 

Cette étude paramétrique analyse l’influence des principaux paramètres contrôlant 

l’écoulement du lubrifiant — notamment les couples de contraintes, la concentration de la 

suspension et la fréquence d’oscillation — sur le comportement dynamique du film au cours 

d’un cycle d’oscillation. 

Pour illustrer ces effets, nous présentons ci‑dessous les résultats graphiques issus de la 

résolution du problème direct, basés sur les données géométriques et physiques rassemblées 

dans le Tableau 3.1. Les valeurs retenues pour l’amplitude et la fréquence d’oscillation ont été 

spécifiquement choisies pour garantir un écoulement laminaire du fluide sans apparition de 

cavitation. 
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Tableau 3.1: Données géométriques et physiques utilisées pour l’étude paramétrique du 

problème de lubrification en régime d’écrasement. 

3.5.1 Influence du paramètre de couple de contrainte 𝓵̃   

L’augmentation du paramètre de couples des contraintes adimensionnel  ℓ̃ , dans le cas d’un 

fluide ne contenant pas de particules en suspension (𝜙 = 0) et soumis à une fréquence 

d’oscillation 𝑓 = 1.5 𝐻𝑧, traduit la polarité du fluide et renforce sa structuration interne. Cela 

se manifeste par : 

• Une augmentation du champ de pression (Figure 3.3) ce qui se traduit directement par 

une augmentation de la capacité de charge (Figure 3.4). 

• La vitesse radiale 𝑢 (Figure 3.5) et le débit de fuite 𝑄𝑟 (Figure 3.6) au bord du disque 

(r=R), ne montrent pas de variations significatives. En effet, la distribution de la vitesse 

radiale à travers l’épaisseur du film reste dominée par la vitesse d’écrasement 𝑊𝑠𝑞 

imposée, et l’hypothèse d’imperméabilité des disques empêche toute fuite dans d’autres 

directions. 

• En revanche, une augmentation notable de la contrainte de cisaillement calculée au bord 

du disque (𝑟 = 𝑅) (Figure 3.7), est observée, entraînant une élévation de la force de 

frottement 𝐹𝑓 (Figure 3.8). 

 

 

 

 

Paramètres Symboles Valeur Numérique Unités 

Viscosité dynamique du fluide de base 𝜇𝑏𝑓 120 × 10−3 [𝑃𝑎. 𝑠] 

Rayon des deux disques 𝑅 25 × 10−3 [𝑚] 
Epaisseur initiale du film fluide ℎ0 0.02 × 10−3 [𝑚] 

Amplitude d'oscillation ℎ𝑎  4 × 10−6 [𝑚] 

Constante matérielle responsable de la 
propriété des couples de contrainte 

𝜂 

0 
1.92 × 10−12 
4.32 × 10−12 
7.68 × 10−12 

[𝑁. 𝑠] 

Paramètre du couple de contrainte sans 
dimension 

ℓ̃ 0  , 0.2   , 0.3   , 0.4 [−] 

Fraction volumique de particule 𝜙 0   , 0.2  , 0.3 , 0.4 [−] 
Fréquence de mouvement sinusoïdal 𝑓 0.33  , 0.66   , 1   , 1.5 [𝐻𝑧] 
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Figure 3.2 : Champ de pression 𝑝 pour différentes valeurs de ℓ̃ 
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Figure 3.3 : Capacité de charge 𝑊 pour différentes valeurs de ℓ̃ 

 

Figure 3.4 : Vitesse radiale 𝑢 du film pour différentes valeurs de ℓ̃ 
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Figure 3.5 : Débit de fuite 𝑄𝑟 au bord (𝑟 = 𝑅)pour différentes valeurs de ℓ̃ 

 

Figure 3.6 : Contrainte de cisaillement au bord du disque (𝑟 = 𝑅) pour différentes valeurs 
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Figure 3.7 : Force de frottement  𝐹𝑓 pour différentes valeurs de ℓ̃ 

3.5.2 Influence de la fraction volumique de particules 𝝓 
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d’écrasement et l’imperméabilité du système dominent l’écoulement radial. 

• La contrainte de cisaillement augmente (Figure 3.13), ce qui induit une augmentation 
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Figure 3.8 : Évolution du champ de pression 𝑝 pour différentes valeurs de 𝜙 
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Figure 3.9 : Capacité de charge 𝑊 pour différentes valeurs de 𝜙 

 

Figure 3.10 : Vitesse radiale 𝑢 du film pour différentes valeurs de 𝜙 
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Figure 3.11 : Débit de fuite 𝑄𝑟 au bord (𝑟 = 𝑅)pour différentes valeurs de 𝜙 

 

Figure 3.12 : Contrainte de cisaillement au bord du disque (𝑟 = 𝑅) pour différentes valeurs 

de 𝜙 
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Figure 3.13 : Force de frottement  𝐹𝑓 pour différentes valeurs de 𝜙 

3.5.3 Influence de la fréquence d’oscillation 
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à la rapidité de variation de l’épaisseur du film :  

• Une fréquence élevée génère une pression plus intense, surtout en phase d’écrasement 

du film rapide (Figure 3.15). 

• La capacité de charge est augmentée (Figure 3.16), mais cette amélioration est 

accompagnée d’une élévation des vitesses radiales et des débits de fuite au bord du 

disque (Figure 3.17 et Figure 3.18), conséquence directe de l’augmentation de la vitesse 

d’écrasement 𝑊𝑠𝑞. 

• Les contraintes de cisaillement s’augmentent, menant à une augmentation de la force de 

frottement (Figure 3.19 et Figure 3.20). 
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Figure 3.14 : Évolution du champ de pression 𝑝 pour différentes valeurs de fréquences 𝑓 
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Figure 3.15 : Portance du film 𝑊 pour différentes valeurs de fréquences 𝑓 

 

Figure 3.16 : Vitesse radiale 𝑢 du film pour différentes valeurs de fréquences 𝑓 
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Figure 3.17: Débit de fuite 𝑄𝑟 au bord (𝑟 = 𝑅)pour différentes valeurs de fréquences 𝑓 

 

Figure 3.18 : Contrainte de cisaillement au bord du disque (𝑟 = 𝑅) pour différentes valeurs 
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Figure 3.19 : Force de frottement  𝐹𝑓 pour différentes valeurs de fréquences 𝑓 

3.6 Conclusion 

Ce chapitre a traité du mécanisme de lubrification en régime d’écrasement (squeeze film) d’un 

fluide non newtonien à couple de contrainte, contenant des particules en suspension, confiné 

entre deux disques rigides et imperméables. 

Dans un premier temps, une modélisation rhéologique rigoureuse a été adoptée pour représenter 

l'effet de la concentration en particules sur les propriétés visqueuses du fluide. L'équation de 

Reynolds a ensuite été modifiée pour tenir compte de la nature non newtonienne du fluide et 

des conditions spécifiques du contact par écrasement. Les principales grandeurs 

hydrodynamiques (champ de pression, capacité de charge, contraintes, vitesses, débits de fuite, 

force de frottement) ont été déduites analytiquement à partir des solutions obtenues. 

Une étude paramétrique détaillée a permis d’évaluer l’influence de trois paramètres clés : 

• Le paramètre de couple de contrainte ℓ̃ , lié à la polarité du fluide, 

• La fraction volumique de particules 𝜙, influant sur la viscosité effective, 

• La fréquence d’oscillation 𝑓 du disque mobile. 

Les résultats ont montré que : 

• L’augmentation du paramètre ℓ̃ et de la concentration 𝜙 renforce la portance et la 

résistance au cisaillement, tout en augmentant la force de frottement. 
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• La fréquence d’oscillation 𝑓 amplifie la réponse dynamique du film, avec une montée 

rapide de pression, mais aussi une élévation des pertes par frottement et des débits de 

fuite. 

Ces analyses fournissent une compréhension fine du comportement d’un film lubrifiant non 

newtonien en régime transitoire, et constituent une base solide pour le dimensionnement de 

dispositifs tribologiques soumis à des charges dynamiques. 

Le chapitre suivant étendra cette étude à un cas plus complexe, en tenant compte de la présence 

d’un milieu poreux sous-jacent, afin d’examiner les effets de l’absorption du fluide et de la 

perméabilité du substrat sur les performances du film. 
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4.1 Introduction  

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le phénomène de lubrification hydrodynamique 

par effet d’écrasement entre deux disques rigides et imperméables. L’analyse a pris en compte 

l’influence des couples de contraintes, la concentration des particules en suspension, ainsi que 

la fréquence du mouvement sinusoïdal imposé au disque supérieur. 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à une configuration plus complexe : l’écrasement de 

lubrifiants non newtoniens en présence d’un milieu poreux. Ce contexte modifie 

considérablement la dynamique de l’écoulement du fluide, du fait de la résistance induite par 

la structure poreuse et du comportement non linéaire du fluide lubrifiant. Ce type de situation 

trouve des applications dans les dispositifs biomécaniques, les revêtements poreux de certains 

roulements, et les systèmes de micro-lubrification. 

Afin d’obtenir une solution analytique au problème posé, l’approximation de Morgan-Cameron 

[114] a été adoptée. Cette méthode permet de simplifier les équations régissant l’écoulement 

dans des conditions d’écrasement et de mieux comprendre l’influence des différents paramètres 

physiques. 

4.2  Ecoulement dans un milieu poreux 

4.2.1 Définitions 

Un milieu poreux est un matériau constitué d'une matrice solide à l'intérieur de laquelle se 

trouvent des vides, appelés pores, qui peuvent être partiellement ou totalement remplis par un 

fluide. Ces milieux sont présents dans de nombreux contextes naturels et industriels : sols, 

roches, mousses, tissus biologiques ou encore matériaux frittés. 

L’écoulement dans un milieu poreux désigne le mouvement d’un fluide à travers l’espace 

interconnecté formé par ces pores. Ce type d’écoulement est généralement plus lent que dans 

les milieux libres, et sa modélisation repose souvent sur des lois empiriques ou semi-

empiriques, la plus connue étant la loi de Darcy. 

Les milieux poreux ont différentes caractéristiques, à savoir :  

➢ Porosité (𝜀) : rapport entre le volume des vides et le volume total du milieu. 

Ce paramètre est défini par la relation suivante : 

𝜀 =
𝑉𝑝

𝑉𝑡
                                                                                     (IV-1) 

où 𝑉𝑝 est le volume des pores et 𝑉𝑡 est le volume total.  
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Figure 4.1 : Les espaces vides dans un milieu poreux 

➢ Perméabilité (K) : mesure de la capacité du milieu à laisser passer un fluide. Elle peut 

être calculée à partir de la relation de Kozeny-Carman [128.129.130] : 

𝑘 =
𝐷𝑝

2 𝜀3

180 (1 − 𝜀)2
                                                                       (IV-2) 

où 𝐷𝑝  est un diamètre caractéristique des pores. 

➢ Milieu isotrope : dont les propriétés (comme la perméabilité) sont identiques dans toutes 

les directions. 

4.2.2 Loi d’écoulement dans un milieu poreux 

Le comportement de l’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux dépend fortement de la 

structure du milieu, du régime de l’écoulement, et des propriétés du fluide. Plusieurs modèles 

ont été développés pour décrire ces écoulements, allant de l'approche classique de Darcy aux 

extensions intégrant des effets inertiels et visqueux supplémentaires. 

a) Modèle de Darcy 

Le modèle de Darcy [132.133] est le plus ancien et le plus simple pour décrire l’écoulement à 

travers un milieu poreux. Il a été formulé par Henry Darcy en 1856 à partir d'expériences sur 

l'écoulement de l'eau dans le sable. 

La loi de Darcy s'écrit sous la forme : 

𝑽∗⃗⃗⃗⃗ = −
𝑘

𝜇
 𝛁⃗⃗ 𝑝∗                                                              (IV-3) 

où : 

• 𝑽∗⃗⃗⃗⃗  est la vitesse de filtration (ou vitesse de Darcy), 

• 𝑘 est la perméabilité du milieu (m²), 
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• 𝜇  est la viscosité dynamique du fluide, 

• 𝛁⃗⃗ 𝑝∗ est le gradient de pression dans le milieu poreux. 

Ce modèle est valable dans le cas d’un écoulement lent et laminaire (nombre de Reynolds 

faible), sans effets inertiels significatifs. 

b) Modèle de Darcy–Forchheimer 

Lorsque la vitesse d’écoulement augmente, les effets inertiels deviennent non négligeables. Le 

modèle de Darcy-Forchheimer [136.137] ajoute un terme quadratique dans la vitesse pour 

tenir compte de ces effets : 

𝛁⃗⃗ 𝑝∗ = −
𝜇

𝑘
 𝑽∗⃗⃗⃗⃗ −

𝜌 𝑐𝑓|𝑽∗⃗⃗⃗⃗ | 

√𝑘
  𝑽∗⃗⃗⃗⃗                                                                   (IV-4) 

où : 

• 𝜌 est la masse volumique du fluide, 

• 𝑐𝑓 est le coefficient de Forchheimer (lié à la structure poreuse), 

Ce modèle est utilisé pour les écoulements non linéaires à vitesses modérées ou élevées, où 

les pertes de charge ne sont plus uniquement visqueuses. 

c) Modèle de Darcy–Brinkman 

Pour décrire les effets visqueux à l'intérieur du fluide dans les pores, notamment près des 

frontières solides (effets de cisaillement), le modèle de Darcy-Brinkman [120] introduit un 

terme de type Laplacien, dérivé des équations de Navier–Stokes : 

𝛁⃗⃗ 𝑝∗ = −
𝜇

𝑘
 𝑽∗⃗⃗⃗⃗ + 𝜇′ 𝛁𝟐⃗⃗ ⃗⃗   𝑽∗⃗⃗⃗⃗                                                                   (IV-5) 

où : 

• 𝜇′  est la viscosité effective du fluide dans le milieu poreux. 

Ce modèle permet de prendre en compte les effets de diffusion visqueuse et convient mieux 

aux milieux poreux à forte porosité ou proches des interfaces avec un fluide libre. 

d) Modèle de Darcy–Brinkman–Forchheimer 

Ce modèle est le plus général. Il combine les termes visqueux (Brinkman), les pertes linéaires 

(Darcy), et les pertes quadratiques dues aux effets inertiels (Forchheimer) [138.139.140]: 
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𝛁⃗⃗ 𝑝∗ = −
𝜇

𝑘
 𝑽∗⃗⃗⃗⃗ + 𝜇′ 𝛁𝟐⃗⃗ ⃗⃗   𝑽∗⃗⃗⃗⃗  −

𝜌 𝑐𝑓|𝑽∗⃗⃗⃗⃗ | 

√𝑘
  𝑽∗⃗⃗⃗⃗                                                (IV-6) 

Ce modèle est utilisé pour décrire les écoulements complexes dans des milieux poreux à forte 

porosité, soumis à des vitesses significatives, avec des effets à la fois visqueux et inertiels. 

4.3 Équations de base du film lubrifiant 

4.3.1 Hypothèses  

Dans cette étude, plusieurs hypothèses ont été adoptées pour modéliser l’écoulement du fluide 

sous effet d’écrasement entre deux disques circulaires parallèles : 

• La configuration géométrique considérée, illustrée à la Figure 4.2, est composée de 

deux disques circulaires et parallèles de même rayon R d’axes confondus, séparés par 

un film fluide de hauteur variable ℎ(𝑡), et reposant sur une couche poreuse de 

hauteur 𝐻∗ . 

• Le fluide lubrifiant est non newtonien, à couples de contraintes, modélisé par la 

théorie du micro-continuum de V. K. Stokes. 

• La viscosité effective de la suspension est évaluée à l’aide du modèle de Krieger-

Dougherty. 

• Les propriétés physiques du fluide (viscosité dynamique 𝜇, la masse volumique 𝜌,  

constante physique 𝜂 ) sont supposées constantes. 

• L’écoulement est supposé isotherme, incompressible,  et axisymétrique (i.e.𝜕 𝜕𝜃⁄ =

0 ) 

•  Le disque supérieur suit un mouvement harmonique sinusoïdal vertical, donné par : 

ℎ(𝑡) = ℎ0 + ℎ𝑎 cos(2𝜋𝑓𝑡)                                                                                (IV-7) 

où ℎ0 est l’épaisseur de film initiale ; ℎ𝑎 l’amplitude, et 𝑓 =
𝜔

2𝜋
 la fréquence. 

• La vitesse d’écrasement correspondante est donnée par : 

𝑊𝑠𝑞 =
𝑑ℎ

𝑑𝑡
= −2𝜋𝑓ℎ𝑎 sin(2𝜋𝑓𝑡)                                          (IV-8) 

• Les forces de volume, couples de volume et effets d’inertie du fluide sont négligés. 

• On applique les hypothèses de Reynolds décrites dans la section II.3.1 pour dériver 

l’équation du film mince. 

• Le disque inférieur est considéré comme un milieu poreux anisotrope, de perméabilité 𝑘 

constante  

• Aucun glissement n’est supposé à l’interface entre le fluide et le milieu poreux. 
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• L’écoulement à travers le disque poreux est modélisé à l’aide d’un modèle de Darcy 

modifié, issu de la théorie du micro-continuum de V. K. Stokes.  

• Il est également envisagé que le bord du disque poreux puisse être partiellement 

perméable (non étanche). 

• L’approximation de Morgan–Cameron est utilisée pour coupler l’équation de 

Reynolds modifiée dans le film fluide avec l’équation de Darcy dans le substrat poreux, 

en assurant la continuité de la pression et du débit à l’interface. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.2 : Modèle géométrique (3-D)  

4.3.2 La formulation du problème dans le film fluide 

La présence du milieu poreux dans le disque inférieur modifie profondément l’équation de 

Reynolds modifiée (II-19). Il est alors nécessaire de reformuler l’équation de film mince à 

partir des équations de mouvement (II-13) et de continuité (II-8), de manière à intégrer les 

effets du milieu poreux. Pour un écoulement incompressible et axisymétrique, ces équations se 

réduisent aux équations suivantes : 

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
= 𝜇𝑠 

𝜕2 𝑢

𝜕𝑧2
− 𝜂 

𝜕4 𝑢

𝜕𝑧4
                                                        (IV-9) 

𝜕 𝑝

𝜕𝜃
=

𝜕 𝑝

𝜕𝑧
= 0                                                                           (IV-10) 

1

𝑟
 
𝜕(𝑟 𝑢)

𝜕𝑟
+  

𝜕 𝑤

𝜕𝑧
= 0                                                            (IV-11) 
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4.3.3 Formulation du problème dans le milieu poreux (Équation de Laplace 

modifiée) 

Dans la matrice poreuse, l’équation de continuité, exprimée en coordonnées cylindriques pour 

un écoulement incompressible et axisymétrique, s’écrit comme suit : 

1

𝑟
 
𝜕(𝑟 𝑢∗)

𝜕𝑟
+  

𝜕 𝑤∗

𝜕𝑧
= 0                                                        (IV-12) 

où 𝑢∗ et 𝑤∗ représentent respectivement les composantes radiale et axiale de la vitesse dans le 

milieu poreux. 

Pour un écoulement laminaire, isotherme et en régime permanent, les vitesses dans la matrice 

poreuse sont décrites par la loi de Darcy modifiée, intégrant les effets des couples de 

contraintes[141] :  

𝑢∗ = −
 𝑘𝑟 

𝜇𝑠 (1 − 𝛽𝑟)
 (

𝜕 𝑝∗

𝜕𝑟
)                                                                   (IV-13) 

𝑤∗ = −
 𝑘𝑧 

𝜇𝑠 (1 − 𝛽𝑧)
  (

𝜕 𝑝∗

𝜕𝑧
)                                                                 (IV-14) 

où : 

𝛽𝑟   =   
𝜂

𝜇𝑠
⁄

𝑘𝑟
 : Paramètre caractérisant l’effet de la microstructure à celle du pore dans la 

direction radiale, 

𝛽𝑧   =  
𝜂

𝜇𝑠
⁄

𝑘𝑧
 : Paramètre caractérisant l’effet de la microstructure à celle du pore dans la 

direction axiale 

tel que  0 ≤ 𝛽𝑟 , 𝛽𝑧 < 1, et les grandeurs 𝑘𝑟 et 𝑘𝑧 désignent les perméabilités radiale et axiale 

du milieu poreux. 

Le champ de pression 𝑝∗ dans la couche poreuse obéit à l’équation de Laplace modifiée, 

adaptée aux fluides à couples de contraintes, donnée par :  

 𝑘𝑟 

𝜇𝑠 𝑟 (1 − 𝛽𝑟)
  
𝜕 

𝜕𝑟
 (𝑟 

𝜕 𝑝∗

𝜕𝑟
) +

 𝑘𝑧 

𝜇𝑠 (1 − 𝛽𝑧)
(
𝜕2 𝑝∗

𝜕𝑧2
) = 0                              (IV-15) 

4.4 Équation de Reynolds modifiée 

L’intégration de l’équation de mouvement (IV-9) , en tenant compte des conditions aux limites  

(IV-16) et des hypothèses énoncées dans la section 4.3.1, permet de déterminer les composantes 

du champ de vitesse de l’écoulement radial 𝑢 .  
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Les conditions aux limites associées aux vitesses sont les suivantes : 

 𝑧 = ℎ(𝑡) ;    𝑢 = 0                   ;         𝑤 =
𝑑 ℎ

𝑑𝑡
= 𝑊𝑠𝑞 ;          

𝜕2 𝑢

𝜕𝑧2 = 0                      (IV-16𝑎) 

𝑧 = 0    ;     𝑢 = 0                     ;         𝑤 = 𝑤∗|𝑧=0     ;           
𝜕2 𝑢

𝜕𝑧2
= 0                    (IV-16𝑏) 

Remarque : L’annulation des couples de contraintes aux parois impose que les 

dérivées secondes de la vitesse 𝑢 par rapport à 𝑧 soient nulles. 

Les conditions aux limites sur la pression sont données par : 

𝑟 = 𝑅        ⟹                 {
𝑝 = 0                    (pression ambiante)

𝑝∗ = 0                   (cas  non étanche )   
                        (IV-17𝑎) 

𝑟 = 0         ⟹                {

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
= 0

𝜕 𝑝∗

𝜕𝑟
= 0

              (champ axisymétrique)                   (IV-17𝑏) 

𝑧 = 0         ⟹                   𝑝 = 𝑝∗                  (continuité de pression)                  (IV-17𝑐) 

𝑧 = −𝐻∗   ⟹                 
𝜕 𝑝∗

𝜕𝑧
= 0                (substrat rigide)                                 (IV-17𝑑) 

Le champ de vitesse dans le film fluide est alors exprimé par : 

𝑢(𝑟, 𝑧) =
1

2 𝜇𝑠 
 
𝜕 𝑝

𝜕𝑟
 [𝑧(𝑧 − ℎ) + 2 𝑙2 (1 −

cosh (
2 𝑧 − ℎ

2𝑙
)

cosh (
ℎ
2𝑙

)
)]          (IV-18) 

avec 𝑙 = √𝜂
𝜇𝑠

⁄  représentant le paramètre caractéristique des couples de contraintes. 

En intégrant l'équation de continuité (IV-11) sur l’épaisseur du film fluide et en appliquant les 

conditions limites de vitesse(IV-16), on obtient l’équation de Reynolds modifiée : 

𝐺(ℎ, 𝑙) 

12 𝜇𝑠 
 
1 

𝑟

𝜕 

𝜕𝑟
 (𝑟

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
) =

𝑑ℎ

𝑑𝑡
− 𝑤∗|𝑧=0                                   (IV-19) 

où : 

𝐺(ℎ, 𝑙) =  ℎ3 − 12 𝑙2ℎ + 24 𝑙3 tanh (
ℎ

2𝑙
)  

Dans le cas particulier d’un fluide newtonien (𝑖. 𝑒. 𝑙 = 0), cette expression se réduit à : 𝐺(ℎ) =

 ℎ3 

En remplaçant 𝑤∗|𝑧=0  à partir de l’équation (IV-14) on obtient la forme finale de l’équation 

de Reynolds modifiée : 
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𝐺(ℎ, 𝑙) 

12 𝜇𝑠 
 
1 

𝑟

𝜕 

𝜕𝑟
 (𝑟

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
) =

𝑑ℎ

𝑑𝑡
+

 𝑘𝑧 

𝜇𝑠 (1 − 𝛽𝑧)
  (

𝜕 𝑝∗

𝜕𝑧
)|

𝑧=0
                        (IV-20) 

4.5 Résolution du problème de lubrification par film comprimé en 

présence d’un milieu poreux  

L'équation de Reynolds modifiée (IV-20) est couplée à l'équation de Laplace modifiée (IV-15) 

à l’interface entre le film fluide et le milieu poreux, en imposant la continuité de la pression et 

des vitesses. Ce système est résolu analytiquement en adoptant l’approximation de Morgan-

Cameron, qui reste valable uniquement lorsque l'épaisseur de la couche poreuse est très faible 

devant le rayon du disque, soit (
𝐻∗

𝑅  
≪ 1). 

En considérant un milieu poreux isotrope ( 𝑘𝑟 = 𝑘𝑧 = 𝑘) et en intégrant l’équation     (IV-15), 

selon l’axe 𝑧 , sur l’épaisseur de la couche poreuse, tout en appliquant les conditions aux limites 

(IV-17d), on obtient :   

𝜕 𝑝∗

𝜕𝑧
|
𝑧=0

= −∫
1

𝑟
 
𝜕 

𝜕𝑟
 (𝑟 

𝜕 𝑝∗

𝜕𝑟
) 𝑑𝑧

0

−𝐻∗

  ⟹   
𝜕 𝑝∗

𝜕𝑧
|
𝑧=0

= − 𝐻∗  
1

𝑟
 
𝜕 

𝜕𝑟
 (𝑟 

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
)            (IV-21) 

Dès lors, la composante axiale de la vitesse de Darcy modifiée à l’interface 𝑧 =  0 s’écrit : 

𝑤∗|𝑧=0 = −
 𝑘 

𝜇𝑠 (1 − 𝛽 )
 
𝜕 𝑝∗

𝜕𝑧
|
𝑧=0

=
 𝑘   𝐻∗

𝜇𝑠 𝑟 (1 − 𝛽 )
  
𝜕 

𝜕𝑟
(𝑟 

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
)                    (IV-22) 

En substituant l’expression (IV-22) dans l’équation de Reynolds modifiée (IV-20), tout en 

négligeant la vitesse de glissement à l’interface, on obtient : 

1 

𝑟

𝜕 

𝜕𝑟
 (𝑟

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
) =

12 𝜇𝑠  
𝑑ℎ
𝑑𝑡

 (1 − 𝛽 )

 𝐺(ℎ, 𝑙)(1 − 𝛽 ) + 12 𝑘 𝐻∗
                                     (IV-23) 

Finalement, en appliquant les conditions aux limites sur la pression(IV-17), la solution 

analytique de l’équation (IV-23) est donnée par : 

𝑝(𝑟, 𝑡) =
3 𝜇𝑠  

𝑑ℎ
𝑑𝑡

 (1 − 𝛽 )

 𝐺(ℎ, 𝑙)(1 − 𝛽 ) + 12 𝑘 𝐻∗
 (𝑟2 − 𝑅2)                                                  (IV-24) 

4.6 Performances hydrodynamiques 

4.6.1 Capacité de charge 

La capacité de charge instantanée 𝑊(𝑡) du film lubrifiant soumis à un écrasement 

axisymétrique est obtenue par intégration de la pression hydrodynamique sur la surface du 

disque supérieur. Elle s’exprime comme suit : 
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𝑊(𝑡) = 2𝜋 ∫ 𝑝(𝑟, 𝑡) 𝑟 𝑑𝑟

𝑅

0

= −
3 𝜇𝑠  

𝑑ℎ
𝑑𝑡

 (1 − 𝛽 ) 𝜋 𝑅4

 2 𝐺(ℎ, 𝑙)(1 − 𝛽 ) + 24 𝑘 𝐻∗
                   (IV-25) 

4.6.2 Débits de fuite au bord du disque 

Le débit de fuite instantané 𝑄𝑟 au bord du disque est déterminé à partir de la relation (II-26) , 

en appliquant les conditions aux limites (IV-16). Il s’écrit : 

𝑄𝑟 = ∫ ℎ 𝑢𝑚𝑜𝑦 𝑅𝑑𝜃

2𝜋

0

= 2𝜋𝑅ℎ 𝑢𝑚𝑜𝑦 = −𝜋𝑅 (
𝐺(ℎ, 𝑙)

6𝜇𝑠
)
𝜕𝑝

𝜕𝑟
|
𝑟=𝑅

 

Ce qui conduit à l’expression suivante : 

𝑄𝑟 = −
𝐺(ℎ, 𝑙)  

𝑑ℎ
𝑑𝑡

 (1 − 𝛽 ) 𝜋𝑅2

 𝐺(ℎ, 𝑙)(1 − 𝛽 ) + 12 𝑘 𝐻∗
                                                        (IV-27) 

4.6.3 Contrainte de cisaillement 

Pour le fluide à couples de contraintes, la contrainte de cisaillement pariétale 𝜏𝑟𝑧  est donnée 

par : 

𝜏𝑟𝑧|𝑧=0 = 𝜇𝑠

𝜕 𝑢

𝜕𝑧
|
𝑧=0

− 𝜂 
𝜕3 𝑢

𝜕𝑧3
|
𝑧=0

                                            (IV-28) 

En utilisant l’expression de la vitesse 𝑢 et des conditions aux limites associées, cette contrainte 

devient : 

𝜏𝑟𝑧|𝑧=0 = −(
ℎ

2
 
𝜕 𝑝

𝜕𝑟
) = −

3 𝜇𝑠  
𝑑ℎ
𝑑𝑡

 (1 − 𝛽 ) 𝑟 ℎ

 𝐺(ℎ, 𝑙)(1 − 𝛽 ) + 12 𝑘 𝐻∗
                                         (IV-29) 

4.6.4 Force de frottement 

La force de frottement 𝐹𝑓 exercée par le fluide sur la paroi du disque supérieur est obtenue en 

intégrant la contrainte de cisaillement pariétale sur la surface du disque : 

𝐹𝑓 = −2𝜋 ∫ (
ℎ

2
 
𝜕 𝑝

𝜕𝑟
)

𝑅

0

𝑟𝑑𝑟 = −
 𝜇𝑠  

𝑑ℎ
𝑑𝑡

 (1 − 𝛽 ) 𝜋 ℎ 𝑅3

 𝐺(ℎ, 𝑙)(1 − 𝛽 ) + 12 𝑘 𝐻∗
                             (IV-30) 

4.7 Etude paramétrique 

Dans cette section, nous analysons l’influence de certains paramètres clés sur les performances 

hydrodynamiques d’un film lubrifiant non newtonien à couple de contrainte, en présence d’un 

substrat poreux. Le fluide étudié contient une fraction volumique constante de particules en 
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suspension 0.2 , et le disque supérieur est soumis à une oscillation sinusoïdale de fréquence 

𝑓 = 1.5𝐻𝑧. 

Deux paramètres physiques ont été sélectionnés pour l’étude : 

• Le paramètre adimensionnel de couple de contrainte ℓ̃ , représentant la polarité du 

fluide, 

• Les paramètres de perméabilité radiale et axiale du milieu poreux isotrope , notés 𝑘. 

L'influence de ces paramètres sur les performances hydrodynamiques a été évaluée en se basant 

sur les conditions géométriques et physiques présentées ci-dessous. 

Tableau 4.1 : Données géométriques et physiques utilisées pour l’étude paramétrique 

       4.7.1 Influence du paramètre de couple de contrainte  ℓ̃ 

L’étude est réalisée pour des valeurs croissantes de  ℓ̃ , en maintenant constantes la fraction 

volumique 𝜙 = 0.2 , la fréquence 𝑓 = 1.5 𝐻𝑧, ainsi que les perméabilités 𝑘 = 9.6 × 10−15 𝑚2. 

Les résultats montrent que : 

• Le champ de pression augmente significativement (Figure 4.3), ce qui se traduit par une 

meilleure capacité de charge (Figure 4.4). Cela est dû à la structuration interne accrue 

du fluide sous l'effet des couples de contrainte. 

Paramètres Symboles Valeur Numérique Unités 

Viscosité dynamique du fluide de base 𝜇𝑏𝑓 120 × 10−3 [𝑃𝑎. 𝑠] 

Rayon des deux disques 𝑅 25 × 10−3 [𝑚] 
Epaisseur initiale du film fluide ℎ0 0.02 × 10−3 [𝑚] 

Épaisseur du disque poreux 𝐻∗ 2 × 10−3 [𝑚] 

Paramètre de perméabilités radiale et axiale 

du milieu poreux. 

𝑘𝑟 = 
𝑘𝑧 = 
𝑘 

0 
9.6 × 10−15 
51 × 10−15 
86 × 10−15 

[𝑚2] 

Amplitude d'oscillation ℎ𝑎  4 × 10−6 [𝑚] 

Constante matérielle responsable de la 
propriété des couples de contrainte 

𝜂 

0 
1.92 × 10−12 
4.32 × 10−12 
7.68 × 10−12 

[𝑁. 𝑠] 

Paramètre du couple de contrainte sans 
dimension 

ℓ̃ 0  , 0.2   , 0.3   , 0.4 [−] 

Fraction volumique de particule 𝜙 0.2  [−] 
Fréquence de mouvement sinusoïdal 𝑓  1.5 [𝐻𝑧] 
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• La vitesse radiale 𝑢 (Figure 4.5) et le débit de fuite 𝑄𝑟  (Figure 4.6) diminuent lorsque 

l'on augmente le paramètre des couples de contraintes, car la fuite se fait à travers la 

matrice poreuse, laquelle devient plus active à mesure que ce paramètre augmente. 

• En revanche, on observe une augmentation notable de la contrainte de cisaillement 

𝜏𝑟𝑧 au bord du disque (Figure 4.7), ce qui entraîne une augmentation de la force de 

frottement 𝐹𝑓 (Figure 4.8). 

Ces observations confirment les tendances observées dans le chapitre précédent, tout en 

soulignant l’effet combiné des contraintes internes du fluide et de l’absorption dans le milieu 

poreux. 

 

 

Figure 4.3 : Champ de pression 𝑝 pour différentes valeurs de ℓ̃ 
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Figure 4.4 : Capacité de charge 𝑊 pour différentes valeurs de ℓ̃ 

 

Figure 4.5 : Vitesse radiale 𝑢 du film pour différentes valeurs de ℓ̃ 
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Figure 4.6: Débit de fuite 𝑄𝑟 au bord (𝑟 = 𝑅)pour différentes valeurs de ℓ̃ 
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Figure 4.7 : Contrainte de cisaillement au bord du disque (𝑟 = 𝑅) pour différentes valeurs 

de ℓ̃ 

 

Figure 4.8 : Force de frottement  𝐹𝑓 pour différentes valeurs de ℓ̃ 
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• L’augmentation de la perméabilité facilite la pénétration du fluide dans le milieu poreux, 

entraînant une diminution du champ de pression dans le film (Figure 4.9) et une 

réduction de la capacité de charge (Figure 4.10). 

• Les vitesses radiales et débits de fuite (Figures 4.11 et 4.12) diminuent légèrement, en 

raison d’un transfert de fluide vers le substrat poreux. 

• La contrainte de cisaillement 𝜏𝑟𝑧 (Figure 4.13) diminue, traduisant un amortissement du 

cisaillement par effet de drainage, ce qui entraîne une diminution de la force de 

frottement 𝐹𝑓 (Figure 4.14). 

Ainsi, la présence d’un milieu poreux modifie sensiblement les performances du film en 

agissant comme un réservoir absorbant, réduisant la pression interfaciale et les efforts tangents. 

 

Figure 4.9 : Champ de pression 𝑝 pour différentes valeurs de𝑘 
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Figure 4.10 : Capacité de charge 𝑊 pour différentes valeurs de 𝑘 

  

Figure 4.11 : Vitesse radiale 𝑢 du film pour différentes valeurs de 𝑘 
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Figure 4.12 : Débit de fuite 𝑄𝑟 au bord (𝑟 = 𝑅)pour différentes valeurs de 𝑘 
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Figure 4.13 : Contrainte de cisaillement au bord du disque (𝑟 = 𝑅) pour différentes valeurs 

de 𝑘 
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Figure 4.14 : Force de frottement  𝐹𝑓 pour différentes valeurs de 𝑘 
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• L’accroissement de la perméabilité du milieu poreux agit comme un mécanisme de 

drainage, réduisant la pression interfaciale, la portance et les forces de frottement, mais 

atténuant également les contraintes de cisaillement. 

Ces résultats confirment que l’interaction entre les caractéristiques du fluide, le régime 

d’écoulement et la nature du substrat poreux influence fortement les performances tribologiques 

du système. Ils soulignent l’intérêt de concevoir des solutions de lubrification adaptées, 

notamment dans les dispositifs mécaniques intégrant des surfaces poreuses ou des lubrifiants 

complexes. 

Les connaissances issues de ce chapitre offrent une base solide pour explorer des solutions de 

lubrification innovantes, notamment dans les micro-systèmes, les dispositifs biomécaniques ou 

les systèmes de dissipation passive d’énergie. 
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Conclusion Générale 

Ce travail a permis de modéliser le comportement d’un fluide non newtonien à 

couple de contrainte soumis à un effet d’écrasement entre deux disques rigides, en tenant 

compte de plusieurs facteurs influents tels que la concentration particulaire, la polarité 

du fluide, la fréquence du mouvement et la présence d’un substrat poreux. 

L’approche adoptée repose sur des formulations analytiques rigoureuses, issues 

des lois de la mécanique des fluides et adaptées à la rhéologie du lubrifiant étudié. 

L’introduction de l’approximation de Morgan–Cameron a permis de traiter efficacement 

le couplage entre le film fluide et le milieu poreux, offrant ainsi une meilleure 

compréhension des mécanismes de drainage et de réduction de pression dans ce type de 

système. 

Les résultats obtenus mettent en évidence l’impact déterminant des propriétés 

internes du fluide et des conditions de confinement sur les performances 

hydrodynamiques du contact : champ de pression, portance, efforts de frottement et 

contraintes de cisaillement. Ces observations confirment l’intérêt d’une modélisation 

adaptée pour la conception de systèmes tribologiques performants, notamment dans des 

environnements exigeants tels que les dispositifs à haute précision, les systèmes 

biomécaniques ou les micro-technologies. 

En somme, ce mémoire offre un cadre d’analyse pertinent pour appréhender la 

lubrification en régime d’écrasement dans des conditions complexes. Il ouvre également 

la voie à des perspectives de recherche prometteuses. Pour prolonger cette étude, 

plusieurs pistes peuvent être envisagées : 

• L’intégration d’une approche par éléments finis pour traiter des géométries plus 

complexes ; 

• L’introduction de conditions thermiques variables afin d’analyser les effets 

thermo-rhéologiques du fluide ; 

• La réalisation d’études expérimentales sur des prototypes, en vue de valider les 

modèles analytiques développés. 
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❖ Équations de mouvement de V. K. Stokes 

Équation de mouvement (Momentum) d’un fluide à couples de contraintes : 

𝜌
𝐷𝑉⃗ 

𝐷𝑡
= −∇⃗⃗ 𝑝 +  𝜇 ∇2𝑉⃗ − 𝜂  ∇4𝑉⃗                                               (A-1) 

On peut montrer que le Laplacien du champ de vitesse  𝑉⃗   peut être défini par : 

∆𝑉⃗ = ∇2𝑉⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ )) − 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ))                            (A-2) 

Le fluide étant incompressible, l’équation de continuité s’écrit alors : 

𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ ) = 0                                                               (A-3) 

Compte tenu de (A-3), Le  Laplacien du champ de vitesse  𝑉⃗   se réduit à :  

∆𝑉⃗ = ∇2𝑉⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ )) − 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ )) 

∆𝑉⃗ = ∇2𝑉⃗ = −𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ))                                                         (A-4) 

Le bi-Laplacien du champ de vitesse  𝑉⃗   s’exprime : 

∆2𝑉⃗ = ∇4𝑉⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣(∆𝑉⃗ )) − 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (∆𝑉⃗ )) = ∆𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ )) − ∆𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ))

= [𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣 (𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ )))) − 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ ))))]

− [𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣 (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ )))) − 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ))))] 

Soit : 

∆2𝑉⃗ = ∇4𝑉⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣 (𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ )))) + 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ))))        (A-5) 

Le fluide étant incompressible (𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ ) = 0),  le bi-Laplacien du champ de vitesse 𝑉⃗  s’écrit 

comme : 

∆2𝑉⃗ = ∇4𝑉⃗ = 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ))))                                      (A-6) 

Finalement l’équation vectorielle de V. K. Stokes pour un fluide incompressible à couple 

de contraintes s’écrit sous la forme suivante : 

𝜌
𝐷𝑉⃗ 

𝐷𝑡
= −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑝) − 𝜇 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ )) − 𝜂 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ))))       (A-7) 

0 

0 

0 
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❖ Détermination du champ de vitesse pour un écoulement de fluide à 

couples de contraintes 

Pour un écoulement bidimensionnel (2𝐷) en film mince visqueux, les équations de V. K. 

Stokes s’écrivent : 

{
 

 
𝜕 𝑝

𝜕𝑟
= 𝜇 

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
− 𝜂 

𝜕4𝑢

𝜕𝑧4
                                                            (B-1𝑎)

1

𝑟

𝜕 𝑝

𝜕𝜃
= 𝜇 

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
− 𝜂 

𝜕4𝑣

𝜕𝑧4
                                                          (B-1𝑏)

  

En fixant un point x du continuum, l’équation (B-1a) peut être traitée comme une équation 

différentielle ordinaire linéaire d’ordre quatre à coefficients constants dont la solution 

générale est la somme de la solution homogène et de la solution particulière : 

𝑢 = 𝐴1 + 𝐴2 𝑧 + 𝐸1 𝑒
𝑧
𝑙 + 𝐸2 𝑒

− 
𝑧
𝑙⏟                  

solution homogène

+ (
1

2 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
) 𝑧2

⏟        
solution particulière

                              (B-2) 

Avec 𝐴1, 𝐴2,𝐸1et 𝐸2 sont des constantes, où  𝐸1 = (
𝐵1+𝐵2

2
)   et  𝐸2 = (

𝐵1−𝐵2

2
)    

Sachant que : cosh (
𝑧

𝑙
) =

(𝑒
𝑧

𝑙  + 𝑒− 
𝑧

𝑙)

2
⁄   et   sinh (

𝑧

𝑙
) =

(𝑒
𝑧

𝑙 − 𝑒− 
𝑧

𝑙)

2
⁄  

l’équations (B-2) devient :  

𝑢 = 𝐴1 + 𝐴2 𝑧 + 𝐵1 cosh (
𝑧

𝑙
) + 𝐵2 sinh (

𝑧

𝑙
)

⏟                        
solution homogène

+ (
1

2 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
) 𝑧2

⏟        
solution particulière

                (B-3) 

Le dérivée seconde de la vitesse s’écrit : 

𝑑2𝑢

𝑑𝑧2
=
𝐵1
𝑙2
cosh (

𝑧

𝑙
) + 𝐵2 sinh (

𝑧

𝑙
) + (

1

2 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
)                      (B-4) 

L’indentification des constantes d’intégration nécessite l’utilisation des conditions aux 

limites (figure B.1)  sur la vitesse : 

𝑧 = 0        𝑢 =  𝑈1       𝑣 = 𝑉1     𝑤 = 𝑊1                        
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
|
𝑧=0

=
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
|
𝑧=0

= 0

𝑧 = ℎ        𝑢 =  𝑈2       𝑣 = 𝑉2     𝑤 = 𝑊2 =
𝑑ℎ

𝑑𝑡
            

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
|
𝑧=ℎ

=
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
|
𝑧=ℎ

= 0

           (B-5) 
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Fig. B.1 Schéma du contact selon la théorie de Reynolds  

Pour 𝑧 = 0, l’équation (B-4) devient : 

0 =
𝐵1
𝑙2
cosh(0) + 𝐵2 sinh(0) + (

1

2 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
) 

On a donc : 

𝐵1 = −(
𝑙2

𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
)                                                               (B-6) 

Soit : 

𝑈1 = 𝐴1 + 𝐴2 (0) + 𝐵1 cosh(0) + 𝐵2 sinh(0) + (
1

2 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
) (0) 

et 

𝐴1 = 𝑈1 + (
𝑙2

𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
)                                                           (B-7) 

Pour 𝑧 = ℎ 

{
 

 𝑈2 = 𝐴1 + 𝐴2 ℎ + 𝐵1 cosh (
ℎ

𝑙
) + 𝐵2 sinh (

ℎ

𝑙
) + (

1

2 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
) ℎ2

0 =
𝐵1
𝑙2
cosh (

ℎ

𝑙
) + 𝐵2 sinh (

ℎ

𝑙
) + (

1

2 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑥
)

 

La solution de ce système d'équations à deux variables donne : 

𝐵2 = (
𝑙2

𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
)(
cosh (

ℎ
𝑙
) − 1

sinh (
ℎ
𝑙
)
)                                            (B-8) 

𝐴2 =
𝑈2 − 𝑈1
ℎ

− (
ℎ

2 𝜇
) (
𝜕𝑝

𝜕𝑟
)                                                     (B-9) 
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En substituant ces valeurs et après avoir simplifié, l’expression de vitesse d’écoulement 

est enfin obtenue : 

𝑢 = 𝑈1 + (
𝑈2 − 𝑈1
ℎ

) 𝑧 +
1

2 𝜇
(
𝜕𝑝

𝜕𝑟
) [𝑧2 − ℎ𝑧 + 2𝑙2(1 −

cosh (
2𝑧 − ℎ
2𝑙

)

cosh (
ℎ
2𝑙
)
)]     (B-10) 

De même pour 𝑣 : 

𝑣 = 𝑉1 + (
𝑉2 − 𝑉1
ℎ

) 𝑧 +
1

2 𝜇
(
𝜕𝑝

𝜕𝜃
) [𝑧2 − ℎ𝑧 + 2𝑙2(1 −

cosh (
2𝑧 − ℎ
2𝑙

)

cosh (
ℎ
2𝑙
)
)]     (B-11) 


