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ABSTRACT

In this work, we treat a class of identification problems in a Banach space. Under the additional assump-
tion that the semigroup generated by the linear part has a sufficiently fast exponential decay, we prove

the existence and uniqueness of the strict solution and also its dependence on the data.

Key words : inverse problem, semi-linear problem, semi-groups, Volterra’s equation.



RESUME

Dans le présent travail, on étudie une classe de problemes inverses qui consiste a I'identification du
terme source. En introduisant quelques hypotheses liées a la nature du semi-groupe engendré par la
partie linéaire de I'équation du probleme en question, on établit I'existence et I'unicité de la solution ainsi
que sa dépendance continue par rapport aux données. L'approche utilisée dans cette étude repose sur la

théorie des semi-groupes ainsi que les équations intégrales.

Mots clés : probleme inverse, probléme semi-linéaire, semi-groupes, équation de Volterra.
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Notations

R : corps des nombres réels.

C : corps des nombres complexes.

A : opérateur linéaire.

D(A) : domaine de définition de l'opérateur A.

R(A) : image de A.

G(A) : graphe de A.

X, Y : espaces de Banach de normes respectives ||.|lx, [|.|y-

Z(X,)) : espace des opérateurs linéaires continus de X dans ),muni de la norme
1Bl cr, 3y = sup 12

wto |lullx
K(X, ) : espace des opérateurs compacts de X dans ).

p(A) : ensemble résolvant de 'opérateur A.

o(A) = C\p(A) : spectre de l'opérateur A.

RA(A) : résolvante de A.

Q) C R™ : ouvert borné.

Q fermeture de €.

D() : espace des fonctions de classe C* a support compact dans .
w1 : mesure de Lebesgue.

L?(92) : espace des fonctions mesurable v sur €2 telles que \v[Q est intégrable.

1
[0l L2y = (Jo [v|*)z, pour v € L2().
olal

DY =
(5] QN O
o51. LN

H™(Q) = {v € L2(Q), D € L*(Q), a € NV : |a| <m}.
1

[ollsen ) = (Sjajem (1D70112)*) * pour v € 1™ ().
Hy'(2) : Vadhérence de D(€2) dans H™(2).

a=(ay,...,an) et |a| = Ef\ilai.



Table des matiéeres

Notations i
INTRODUCTION 1
0.1 Généralités et contextes . . . . . . . . . L e 1
0.1.1 Problemes inverses . . . . . . . . . . . e e e 1

0.1.2 Identification de sources et de parametres . . . . . . . . . . . ... ... ... 2

0.1.3 Caractere mal posé des problemes inverses . . . . . . . . .. . ... ...... 2

0.2 Organisation du mémoire . . . . . . . . . . . e 4

1 RAPPELS 8
1.1 Compacité . . . . . . . . e 8
1.1.1 Compacité dans un espace de Banach . . . . .. ... ... ... ....... 8

1.1.2  Compacité dans C([a,b], X') . . . . . . .. . 9

1.2 Opérateurs linéaires . . . . . . . . .. L L 9
1.2.1 Généralités . . . . . . . . . e 9

1.2.2  Opérateurs bornés . . . . . . . . . L 10

1.2.3  Opérateurs compacts . . . . . . . . .. oo 11

1.3 Différentiabilité au sens de Fréchet . . . . . . . .. . ... ... oL 12
1.4 Semigroupes d’opérateurs linéaires . . . . . . . . .. ... L L 13
1.4.1 Semigroupes compacts . . . . . . . ... oo 15

1.4.2  Semigroupes analytiques . . . . . . . .. .. L Lo 15

1.5 Equations intégrales de Volterra . . . . . . . . . ... Lo 16
1.5.1 Equations intégrales de Volterra . . . . . . ... ... ... .. 16

1.5.2 Méthode des approximations successives . . . . . . . . .. ... 17

1.6 Théoremes du point fixe . . . . . . . . . L 19



TABLE DES MATIERES iii
1.7 Lemme de Gronwall . . . . . . . . . . . . ... e 20

2 Problémes directs 21
2.1 Probleme de Cauchy non homogene . . . . . . .. ... .. ... ... ... ..., 21
2.1.1 Formulation du probleme . . . . . . ... .. .. ... ... ... 21

2.1.2 Existence de la solution . . . . . . .. ... ... .. 21

2.1.3 Compacité de l'opérateur solution . . . . . . . . .. ... ... ..., 23

2.2 Probleme de Cauchy semi-linéaire . . . . . . . . . . . .. ... 27
2.2.1 Formulation du probleme . . . . . . . . ... Lo 27

2.2.2 Existence de la solution . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 28

3 Probléme inverse semi-linéaire 32
3.1 Formulation du probleme . . . . . . .. .. 32
3.2 Existence de lasolution . . . . . . . . . ... 33
3.3 Unicité delasolution . . . . . . . . . . . . . .. 44
3.4 Continuité de la solution par rapport aux données . . . . . . . .. .. .. ... ... 54
Application 60
CONCLUSION ET PERSPECTIVES 63
Bibliographie 64



INTRODUCTION

0.1 Généralités et contextes

0.1.1 Problémes inverses

e nombreux problemes de la physique, chimie, biologie et de la géophysique sont modélisés
par des systemes d’équations différentielles ou aux dérivées partielles qui décrivent le com-
portement temporel ou spatio-temporel des inconnus du modele. La résolution de ces équations
constitue ce que 'on appelle le probleme direct. Cela ne peut se faire que si tous les parametres
du systemes sont connus, les conditions initiales et aux limites, les coefficients intervenant dans les
équations, ainsi que le domaine spatial. Lorsque I'une (ou plusieurs) des composantes du probléme est
manquante I’équation ne peut plus étre résolue sans informations complémentaires et la résolution
de I’équation n’est plus directe mais inverse.
D’aprés J.B.KELLER [39], deux problemes sont dits inverses I'un de l'autre si la formulation de
I’'un met 'autre en cause. Une définition plus opérationnelle est qu’un probléme inverse consiste &
déterminer des causes connaissant des effets. Ainsi, ce probléeme est 'inverse de celui appelé probleme
direct, consistant a déduire les effets, les causes étant connues. On peut citer pour les effets : poten-
tiel, déplacement, température, champ électrique et pour les causes : force, condition limite, c’est
pourquoi suivant le contexte, le terme ”causes” est subordonné par le terme ”entrées”, tandis que
le terme ”effets” est subordonné par le terme ”sorties”.” D’un point de vue pratique les problemes
inverses exigent souvent une bonne connaissance du modele direct afin d’apprehender les entrées.
» L’étude des problemes inverses a connu un développement tres important au cours des dernieres
années. Cela est du a la richesse du sujet et au fait que ces problemes sont réellement présents
dans de nombreux domaines. Les mathématiques bien sir, avec la base fondamentale que forme
la théorie des opérateurs, et les équations aux dérivées partielles. La physique, ol naturellement

les chercheurs se sont trouvés confrontés a des observations indirectes, les amenant a résoudre
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des problemes inverses. En particulier, en optique et en géophysique ou apparaissent de nombreux
modeles de stéréologies et autres. L'imagerie médicale est aussi I'un des domaines les plus impliqués
dans ce type de probleme. La tomographie, notamment est un sujet récurrent en radiologie, scanner,
IRM. Les problemes inverses constituent donc I'un des sujet ot le lien entre la théorie mathématique

et la pratique est le plus fort.

0.1.2 Identification de sources et de parametres

our un modele physique, on peut envisager divers problémes inverses. Associés a ’équation
de la chaleur par exemple, on peut distinguer un certain nombre de problémes inverses

classiques :

e estimation de géométrie du domaine,
e estimation de parametre,

e reconstitution de ’état initial,

e estimation de sources,

e estimation de conditions aux limites.

La reconstitution de sources ou de parametres est un probleme d’importance pratique. Les problemes
qui visent a déterminer les sources inconnues apparaissent des que la mesure directe de la grandeur
physique étudiée n’est pas possible en pratique. Les hautes températures et la difficulté d’acces dans
la chambre de combustion d’'un moteur [24], dans une enceinte contenant un feu ou sur les faces
actives d’outils d’usinage [63] sont des cas ou le recourt a ce type de probléemes est nécessaire.

Pour la catégorie des problemes liés a 'estimation de parametres intrinseques d’un systeme, 1’ob-
jectif fixé est de déterminer, a partir d’une connaissance partielle de son évolution, les parametres de
modele inconnus. Ces problémes se rencontrent dans de nombreux domaines allant de la géoméchanique

aux mathématiques financieres.

0.1.3 Caractére mal posé des problemes inverses

Les problemes inverses sont souvent classés dans la catégorie des problemes mal-posés introduite
par HADAMARD [33] au début du sciecle dernier . Un probleéme bien posé au sens d’Hadamard doit
satisfaire les trois conditions suivantes : la solution existe, elle est unique et elle est stable. Dés lors

que 'une de ces conditions est violée le probléme est considéré comme mal-posé.

1. Le premier probleme mal-posé date en fait de 1932 d’un fameux article d’Hadamard, il s’agissait de reconstruire
la solution d’un probléme de Cauchy a partir de la condition initiale.
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La réalité expérimentale montre que les problemes inverses sont le plus souvent mal-posés car ils
ne répondent pas a la troisieme condition (la stabilité). Le probleme est instable quand de petites
variations sur les données entrainent de grandes variations sur la solution. Cette stabilité est liée au
systeme étudié et va indiquer la robustesse de I'inversion face aux probléemes de bruits de mesures.
o Expliquons sur un exemple simple le caractére mal-pose d’un probleme inverse. On considere le

probleme suivant :

—(a(z)u(2)) = f(x), —-1l<z<]1,
{ w(=1) = u(1) = 0. (£)

Le probleme direct consiste a calculer u, étant donné a et f. Pour le probleme inverse, nous

considérons que f est connue, et nous cherchons a retrouver le coefficient a & partir d’une me-
sure de u.
En intégrant I’équation de (&), et en divisant par u’, nous obtenons ’expression suivante pour a (en

supposant que u’ ne s’annulle pas,)

Pour pouvoir discriminer parmi les différentes solutions possibles, nous devons faire appel a une
information supplémentaire. De plus il y’a dans ce probleme deux sources d’instabilité, d’abord
I'équation fait intervenir v/, et on sait que le passage de u & u’ est source d’instabilité?. Si u/
s’annule, la division est impossible, si u’ est simplement ”petit,” la division sera cause d’instabilité.
» Pour traiter les problemes inverses, ces derniers sont parfois formulés comme étant des problemes
d’optimisation, ou les inconnues sont déterminées de telle sorte qu’elles minimisent I’écart (en un
sens & préciser) entre les mesures issues de 'observation des systémes physiques et les mesures
calculées.

Essayons de donner une formulation abstraite a cette problematique. Considérons un probleme
inverse qui consiste & identifier les parametres (ou le terme source) a d’'un modele & partir des
mesures y pour des sollicitations F données. En regle générale, le probleme direct est résolu sous la
forme L(u(,),a) = F, ou L est un opérateur aux dérivées partielles. Il est possible de représenter le
probleme a I’aide d’un opérateur reliant les parametres inconnus a du probléme inverse aux mesures
réalisées y :

T:gad‘)yv

a—y=T(a),

2. La différentiation est le prototype du probléme mal-posé voir Engl et al [27].



0.2 Organisation du mémoire 4

Eq.q est I'espace des parametres admissibles a, inconnus du probleme inverse, ) représente ’espace

des mesures. Le probleme inverse alors est le suivant :
trouver a € E,q, tel que T (a) =y, connaissant y € ).

Si lopérateur T est linéaire, inversible d’inverse continu 'identification des parameétres est triviale, le
probléme inverse est bien posé au sens d’Hadamard (pour toutes les valeurs admissibles des données
disponibles une solution existe, et est unique et dépend continiiment des données). Cependant, ce
n’est que rarement le cas, ce qui rend 'identification difficile.

Lorsque l'opérateur 7T n’est pas linéaire, on recherchera des quasi-solutions du systéme 7 (a) = y en
un certain sens. Le probleme d’identification se raméne donc a un probléme de minimisation d’une
fonctionnelle J(a) dite fonctionnelle cout mesurant la distance entre les mesures y les prédictions
T (a)

min J(a)

a€€uq

JI(a) =] T(a) =yl

En regle générale, rien ne garantit que le minimum soit atteint en un point a € £,4, une autre ques-
tion essentielle liée a la convexité de la fonctionnelle 7, est celle de I'unicité, la fonction cout peut
posséder plusieurs minima, et le minimum global n’est pas forcément la solution. Ces instabiltés
(liées au caractere mal-posé du probléme) ont donné lieu & des méthodes dites de régularisation.
Les méthodes de régularisation initiées par les travaux de TIKHONOV et ARSENINE [72] sont toutes
fondées sur le méme principe : augmenter la stabilité de I'inversion en proposant des solutions ap-
prochées de la solution exacte. En quelques sorte, ces méthodes consistent a remplacer le probleme
mal-posé par un probleme bien posé (proche de celui-ci), pour lequel la procédure de résolution est
stable.

» Dans le présent travail, on laissera de coté la théorie d’optimisation ainsi que la régularisation et
on se contentera d’introduire les conditions nécessaires permettant de résoudre le probleme d’iden-

tification et d’assurer sa stabilité.

0.2 Organisation du mémoire

Le présent travail est une synthése d’un travail établi par IOAN.I.VRABIE et ALFREDO LORENZI
[49]. Il est composé d’une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on rapelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle ainsi que les outils
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mathématiques nécessaires pour 1’étude du probleme inverse. Le chapitre trois constitue les parties
principales.
Dans le deuxiéme chapitre on traite deux classes de problemes directs bien posés dans un espace de
Banach X.

¢ Dans la Premiere classe, on étudie le probleme de Cauchy non homogene abstrait suivant :

{Z@:Amw+ﬂm 0<t<T, (P2 9n)

(0) =¢,
o1 £ € X, A est un opérateur linéaire non-borné de domaine de définition D (A) et f € L1(0,T; X).

¢ Dans la deuxieme, on traite le probleme de Cauchy semi-linéaire suivant :

{me_Au@+gwu@» 0<t<T, (P D)

(0) =¢,
pour £ € X, A est toujours un opérateur linéaire non borné et g(¢,u (t)) est une fonction définie de
[0,T] xX dans X.

Pour ces deux problemes, on introduit les théorémes d’existence et d’unicité de la solution. Ainsi
que quelques propriétés de l'opérateur solution du probleme (£ Z7) qui jouent un role important
dans ’étude du probléeme inverse.

Le chapitre trois est consacré au probleme d’identification (&?.#1) suivant :

déterminer z € X et u : [0,1] — X solution stricte du probleme de Cauchy :

{ u () =Au(t)+ f(t)+o(u(t)z, 0<t<l1,
u (0) = o,

avec u vérifiant la condition supplémentaire

1
Au@ﬁ:&, 0.2)

A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire non borné qui engendre un Cp-semigroupe compact
de contractions {S (t)}i>0, f € C1([0,1];X), &, &1 € X et o : X — R4 est une fonctionnelle de
classe C1.

Ce type de probleme rentre dans la classe des problémes inverses qui consiste & I'identification du
terme source totalement ou partiellement inconnu, il se rencontre dans de nombreux domaines par
exemple la recherche d’une intensité de la source de pollution a partir d’un nombre de mesures de
concentrations.

e Lors de I’étude du probleme (£ .#1), une question naturelle se pose peut-on interpréter (£ .#1)

comme étant un probleme de controle optimale 7 la réponse a cette question n’est pas aussi évidente.
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En effet, commencons par introduire la fonctionnelle suivante : ® : X — R définie par

1
/ uz(t)dt - 51
0

ou u, est l'unique solution stricte du probléme (0.1).

2
O(z2) =

)

On remarque clairement que si le probleme d’identification (£?.#1) admet une solution z, alors z

est aussi solution du probleme de controle suivant :
min{®(z), z € X}. (7€)

Mais 'inverse n’est pas vrai simplement, parce qu’il peut arriver que (£%) admet une solution z,
par contre le minimum est strictement positif et donc z ne résout pas (&?.#1). De plus le probleme
(P€) n’est pas un probléeme de controle standard pour aux moins deux raisons la premiére est que
(P%€) est indépendant de t c’est & dire, on est entrain de chercher une constante par rapport au
controle t, la deuxieme réside dans le fait que la fonctionnelle ® n’est pas convexe3. En raison de
tous ces points cette démarche (au moins sous sa forme standard) n’est pas applicable pour notre
probleme.
Pans le présent travail, on essayera d’évoquer certaines conditions liées a la nature du semi-groupes
qui assureront 'existence et I'unicité de la solution ainsi que sa dépendance continue par rapport
aux données.
& % n peu de Zittérature... En raison de son interét pratique, le probleme d’identification de
source dans le cas linéaire a été intensivement étudié ses dernieres années, parmi les travaux établis,
on cite les problemes suivants
Soit a déterminer une fonction w : [0,1] — X et z € X satisfaisant :

u(t)=Au(t)+ f(t)z, 0<t<1,

u (0) = &o, X (2.52)
u([0,1))" / w (t) dpt) = &,
0

ot A est un générateur d’un Cp-semigroupe de contraction, f € C1([0,1], £L(X)), p est un vecteur

mesure défini de ¥ (o—algebre sur [0,1]) dans £(X’) comme suit :
pour z € X, p()zr: X — X

w(E)x = p(E)(x), pour tout F € X.

3. a cause du fait que z — u, est non-linéaire.
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avec 1([0,1]) inversible.

e PRILEPKO ET KOSTIN(1993, [56]) ont considéré le probleme d’identification (2. .Z) dans le cas
ou u = dipl, avec 1 est une fonction de Heaviside. Ils ont montré ’existence et 'unicité de la solution
pour tout &y, &1 € D(A).

e PRILEPKO ET TIKHONOV(1994, [55]) ont traité le probleme ci-dessus avec u = di)I ol 9 est une
fonction a variation bornée. Ils ont montré que (Z.#.%) est bien posé pour tout &y, & € D(A).

e TIKHONOV ET EIDEL'MAN (1994, [68]) ont considéré le probleme d’identification (£.#.%), avec
f(t) =g(t)I, g continu et a variation borné 1 est absolument continu, ils ont introduit les conditions
nécessaires et suffisantes pour que (&£ .7.Z) soit bien posé pour tout &, & € D(A).

e PRILEPKO, PISKAREVA ET SHAW(2007, [54]) ont utilisé une méthode d’approximation itérative
pour traiter un probléeme de la forme (#.#.%) sujette a une conditin finale.

e ANIKONOV YU ET LORENZI A (2007, [1]) ont étudié (Z.7.%) dans le cas ou A est un générateur
d’un Cp-semigroupe analytique, f = g.I, g € C*([0,1];R), a € (0, 1), u = A.I et X est une mesure
positive finie de Borel dans (0, 1). Ils ont montré que pour tout &y, &1 € D(A) le probleme (£ .7 .L)
admet une unique solution.

e VRABIE I I ET LORENZI A (2008, [48]) ont étudié le probleme (.7 .Z) dans sa forme générale.
» Enfin, on cite quelques ouvrages traitant d’autres classes de problemes inverses : PRILEPKO A I,
ORLOVESKY D J, VASTIN A I [57], MOURAD CHOULLI [17] et les document établis par ISAKOV V
[34], RomaNOV V [60], et CANNON J AND HORNUNG U [16].

A otant ici que dans la littérature mathématique et contrairement au cas linéaire, on ne trouve pas
beaucoup de travaux concernant l’identification de source dans le cas non-linéaire. Ceci est di a la

complexité que souleve cette classe de problemes, ce qui souligne 'importance de cette étude.



Chapitre 1

RAPPELS

Dans ce chapitre, on introduit certains outils nécessaires pour ’étude du probleme considéré.

1.1 Compacité

Dans la suite X' désigne un espace de Banach muni de la norme || . || .
C([a,b], X) est un l'espace des fonctions continues définies de [a,b] dans X.

Muni de la norme || f || ((q,0),20)= {supll f(t) |;t € [a,b]}, C([a,b], X) est un espace de Banach.
1.1.1 Compacité dans un espace de Banach

Définition 1.1.1 Un sous ensemble % d’un espace Banach X' est dit compact si de tout recou-
vrement ouvert de %, on peut extraire un sous-recouvrement fini i.e pour toute famille V;, (i€l)>

d’ouvert vérifiant :
% c|Jvi
el

il existe une sous famille Viqy irery, k=1,...,n telle que

n

% < | Vi

k=1

Théoréme 1.1.1 Un sous-ensemble % d’un espace Banach X est compact si de toute suite d’éléments

de % , on peut extraire une sous-suite convergente dans % .

e Soit % C X, U est compact =—> % est fermé et borné.

Définition 1.1.2 Un sous-ensemble % d’un espace Banach X est dit relativement compacte si sa

fermeture % est compacte i.e. de toute suite de %, on peut exrtraire une sous-suite convergente.

1. Les résultats de ce paragraphe restent vrai si X est seulement un espace vectoriel normé.
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e Tout sous-ensemble borné de dimention finie de X est relativement compact.

1.1.2 Compacité dans C([a,b],X)

Définition 1.1.3 Un sous-ensemble I de C([a,b]; X) est équicontinu en t dans |a,b] si

Ve >0, Jo(e,t) >0 tel que Vs € [a,b] avec |t —s| < o(e,t), on a
17 (t) = h(s)] <e,

uniformément par rapport a h € 3.

On dit que S est équicontinu dans [a,b], si il est équicontinu en tout point t € [a, b).

Théoréme 1.1.2 (Arzela-Ascoli) Un sous-ensemble S de C([a,b]; X) est relativement compact
si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(1) & est équicontinu dans [a, b],

(%) il existe une partie D dense dans |a,b] tel que pour tout t € D,

est relativement compact dans X.

1.2 Opérateurs linéaires

1.2.1 Généralités

X et Y designent deux espaces de Banach.

Définition 1.2.1 Toute application linéaire A : D(A) C X — Y s’appelle opérateur linéaire.
On note

oker(A)={reX: Az =0} CX le noyau de A,
oR(A)={Az €Y :x € X} CY limage de A,

oG (A)={(u,Au) e X x Y :u € D (A)} le graphe de A.

Définition 1.2.2 On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe est fermé dans X x ).
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1.2.2 Opérateurs bornés

Définition 1.2.3 Un opérateur A : X — Y est dit borné s’il existe une constante positive c telle
que

|Azlly < cllel; Ve € X.
Théoréeme 1.2.1 Un opérateur lincaire est continu si et seulement s’il est borné.

e On note par L(X,Y) l'espace des opérateurs linéaires continus de X dans ’espace de Banach Y

muni de la norme :

HAHL(X,)J): sup || Az, .

lzllx <
L(X,)) est un espace de Banach.
Si X =Y, on note L(X,X) = L(X).

Théoréme 1.2.2 (Banach-Steinhauss) Soient X et ) deux espaces de Banach. Soit (A;),.; une

famille d’opérateurs linéaires continus de X dans Y. On suppose que

sup ||Aiz|| < 0o, Vre X.
icl

Alors :

< o0,

Sup ([ 4ill .,

autrement dit, il existe une constante c telle que :

|Asz|| < c|lz||, Yo € X, Viel

Théoréme 1.2.3 Soit A un opérateur linéaire continu et bijectif de X dans Y. Alors A~ est

continu de ) dans X.

Théoréme 1.2.4 Soit A un opérateur linéaire continu de X dans Y. A~ existe et est continu si

et seulement si il existe une constante m > 0 tel que :
[Az|| = m|lz]|, Vo € X.

Théoréme 1.2.5 (Théoréme du graphe fermé) Soit A un opérateur linéaire de X dans Y.

Supposons que le graphe de A est fermé dans X x Y. Alors A est continu.
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Théoreme 1.2.6 Soit A: X — X un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X avec
[All g2y < 1. Alors (I —A)~! eaiste, (I designe Uopérateur identité ), il est borné et il admet la

représentation suivante :

(I-A)"=) a~

n>0
1.2.3 Opérateurs compacts

Définition 1.2.4 Un opérateur A € L(X,Y) est dit de rang fini si dim(R(A)) < oo.

Définition 1.2.5 Soit A € L(X,)). On dit que A est compact si l'image de toute partie bornée de

X est une partie relativement compacte dans Y.

e On designe par K(X,)) l'espace des opérateurs compacts de X dans ).
K(X,Y) est un sous espace vectoriel fermé de L(X,)).
Si X =), on notera K(X).

Théoréme 1.2.7 Un opérateur A: X — Y est compact si et seulement si pour toute suite bornée

(zn) dans X, la suite (Ax,) contient une sous-suite convergente dans ).
Théoréme 1.2.8 Soit A € L(X,)). Si A est de rang fini alors A est compact.

Théoréme 1.2.9 Soit (A,) une suite d’opérateurs continus de rangs finis de X dans Y et soit

A€ L(X,Y) tels que [[An — Al g(xy) — 0. Alors A € K(X, D).

» L’opérateur identité I : X — X est compact ssi dim X < oo.

Théoréme 1.2.10 Soit X, Y et Z des espaces de Banach et soit A: X — Y et B:Y — Z des
opérateurs linéaires bornés. Alors BA : X — Z est compact si l'un des deux opérateurs A ou B

est compact.
Corollaire 1.2.1 Si dimX = oo et A € K(X), alors A™! ¢ L(X).

Lemme 1.2.1 Soient R une partie non vide de R = RU{+oco}U{—o0} , k un point d’accumulation
de R et {Ax; X\ € R} une famille d’opérateurs de D C X — ).

Si A\D est relativement compacte, VA € R et
lim Ayz = Az,
A=K

uniformément pour x € D, alors AD est relativement compacte.
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Spectre d’un opérateur compact

Définition 1.2.6 Soit A un opérateur linéaire fermé dans X et A € C. On appelle ensemble

résolvant de A, l’ensemble
p(A) ={A € C: A\ — A est bijectif}.

e Le complémentaire de p(A) dans C est appelé spectre de A et est noté o (A). Le spectre de A est
un fermé de C.

o Lopérateur Ry(A) = (A — A )1 est appelé la résolvante de A.

» Le spectre de A est la reunion des ensembles suivants :

- Le spectre ponctuel :
op(A) ={Ae€ C: X[ — A nlest pas injectif }.

Un élément \ de op(A) est dit valeur propre de A.

-Si XA € 0(A) — op(A) donc A\ — A est injgectif, mais non surjectif, Im(A\I — A) # X, deux cas se
présentent :

-Si Im(AI — A) nlest pas dense, on dit que X € o.(A) le spectre résiduel.

-Si Im(AI — A) est dense, on dit que \ € o.(A) le spectre continu.

Théoréme 1.2.11 Soit A un opérateur compact, on a alors :
(i) 0 € o(A),

(4) 0(A) — {0} = 0, (4) — {0},

(#32) les points de o(A) — {0} sont isolés,

(

i) lune des situations suivantes :
-ou bien o(A) = {0},
-ou bien o(A)— {0} est fini,

-ou bien o(A) — {0} est une suite qui tend vers 0.

1.3 Différentiabilité au sens de Fréchet

Définition 1.3.1 Soient X et Y deux espaces vectoriels et f une application de X dans ).
On dit que f est Fréchet-Différentiable en un point x € X s’il existe un opérateur £ € L(X,)) tel

que :
lf(z+h) = f(z) = Zhlly _

im 0.
1R =0 1Al x
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e Si f est Fréchet-Différentiable en x alors lopérateur £ intervenant dans la définition précédente
est unique.

o Si f est Fréchet-Différentiable en x alors elle est continue en ce point.

1.4 Semigroupes d’opérateurs linéaires

Définition 1.4.1 On dit que la famille d’opérateurs bornés {T(t)}i>0 sur X est un semigroupe i :
(i) T(0)=1;
(i) V>0, s>0:T(t+s)=T)T(s);
Si de plus
lim T(t)xr =z, Vx € X,

t—0+t
on dit que {T'(t) }+>0 est un semigroupe fortement continu ou un Cy-semigroupe.
e On dit que {T'(t)}+>0 est un semigroupe uniformément continu si

lim || T(t) — I z(a) = 0.

t—0t

e On définit le générateur infinitésimal (A, D(A)) d’un semigroupe {T'(t) }+>0 comme étant l'opérateur

A:D(A) C X — X,

D(A) = {x €X: lim (T(t)z — 2) ewiste} ,

t—0+ 1

et
vz € D(A), Az = lim ~(T(t)x —z).

t—0t 1

o Certaines propriétés des semigroupes sont citées dans la proposition suivante :

Proposition 1.4.1 Soit {T(t)}+>0 un Co-semigroupe dans X et A son générateur. Alors :
(1) A est un opérateur fermé a domaine dense;

(42) il existe M > 1, et w € R tel que :
1T ()]l g2y < Me™, pour tout t >0,

dans ce cas T(t) est dit de type (w, M) ;
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t+h

.1
) ) T = )
(192) Vo € X, lim T(7r)xdr =T(t)x;
h—0h J;

(tv) pour tout v € X, ett>0ona:
t t
/ T(r)xdr € D(A), et A/ T(r)xdr =T(t)x — x;
0 0

(v) pour tout x € D(A), et tous 0 < s <t <oo ona:
t t
/ AT (1)xdr = / T(r)Azdr =T (t)x — T(s)x;
(vi) pour tout x € D(A), T(t)xr € D(A) et

d

(T(t)z) = AT(t)x = T(t) Az,

Définition 1.4.2 Un semigroupe {T'(t)}+>0 est dit de contractions si pour tout t >0 on a :

1T gexy < 1.

Théoréeme 1.4.1 Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d’un semigroupe uni-

formément continu si et seulement s’il est continu.

Théoréme 1.4.2 Un opérateur A : D(A) C X — X est un générateur infinitésimal d’un Cp-
semigroupe de contractions si et seulement si :
(1) A est fermé et de domaine dense;

(22) 10,00 € p(A) et pour tout A >0, on a [|RA(A)||gx) <

> =

Théoréme 1.4.3 ( Hille -Yosida ) Soit A un opérateur fermé de domaine dence D(A) dans un
espace de Banach X. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(¢) A engendre un Co-semigroupe {T'(t)}+>0 vérifiant,
||T(t)||£(X) < Me™, pour tout t >0
(i%) pour tout X >0, A € p(A) et

(A = w)" RY (A)ll g2y < M, pour tout m € N.
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1.4.1 Semigroupes compacts

Définition 1.4.3 Un Cy-semigroupe {T'(t)}+>0 dans un espace de Banach X est dit compact pour
t > to > 0 si pour chaque t > to, l'opérateur T (t) est compact dans X. Le semigroupe {T'(t)}+>0 est

dit compact s’il est compact pour t > 0.

Remarque.
e Si T'(t) est compact pour ¢t > 0, alors en particulier I'identité I est un opérateur compact et X
nécessairement de dimension finie.

e Si pour ¢y > 0 Popérateur T'(ty) est compact, alors T'(t) est compact pour ¢t > tg.

Proposition 1.4.2 Si T'(t) est compact pour un t > to, alors Uapplication t — T(t) est continue

de |to, +oo[ dans L(X), pour t > t.

Théoréme 1.4.4 Soit {T (t)}+>0 un Co-semigroupe et A : D(A) — X son générateur infinitésimal.
Alors, {T (t)}+>0 est compact si et seulement si :
i) Uapplication t — T (t) est continue de ]0,+oo[ dans L (X),

1) la résolvante Ry (A) est compacte pour tout A € p(A).

Corollaire 1.4.1 Soit {T (t) }+>0 un Co-semigroupe uniformément continu. Alors T(t) est compact

si et seulement si Ry (A) est compacte pour tout X € p (A).

1.4.2 Semigroupes analytiques

Définition 1.4.4 Soient 61, 02 € R : _TH <0 <0<6y < % et le secteur
Agf ={ze€C:6; <argz <6y},

Une famille d’opérateurs linéaires bornés {T'(z)} dans un espace de Banach X est dite semi-

02
ZEAel

groupe analytique si :

(i) Uapplication z — T(z) est analytique de Agf — X, pour tout x € X,

(i3) T(0) = I (identité) et lim T(z)x ==z, pour tout x € X,

z—)O,zGAZQ
1

(iii) T(21 + 22) = T(21)T(22), V(21,22) € AY.
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e Un semigroupe est dit analytique s’il est analytique dans un certain secteur du type A qui contient

R, .

Théoréme 1.4.5 Soit A : D(A) C X — X un générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe
{T'(t)}+>0 tel que
1Tl 22y < Me™t, pour tout t > 0.

Alors, T(t) est analytique si et seulement s’il existe C > 0 et Ao tel que
HAR"“(A)H<i tout A > ng et =1,2
3 < 0 pour tou nAg et pour n =1,2,....
Théoréme 1.4.6
Soit {T'(t)}r>0 un Cy-semigroupe d’un générateur infinitésimal A : D(A) C X — X. Si
limsup [|T(t) — I|| <2,
t—0
alors, T(t) est prolongeable en un semigroupe analytique.

1.5 Equations intégrales de Volterra

1.5.1 Equations intégrales de Volterra

Définition 1.5.1 Soit X un espace de Banach et X(s,t) une fonction définie de
A={(ts)eR*:0<s<t<T},
a valeurs dans R. Les équations intégrales suivantes :

b(t) = /Ot N(t, s)U(s)ds, 0<t<T, (1.1)

U(t) = d(t) + /(:N(t, $)U(s)ds, 0<t<T, (1.2)

ou V¥ est la fonction inconnue et ¢ est une fonction donnée, sont appelées les équations intégrales
de Volterra de premiére et de deuzriéme espéce respectivement.

o XN est appelée le noyau.
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1.5.2 Meéthode des approximations successives

Une approche classique qui établit I'existence et 'unicité de la solution de ’équation intégrale de
Volterra de deuxiéme espece (1.2), est la méthode des approximations successives appelée aussi

méthode de Picard, elle consiste a définir la suite itérative suivante

U, (t) = /Ot N(t,s)Up_1(s)ds + ¢(t), n=1,2.... (1.3)

avec

Pour la simplicité, on note

on(t) = Uy(t) — Uy (t), n=1,2.. (1.4)
ot
onll) _/0 R(t, 8)on_1(s)ds, n = 1,2, .. (1.5)
po(t) = o(t)

Ainsi & partir (1.4), on a :

Par induction, on obtient
t
eult) = [ Ntk s)os)ds,
ol
¢
N, (t,s) = / N(t, )N, 1 (7, s)dT, (1.7)
S

et Ny (t,s) = N(t,s),
¢ Les N, sont appelés les noyaux itérés.

Si W(¢, s), on note

d’ou
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alors, par induction de (1.7) on obtient

Mn(t _ S)nfl MnTnfl
N, (¢ < <
Ralt, )] < (n—1! — (n—1)"

pour tout n > 1 et (¢,s) € A, ce qui montre que :

H(t,s) =) Ni(t,s) = nnjlmz N;(t, s). (1.9)
=1 =1

est uniformément convergente pour (¢,s) € A.
¢ La fonction H ainsi définie est appelée le noyau résolvant de R(, s).

e Introduisons a présent le théoreme suivant :

Théoréme 1.5.1 SiN(t,s) et ¢(t) sont continues. Alors, l’équation intégrale de Volterra de deuziéme

espece (1.2) admet une unique solution continue donnée par
W(t) = /Ot’l-[(t,s)qﬁ(s)ds—i—qﬁ(t). (1.10)
Preuve. D’apres (1.6), (1.3) est équivalente a
W, () = /Ot Halt, 5)6(s)ds + (). (1.11)

ou

Ha(t,s) =) Ni(t, s). (1.12)

Alors, d’apres (1.9)
W) = [ (e )0(s)ds+ 0(0)

est une solution continue de (1.2).
e Montrons 'unicité de la solution.

On suppose que ¥’(t) est une autre solution de (1.2). Alors
U(t) —W'(t) = /Ot N(t, 5)(¥(s) — U'(s))ds. (1.13)
Comme V(¢) et W'(¢) sont continues, il existe une constante C' tel que :
|W(t) —W'(t)| < C, pour 0<t<T, (1.14)
En substituons (1.14) dans (1.13), on obtient

|U(t) —W'(t)| < MCt, pour 0<t<T,
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en, réiterant le procédé n — 1 fois, on obtient :

O(Mt)

n!

|U(t) —W'(t)] <

, pour 0 <t <T, (1.15)

pour tout n.

Pour n suffisament grand, le second membre de (1.15) est arbitrairement petit, d’ou
U(t)=V'(t), pour 0<t<T.
O

Théoréme 1.5.2 Soient les conditions du théoremes 1.5.1 satisfaites. Alors le noyau resolvant H

est la solution unique de l’équation intégrale
t
H(t) — / N(t, 7)H (T, s)dT = R(t,s), pour 0 <s<t<T. (1.16)
S

Preuve. D’apres (1.9), on a :

/N(t,T)H(T,s)dT—/ N(t,7) > Ni(T,8)dr
8 s i=1

/S RN 8)dr

o

@
Il
,_.

Nir1(t,5)

o

1

7

= H(t,5) — N(t, 5).

1.6 Théoremes du point fixe

Théoréme 1.6.1 (Schauder) Soient R une partie non vide, convexe et fermée d’un espace de
Banach X et F une application continue de R dans R telle que F (R) est relativement compacte.

Alors F admet un point fize.

Théoréme 1.6.2 Soient (X, |.||) un espace Banach, et F : X — X une application contractante

i.e. il existe k < 1 tel que

|F(u1) — F(u2)|| < kljur —ug|, pour tout uy, us € X
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Alors l’équation

admet une solution unique u € X.

Cette solution est appelée point fize de F.

Corollaire 1.6.1 On suppose que F (X) C X, et qu’il existe un entier p > 1 tel que FP est
contractante. Alors F admet un point five unique, et pour tout point x € X, la suite FP (x) converge

vers ce point fize.

1.7 Lemme de Gronwall

Lemme 1.7.1 Soit p une fonction non négative, continue vérifiant l’inégalité :

t
cp(t)§a+b/ ¢ (s)ds, t>0,
0

ot a et b sont des constantes positives. Alors

o (t) < ae.



Chapitre 2

Problemes directs

2.1 Probleme de Cauchy non homogéne

2.1.1 Formulation du probleme

Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||. On considere dans X’ le probléme suivant :

Au(t) + f(t), 0<t<T,

. (29)

’_/H
2 <
— =
=
~
I

o1 £ € X, A est un opérateur linéaire non-borné de domaine de définition D (A) et f € L1(0,T; X).
Notant par {S(t)}+>0 le Cp-semigroupe engendré par A.

Définition 2.1.1 La fonction u est dite :

i) solution classique du probléeme (221) siu € C((0,T]; D(A))NC([0,T]); X)NCL((0,T); X) et elle
satisfait le probleme (P 21).

1) solution mild du probleme (£ %1) siu € C([0,T); X) et elle satisfait :

§+/S (t—s) f(s)ds, (2.1)

pour tout 0 <t <T.
i14) solution stricte du probléeme (2 21) si u € C*([0,T];X) N C([0,T); D(A)) et elle satisfait le
probléeme (P P1).

2.1.2 Existence de la solution

Dans cette section on introduit quelques théoremes importants qui établient ’existence de la solution

du probleme (£ %).
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Théoréme 2.1.1 (principe de Duhamel) [77] Chaque solution classique du probléme (P P1)
est donnée par (2.1).

Théoréme 2.1.2 Soient A : D(A) C X — X un générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe

{S(#)}e>0, f € LY(0,T; X) et est continue sur (0,T) et soit :

v (t) = /OtS(t—s)f(s)ds, vt € [0, 7.

Si une des deuzr conditions suivantes est satisfaite :

(i) v est continiment différentiable sur (0,T);

(i) v(t) € D(A) pourt € (0,T) et Uapplication t — Av(t) est continue sur (0,T);

alors, pour tout & € D(A), le probleme (P P1) admet une solution classique unique.

o D’autre part s’il existe & € D(A) tel que le probléme (P P1) admet une solution classique, alors

v satisfait les deux conditions (i) et (it).
Preuve. Remarquons que, pour tout ¢t € (0,7) et h >0 :

1 _u(t+h)—o(t) 1 t+h
E(S(h)—[)v(t)—T—E t S(t+h—s)f(s)ds. (2.2)

Supposons que (¢) satisfaite, comme f est continue et v est contintiment différentiable dans (0,7)
il s’ensuit que le membre droite de I’égalité (2.2) converge quand h tend vers 0, et donc le membre

gauche converge aussi. Et par conséquent v (t) € D(A) et :
o () =Av(t)+ f(t), Vt€ (0,T). (2.3)

Si (i) est satisfaite, alors v est différentiable & droite dans (0,7) et sa dérivée droite est continue
dans (0,7") et comme v est continue, il découle que v est contintiment différentiable dans (0,7") et
vérifie (2.3).

Comme v (0) = 0, on déduit que dans les deux cas (%) et (43) on a
u(t)=St)E+wv(t), tel0,T],

est une solution classique de (£ %), pour tout £ € D(A).
¢ Supposons maintenant qu’il existe £ € D(A) tel que le probleme (%) admet une solution

classique u donnée par (2.1). Alors la fonction

v(t) =u(t) = S(t)E,
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est différentiable dans (0,7), de plus
v (t) = (1) — S () AE,

est continue dans (0,7"), alors v satisfait (7).
Si £ € D(A), nous avons

S(t)€ € D(A), Vt € [0,T],

et donc

v(t)=u(t)— S (t)€ € D(A), vt e (0,T),

et 'application

t— Av(t) = Au(t) — AS (t)E =u' (t) — f(t) — S (t) AE,
est continue dans (0,7), alors v vérifie (23). O

Corollaire 2.1.1 Soient A : D(A) C X — X le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe
{S(t)}t>0 et f(t) € CL([0,T],X). Alors, V¢ € D(A) le probléme (P Z1) admet une unique solution

classique.

Preuve. L’application

¢
t—>v(t):/S(t—s ds—/S f(t—s)ds,
0

est contintiment différentiable dans (0,7). En effet, un calcul simple montre que

v (t) = / S(s)f (t—s)ds
/S (t—s)f'(s)ds; YVt € (0,T),
et le résultat s’ensuit de la condition (i) du théoreme (2.1.2). O

2.1.3 Compacité de ’opérateur solution

Dans cette section, on introduit quelques propriétés concernant ’opérateur solution du probleme

(£2,) dans C([0,T]; X).
Définition 2.1.2 L’opérateur

Q: X x LY0,T;X) — C([0,T); X),
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défini par
QS f) = u,

ot u est l'unique solution mild de probleme (P P1) correspondante aux données £ € X
et f € LY0,T;X) i.e.
t
u(®) =SW¢+ S5 ()ds
0

pour tout t € [0,T], est appelé lopérateur solution du probléme (P D).

Remarque 1. L’'image de toute partie bornée de X x L'(0,7;X), par @ est une partie bornée

dans C([0,T]; X).
En effet, pour tout (£, f) et (n,9) € X x LY(0,T;X) et pour tout t € [0,7], on a

1QE, /) (1) = Q (n,9) W)l < [1S(B)E = SE)nl| +/0 15(t = s)(f (s) — g (s))ll ds

< 15®lzeay 1€ =l +/0 1S = 8)ll gy 1 (s) — g (s)l ds

T
<le—nl+ / 1 () — g ()]l ds,
0
d’ou
1QE ) () = Q (1.9) Ol oz < 1€ — 1l + 1F5) = 9 ()11 0.5
ol [|¥floj0,17;20) = SupPsefo,ry 1% (B)]I-

Définition 2.1.3 Une famille .F de L'(0,T;X) est dite uniformement intégrable si
Ve > 0, 36(e) > 0 tel que pour tout sous-ensemble mesurable E de [0,T]| de mesure (mesure de

Lebesgue) u(E) < 6(¢), on a
JIsolar <=

pour tout f € F.

Théoréme 2.1.3 Soient A : D(A) C X — X un générateur d’un Cy-semigroupe de contractions
{S(t)}t>0, R une partie bornée de X et F une partie uniformément intégrable de L*(0,T; X).
Alors Q(R,.F) est relativement compacte dans C([s, T]; X) pour tout s € (0,T), si et seulement s’il

existe une partie 9 dense dans [0, T tel que, pour tout t € 9 ’ensemble

QR, 7)) ={Q(& ) (t); (& f) e Rx F},
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est relativement compact dans X.
o De plus, si la derniére condition est satisfaite et 0 € 2, alors Q(R,.F) est relativement compacte

dans C([0,T]; X).

Preuve. D’apres le théoreme 1.1.2 (Ascoli-Arzela) la nécessaité est évidente.
Montrons la suffisance, pour ce but, on montre d’abord que Q(R,.%#) est équicontinu sur (0, 7.

Soit € > 0, comme # est uniformément intégrable, il existe g (¢) tel que

/ I ()l ds < e,
A

pour toute partie mesurable A de [0, 7] vérifiant p(A) < o (e), o p est le mesure de Lebesgue sur
R.
Soit ¢t € (0, 7] et fixons A = A (g) > 0 tel que

t—A>0,2 <p(e) et t—A€E P,

ce qui est toujours possible puisque Z est dense dans [0, 7.

On a Q(R,.Z) (t — ) est relativement compacte dans X, alors pour tout £ > 0, il existe une famille
finie {(&1, f1), (&2, f2)s veeee s (§ke)s fr(e))} dans R x F tel que pour tout (£, f) € R x .7, il existe
i€{1,2,....,k ()} vérifiant

Q& F) (E=A) = Q&, fi) = A)|| <e. (2.4)

D’autre part, la famille {(&1, f1), (€2, f2), --e-.. s (§k(e)» fr(e))} est équicontinue en ¢, comme étant une
famille finie de fonctions continues sur [0, 7.

Donc pour le méme € > 0, il existe ¢ () € (0, ], tel que

Q& fi) (t+h) — Q& fi) B <e, (2.5)

pour chaque i=1,2,....k (¢), et chaque h € R avec |h| << (e).
Ainsi, on a

1QE, f) (t+h) = Q& F) (DI < [QUE f) (t+ h) — Q&, fi) (£ + R

+ Q& i) (t+ h) = Q(&, fi) (DI + Q& fi) (1) — QE, /) )], (2.6)

et pour tout (n,g9) € R x .# et tout h € (—<(¢),+c(g)), on a

t+h

Qn,g) (t+h)=SA+h)Qn,g)(t—A\) + - S(t+h—s)g(s)ds, (2.7)
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d’apres (2.6) et (2.7), on obtient
1QE, f) (t+h) = Q& F) (D < IS+ h)(QE, f) (E=A) = Q(&, fi) (t = A))|

t+h
+ / 1S(E + = )l g 1 (8) = £ ()] ds + 1Q(&ss i) (& + ) — Q(&as £) ()]

-

+ IS (QE, f) (E =) = Q& fi) (t = M)l + /t_/\ 1S = )l gy 1S () = fi ()]l ds
SIS+ ) gy 1QUE ) (E =) = Q& fi) (= A
t+h
+/t_/\ IS+ b =)l ) (LF ()4 1L (s)|Dds + [|Q(&s fi) (E+ h) — Q& fi) @]
F ISl 2y 1QE f) (8 = A) = (&, fi) (t = A

*/t 15 = 8l 2y (IF N+ 11£i () ds

-

t+A

<2[Q(E F) (E = A) = Q& fi) (= N[ + 2/t S )+ 1 fi ()N

A

+1QE: fi) (t+ h) — Q& fi) (D

pour tout (§, f) € R x % et tout h € (—< (¢),+< (¢)).
D’apres (2.4), (2.6), (2.7) et les choix de A > 0 et de ¢ (¢) > 0, il s’ensuit que

1QE, f) (E+h) = Q& f) ()| < 7e,

pour tout (£, f) € R x .Z et tout h € R avec |h| < ¢ (e).

Dot Q(R, %) est équicontinue sur (0,7] et en vertu du théoreme 1.1.2, elle est relativement com-

pacte dans C([s,T]; X), pour tout s € (0,7).

© 810 € 2, alors Q(R,Z) est équicontinu en 0. Ce qui acheve la preuve.

g

Théoréme 2.1.4 Soient A : D(A) C X — X un générateur d’'un Cy-semigroupe compact de

contractions {S(t) }+>0, € € X, R = {&} et F une partie uniformément intégrable de L'(0,T; X).

Alors Q(R,.F) est relativement compacte dans C([0,T]; X).
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Preuve. En vertu de théoreme 2.1.3, il suffit de montrer que pour tout t € (0,7,
Q(R,F) (t) est relativement compacte dans X

Soit t € (0,T) et A >0 avect—A >0, on a
t—X t
QS f) (1) = SHE+S(A) St—A=s)f(s)ds+ AS(t —s)f (s)ds. (2.8)
0 t—
Comme S()\) est compact, d’apres la remarque 1, on conclut que I'image de 1’ensemble Q(R,.%) (t)

par Uopérateur Py : Q(R,.%) (t) — X défini par
t—A

RQ(E, ) () = S+ S(A) S(t—A—s)f(s)ds, (2.9)

0

est une partie relativement compacte dans X. De plus d’apres (2.8) et (2.9) et I'intégrabilité uniforme
de #, il vient que
lim [[B\QUE. ) (1)~ Q(E. ) ()] = .
uniformément pour f € %.
D’apres le lemme 1.2.1, on conclut que Q(R,.%) (t) est relativement compact dans X pour tout,

t € [0,T]. Une application du théoreme 2.1.3 acheve la preuve. O

2.2 Probleme de Cauchy semi-linéaire

2.2.1 Formulation du probleme

Soit X un espace de Banach muni de la norme || . || . On consideére dans X le probléme suivant :

{ u' (t) = Au(t) + g(t,u(t)), 0<t<T, (P2Dy)

u(0) =&,

ou & € X, A est un opérateur linéaire non borné de domaine de définition D (A) et g(t,u (t)) est

une fonction définie de [0, T]|x X dans X.

Définition 2.2.1 La fonction u est dite :
i) solution mild du probléme (£ P3) siu € C([0,T]; X) et elle satisfait :

u(t):S(t)«f—i-/OS(t—s)g(s,u(s))ds, (s)

i) solution stricte du probleme (2Z3) si u € C1([0,T]; X) N C([0,T); D(A)) et elle satisfait le
probléme (P P3).

i14) solution classique du probleme (P Ps) siu € C((0,T); D(A)) N C([0,T]; X) N CL(0,T); X) et
elle satisfait le probléme (P P3).
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2.2.2 Existence de la solution

Dans ce qui suit, on va introduire certains théorémes qui nous donnent ’existence et I'unicité de la

solution du probleme (£ %5).

Définition 2.2.2 Soit D un ouvert non vide de R x X.
Une fonction g : D — X est dite :

e globalement lipschitzienne par rapport & la deuxiéeme variable, s’il existe § > 0 tel que

lg(t, w) = g(t,0)[| < & flu = olf,

pour tout (t,u) et (t,v) € D;
e localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable, si pour tout (0,€) € D,

il existe s >0, r >0 et §(0,&) =6 > 0 tel que [0,s] x B(,,r) C D et

lg(t,u) — gt )| < 6 fju—wvl,
pour tout (t,u) et (t,v) € [0,s] x B(&,r).
Théoréme 2.2.1 Soient X un espace de Banach, D un ouvert non vide de Rx X et g: D — X
une fonction continue et localement lipschitzienne par rapport ¢ la deuxiéme variable. Si A est le

générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe de contractions {S (t)}+>0, alors pour tout (0,§) € D

il existe b > 0 telle que le probleme (2 ZP2) admet une seule solution mild u définie dans [0,D].

¢ Pour montrer le théoréeme 2.2.1, on introduit le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Soient X un espace de Banach, A le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe
de contractions {S(t)}i>0 et g : [0,T] x X — X une fonction continue, bornée et globalement
lipschitzienne par rapport a la deuziéme variable. Alors pour tout & € X le probleme (£ %3) admet

une seule solution mild u définie sur [0,T].

Preuve. Comme {S(t)};>0 est un semigroupe de contractions et g est continue et globalement

lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable, on a les estimations suivantes :

1S @ 2y < 15 Mlg (8 u) = g (&0l < 0 flu = vlleorya - g (& w)]| < b2, (2.10)

pour 0 < ¢t < T, ou 47 et do sont des constantes positives.
Commencons par établire l'existence de la solution pour { € X (donnée), on définit I’application

F:C([0,T);X) — C ([0,T]; X) par :

(Fu) (t) = S(t)§+/0 S(t—8)g(s,u(s))ds. (2.11)
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Pour tout u, v € C([0,T]; X) et 0 <t <T:

|(Fu) (1) - (Fo) <t>||=\ / S(t—5)g (s u(s))ds - / S(t—s)g(soE)ds|.  (212)

Majorant le membre droit de ’égalité (2.12), en utilisant les estimations (2.10), on obtient :

[(Fu)(t) = Fo)@)| = /OS(t—S) g (s,u(s)) =g (s,v(s))]ds

< [ 180 =9 laGs.u(s) =g (s ()l s

< [UsC=9lla(s.u(s) = g 0 (s s

< 01t |lu = vl oo (2.13)
ot [|ull¢(o71.20) = Subtego,ry 1 ()])-

En remplagant u et v dans (2.12) par Fu et Fv respectivement on a :

I(F (Fu)) () = (F (Fo)) @)l = [|(F?u) (1) = (F0) (1)

< 51/0 lg (s, (Fu) (s)) — g (s, (Fv) (s))]| ds

< b /0 |(Fu) (s) — (Fo) (s)]| ds

t
< (51-/0 61-5 [u = vl o, rp;2) 48

t2
= 5%5 [ =l oo, - (2.14)

En réiterant cette opération (n — 1) fois, on obtient

1)@~ E) O < P Ju oo

pour tout n € N* et pour tout ¢ € [0, 7] on a donc :

nar)"
( ln,) l[u— UHC([O,T];X) : (2.15)

" 6"
u — 0 quand n — oo, on peut admettre que #
n! n!

donc elle possede un point fixe u. En vertu du corollaire 1.6.1, F admet un unique point fixe u = Fu,

[ F"u — fn””c([o,T},X) <

Comime < 1, alors F™ est contractante,

ce point est la solution désirée du probleme (X %3).
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e Etablissons 'unicité. Soit v une solution du probleme (% %3) qui correspond & la valeur initiale

1. Alors

hut) —v(®)]| < 15(0)E — S(tol] + H [t =)l ut) = g5, o)) s

< 1Sl ey - 1€ = woll +/O IS = )l £y llg(s, uls)) = g(s,v(s))| ds

< Jl€ = wol| +51./0 u(s) — v(s)|| ds. (2.16)

En appliquant le lemme de Gronwall a I'inégalité (2.16), on obtient :

lu(s) = ()] < e 1€ = woll-

Preuve du théoréme 2.2.1. Soit (0,¢) € D.
D est un ouvert, donc il existe b > 0 et 7 > 0 telle que [0,b] x B(&,r) C D.
De plus, comme g est continue et localement lipschitzienne par rapport a la deuxieéme variable,
alors il existe C' > 0 tel que
lgttw)] < €,

pour tout (t,u) € [0,b] x B(&,r), et

lg(t,u) — g(t, )| <6 fju—wvl,

pour tout (t,u), (t,v) € [0,b] x B(&, ).
On définit aussi 'application J : X — X par

y, poury € B(&,r),

J(y) = .
T W =&+ poury € X\B(E, ).

Iy — &Il

Il est clair que J(X) C B(§,7), et que J est continiiment lipschitzienne dans X avec une constante

de Lipschitz égale a 2.

On définit & present 'application G : [0,b] x X — X par

G(t,y) = g(t, T (y)),
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Comme g est continue et globalement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable dans
[0,0] x B(&,r), G lest aussi.
D’apres le lemme 2.2.1, le probleme de Cauchy

{ u' (t) = Au (t) + G(t,u (1)),
u(0) =¢,

admet une solution mild unique w : [0,b] — X.

Comme u(0) = £ et u est continue en ¢ =0 on a
u(t) € B(&,r), pour tout t € [0,D].
Donc G(t,u(t)) = g(t,u(t)), d'on u: [0,b] — X est une solution mild du probléme (& Z5).

Théoréme 2.2.2 [59] Soient X un espace de Banach et A un générateur infinitésimal d’un Cy-
semigroupe {S (t)}+>0.
Sig:]0,T] x X — X est une fonction continiment différentiable de [0,T] x X dans X, alors la

solution mild de probléme (P D3) avec & € D(A) est un solution classique de probléme (£ P3).



Chapitre 3

Probléeme inverse semi-linéaire

3.1 Formulation du probleme

Soit X' un espace de Banach muni de la norme ||.|| . On considere dans X’ le probleme d’identification
(P .#1) suivant :
pour &, & € X, déterminer z € X et w:[0,1] — X solution stricte du probléme de Cauchy

suivant :
{ u(t)=Au(t)+ f(t)+e(u(t)z 0<t<l1,
u (0) = &o,

avec u vérifiant la condition

1
/0 w(t)dt =&, (3.2)

ou A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire non borné, de plus A engendre un Cp-semigroupe
compact de contractions {S (t)}i>0, f € C1([0,1];X) et ¢ : X — R, est une fonctionnelle de
classe C! vérifiant la condition suivante :

o Condition (%)

il existe L > 0 tel que la dérivé de Fréchet de p en u € X, ¢’ (u), satisfait :

¢’ (w)]

o < L; uniformément pour u € X.
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3.2 Existence de la solution

Tout d’abord, commencons par introduire certains définitions et résultats nécessaires pour établir

Pexistence de la solution du probleme (£.#1) .

Définition 3.2.1 Pour k = 0,1 on définit l’ensemble C* (&, &) par

1
CF (€0, 61) = {w € C*((0,1]: 2) : w (0) = go,/o w(t) = 1),

e CF (&,£1) est un ensemble non vide, fermé et est convexe dans C*([0,1]; ).

En effet, la fonction w : [0,1] — X définie par :
w(t) =&+ 2t(&1 — o), t €[0,1],

est un élément de C* (&, &1).
Montrons que C* (&, &) est fermé.

Soit (wn), ey une suite de fonctions appartenant & C* (&g, &) telle que wy,(t) converge vers w(t)

dans C*([0,1]; X), on a :

sup ||wn(t) —w(t)|| — 0, quand n — +o0,
tel0,1]
ce qui implique que w(0) = lim;,— 4 o wy,(0) et w,(0) = &.

D’autre part

1 1
ll/0 (wn(t) —w(t))de| S/O sup |[wn(t) — w(t)]|dt,

te€[0,1]

d’apres la continuité on déduit que

1 1 1
lim wy, (t) dt = / lim w, (t)dt = / w(t)dt =&,
0 0 0

n—oo n—o0
d’ott w (t) € C* (&, &) .
Finalement, il est clair que :

Vuwy € CF (&3&1) , Vwy € CF (&,&1) et VA €[0,1], on a
Awy + (1= A)wy € C* (&0, &)
e Pour la suite, on définit la famille d’opérateurs suivante :

Définition 3.2.2 Pour &y, &1 € D(A), on définit la famille d’opérateurs {Ty; w € C°(&,&1)} par
Tw: X — X

2 — Tyz = {/Olso(w(s)) [I —S(1—35)] ds} 2. (3.3)
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Pour cette famille d’opérateurs, on introduit la condition suivante :
Condition(s7)
La famille d’opérateurs {T; w € C°(&y,&1)} est uniformément inversible i.e.

pour tout w € C%(&, &1), on a

et il existe v > 0 telle que
1
~ H{/ o(w(s) [ —5(1—s)] ds} z|| > ||z||, Yw € C° (&, €1), Vz € A. (53)
0

Théoréme 3.2.1 Soient &y,&1 € D(A) et {Tw; w € C°(&0,£1)} la famille d’opérateurs définie par

(3.3) et vérifiant la condition (). De plus, on suppose que

1
vLHsms@—gO—Agl - [u-sa-sras| <1 (3.4

Alors il existe une solution stricte (u, z) du probléeme d’identification (22 .#1) admettant la représent-

ation suivante :

u(t):S(t)fo—i-/OS(t—s)f(s)ds—i—/oS(t—s)gp(u(s))zds, (3.5)

1
c= T [s W6 -6 A [ 1-50-s17(s)ds]. (3.6)

Preuve.

La preuve se décompose en trois étapes :

Etape 1.

On fixe une fonction arbitraire v € C*! (£y,&;) et on considere le probléeme d’identification (£.#1,)

suivant : déterminer z, € X et w, : [0,1] — X vérifiant le probléme de Cauchy :

[0 B4 50+ o 00)m D1
Uy (t) :£0a

et la condition supplémentaire :

(3.7)

1
Az%@yu:gL (3.8)

On montre que pour tout v € C1 (&, &1) le probleme (£ .#1,) admet une solution unique (uy, 2, ).
Etape 2.
On montre que I'opérateur A’ : v —> u, est prolongeable & C? (&, £1), et cette extension admet

au moins un point fixe u € C° (&, &), ce point fixe définit une solution mild (u, z) du probleme

(271).
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Etape 3.

On montre que la solution mild (u, z) dont I'existence a été établie dans 1’étape 2, est une solution
stricte.

Maintenant on donne les détails de ces trois étapes.

Etape 1.

Pour une fonction arbitraire v € C!(&p,&;), on définit I'opérateur borné 7, : X — X par

1
Toz = {/ e (s)[I—8S(I—s) ds} z, pour tout z € X. (3.9)
0
D’apres la condition (), ona {T,; v € C!(&,&1)} est uniformément inversible, de plus
1757 ] paey 7 Yo € CM (€05 &), (3.10)

Montrons a présent que le probleme (£?.#1,) admet une solution unique (u,, z,,) donnée par

uy (t) = S (t) &o +/0 S(t—s)f(s)ds+ </0 S(t—s)e(v (s))ds> Zv, (3.11)
—1

= { [r-sa-slewinis) o[sma-g- g [ 1-s0-s1r6a]. @

En effet, comme & € D (A), f € CY([0,1];X) et ¢ (v) € C1([0,1];Ry), alors d’apres le théoreme
2.1.2 le probléme (3.7) admet une solution classique unique donnée par (3.11).
Déterminons z,.

Intégrons la premieére équation dans (3.7) de 0 & 1, on a

/Olu; ) dt:/olAuv 0 dt+/01f(t) dt+/01<p(v () 2o,
d’ou
= © =4 [ was [ o ([oww)a)e.

en utilisant (3.11), on obtient

uu(l)25(1)€o+/015(1—8)f(5)d8+ </015(1—8)90(v(8))d8> 20,

uv(O)ZS(O)€0+/OOS(0—S)f(S)dS+ (/Oosm—s)so(v(s))ds) —_—

il s’ensuit

1 1
S(l)«so—éo—A&—/O [I—S(l—s)]f(s)dS—{/o [I—S(l—s)]ap(v(s))ds}zv,
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d’ou, on a
1
5(1)50—50—1451—/0 [I—S(1—9)f(s)ds="T, 2y,

finalement, on obtient

=T [S(l)go—so—A&—/Ol[f—su—s)]f(s)ds}

-{/ 50— )l (9)ds

En substituant la valeur de z, dans w,, on obtient la solution du probleme (3.7)-(3.8).

-1

1
o[swa-a-aa- [ 1-sa-slrea].

Remarque. On remarque que d’apres la représentation de la solution (u,, 2, ), il n’est pas nécessaire

que v et u, soit de classe C'. Ce qui nous ramene & introduire la définition suivante :

1
Définition 3.2.3 Soit v € C ([0,1]; X) vérifiant v (0) = & et / v(t)dt = & . Le couple (uy, zy)
0
donné par (3.11) et (3.12) définit une solution mild du probléme (£ .#1,).

Etape 2. Dans cette étape, on considere seulement les solutions milds.

Soit u, une solution mild du probleme (3.7),

w®=5Oa+ [5- 76 ds+([St-9e0E)ds )

Estimons la norme de u, dans X', on a

o O < 15 Ol Il + [ 15 = )l 15 9
; ( [ 18 €= 9l letw oD ds) el

<llol+ [ 17 )lds+ ( [ e ds) =l (3.13)

D’autre part :

1
|20 < HTv_ng(;«) ) HS(l){O — & — A& _/0 [I—S(1-9)]f(s)ds

SVHS(U&J—&)—A&—/01[1—5(1—3)]“3)655

De (3.13) et (3.14) on a :

= co (0,81, f) = co. (3.14)

fn @ <0+ [ 17 @lds+ ([ oo 9)ds ) o (315)
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D’apres la condition (%), ¢ est une fonctionnelle continiiment lipschitzienne dans X', donc de (3.15)

il s’ensuit que :

t t t t
o (1 < loll+ [ 17 )l ds + [ [otwnds— [etoopas+ [ o <o>>ds} 0
t t t
< Jleoll + /0 1 ()]l ds + co [ /0 o0 (5)) — (v (0))]ds + /0 e <o>>ds]
<llol+ [ 17 () ds+eo [ [ 21 =0 Ollegonym ds + oo <o>>}

t t
<leol+ [ 1 @lds+a | [ 2 (1ol + I6l) ds+ o @)

pour chaque t € [0, 1].
Remarquons que d’apres (3.4) et (3.14) on a :

ol <1, (3.16)
cette derniere inégalité affirme qu’il existe ro > 0 telle que pour tout r > rg, on a :
foll+ [ 15 (s + ol -+ o)+ 80 < 7 .17
En effet (3.17) est équivalente a

1
ol + /0 1 ()]l ds + o [I€oll + ¢ (0)] < (1 — coL)r,

donc l'existence de rg est assuré puisque 1 — coL > 0.

o Fixons r > ry et définissons X par :

K= {w € C&, &)« lwlleqoaga) < r} , avecr € Ry.

e K est un ensemble non vide, convexe et est fermé dans C%(&g, &1).

En effet, si (wy,) une suite d’éléments de K convergente vers w dans C([0,T]; X'), on a
vn €N, [lwnllcqomx) <7
par passage a la limite, on déduit que
lwlleqomay <

¢ De plus on définit 'opérateur N par
N:K— C([0,1]; X)

v — N(v) = uy.

e D’apres (3.17), on a N(K) C K.
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Lemme 3.2.1 Pour l'opérateur N, on a les propriétés suivantes :
(i) N est continue.

(ii) NV (K) est relativement compacte dans C([0,1]; X).

Preuve.
(i)Pour montrer la continuité de v — N(v), il suffit de montrer la continuité de l'application

v+ T, L. En effet d’apres 'inégalité

1
(7o = Tw)2|l < /0 le(v (s)) = (w ()T =5 (1 =)l 2] ds
1

S/O 2L [lp(v (s)) — p(w ()| [|2]l ds
<2L || v—w oo Iz

on deduit la continuité de 'opérateur v — T, de C([0,1];X) dans L(X), ce qui entraine la
continuité de I’application v — 7,7! ( puisque B — B~ est continue de Isom(X)! dans lui méme).
(ii) Tout d’abord montrons que {¢ (v) z,; v € K} est uniformement intégrable dans L(0,T; X).
Pour ce but, il suffit de montrer qu'il est uniformément borné dans C(]0, 1]; X').

Comme ¢ est contintiment lipschitzienne, alors I'image de tout ensemble borné de X par ¢ est borné
dans R4, donc I'ensemble {¢ (v(t)); v € K} est borné dans C ([0,1];R).

D’autre part, d’apres (3.14), {z,; v € K} est majoré dans X par ¢y, d’our, on en déduit que
{¢ (v) zp; v € K} est uniformément borné dans C([0,1]; X).

Alors, Pour e >0 on a :
/ o (0(8)) 2| dt < / o ] l1z]] dt
E E

< u(E)ceo < e,

pour tout sous ensemble mesurable E' de [0, 1] vérifiant u(E) < ~(e) (il suffit de prendre y(e) = ;-).
e D’apres le théoreme 2.1.4, pour montrer que N (K) est relativement compacte dans C([0,1]; X),
il suffit de montrer que pour tout t € [0, 1], N(K)(t) = {N(v)(t), v € K} est relativement compact
dans X.

En effet, on définit pour 0 < A < 1, Popérateur Py : N(K)(t) — X par

t—X t—A
PN (v)(t) = S(t)& + S(N) (/0 S(t—s—N)f(s)ds+ /0 S(t—s— )\)go(v(s))zvds> :

1. Espace des isomorphismes définis de X dans X muni de la topologie uniforme.
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Comme le semigroupe {S(t)}+>0 est compact, alors I'image de N(K)(t) par Py est relativement
compacte dans X.

D’autre part, on a

t—X t—A
| PAN(0)(t) — N (0)(1) HS‘ / S(t — 5)f(s)ds / S(t — 8)p(v(s)) zods

l

comme f € C([0,1]; X) {p (v) zv; v € K} est uniformement intégrable dans L'(0,T; X) on déduit
que

lim || PAN(0)(1) = N (0)(2) [|= 0,

uniformément pour tout v € K.

Alors, d’apres le lemme 1.2.1, on a N (K)(t) est relativement compacte dans X'. Une application du
théoreme 2.1.3 acheve la preuve. O
Revenons a la démonstration de ’étape 2.

En veru du lemme 3.2.1 et du théoréme 1.6.1 (théoréme du point fixe de Schauder), on déduit que
N admet au moins un point fixe u € C°(&y, &;), de toute évidence le couple (uy, z,), avec v = u, est
un solution mild de (£.#1).

Etape 3.

Montrons que, pour chaque z € X fixé, le probleme de Cauchy (3.1) admet une unique solution
mild qui est en fait une solution stricte.

» Comme ¢ est localement lipschitzienne sur X, on a d’apres le théoreme 2.2.1, le probléeme (3.1)
admet une solution mild locale, a partir du fait que u — ¢ (u) z a une croissance linéaire, u peut
étre prolongée en une solution globale définie sur [0, +00).

Soit h € (0,1) arbitraire, introduisons la fonctions vy, : [0, 1] — X', définie par :

(u(t+h)—u(t)), pourte]|0,1].

SR

o (t) =
Pour établir I'étape 3, il suffit de montrer I’existence de

lim vy, (t) = v (t) =4 (t),

h—0

uniformément pour ¢ € [0, 1], ou v est 'unique solution mild du probléme de Cauchy

o (8) = Av(t) + (1) + ¢ (u(t)v (1) 2
{ v (0) = A& + [ (0) + ¢ (&o) 2- (3.18)

Par un calcul simple basé sur la formule de variation des constantes, on a

w0 =508+ [ sa-956ds+ ([ 509 0tus) =
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d’ou

1 1 [tth 1 t+h
vh(t):ES(t—i-h)&)—i-Eo S(t—i—h—s)f(s)ds—i—h(o S(t—i—h—s)go(u(s))ds)z

—1S(t)§0—i11/0t5(t—3) ds—(/St—s ds)z

t+h

—1(5(t+h)S(t))£+1/h5(t+hs)f(s)ds+1 S(t+h—s)f(s)ds
" h " hl hl,

;L(/ S(t+h—s)¢ ))ds)z—l—}ll( ht+h5(t—|—h—s)cp(u(s))ds>z
_i/ots(t_s) s—</s (t—s)e ds>z

h t
(S(t+h)—5(t))§o+;/0 S(t+s)f(h—s)ds+llz/OS(t—s)f(Sth)ds

il vient que,

o) =7

I </0hS(t+s)g0(u(h—s))ds>z+}1l </(:S(t—s)cp(u(s+h))ds>z
—;/OtS(t—s) d5—</s (t—s) ds)z

=503 [sWe -+ [(56)70- 05+ [0 ptun- )20
—i-]lz/OtS(t—s)( (s+h)—f(s)ds+ /S (t—3)(pu(h+s)) —e(u(s)))ds
:5(15)% [(S(h)§0—§0)+/0h5(s)f s ds+/ S (s zds}
+]11/0t5(t—s)( (s+h)— f(s))ds + /S (t— )

x </0190’(au (5+ )+ (1—0)u(s)(u(s+h) —u (s))zdo) ds.
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Donc, vy, est une solution mild du probleme de Cauchy
{ Z%(()l;):_vf::(t) + fn(t) + gn () [on ()], (PP
RO = 5 @0 =1 0),
gn (1) h/ (cu(t+h)+ (1 —0)u(t))].]zdo,

1=
o= p 066+ 4 [ S 10+ [ S0 0 zas,

et

hli_H}O fu()=f"(t), pour tel0,1],
hliglo gn () [1=¢" (u(t))[]z, pour te[0,1],
hliglo vpe = Ao+ f(0) + ¢ (o) 2.

(3.19)

En utilisant la formule de variation des constantes, la solution du probleme direct (£ Z},) prend la

forme :
(3.20)

t
%mzsawm+Asa—@uh@+%@ﬂw@mw.

Montrons que {vp} gest une suite de Cauchy i.e

Ve >0, In >0, Vp,q > 0 tels que p,q >n, on a ||vp () — vy (t)] <e.

De (3.20), nous obtenons

[ laplen(5)] — len(s)l s

[op(t) = vg (O] < lvpy = Vo ll + [1.Fp(5) = Fa($)ll o po,17:0)

d’ou

[op(2) = vg (DI < Nlvpy = vgo [l + 1Fp(s) = fa($)ll0,1)

"‘/ gp[vp(s)] = gqlve(s)] + gplve(s)] — gplvg(s)]l| ds
0

< o — vaoll + 15(5) = F1 Mlexony /qu ~ gulva(#)]] ds

f4|%@wma—w4@mw

t
sm%—%wwn@—m@mwmm+4Hm%@r%mwww

fAL%r%@>—%@Wd&
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Remarquons que d’apres (3.19), {vno}rjo, {fn(t)}nio et {gn(t)[.]}ri0 sont des suites de Cauchy, alors

t
1 g 13

10p(8) — vy (D] < = + = + = + Leg / 1p(5) — vg(s)]| ds,
3733 0

en appliquant 'inégalité de Gronwall, on a
[0p(t) — vg(t)]| < e.etL,

d’oty, il s’ensuit que {vp},), est une suite de Cauchy . Ainsi, hlino vp, (t) = v (t) = u/(t) existe. Donc
v est une solution mild de (3.18) et u € C1([0, 1]; X]), d’ot1 u est une solution stricte de (£ .#1), ce
qui acheve la preuve de I'étape 3. U
» La proposition suivante joue un role important dans 1’étude du probléeme inverse, elle introduit

les conditions qui garantient 'inversibilité de I'opérateur T, donc I'existence de la solution.

Proposition 3.2.1 On suppose qu’il existe o € (0,1), 0 < g <1 et m > 0 tel que
HS(t)HE(X) <4 t€[a,1], (&1)

et

J e
/0 plu(s)ds >m,  ue ). (&)

Alors, la famille d’opérateurs linéaires donnée par (3,3) est uniformément inversible dans L (X)

avec

v=1/1—-q)m.

Preuve. Montrons que pour tout w € C°(&y, &), Tow(X) = X. Ceci revient & montrer que pour

tout w € X, I’équation

7;2 =Y, Qf)

admet au moins une solution. L’équation (&) est équivalente a :

(I — Ly)z = —_—
/0 p(w(s))ds

ou L,, est I'opérateur linéaire défini de X dans X par

L,z =
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pour tout w € C%(&, &1).

Estimons la norme de L,

1
I Loz 1€~ [ @) IS0 =) oy 21 ds

/0 p(w(s))ds”

/1
= =) IS e 2] ds,
/0 (w(s))ds”°

d’apres (£1), on a :
@ 1
/0 p(w(1— 8))ds + g / p(w(1 — ))ds
L(x) — l1-a 1
/O p(w(s))ds + / o (w(s))ds

—x

| Lo || <1,

d’ol, on déduit que (I — L,,) est uniformément inversible, ce qui implique que T,,(X) = X, pour

tout w € C(&, &1).
1

[(1—q)m]

Montrons a présent que 'estimation (##3) est satisfaite, avec v =
En effet, comme

IS =s)z] <=l

pour chaque z € X, on a :

1 1
/ p(w(s)) [z — S (1 - 8) 2] ds|| > / o(w(s) [zl — 15 (1 — s) 2|[] ds
0 0

11—«
> /0 (w(s) [ - 191 = 5)2[] ds
11—«
>l [ ptwls) [1= 150 = 9l
11—«

> -0 ([ etwtes) 10 = 0= e,
d’ou

> ||z -

1
/0 o(w(s))[z—S(1—s)z]ds

1
T

Remarque.
e Notons que la condition (£1) est saisfaite pour tout semigroupe pour lequel il existe M > 1, p > 0

et a € (0,1) tels que g = Me " < 1 et

IS .. <Me P tel0,+00).

LX) —
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e Pour que la condition (&3,) soit satisfaite, il suffit qu’il existe mg > 0 telle que @(u) > mg pour

tout u € X. En effet, dans ce cas nous avons

-
/O p(u(s))ds > mo (1 —a) = m.

Corollaire 3.2.1 Soient les hypothéses de la proposition 3.2.1 vérifiées. Alors, pour chaque & et
&1 dans D(A) vérifiant (3.4), il existe une solution stricte (u,z) du probléeme (Z.71) admettant la
représentation (3.5) — (3.6).

3.3 Unicité de la solution

Dans cette section, on établit I'unicité de la solution. Pour ce but, on commence par établir certaines
estimations nécessaires pour la suite.

Comme ¢ est lipschitzienne, on a
p(u(t)) < (0) + Lifu®)], t €1[0,1] et ue C° (&, &) (3.21)
Soit u une solution du probléme (& .#1), on a :
¢ t
u(t) = S(t)& + / S(t—s)f(s)ds + / S(t— s)p(u(s))zds.
0 0
On estime la norme de u dans C([0, 1]; X),

I () 1< 1S )] gy 0]l + /0 1S(t = )l ey 1£(5)] ds

+( ; 1S = $)ll gy o (uls))l ds) |||l

t t
< [I€oll +/0 1£(s)]l ds + ( ; le(u(s))l ds)[|z]|, pour tout ¢ € [0,1].

De (3.21) et (3.14) on a :

t
@)l < lgoll + 1112 oy + (go(m v [ |u<s>||ds> ‘o,

en appliquant I'inégalité de Gronwall, on obtient :

N

lull < [I60]l + 1121 0.3 + 2 (0) co] €0, vt € [0,1],

finalement, on a :

N

[ulleo,1;2) < [||§0|| + 1122 o,1350) 90(0)00} e = (&,&1, f) = a1, (3.22)
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de (3.21) et (3.22), il resulte que :
(3.23)

gO(’LL(t)) S 2 (0) + LC1 = 02(507517 f) = C2, vt € [07 1] .
e Introduisons le théoreme suivant qui établit I'unicité de la solution.

Théoréme 3.3.1 Soient les conditions du théoréme 3.2.1 satisfaites. De plus on suppose qu’il existe

p > 0 telle que
(A1)

p > Legmax {1,4vea},

et
1SOl gy < e ', pour tout t >0, ()

ol co est la constante donnée dans (3.23). Alors la solution stricte du probléme (P.91) est unique.

Preuve. Supposons que (uj,2;), j = 1,2 sont deux solutions du probleme (£?.#1). Posons

a(t) = ug(t) —ui(t) et z =z9— 2.

Donc, le couple (u, Z) résoud le probleme d’identification (&?.#5) suivant :

déterminer @ : [0,1] — X et Z € X vérifiant
{ w'(t) = Au(t) + ¢ (u2 (1) 22 — @ (ur(t)) 21, 0 <t <1,

et la condition supplémentaire

/Olu(t)dt:O.

Remarquons que pour tous u,v € X, on a

w(v)—ww:/o D, [ (ov+ (1 — o) w)] do

1
= </ ¢ (ov+ (1 —a)u)da) (v—u)=¢(u,v) (v—u). (3.24)
0
Alors, d’apres la condition (%), ¢ (u,v) ainsi définie est une fonctionnelle linéaire bornée i.e.
¢ (u,v) € X™,
(3.25)

et on a :
¢ (w, v) || ¢« < L.
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Posons u = u; et v = ug dans (3,24), on obtient

¢ (u2) — ¢ (u1) = ¢ (u1, uz) u. (3.26)

¢ Définissons la fonction a par

a:[0,1] —R

t—a(t)=¢(u (), u () a(t), t € (0,1). (3.27)

Alors, en tenant compte de (3.27), (£.#3) devient le probleme d’identification (£2.#3) suivant :

déterminer @ : [0,1] — X et z € X vérifiant

W (t)=Au(t)+ a(t)ze —p(ui(t))z, 0<t<1, (3.28)
% (0) = 0, '
et la condition supplémentaire
1
/ a(t) dt = 0. (3.29)
0
De tout évidence, la solution du probleme direct (3.28) est donnée par :
t t
u(t) = / o(ug (s))S (t —s) zds + / a(s)S(t—s)zds, Vte[0,1]. (3.30)
0 0

Pour déterminer z, on intégre les deux cotés de la permieére équation dans (3.28) entre 0 et 1, on

obtient :

/olul <t)dt:/olf1u (t) dt+/01a(t) Z2dt_/0190(ul ())zdt,

1 1 1
:A/O ﬂ(t)dt+/0 a(t)zgdt—/o oy (1)) Zdt,
posons t =1 dans (3.30), on a :
1 1 1 1
a(1):/0 a(t)zzdt+/0 gp(ul(t))zdt:/o go(ul(s))S(l—s)Zdt—l—/O 0 (s)S (1= s) 2odt,

il vient
1 1
([ o r-sa-9ias)z= [a@r-50-9]ads (3.31)
d’ou 1
Tz = —/0 a(s)[I—S(1—s)]zds.

D’apres les hypotheses du théoreme 3.2.1, {774,, w € CY (& 51)} est inversible, donc on obtient

1
7= —7;;11/0 o (s) [ = S (1 — 5] zds. (3.32)
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e Notre but & présent est de montrer que (@, z) = (0,0), pour cela, il suffit de montrer que « = 0.
On revient a I’équation (3.30).

Appliquons ¢(u;(t), uz(t)) aux deux membres de I’égalité (3.30), on obtient

a(t) = /0 w(uy (s)) @ (ur (t),u2(t))S(t—s)zds+ /0 a(s) ¢ (ur (t),us (t)) S (t —s) zads, (3.33)

pour tout ¢ € [0, 1].
En substituant (3.32) dans (3.33), on a :

t 1
at) = /0 btk (t— 5)a(s)ds — J(t)/o (o) — S (t - 0)] 22do, (3.34)

ol b(t) = & (uy () ,ua (t)),
k(t) = S(t)2s,

t (3.35)
J(t) = / o (ur (3)) b(1)S (t — 5) Ty ds.
0
Soit w = {(t,s) eR?: 0<s <t <1},
L’équation intégrale (3.34) est équivalente au systéme suivant
t
a(t) = —J(t)W—I—/ K(t —s)a(s)ds,
1 0 (3.36)
W:/ o (o) [ — S (t — 0)] 2ado,
0
ou
K:w—R, (3.37)
(t,s) — K (t —s) =b(t)k(t —s), pour (t,s) € w.

e Comme {S(t) };>0 est un semi groupe fortement continu et b(t) est continue, on déduit la continuité
de J(t)W.

e Tout d’abord, on résoud 1'équation intégrale de Volterra de deuxieme espece dans (3.36) dont
I'inconnue est « en utilisant la méthode des approximations successives, puis on évalue la valeur de

W. Pour ce but on introduit les définitions et les lemmes suivants.

Définition 3.3.1 On définit la suite suivante :

{ [k @y = [k @), pourte[0,1]
16 @), = [k Ollp—y * 15 O] @), pourn=2,3,..... et tel01].

ot ’x’ est la convolution usuelle c’est a dire :

(g*h)(t):/og(ts)h(s)ds, pour t € [0,1].
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Lemme 3.3.1 Soient les conditions du théoréme 3.3.1 satisfaites, alors on a l’estimation suivante :

ongn—
k(t S L 3.38
ko), < 2 (3.39)
pour tout t € [0,1] et n € N*.
Preuve. Pour établir I'estimation (3.38), on introduit la suite suivante :
Ei(t)=e*, pourte|0,1],
E,(t) = (En-—1xE1)(t), pourn=23,.... et tel0,1],
et en utilisant un raisonnement par récurrence, on montre que
tn—l .
E,(t) < —e " 3.39
< e ™ (3.39)

pour tout ¢t € [0,1] et n € N*.
En effet, pour n = 2 on a

By (t) = (E1* Eq) (1)
/E1 t—S El( )d
[,
0
= te Pt

On suppose maintenant que I'inégalité (3.39) est vraie pour n, et on montre qu’elle est vraie pour
n+1.0na
En+1 (t) = (En * El)(t)

t
= / E, (t—s)FEy(s)ds
0
t n—1
< / (t — 5) ef(tfs)pefpsds’
0

(n—1)!
—tp t
< (el)'/ (t —s)""'ds,
n — -Jo
tneftp
-~ nl 7

par conséquent, (3.39) est satisfaite.
e On établit a présent (3.38), en utilisant de méme un raisonnement par récurrence.

D’apres (3.35), (#) et (3.14), on a

1@, = kI = 1S(t)z2ll < coe™", pour tout ¢ € [0, 1] (3.40)
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Pour n =2, on a

1 @l = [k Ol * 1 Q110
/||k (t = )l Ik (3)]] ds.

en utilisant (3.39) et (3.40), il vient que

t t
/ [k ¢ — )1, [k ()] ds < / coe P o ds
0 0

t

= C(Q)/ E\(t —s)Ei(s)ds
0

= 2By (t) < cite ™"t

On suppose que 'inégalité est vraie pour n, on a
1E@) g1 = RO = 1RO @),
t
= [ = s, o) as

utilisant de nouveau (3.39) et (3.40), on obtient

t t n(4+ _ \n—1
/ |k (t—s), ||k (s)|ds < / Me_p(t_s)coe_psds
0 " o (n=1)!

= TUE, « By(t)
vl

=M E, (1) < et

n! ’

d’ou le résultat est vrai pour n + 1, ce qui acheve la démonstration du lemme 3.3.1.

Définition 3.3.2 Pour tout couple de fonctions mesurables
M, N :w—R,

avec

o — M (t,0)N (0,5) € L' (5, t, R), pour 0 < s <t <1,

on définit la convolution généralisée >k’ par
t
(MAN) (t,s) = / m (t,o)n (o,s)do.

o On introduit

o la suite des noyaux itérés suivante :

Kl (t’ S) = K(tvs) )
{ K, (t,s) = (Kn-1%K) (t,s), pourn=23, ... (3.41)
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ot K est le noyau défini par (3.37) .
o H:w— R définie par

o
H(t,s) = Knl(ts). (3.42)
n=1
Lemme 3.3.2 Soient les conditions du théoréeme 3.8.1 satisfaites. Alors, on a

S 1Ko (£ 5)] < exp [~ (t — ) (p — Leo)] (3.43)
n=1

pour tout (¢,s) € w.

Preuve. Tout d’abord, on montre par récurrence que

V(t,s) € w, |Kn(t,8)| < (COL)n(t _ S)n_l

~(t-s)
< e (3.44)

En effet, pour n =2 on a

K2 (2, 5)| = [(KikK) (¢, )]

/K(t,a)K(U,s)da S/ |K (t,0)| |K (0,s)|do

< [‘pol

d’apres (3.35) et (3.25), on a

x|k (& =) {[b(@) ]|+ |k (o = 5)[ do,

16(t)|| o« < L, pour tout t € [0, 1], (3.45)

en utilisant (3.45), on obtient

/ 1 @)l [[E (& = o) [H[B()]] - Hk(U—S)\dUSLQ/ 1kt = o)l ||k (o = s)|| do,

avec le changement de variable o — s = h, on trouve

L?/ k(6 — o) 1k (0 — )| do = L2/0 k(= s — )| Ik ()]l i
— LR Ol Ik QI — ) = Z2 Kt — )],

utilisant (3.38), on a
L ||k (t — )|, < cote™"".

Maintenant, on suppose que 'inégalité est vraie pour n et on montre qu’elle est vraie pour n + 1.
On a
(K1 (8, 5)] = |(Kn Kk K) (£, 5)]
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_ /Kn(t,a)K(a,s)da g/ K (1, 0)| | (0, 5)| do

< / L ||k (t = o)l 1o(0) [ - Ik (o = )| do,

de (3.45), il vient que

S

avec le changement de variable o — s = h, on obtient
t
L"“/ Ik (¢ = o)l 1k (0 = s)[[ do = L™ ||k ()], = Ik (I](E = s)

=Lt | k(t— 5)||n+1 )

de (3.38), il s’ensuit :
n+1 n+1co+1tn ot
L™k (t = s)|l,p <L - P.

e On établit (3.43), de (3.44), on déduit que

o o0 1
K, (t,s)| < e Plt=9) Leg)™ (8 —s)" 1,
LA > g (e

[e.e]

< IS L (o) (1 5)" = exp [ (¢~ 5) (0 — Leo)],
n=0

pour (t,s) € w. Ce qui acheve la démonstration du lemme 3.3.2.

/ L k(= o)l [b(0)] x« [k (0 = s)[|do < L"“/ [k (¢ = a)ll,, |k (o = )]l do,

Proposition 3.3.1 Soient les conditions du théoréme 3.3.1 satisfaites. Alors le systéeme (3.36)

n’admet que la solution triviale o = 0.

Preuve. Comme K (t,s) et J (t) W sont continues, La solution de I’équation intégrale dans (3.36)

est donnée par

a(t) = Hw — /’Hts s)Wds, tel0,1],

ou H (t, s) est le noyau résolvant de K (¢, s), vérifiant 1’équation
H(t,s) = K(t,s)+ /tK(t,O')H(O', s)do, pour (t,s) € w
s
e En substituant (3.46) dans
W= / VI — S (t—0)] z2do,

on obtient

W = —[(JW + HhJW) * (I — 8)] (1) 2

(3.46)
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Estimons la valeur de W.
W = II-[(JW + HkJW) * (I — S)] (1) 22|

_ H_/Ol (IW + Mok W) (5) (I — ) (1 — ) zads

< [ 1T W+ G (15 (- 5) 2l s
= [ W+ e ()11 5= 9l 2] ds
<2l [ [ 1 Wi+ [ kw9165

2|2 [/01|J(5)W|ds+/01 ds]

1 1 s
< 2¢q {/ \J(S)W|ds+/ </ \H(S,U)||J(U)W|do> ds],
0 o \Jo
utilisant 'inégalité (3.43)

260 [ [y 17 () WIds + [ (J5 [H(5,0)||J (o) W] do) ds|

/OSH(S,U) J (o) Wdo

1 1 s
< 2¢ [/ |J (s) W] ds+/ (/ exp [—(s — o) (p — Leo)] ]J(U)W]dd) ds}
0 o \Jo
1 1
= 2¢p [/ |J (s) W|ds + / (exp [—s(p — Leco)] * JW) (J)ds]
0 0
1
=200 | [ 17 Y WIds + fexpl-s (o = Zeoll x Wlsy e
comme
llexp [=s (p = Leo)] * IWI| Lo 1) < llexp [=s (p = Leo)]ll r o, ) 1TVl L jo,1),) »

nous obtenons :

2o [ o 17 () Wl ds + [lexp [~5 (0 — Leo)] # IW I s o1y

< 2¢ /01 |J (s) W]ds [1 + /01 exp [—s(p — Lep)] ds} .

D’autre part, d’apres (#) on a :
p— Lcg > 0,

ce qui donne

1
HWHSZLCO/ 1T () W) ds. (3.47)
0
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Estimons J (¢) VW dans R. On a

sew = ( [[otwr b0 ¢ - ) 7,15 ) w,

alors

el = ([t (0p0)s (- ) 7 1as) W]

< ([ ot DI - 15 ¢ = 9y 1T ey ) W

d’apres (3.10), (3.23), (3.45) et la condition (%), on a :

X*

( | bt DB 15 ¢ = gy 1727 e ds) Wi

<yp 'Lea W,

alors

I(OW] < 3o~ Les W], vt € [0.1]. (3.48)
Revenons maintenant a (3.47), de (3.48) on déduit que
1
W< e [ 307 Lea W s
0

= 4’)/p_1LC()02 HWH . (3.49)

D’apres la condition (.#1), on a

dyp 1 Leges < 1,

et donc de (3.49) on obtient

W< Il
d’ou il s’ensuit que
W = 0. (3.50)
De (3.46) et (3.50), on obtient
a(t) =0, pout tout t € [0, 1]. (3.51)

Ce qui acheéve la preuve de la proposition 3.3.1.

Revenons maitenant a la démonstration du théoreme 3.3.1, a partir de (3.32) et (3.51) on obtient

z=0, donc z1 = 2o,
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enfin, d’apres (3.30) on déduit que :
a(t)=0, vte[o,1],
d’ol
ul(t) = UQ(t), Vit € [0, 1].

Ce qui acheve la démonstration de I'unicité. O

3.4 Continuité de la solution par rapport aux données

Dans cette section on montre que la solution stricte unique du probleme (&?.#1) est continue par

rapport aux données.

Proposition 3.4.1 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.3.1 sont satisfaites, soit
(u,2) la solution stricte du probléme (Z.91). Alors il existe un voisinage ouvert V de (&o,&1, f)
dans lespace D (A) x D(A) x C1([0,1]; X) avec D (A) muni de la norme graphe?, telle que pour
tout (no,m,9) €V :

(i) il existe @ > 0 vérifiant :

0 H{/Olgo(v (s)[I—S(1-2s) ds} 2|l > ||z]|, Vv € CY (no,m), Vz € X, (3.52)
et
0L HS(l) no —no — Am — /01[1 —S5(1—9)]g(s)ds|| < 1. (3.53)
(ii) De plus, la famille d’opérateur {T,; v € C°(no,n1)} vérifie
To(X) = X, pour tout v € C°(no, m). (3.54)

Preuve. Soit V () un voisinage de (&, €1, f) défini pour ¢ € (0, (2Ly) ') par
V() ={(mo,m,9) € D(A) x D(A) xC([0,1]; X) :
(3.55)
lm0 = ollpeay + lm = &illpay + 119 = Flleoa) < €5

et soit {Ty; u € C° (&, &)} la famille d’opérateurs définie par (3.3).

2. La norme du graphe est défini par || u |[pay=|l v || + || Au | .
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(i) Etablissons (3.52).
Pour ce but, nous estimons tout d’abord la différence entre les opérateurs ||(7, — T,)|| dans £ (X),
pour tout u € C%(&, &) et v € CO (no, m1).

Vze X on a
=[{ [ e - las )|

/Hcp SO =S (1= s)]||=] ds

(7o = Tu) 2

< Lo = ullggox) 12 II/0 11— 5 (1—s)llds <2Le ||z,
on conclut que

1(To = Tu)ll geay < 2Le. (3.56)
D’autre part, on a

{[eue }H {[eni-sa ”}
{ s0.- Jd} ([ }ZH
H{ e {0@ o}
+]{/ Plo (I =S (1 - 8))d }H

{[ et -sa- )|

{ o (5)) — ol (s))] 7~ S (1 — 9)] s} H |

d’ou

[ oo -sa-ss}e] 2

d’apres (3.56) on a

H/Olso(v —S(1- }H '{/Olw(u(s))[I—S(l—s)]ds}z”—2L5||z||,

utilisant la condition on trouve
1
‘ > (3 -2ze) Il
v

H{ oy

par conséquent la condition (%) est satisfaite aussi pour tout v € C° (19, 71) et pour tout z € X

0=~ (1—2Ley)" ",
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On établit (3.53). On a
1
lswa-e-aa- [1-sa-sr @
0
1
< [s - - m-e) - am-a) - [1-s0-9)-Ds)as
1
HlsWm—m—an - [1-s0-sl)a
0
1
< ISl 2y Imo = &oll + lmo — &oll + [[Am — &| +/0 11 =S @ =3)llg = flleqox) ds
1
Hls@m—m—an- [1r-sa-sl
0
1
<2 =&l + I 4m =&+ [ 2la = flogonn @
1
#ls@m—m—an- [1r-sa-s
0
< 2{[no — ollpeay + lm = &illpay + 2119 = flleoyx) ds
1
HlsWm—m—an- [1-s0-sl)a
0
! 1
<2t [s@m—m—n - [ =50 slas] <
0
d’ou
! 1
HS(l)nO—no—Am _/ T—S(1—s)lg(s)ds| < - — 22,
0 vL
alors (3.53) est satisfaite pour 6 =~ (1 — 2Ley) .
(ii) Soit y € X et v € C° (19, m1) un élément arbitraire fixé. Considérons I’équation
y = Tyw. ()

Remarquons que pour tout u € C° (¢y, &), les deux relations suivantes sont équivalentes :

d’ou
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Utilisons (3.10) et (3.56), nous trouvons
17 (T - %)HL(X) <Y I = Tl 2y
< 2Levy < 1.
Donc, pour tout y € X I’équation (.) admet une solution, ce qui montre que
To(X) = X, Vv € C°(no, m).
O

Théoréme 3.4.1 Supposons que les hypothéses du théoreme 3.3.1 sont satisfaites. Soit (v, w) la
solution stricte du probléeme (P .#1) correspondante a la donnée (1o, 1, g).
Alors Uapplication définie par :

Q: V() — C([0,1];X) x X

(770,771,9) — (va)a

ou VY (¢) définie dans (3.55), est bien définie et est continue de V(g) dans C([0,1]; X) x X.

Preuve. Pour montrer que 'application Q est bien définie, il suffit de montrer que pour chaque

(no,m,9) € V(e), le probleme

v(t) =S t)no+/5t—s ds+</ (t— s) (s))ds>w, (3.57)

wt)={ [owini-sa-sa)

1
o [S o= = [ 1-501- 9y () ds} , (3.58)

admet une solution (v, w) € C([0,1]; X) x X.

En effet, de la proposition 3.4.1, on déduit que la famille d’opérateurs {T,; v € C%(ng,n1)} est
uniformément inversible et que toutes les conditions du théoréeme 3.2.1 sont satisfaites, alors pour
tout (no,m,9) € V(¢), il existe une solution (v,w) € C([0,T]; X ) x X du probleme (3.57) — (3.58),
d’ou 'application @ est bien définie.

e Enfin, établissons la continuité de ’application Q.

Soit (10,nsM.n, gn)n une suite de V(e) qui converge vers (1o, n1,g) et soit (vn,wy), la suite des

solutions strictes du probleme d’identification

{ Zigg)) ::1:71::,(75) + gn(t) + @(vn(t))wn, 0<t <1, (3.59)



3.4 Continuité de la solution par rapport aux données 58

avec la condition supplémentaire

/O ()t = 11, (3.60)

La solution du probleme (3.59) — (3.60) est donnée par

on(t) = S(Emom +/O S(t—s)gn(s)ds + (/0 S(t—5) o (v (s))ds) w,, (3.61)

et
1
wy =T o [5 (1) Hom — o — Arjin — /O 1= S(1— 8)gn (5) ds] . (3.62)

Montrons que (v, wy), converge vers la solution stricte du probleme (3.57) — (3.58).
En effet, de (3.14) on a (wy,),, est bornée dans X, et de (3.23), (¢(vy))n est uniformément bornée.
Comme le semi groupe engendré par A est compact, en utilisant un argument analogue a celle utilisé
pour montrer (ii) du lemme 3.2.1 on peut montrer qu’il existe au moins une sous-suite (vy),, qui
converge fortement vers une certaine fonction v € C([0,1]; X).
De (3.3) et de la continuité de ¢ on a

lim7,, =T, (3.63)

n n
pour la topologie de la norme d’opérateurs. En outre, d’aprés la continuité de 7, — 7, ! de Isom(X)

dans lui méme, on obtient

lim7, ' =1;% (3.64)

n n

D’ot, de (3.61) et (3.64) il s’ensuit qu'il existe une fonction ¢ telle que
lim w,, = (. (3.65)

De ce qui précede et par passage a la limite quand n — oo dans (3.61), on conclut que v vérifie le
probleme de Cauchy (3.1) avec la donnée (19,71, 9)-

Ainsi, par passage a la limite quand n — oo dans (3.60), on conclut que, v vérifie (3.2) avec &;
remplacée par 7.

D’autre part, par passage a la limite quand n — oo dans

Il ()l - < Ls

et

Toswon={ [ on @)1= 0= ) ds b,
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on obtient,

" )] - < L3 (3.66)

X*

me={[ o (N - 51— )] ish (367)

De (3.66) et (3.67), et par passage a la limite dans (3.4), on conclut que (v, () est une solution
stricte du probleme (& .#1) correspondante a la donnée (19,71, g). De I'unicité de la solution, (v, ()
coinside avec (v, w).

Alors (no,m1,9) — (v,w) est continue de V (¢) dans C([0,1];X) x X, ce qui acheve la preuve du

théoréme. O



Application

Comme application on se propose un probléeme parabolique semi-linéaire.
Soient € C R™ un ouvert borné dont la frontiere 99 est de classe !, X = L% () et

A:D(A) C X — X un opérateur différentielle linéaire défini par :
Au = ; 88332 (aiyj () g;) —ag (z) u,
ou a;; € Co1 (Q) Qi = ajg, 1,7 =1,.....,n,etag € C (Q) vérifiant
Zai,j ()& & >vl€)*,  ap>p>0,
pour tout (z,&) € Q) x R™ et pour certaines constantes v > 0 et p > 0, et
D(A) =H? (Q) NHL(Q). (4.1)

Proposition 1. A est un générateur infinitésimal d’un Co-semigroupe compact {S (t)},~, dans X
vérifiant :

IS ()l pxy < e t>0. (4.2)

Preuve. Rappelons qu'il existe deux suites {ay > et {5} telles que
{ar}]25 C (0,+00) est une suite croissante qui tend vers (+00),

et
{on}i2] CH* () N Hg (),

constituant les valeurs et les vecteurs propres de —A respectivement. Cette derniere suite forme une
base orthonormée de L? (). Alors tout élément u € L? (2) admet la représentation :

+oo

w=">> (U)K,

k=1
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ou

<Ua¢k>=/QU(x) ok (x) dx.

De plus, u vérifie I'égalité de Parseval

+o0o
HUH%Q(Q) = Z ’<U7(Pk>‘2-
k=1

e On sait que l'opérateur A engendre un Cp-semigroupe analytique de contractions {S (t)}+>0 dans
X vérifiant 'estimation (4.2).

e Pour tout v € L? (Q) et t > 0 on a

+oo
2) =Y e (v, o) en
k=1

e Le semigroupe {5 (t) }+>0 est compact.

En effet, on définit 'opérateur continu de projection Py par

N
Prnu = Z(u, Or)or, u € HE(Q)NHL (D),
k=1
d’ou
+oo
1S (t)u —PyS(t U” Ze 2a;€t ’ <e 2aN+1tZ| (u, o, | — e 20Nt Hu||27
k=N+1 k=1

ce qui donne

15 (8) = PwS (Ol 72y < €20+,

alors, on déduit que l'opérateur S(¢) est une limite uniforme d’une suite d’opérateurs de rangs finis,
d’olt S(t) est un opérateur compact pour tout ¢ > 0, donc {S (¢)}~ est un semigroupe compact. [J
o Considérons le probleme d’identification (£2.#) suivant :

Pour &, &1 € L2(Q), f € CH[0,1];R) et ¢ € CH(L?(Q);R,), déterminer z € L? (Q) et la fonction
u € CH[0,1]; L% (Q)) N C ([0, 1] ; H2 () NHS () vérifiant

9 =32 (ais (@) 22) —ao (@)u+ () + )z te[0,1] etred,
27]

u(t,z) =0, (t,x) € [0, 1] x 082,
( r) =& (7)), x €€,
fo u(t,z)dt = & (x), x €.
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Condition (£).
(%1) 3L > 0 telle que la dérivée de Fréchet de p en u € L? (Q) i.e ¢’ (u), satisfait :

¢ (W] 20 < L5

uniformément pour tout u € L% (Q).
(B2) Img > 0 tels que

¢ (u) > mg, pour tout u € L ().
Théoréme 1. Soient f € C'([0,1];R) et p € C' (L?(Q);Ry) vérifiant la condition ().

Alors pour tout &, & € H2 () NHE (Q) et pour certaine o € (0,1) satisfaisant

[(1-e)(1-a) mo]‘l L HS(I){O — & — A& — /0 [I—S(1-3s)]f(s)ds|| <1, (4.3)

le probleme d’identification (&.#) admet une solution stricte unique (u, z) admettant la représent-

ation suivante :

u(t):S(t)§0+/0S(t—s)f(s)ds+/0S(t—s)cp(u(s))zds, (4.4)

ot z est donné par

- [5(1)50 e A [1-50-9)f ) ds] , (1.5)

avec Ty : L? (Q) — L? () défini par

Too = {/Olga(u(s))[I—S(l—s)] ds} . (4.6)

pour z € L* (Q).
Preuve.
Comme () et (4.2) sont satisfaites pour m = mg et ¢ = e~ *”, alors d’apres la proposition 3.2.1

la famille d’opérateurs linéaires {7y; u € L* (Q)} est uniformément inversible dans £ (L? (2)) avec

v = [(1 — efap) (1-a) mo]_l.

En vertu du corollaire 3.2.1, pour chaque &y, &1 € H? (Q) NHE (Q) pour lesquels (4.3) est satisfaite,

il existe une solution stricte (u,z) du probleme (&.#) admettant la représentation (4.4) — (4.5) .



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

e Dans le présent travail, on a traité une classe de problemes inverses semi-linéaires. Dans cette étude
on a montré que sous I’hypothese que le semi-groupe engendré par la partie linéaire de I’équation
décroit exponentiellement, le probleme d’identification admet une solution stricte (u, z) unique, et
que cette solution dépend contintiment des données.

Comme perspectives on se propose d’étudier le probleme inverse (d’identification) parabolique dans
un cadre hilbertien en utilisant certaines méthodes de régularisation, ainsi que d’essayer d’étendre

les résultats obtenus dans ce travail pour le cas elliptique.
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