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Abstract

We present in this memory, a study of the problem of asymptotic behavior of a class
of polynomials so-called orthogonal or orthonormal. This system of polynomials denoted

by {L,(2)}, will be defined as follows :

Lo(z)=2"4+ . /Ln(z).z_”du =0; ve{0,1,...,n—1}
S

or
Ln(z) =7,2" + .. /Ln(z).z_l’du = iém,; ve{0,1,..,n}.
g Tn

where p is a finite positive Borel measure, with supp(p) = S, such that it contains an
infinite number of points in the complex plane.

The aim of this work is to study the asymptotic behavior of this class of orthogonal
polynomials for measures p and supports S of the following form :

1) S =T, (chapter 3); where T = {z € C: |z| = 1} is the unit circle in the complex
plane; p is concentrated on T and is absolutely continuous with respect to the Lebesgue

measure df on [—m, 47, i.e :
() = p(0)ds. p=0: [ p(0)d8 >0, p € L¥((=m 4], db)

moreover g satisfies the Szegd condition :

™

/log(p (0))do > —o0.

—T

2) S=TuU{z}_,, (chapter 4); where T is the unit circle in the complex plane; and

the points z; € ext(T); =+ o, ( is concentrated on T and is absolutely continuous



with respect to the Lebesgue measure |d¢| on the unit circle T, i.e :

46(€) = p(€)|de|, p: T — R, /p<5>|d§| < +oo

E

moreover [3 satisfies the generalised Szegt condition :

o109 (€))de] > o

T

o is a discrete measure concentrated on {zj};”:l, with masses A; at the points z;; for
je{l,...,m}, ie:

m

o= Ajb., A;>0

j=1
where ¢, is the Dirac unit measure supported at the point z;.
Key words : Asymptotic behaviour, Extremal polynomials, Generalized Szegt condi-

tion.



Résumé

On présente dans ce mémoire, une étude du probléme du comportement asymptotique
d’une classe de polynémes dits orthogonaux ou orthonormés. Cette suite de polynomes

qu’on notera {L,(z)}, sera définie comme suit :

Lo(z)=2"4+ . /Ln(z).z_”du =0; ve{0,1,...,n—1}
S

ou
Ln(z) =7,2" + .. /Ln(z).z_l’du = iém,; ve{0,1,..,n}.
g Tn

ol 4 est une mesure de Borel positive, finie, avec supp(p) = S, tel qu’il contient un
nombre infini de points dans le plan complexe.

Le but de ce travail est d’étudier le comportement asymptotique de cette classe de
polyndémes orthogonaux pour des mesures i et des supports S de la forme suivante :

1) S =T, (chapitre 3); ou T = {z € C : |z| = 1} est le cercle unité du plan complexe ;
1 est concentrée sur T et absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue df

sur [—m, 47|, c’est-a-dire :
() = p(0)d8. p=0: [ p(6)d8 >0, p e LY((=m. 47) )

de plus p vérifie la condition de Szego :

™

/log(p (0))df > —o0.

—T

2) S=TuU{z}}_,, (chapitre 4); ou T = {2 € C: |2[ = 1} est le cercle unité du plan

complexe et les points z; € ext(T); p = 5+ o, [ est concentrée sur T et absolument



continue par rapport a la mesure de Lebesgue de longueur d’arc |d¢| sur T, c’est a dire :

16(€) = p(€)|de], p: T — R, /p<5>|d§| < +oo

E

de plus /3 vérifie la condition généralisée de Szego :

[p(©10ep(€))de] > o

T

m

o est une mesure discréte concentrée sur {zj}jzl, avec les masses A; aux points z;

pour j € {1,...,m}, c’est a dire :

m
o= A5, A;>0
j=1
ou 0., désigne la mesure de Dirac au point z;.
Mots clés : Comportement asymptotique, Polynémes extrémaux, Condition généra-

lisée de Szegd.



0.1 Introduction

La notion de systéme orthogonal de fonctions est apparue a travers I’étude de certains
problémes d’analyse fonctionnelle (équations intégrales, séries de Fourier, probléme de
Sturm-Liouville et, plus généralement, problémes aux limites dans les équations aux
dérivées partielles) ; les polynomes orthogonaux sont les systémes orthogonaux les plus
simples et il ont beaucoup d’applications en physiques et en mathématiques. Leur théorie
a été développer par Tchebyshev en partant du probléme de 'interpolation par la méthode
des moindres carrés au moyen des polynémes de degré donné. Ces systémes de polynomes

dits orthogonaux ou orthonormés et notés { Ly (2)},,cy sont définis comme suit :

Lo(2) = 2"+ . /Ln () T ()i (=) = 0: sim £ m. (0.1)
S
ou
L, (z) =7,z"+ ...avec, v, > 0; /Ln (2) L (2)dp (2) = iz&lm; Vn, m € {0,1,...}
A T
(0.2)

ou i est une mesure de Borel positive, fini, de support S qui est un sous ensemble infini
du plan complexe C.

Il y a plusieurs problémes intéressant au sujet des polyndémes orthogonaux, I'un des
plus importants est celui de leur comportement asymptotique quand n tend vers I'infini,
en d’autre termes trouver un équivalent de L, (z) pour n assez grand, c’est a dire :

Etudier : lim L, (2); z € K; K compact, K C C\S. (0.3)

n—oo

La formule asymptotique de L, (z) dépend en général de p et de son support S. On
voit qu’en explicitant la mesure p et son support S on retrouve tous les polynémes ortho-
gonaux connus; par exemple si du = p(x)dx et S = [—1,+1], on obtient les polynémes

de Tchebyshev pour p(z) = (1 — 22)/2 ou p(z) = (1 — 22)7'/2 et ceux de Legendre pour



p(x) =1, etc....

Les comportements asymptotiques des polyndémes orthogonaux sont appliqués dans
les domaines suivants :

1) Fractions continues.

2) Développement des fonctions en séries de polyndémes orthogonaux.
3) Convergence des approximants de padé.
)

4) Etude du probléme de 'opérateur discret de Sturm-Liouville.

Dans ce mémoire on s’intéresse & l'asymptotique fort des polynémes orthogonaux

L, (z), dans le cas ou la mesure u est concentrée a extérieur du cercle uniteé.

On définit dans le chapitre 1, les polynémes orthogonaux associés & une mesure donnée
et la notion de comportement asymptotique de ces polynémes. On donnera ensuite une
synthése des principaux cas étudiés et qui s’averent les plus intéréssant pour notre étude,

depuis 1921 jusqu’a 2006.

Le chapitre 2 met en lumiére les outils fonctionnels de base pour étudier le probléme
de lasymptotique fort des polynémes orthogonaux L, (z), qui sont ’espace de Hardy
associés a l'extérieur du cercle unité et la fonction dite de Szegd, qui nous servent &
définir espace de Hardy H?(G, p), ou p est la densité de la partie absolument continue

de la mesure .

Dans le chapitre 3 on présente une étude du comportement asymptotique des poly-

nomes orthogonaux sur le cercle avec fonction poids p tel que :

™ ™

p€ L' (T); p>0; /p(ﬁ)d9>0et/log(p(9))d9>—oo.

Tous les résultats cités sont tirés essentiellement de l'article de Szego [51].

Dans le chapitre 4 on détaille le travail de Denisov et Kupin [9]. Puis on présente

une étude du probléme du comportement asymptotique des polynémes orthogonaux avec

8



la condition généralisée de Szegd des polynomes {1, } associés & une mesure p, positive
finie définie sur la tribu borélienne de C et concentrée sur ’ensemble T U {zj};.”zl ol
T ={z € C:|z|] =1} lecercle unité et 2, 2s,..., 2, m points fixes a l'extérieur de

T. p est définie comme suit :

n = 6 + ZAjézj
j=1

ou 8 = fB,. + P, est une mesure de probabilité borélienne sur le cercle unité T et
d., désigne la mesure de Dirac au point z; avec les masse A; > 0, pour j € {1,...,m}.

B,. désigne la partie absolument continue de 3 et 3, la partie singuliere.



Chapitre 1

Eléments de la théorie des

polynémes orthogonaux

1.1 Concepts des polyndmes orthogonaux

1.1.1 Orthogonalité des fonctions

Soient deux fonctions g(z) et h(z) définies sur un intervalle réel ou complexe [a, b],

on définit leur produit scalaire par :
b
(9.1) = [ o(a)ha)do (L)

ott h(z) est le conjugué de h(x).
Les fonctions g(x) et h(x) sont orthogonales si leur produit scalaire est nul. De méme,
une famille de fonction ¢y, ¢;, @, . ..., ¢,; avec n fini ou infini, constitue une famille

orthogonale si :

b

(61, 6)) = /qsk(x)al(x)dx “O0sikAl  k 1€{01,....n}. (12)

a

10



Par extension, soit 1 une mesure de Borel (mesure non négative) sur un intervalle réel
la, b], on définit le produit scalaire de deux fonction g(z) et h(x) suivant la distribution

dp par :

b
(g, 1y = / 9(2)h(z)du(z). (1.3)

Nous rappelons que ’espace Li [a, b] est constitué des fonctions f(x) telles que :

J1r@Pduta) < o (14)

Deux fonctions g(z) et h(x) éléments de L[a,b] sont orthogonales si leur produit
scalaire est nul ((g, h), = 0).

Tres souvent, la distribution du(x), est déterminée & travers une fonction poids p(z) :

dp(x) = p(x)dz (1.5)

Une famille de fonctions libre et infinie {f;} peut étre orthogonalisé en une autre
famille {¢, }. La méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt se résume par les étapes
suivantes :

e Prendre ¢; = fi,

e Faire ¢, = ¢ — A21¢01; Ay est choisi de telle sorte que (¢q, ¢y) = 0, donc

<f27g01>
f1— A1y, 00) =0, dott A\gy = ——+ 1.6
Ui = dagn el T {en o) 10
par récurrence, on détermine :
k—1
or=Je =Y Mgy (1.7)

=1

11



avec
)\kl — <fk7 g0l>

(1.8)
{1, 1)

Avec le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, on peut construire & partir de toute
famille libre de fonctions go(x), g1(x), g2(x), . ..., gn(x), une famille orthogonale de fonc-

tions ¢y (), ¢, Py, - - - -, ¢,- On démontre que :

1

o (z) = \/ﬁDk(a}) pour k > 1; (1.9)

Les déterminants D), sont définis positifs. Leur expression est donnée ci-apres :

<90,90> <90,91> <90,9k>
(91, 90) (g1,91) o o o (91, 0k)
D, = (1.10)
(Gr-1,90) (Gr—1,91) - o o (Gh—1, k)
w@) a2

avec D_; =1 et Dy(x) = go(x)

1.1.2 Familles de polynémes orthogonaux

Considérons ’espace Li la, b] des fonctions telles que :

b
/ F(@)Pdp < oo

ou x4 une mesure de Borel (non négative) sur U'intervalle [a, b] telle que pla, b < oo.
b
dyi est une distribution et, si les moments Cj, = [ x¥du(z) existent, alors 1’orthogo-
a
nalisation de la famille de polynoémes : 1,z,22,..., 2%, .. ... .. par le procédé de Schmidt

conduit & la famille de polynémes : po(z), p1(z),......... ,pe(), ... déterminée de fagon

12



univoque par les conditions suivantes :
e p(z) est un polynome de degré k dont le coefficient du monome z* est positif

e Le systéme {pi()}ren est orthogonal dans I'espace L [a,b]; c’est a dire :

b

/ P ()i () dpu() = 0 si ke £ 1 (1.11)

a

L’existence des moments traduit le fait que les monémes z* appartiennent a Llll [a, b].
Cette définition des polynémes orthogonaux reste valable si la distribution est du
type p(z)dz. Dans ce cas, p(x) est une fonction non négative et mesurable au sens de
Lebesgue : c’est la fonction poids. Avec une distribution de type p(z)dz, le systéme
{[p(x)] 2 Dk (x)} est orthonormé. On détermine les expressions analytiques des polynomes

orthogonaux py(x) avec les équations (1.10), qui deviennent :

Co C1 Co Ck
C1 Co C3 v eee Cl1
1
pi(z) = DDy (1.12)
Ck—1 Cr Cky1 o .o Cok—1
1z 2P zk

Par exemple, on construit les polynémes orthogonaux classiques par ’orthogonalisation
de la famille des polynémes : 1,z, 2%, ..., 2%, ... .. dans les conditions suivantes :

e Polynomes de Jacobi P,ga”g ) (x) :

a=_1,b=1, p(z)=(1—-2)*(1+2)° avec @ > —1 et f > —1.

e Polynomes de Laguerre L3 (x) :

a=0,b=+0c0, p(r)=e " z* avec a > —1

e Polynomes d’'Hermite Hy(x) :

onaa=—00, b=400, et p(z)=e*

13



Les polyndmes de Legendre Py(z) et les polynomes ultrasphérique P,g’\) (x) sont pro-
bablement les cas spéciaux mieux connus des polyndémes de Jacobi, correspondance a
a=L0F=0,et a =L =X\—1/2, respectivement.

Tous les polynomes classiques satisfont & une équation différentielle de la forme :
az(2)y" + a1 (x)y + ag(x)y = 0, (1.13)

ol a;(x) est un polynome de degré inférieur ou égal & j pour j = 0,1, 2. par exemple, le

polynéme y = Hy(z) est une solution de
y" —2zy' + 2ky = 0,
et la fonction y = e **/2Hy(z) satisfait & 'équation
y' + (2k +1—2%)y = 0.

Une autre caractéristique commune des PO classiques est qu’ils satisfont une récur-

rence a trois termes relation de la forme
Pk(l’) = (akx + bk)Pk_l(l') - Ckpk_g(l‘), k= 2, 3, ceey (114)

ou ay > 0 et ¢, > 0. Dans le cas de Hermite, on a ay = 2, by =0 et ¢, = 2(k — 1).

En outre, tous les PO classiques peuvent étre définis par une fonction de génération :

F(z,w) = Zpk(x)pk. (1.15)

k>0

Par exemple, les polyndémes d’Hermite peuvent étre définis par la fonction génératrice

) Hy(2)
2rz—2z% k k

k>0

14



Les polynomes orthogonaux plus général et moins classiques ont été introduits avec
des généralisations en poids : continu ou discret ; dans les courbes d’orthogonalité : in-

tervalle réel ou autrement ; dans les dimensions : les variables simples ou multiples, etc.

1.1.3 Propriété extrémale

Soit P,, 'ensemble des polynémes algébriques de degré au plus n et soit P, son sous-

ensemble contenant uniquement des polynémes unitaires de degré n, c’est a dire :
Po={"+q(2) / q¢(2) € Por}. (1.16)

Un résultat général sur les polynémes orthogonaux par rapport & un produit scalaire

donné (., .) défini par

(9.) = [ 9 RGTdn(2) (0 hel*@w). (D

ol dyu est une mesure positive de Borel fini dans le plan complexe C, avec un ensemble
infini comme son support, peut étre exprimée comme un probléme extrémal.

Soit {P,} étre un systéme des polynomes orthonormés, c’est a dire :
P, (2) =7,2" + les termes du degré inférieurs, -, > 0, (1.18)

satisfaire

<Pn>Pm> :6n,ma m, nc {0,1,}

ol 0y = 1 sin=m et d,, =0 autrement.

1
et m, (2) = — P, (2) = 2"+ les termes du degré inférieurs, (n € Ny) soient les poly-
n
nomes orthogonaux moniques correspondants.

Théoréme 1.1

1
Le polynéme m, (z) = — P, (z) = 2" + ..., est le polynéme monic unique du degré n
Tn

15



de la norme minimale de L? (du), c’est-a-dire :

min / P ()2 dp(z) = / 7 () dpa(2) =7i2. (1.19)

PeP,,

Cette propriété extrémale est complétement équivalent a l'orthogonalité, de sorte qu’il
caractérise polyndmes orthogonaux. Beaucoup de questions concernant polynémes ortho-
gonaux peuvent étre résolues en utilisant uniquement cette propriété extrémale. Notez
également que le théoréeme précédent donne le polyndéme de la meilleure approximation
de la z" mondéme dans la classe P,_;. Il est évidemment exprimée sous la forme z"—
T (2).
Preuve du théoréme 1.1
soit P, (z) = 2"+ .... un polynéme normalisé, on a P, (z) = Xn:ckgpk(z), d’ou ¢, = -
k=0 n

car le coefficient dominant de P, (z) est égale a 1, et de V'orthonormalité des ou(2), k€

{0, ...,n} découle
n n—1
1
2 2 2
1Py = D lenl® = = + > leal”
k=0 k=0

2
Tn

On voit que la derniére expression est minimale si et seulement si ¢y = ... = ¢,_1 = 0.

Cette caractérisation des polynomes orthogonaux nous permet de définir une classe

plus large de polynémes appelés polynémes extrémaux qui sera définie ci dessous.

1.1.4 Polynomes extrémaux

Soit 0 < p < oo, on appelle polynéme extrémal (ou LP-extrémal) de degré n, le

polynoéme normalisé noté 7T;, ,(z) solution du probléme extrémal suivant :

HTn,p”Lp(M) = Qg}gl_l [2" + QHLP(’“) = Mnp(1), (1.20)

ou P,, désigne I’ensemble des polynémes de degré au plus égale a n.

16



1.2 Comportement asymptotique

Il y a plusieurs problémes intéressants au sujet des polynomes extrémaux 7, , re-
lativement & la mesure p,l'un des plus importants et plus difficiles est celui de leur

comportement asymptotique quand n — oo, c¢’est-a-dire :

Ftudier : lim T, ,(2); z €S ou z € K; K compact de C\S; avec S = S(pu) = supp(p).

n—oo

La solution de ce probléme dépend en général de la mesure i et de son support S.

On peut trouver dans la littérature plusieurs techniques pour résoudre le probléme
du comportement asymptotique des polynémes orthogonaux extrémaux ou LP-extrémal.
La technique que nous utilisons consiste & générer et a étudier certaines séquences de
problémes extrémaux dans les espaces de Hardy. Les limites des valeurs optimales as-
sociées. & ces problémes extrémaux nous donnent, en général, la formule asymptotique
des polynémes LP extrémaux. Ces techniques ont été développées principalement par

Gueronimus, Widom, Kaliaguine, Benzine, Khaldi, ....

1.3 Synthése de quelques cas étudiés

Beaucoup de mathématiciens ont étudié le probléme du comportement asymptotique
des polynomes orthogonaux ou des L, polynomes extrémaux. Dans cette section, nous
allons résumer selon la mesure p et son support S, le comportement asymptotique d’une
classe assez large de polynomes orthogonaux ou extrémaux relativement a la mesure p
et qui s’avérent la plus intéressante pour notre étude.

1) S = [—m, 7| ; u est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur

[—7, 7] ; c’est & dire :

dp = p(0)do; p € L' ([~=, 7], db); p>0.

17



Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynomes orthogonaux sur
le cercle avec fonction poids. Ce cas a été étudié par Szegd [51] en 1921 et la formule

asymptotique qu’il a obtenu est :

n

S,(2)

Th(z) = 2] > 1, (1.21)

ou S, est une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, construite par Szego et
porte son nom. Szegd a utilisé la propriété extrémal des polynomes orthogonaux pour
trouver la formule (1.21) . Sa méthode a été reprise et développée pour trouver la formule
asymptotique d’autres types de polynémes orthogonaux.

Krein ([32]), et Gueronimus ([12]), ont généralisé cette étude dans le cas ou p est non
absolument continue.

2)S=[-1,+1];du=p(x)dr; p>0; pe L' ([-1,+1],dx) .

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynémes orthogonaux sur le
segment avec fonction poids. Szegd dans ([51]) a établi une relation entre les polynomes
orthogonaux sur le cercle et ceux du segment, en utilisant cette relation, il a déduit la
formule asymptotique des polynémes orthogonaux sur le segment de celle du cercle. Cette
formule a la méme forme que la formule (1.21).

3) S= FE,ou E est un contour de Jordan rectifiable; u est absolument continue par

rapport a la mesure |d¢| sur 'arc c’est a dire :

dp = p(€)|dél; € € E; pe LY(E,|d¢]); p>0.

La formule asymptotique a toujours la forme suivante :

Ta(2) = [C(E)2(2)]" ¢ (2) [1 +&n (2)] (1.22)

o, C(E) est une constante qui dépend de F, ® est I'application conforme du domaine

Q) = ext (F) vers 'extérieur du cercle unité; ¢ est une fonction holomorphe dans €2,
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solution d’un probléme extrémal, et enfin ¢, — 0 uniformément sur les compacts de ).
Szegd ([52]) en 1921, avait étudié ce probléme mais dans le cas ou p = 1, et E
est analytique.Cette théorie s’est développée en considérant des classes de fonctions
poids et de contours de plus en plus larges. On peut citer par exemple : Smirnov
([47], [48]), Korovkine ([31]), Geronimus ([11], pour 0 < p < 00) ; Souétine ([49]) .
4)S = iglEi ou tout F; est un contour de Jordan rectifiable ou un arc. p est absolu-
ment contin_ue sur chaque F;.
Ce cas a été profondément étudié en 1969 par H. Widom ([59]) .
5) S = TU {z},_,;0u T est le cercle unité, 2; € ext (T), p est une mesure de la

forme p = [ + o, ou (3 est concentrée sur T assez générale, et v est une mesure discréte

concentrée sur les points z; avec les masses A; c’est a dire :

o= Ajd.; A >0.
j=1
d.; est la mesure de Dirac au point z;.

Ce cas a été étudié en 1994 par X. Li et K. Pan [34], et a été appliqué a 1’étude de la
distribution des zéros des polynoémes orthogonaux associés a .

6) S= EU{z}/_,; olt E est un arc rectifiable, deux fois lisse dont la dérivée seconde
vérifie une condition de Lipchitz, (E € C*"); z; € ext (E); p1 est une mesure de la forme
p=pB+o=p0+3"",A;0.; A; >0; ot j3 concentrée sur E et dff = p(§) [d€]; |dE| étant
la mesure de Lebesgue longueur d’arc sur £, o est une mesure discréte concentrée sur
les points z; avec les masses A;.

Ce cas a été étudié par Gonchar [13] (1975) pour le cas E = [—1, +1], et a été appliqué
au probleme de la convergence des approximants de Padé de fonctions méromorphes;
Kaliaguine en 1995 [18] a étudié le cas de 'arc.

7)S = [-1L+1JU{z}2,, p = B+ 0, 3 concentrée sur [—1, +1] et non absolument
continue, o étant une mesure discréte concentrée sur les points z; avec les masses A;.

Ce probléme a été étudié profondément et dans sa forme la plus générale en 2001 par
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F. Peherstorfer et P. Yuditskii [41] .

8) S = TU{z;} 2, ;ou T est le cercle unité du plan complexe C; 2; € ext (T) , u est une
mesure de la forme : p = % +o0= % +j;Aj52j; A; >0, j;Aj < +o00 ; [ concentrée
sur T et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue df sur [—7, +7] ; o
une mesure discréte concentrée sur les points z; avec les masses A;.

Ce cas a été étudié par Khaldi et Benzine [22] en 2000.

9)S=FU {ZJ‘};;? ou E est un contour de Jordan rectifiable possédant quelque
propriétés de régularité; z; € ext(E);pu est une mesure de la forme : 4 = f+ 0 =
B+ ZAjézj; A; >0, ZAJ- < 400 ; 8 est concentrée sur E et absolument continue par
rapgggt a la mesure lorigzllleur d’arc.

Ce cas a été étudié en 2000 par R. Khaldi et R. Benzine ([22]). Avec affaiblissement
des Conditions sur 3 et 0. Ce probléme a été résolu en 2007 par R. Khaldi et F. Aggoune

([28]) . La formule asymptotique prend dans ce cas la forme suivante :
T, (2) = [C(E) @ (2)]" (¢ (2) Bo(2)) [1 +n (2)], (1.23)

on, C(E), ® et ¢ sont les mémes fonctions citées dans la partie 3). By, est un produit

de Blashke infini c¢’est-a-dire :

B = 2022021 [0

=10(2)P(z) — 1 ®(z) (1.24)

10) S = EU{z}]_,, ot E est un contour de Jordan rectifiable possé¢dant quelques
propriétés de régularité; z; € ext(E); p= 5+ Z;nzl Ajod.,, Aj > 0;0u B est concentrée
sur E et absolument continue par rapport a la mesure longueur d’arc.

Pour p > 0, ce cas a été étudie en 1993 par V. Kaliaguine ([19]), C’est une générali-

sation du résultat de Ya. L. Geronimus ([11]) .

11) S = EU {2};2,, E est un contour de Jordan rectifiable régulier; z; € ext (E).

Jj>1
Pour p > 1 et sous certaines conditions sur 3 et o, ce probléme a été résolu en 2004
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par R. Khaldi (]23]).
12) S = T U {2};2,; ou T est le cercle unité, 2; € ext(T), p = 5+ 3 A;0.; et
i>1
p > 0. Ce probleme a été étudié par R. Khaldi ([24], 2005) . C’est une généralisation du
résultat de X. Li et K. Pan ([33], 1 <p < oo, 1991).
13) S=EU{y},, E= .LleEj est I'union de contours et arcs dans le plan complexe
j:
de la classe C?*, avec E;NE, =0, j#k, z; €ext(E) et p= 5+ Doy Ajda, Aj > 0.
En 2000, V. Kaliaguine et A. Kononova ([20]) donnent le résultat dans le cas général.
S
14) S=EU{z;},; E= 'UlEj est 'union de contours et arcs dans le plan complexe
j:
de la classe C*", avec E; NE, =0, j #k , z; € ext(E) et p =+ Y A;d.,, Aj > 0,
i>1
ZAj < 0.
j=>1
Ce probleme a été étudié en 2007 par R. Khaldi et F. Aggoune ([26]), La formule

asymptotique prend dans ce cas la forme suivante :

T,(2) = C"(E).0"(2) 5 (g}:{lf((;))q:(—;(ij)l '?gj))' ven2)],  (1.25)

en(2) — 0 uniformément sur les compacts de 2 = ext (E).

15) S = E, E est un contour de Jordan analytique, la mesure étant variable de la

forme :
dp

dty,

ol  est une mesure de Borel positive concentrée F, {Y,,}2° | est une suite de polynémes
tel que, pour tout n, Y,, est de degré n, de zéros w,,;, @ € {1,...,n} appartient a l'extérieur
du contour |®(z)| = R > 1, ou ® est la transformation conforme de 'extérieur de E vers
I'extérieur du cercle unité.

Ce cas a été étudié en 2005 par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([5]) .

16) S = EU{z; }jvzl , E est un contour de Jordan analytique et les points z; € ext(E),
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la mesure étant variable de la forme :

N
B
ou o et {Y,}>°, sont les méme citées dans la partie (16).

Ce probleéme a été étudie en 2007 par R. Khaldi et F. Aggoune ([27]), les formules

asymptotiques des T,]L\’fp a l'infini sont donnés par la formule suivante :

Ao, w)

=800

+en(2)], (1.28)
en (2) = 0 uniformément sur les compacts de int (B) .
17) S=T; T est le cercle unité. Ce probléme a été étudié en 2006 par S. Denisov et
S. Kupin ([9]), pour une mesure plus générale p appartient a la classe polynomiale de
Szego définie par
du (ew) =, (ew) do + dpu, (ew) :

, est singuliere et la partie absolument continue . de p vérifie la condition généralisée

de Szego
2m

/p (") log p1). (") df > —oo,
0

ol p est un polynoéme trigonométrique, non négatif sur le cercle unité T.
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Chapitre 2

Espaces de Hardy et Fonctions de
Szego

Les espaces HP ainsi dénommeés en références & G. H. Hardy ([15]), ont un grand
nombre de propriétés intéressantes, en ce qui concerne les problémes de factorisation,
les valeurs frontiéres et la représentation du type de Cauchy a partir de mesures sur la
frontiere. Les espaces de Hardy ont été introduis en analyse en 1915 dans le disque unité
ouvert, constituent I'outil fonctionnel de base pour étudier les comportements asympto-
tiques des polynomes extrémaux. Utilisant les propriétés de la transformation conforme
entre le disque unité ouvert et l'intérieur d’'un contour de Jordan rectifiable, V.J.Smirnov
([46, 47, 48]) a étudié ces espaces a l'intérieur d’un contour de Jordan rectifiable. En
1951, W.Rudin ([45]) a généralisé 1’étude de ces espaces dans un ouvert connexe quel-
conque en se basant sur une caractérisation des espaces de Hardy dans le disque unité
ouvert. Cette caractérisation se résume dans le fait qu'une fonction appartenant a l’es-
pace de Hardy dans le disque unité ouvert si et seulement si elle admet un majorant
harmonique dans le disque.

On recommande les ouvrages de K. Hoffman ([17]), P Kossis ([30]) etde S. Zygmund

([60]) , pour une étude approfondie des espaces de Hardy dans le disque unité ouvert.
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2.1 Préliminaires

On désignera par D le disque unité ouvert de C et par T (0D) le cercle unité de C.

2.1.1 Fonctions holomorphes, harmoniques et sous-harmoniques.

On note Hol(D) L’ensemble des fonctions holomorphes dons D.

On présente dans cette partie quelques propriétés de certain sous-espaces de ’espace
vectoriel Hol(D) des fonctions holomorphes sur ). On munit Hol(D) de la topologie de la
convergence uniforme. Ainsi équipé, Hol(ID) est un espace topologique métrisable. Soit I
un compact de D, on note px la semi norme définie par px (f) = supyx |f|. En prenant

(KC1) pe; une suite exhaustive de compacts de ID, on pose :

i =3 ) et

nel

On pose enfin pour tout f, g € Hol(D), d(f,g) = 6(f — g). Alors d est une distance
sur Hol(DD) et la topologie définie par cette distance est la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact. Mieux encore, Hol(ID) muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact est un espace de Fréchet i.e. Hol(D) est un espace vectoriel

topologique réel, localement convexe, métrisable et complet.

Primitive de fonction holomorphe

Les équivalences que donnent le théoréme suivant se trouvent en particulier dans [15].

Théoréme 2.1 Pour tout ouvert non vide 2 de C, les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. Q est homéomorphe a .

2. Q est simplement connexe.

3. Pour toute fonction holomorphe sur Q et pour tout lacet v dans Q : [ f(z)dz = 0.
v

4. Toute fonction holomorphe sur S posséde une primitive (holomorphe) dans §.
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5. Toute fonction holomorphe f sur () ne s’annulant pas sur €2 posséde une détermi-
nation holomorphe de log f, i. e., il existe g holomorphe sur Q) vérifiant f = e9.

Il y a de multiples facons de présenter les fonctions harmoniques et sous-harmoniques,
en voici une qui a simplement pour but de rappeler les propriétés qui nous servirons.

Définition 2.1.

Soit f est une fonction continue sur 1.

1. On dit que f est harmonique sur D si f vérifie la propriété de la moyenne i.e. :

pour tout zg € I, il existe ro > 0 tel que pour tout r < r

f(z0) = %/f(zo—i-re“)dt
0

2. 51 f est de plus a valeur réelle, on dit qu’elle est sous-harmonique si les Propositions
suivantes sont vraies

a) f est semi-continue supérieurement i.e. pour tout ¢ € R {z € D, f(z) < c} est un
ouvert de .

b) [ vérifie la propriété de la sous-moyenne : pour tout zy € D, il existe ro > 0 tel

que pour tout r < g

21
f(z0) < %/f(zo + re)dt (2.1)
0

Voici deux propriétés qui nous seront utiles quand nous aborderons les espaces de
Hardy.

Proposition 2.2.

1. Soit f analytique dans D et soit p > 0. Alors la fonction g continue sur D a valeurs
réelles définie par g(z) = |f(2)|P est sous-harmonique.

2. Soit f € Hol(D). Alors log™ | f| est une fonction continue & valeurs réelles sous-
harmonique sur 1.

Preuve :

1. d’apres b) il suffit de vérifier (2.1). Soit zo € D. Si f(zp) = 0, (2.1) est automatique.
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Supposons que f(zg) # 0. D’apres le principe des zéros isolés et le Théoréme (2.1), il existe
alors 79 > 0 tel qu’il existe une détermination holomorphe du logarithme sur D(z,7¢)
avec D(zp,79) C D et ainsi on peut définir z — f(2)? comme une fonction holomorphe

dans D(zg, 7). En particulier, pour tout r < ro, on a :

2w
1 .
(e = 5 [ (o4 retypa,
0
ce qui implique naturellement
2

| f(z0)[" < %/If(zo + re)Pdt.
0

2. si 29 € D est tel que |f(z0)] < 1,l'inégalité (2.1) est trivialement vérifiée. Si zg € D
est tel que |f(z0)| > 1, par continuité de |f|, il existe ro > 0 tel que |f(2)| > 1 sur
D(z9,79) C D. Par conséquent pour tout r < ro, log™|f(z)| = log|f(z)| pour tout
z € D(zp,7). Comme log|f]| est une fonction harmonique sur D(zg, 7o) (2.1) est vérifice
(c’est méme une égalité) pour r < 7.

Corollaire.

Soient o € C et R > 0. Pour toute fonction f continue sur I'(a, R) ot I'(a, R) =
{z € C:|z—a| =R}, il existe une unique fonction g continue sur D(a, R) := {z € C:
|z—al < R}, harmonique sur D(o, R) := {2 € C: |z —a| < R} et telle que gr@,r) = f-

De plus, si z=a+7re? avec0<r <RetfcRona:
1 | it
g(z) = Py P.r(0 —1t)f(o + Re")dt.

Proposition 2.3.
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Soit f une fonction continue a valeurs réelles sous-harmonique sur D et soit

m(r) = %/f(re“)dt pour r € [0,1].
0

Alors r+— m(r) est une fonction croissante sur [0, 1].

Preuve :

Soient 0 < r; < ry < 1. Comme f continue sur 1), d’apreés le Corollaire , il existe
une unique fonction U harmonique sur D(0,73), continue sur m tel que U et f
coincident sur le cercle I' (0,73) . Comme f est sous-harmonique, on a f(z) < U(z) pour

tout z € D(0,73). On a donc :

m(r) < % / U (r1e")dt = U(0)

2w

1 )
= — [ U(ree™)dt = m(ry).
2T
0
Ces deux résultats impliques donc, en particulier, que si f € Hol(D) alors pour tout

p € R, ona
2

/‘f(rleit”pdt < 7|f(7"26”)|pdt.

0
2.1.2 Formule de Poisson

Le noyau de Poisson est la fonction suivante :

+oo
P.(t) = Z ritle™ pour € [0, 1[, t réel. (2.2)

n=—0oo
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De (2.2),et du théoréme de Fubini nous déduisons

2
1
— [Pt =1, 0,1[).
o [Pty =1, (r e 0.1)
0

Pour voir ceci, on peut inverser l'intégrale et la série qui définit P,(t) ou encore re-
2m

marquer que z—fPT(t)dt = P,(0), le 0-ieme coefficient de Fourier de la fonction continue
7r

0
P,.

0

Si z = re? un calcul simple montre que

PH—-t) = 1+2 Z " cos (n(0 — 1)) (2.3)

n>1

it

_ Re <e' —|—z)
et — z

1—r2

T 1—2rcos(0—t) + 12 (rel0,1[, # eR).

Il résulte de (2.3) qu’un noyau de Poisson est une fonction uniformément continue sur
0, 27], 2m-périodique, positive et paire.

Soient f € L' (T) et z = re? € D, la transformée de Poisson est alors donnée par

On remarque que si f est réelle alors P [f] est la partie réelle de

2
1 [e+ 2
21 | et — 2
0

fle)dt

qui est une fonction holomorphe sur I ([45]); P [f] est donc harmonique sur D.
Comme Re f et Im f sont des éléments de L' (T) a valeurs réelles, on obtient que

P[f] = P[Ref] + P[Im f] est la somme de deux fonctions harmoniques sur I et est
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donc harmonique sur D.

2.1.3 Espace L’ (T)

Si F' est une fonction quelconque définie sur T et si on définit la fonction f par :

f(0) = F(c”) (2.4)

f est alors définie sur R, périodique, de période 27, c’est a dire : f (6 +27) = f(0), VO €
R.

Réciproquement, si f est une fonction définie sur R, périodique, de période 27, il
existe une fonction F' définie sur T vérifiant (2.4).

On peut ainsi identifier les fonctions définies sur T avec les fonctions définies sur R,
et de période 27.

Avec ces conventions définissons L? (T), Pour 1 < p < 400, comme la famille de
toutes les (classes d’équivalence de) fonctions a valeurs complexes, mesurables au sens de

Lebesgue, de période 27, définies sur R, pour lesquelles la norme :

S =

1 y .
iy = § 5z [ 1 )7 d - est i 25)

L’espace L*(T)

Théoréme 2.2 (de Plancherel-Parseval)
1 27 ) ]

Si f € L*(T) et si (¢y)nez est la suite de ses coefficients de Fourier (c,, = Q—ff(e”)e*mtdt)
o

alors .

/2
dt = Z |cnl?.

neE”L

2m
1 .
Il = | 5z [ 1P
0

De plus f est la somme de sa série de Fourier (S, (f))n>o0 (ot S, (f)(e") = > lkl<n cre™) avec
T 1 = Salla = 0.
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Remarque 2.1

Lorsque f & L*(T) f n’est pas en général égal & la somme de série de Fourier
2 ez €™

Théoréme 2.3 (de Riesz-Fischer)

Toute suite (ou,)nez de C telle que Y, ,on|* < 0o est la suite des coefficients de

Fourier d’une fonction g € L*(T).

2.2 Espaces de Hardy

2.2.1 Construction des espaces de Hardy du disque
Pour f € Hol(D) Pour p € ]0,00[ et r € [0, 1] posons

1/p

27
My(f,r) = %/‘f(reit”pdt et Myo(f,r) = sup [f(re™)].
0

te[0, 2|

Pour 0 < p < oo, L’espace de Hardy du disque noté HP(D)) est ’ensemble des fonctions
de Hol(D) telles que

sup M,(f,r) < oo.
0<r<1

Ainsi, H*(D) n’est autre que ’ensemble des fonctions analytiques et bornées sur D.
Comme pour p € ]0, oo[, la fonction | f|” est sous-harmonique deés que f € Hol(D), cela
entraime que pour p € |0, oo] les fonctions M, ( f, ) sont des fonctions croissantes en . Par
conséquent, pour 0 < p < oo, H®(D) est 'ensemble des fonctions de Hol(D) telles que

lim, ;- M,(f,r) < co. La norme naturelle dont on munit H?(D) est

vy = Jim My (F.7) i p €10, 00] €6 [ fll ey = limn Muo(fir)  (25)

Pour tout p € [1, 0], cette norme confere & H? (D) une structure d’espace de Banach.

Comme conséquence du lemme de Fatou, les fonctions de H? (D) possédent une limite
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radiale dans L? (T), c’est-a-dire que pour presque tout ¢ € [0, 27, lim,_,- f (re’) existe
et si Pon définit la fonction f* par f*(e*) := lim,_;- f (re"), alors f* € LP(T). De

plus, on a I’égalité suivante :

1A oy = I oy

Etant holomorphes, les fonctions de H? (D) vérifient Af = 0 ot A = aa—; + ‘9722. En

notant R (D) ’ensemble des fractions rationnelles 0 poles en dehors du disque unité fermé
D, on définit H? (T) comme la fermeture dans L? (T) de R (D) (il est pratique d’employer

un abus de langage en disant qu’une fonction de LP (T) “appartient & R (ID)” si c’est la

restriction d’une fonction de R (ID)). '
1+re
1 —ret

Pour une fonction g € H? (T), le noyau de Poisson P, : t —— Re < ) permet

de résoudre le probléeme de Dirichlet :

Af=0
lim, ;- f (re?) = g (e), pour presque tout ¢ € [0, 27]

qui a pour solution
2w

f(re?) = %/PT(Q —t)g(e™)dt.

On peut vérifier que f € H? (D) et que f* = g.
On peut alors identifier isométriquement H? (D) et H? (T), au sens ou 'on a construit
un isomorphisme isométrique entre H? (D) et H? (T).

Une définition équivalente de H? (T) est la suivante :
HP(T):={f* € L"(T) : f*(n) =0, n <0},

ou f*(n) est le n°m coefficient de Fourier de f*.

Il existe enfin une autre fagon de définir les espaces de Hardy du disque H? (D), ou
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p €]0,00[, al’aide de majorants harmoniques

H? (D) := {f € Hol(D) : 3 uy harmonique telle que |f (2)[" < wuys(z), z € D}.

Ces deux définitions sont équivalentes. En effet, pour f € H? (D) et f* € HP(T) sa
limite radiale, le plus petit majorant harmonique de |f|” existe et s’exprime a 1’aide du

noyau de Poisson :

2
. 1 )
Uy (rew) = —/PT(Q — 1) ‘f*(e”)‘pdt.
2T
0
Réciproquement, si f posséde un majorant harmonique, d’apres le principe du maxi-
mum,
2m 2
sup i/ | fre™)|” dt < i/u (e")dt < oo
0<r<12m T 27 d '
0 0

Dans le cas du disque, on appelle fonction intérieure une fonction de H* (D) dont

la limite radiale est de module 1 presque partout. Les produits de Blaschke élémentaires

Z p—
by (z) == Y sont des exemples de fonctions intérieures. Une fonction extérieure F'
z

est une fonction de H? (D) de la forme

2

1 [et+z ,
F(z) = —[——1 ") dt
(2) = cexp 27r/e“5—z og o (")
0
ou |c| = 1 et ¢ est une fonction positive mesurable telle que logy € L'(T). Les

fonctions extérieures ne s’annulent donc pas et vérifient
|F* (eit)| = (eit) , mpp eit c T

oumpp et € T signifie pour presque tout e € T relativement & la mesure de Lebesgue
sur le cercle unité.

Pour toute fonction f € H? (D), de limite radiale f*, il existe une factorisation en un
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produit de fonctions intérieure et extérieure. Notons

2
1 zt+
E(f):=exp %/th Zlog|f(”)‘dt ,

0

la fonction extérieure de méme module que f*, unique & une constante unimodulaire
preés.

Comme I(f) := f/E(f) est holomorphe, et sa limite radiale est de module 1 presque
partout, I(f) est une fonction intérieure qui a les mémes z“eros que f. Toute fonction
de H? (D) peut se factoriser de fagon unique a multiplication par les constantes unimo-

dulaires pres :

f = cI(F)E(f), oit |e] = 1.

On peut préciser davantage la structure de I(f). Soit (A,), la suite éventuellement

finie des zéros de f. Alors nécessairement cette suite vérifie la condition (dite de Blaschke)

D> (1= [A]) < o0

n>0

ce qui force les zéros d’une fonction de H? (D) a se rapprocher rapidement du bord

du disque et ce qui implique que le produit de Blaschke associés a la suite des zéros de
f
— M H
%o |)\ ] 1— )\ 2z

converge. De plus, il existe une mesure positive v étrangere a la mesure de Lebesgue

27
2= M 1 [et 4z
I(f) = (Hm> exp _%/eit — (t)

n>0 0

telle que :

La fonction intérieure I(f) contient les informations sur la répartition des zéros de f.
Les limites radiales de la fonction extérieure E(f) et de f sont de méme module

presque partout. Cette factorisation est unique aux constantes unimodulaires pres.
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2.2.2 L’espace de HardyH? (D)

L’importance particuliére de 'espace H? (D) est due au fait qu’il s’agit d’un espace de
Hilbert et qu'on peut l'identifier & un sous ensemble de L? (T), D’autre part H? (D) est
I’espace fonctionnel de base qu’on utilisera pour étudier le comportement asymptotique
des polynomes orthogonaux.

Les propriétés fondamentales de H?(DD) sont résumées par le théoréme suivant :

Théoréme 2.4

1. Une fonction f € Hol(D) de la forme

f(z) = Zanzna

n>0

appartient o H?(D) si et seulement si

Z || < 0.

n>0
Dans ce cas
1/2
/1|2 = (Zlan|2> :
n>0
2. Si f € HYD), f* € L*(T) et le n®™° coefficient de Fourier de f* est a, sin >0
et 0 st n<O0.

De plus

s—1— 27

2T
1 , 4
lim — [ |f*(e") — f(se™)|?dt =0
[

et [ est I'intégrale de Poisson ainsi que I’intégrale de Cauchy de f*. c’est-a-dire :
L (¢ 0
2)=— [ —=d¢, z=re", re|0,1];
Fe) = gim [ e 0.1]
T
ou T est le cercle unité orienté positivement.
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3. L’application f — f* est un isomorphisme isométrique de H*(D) dans H*(T) :=
{g € L*(T): g(n) =0, n <0}

4. H*(D) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

27
* * 1 YR AVNYIRT
< f,9 >mm=< g >2m:= %/f (e")g*(e™)dt.
0

Preuve :
L. Soit f(2) = 3,50 2" pour z € D. On a donc, pour r € [0,1[ et t € R, f(re™) =

>0 anre™. D’apres le théoreme de Plancherel-Parseval, on a

2T

1 .

%/|f(re”)|2dt =3 Jan
0

n>0

Par convergence monotone discréete, on a :

lim Z |, |Pr?" = Z ||
r—1—

n>0 n>0

Comme || f||2 = rlg}l%?] f(re®)|2dt, on obtient f appartient a H?(ID) si et seulement si
o onl? < 00 et [|fll2 = (5,50 lon[?) .

2. f* € L*(T) si f € H*(D). Supposons f € H?*(D) et pour 0 < s < 1 on définit
les fonctions f, sur T par fi(e") = f(se”) = 37 - ans™e™. Comme Y o |an|* < oo,
le théoréme de Riesz-Fischer nous garantit 'existence d'une fonction g € L?(T) telle
que g(n) = a, sin > 0et 0sin < 0. Les coefficients de Fourier de g — f; valent (1 —s")a,

sin > 0et 0sin < 0. Une nouvelle application de 1’égalité de Plancherel-Parseval donne :

lg = £oll3 =D (1 = 5")[aa?.

n>0
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Par convergence monotone décroissante discréte,

On a donc lim, ,1- ||g — fs|l2 = 0. Pour 0 < s < 1, la fonction f, définie par fs(z) =

f(sz) est holomorphe dans D(0,1). On a donc, pour z € D),

e) = g [ 2

La fonction f, étant en particulier harmonique sur D(0, %),

On a aussi, pour z = re? € D,

1
L’inégalité de Schwarz et le fait que P.(0 —t) < . i T, nous donne

2

flre) = 5= [P0 = Dgedt] = |- [P~ (£ — gty

0

_9“27

et

fs - 1
227(/6 619 2Z7T/ 610 — 1 _ T||f5 g||2

Comme lim ||g — f5||2 = 0, on a donc
s—1—

2

) ) 1 , 1
Fre®) = tim f(re®) = o [0~ )gtesar = o [ e
T

s—1— ™
0
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En particulier, f est la fonction harmonique définie comme l’intégrale de Poisson de
la mesure p < m définie par du(t) = g(e")dt avec g € L'(T) puisque g € L*(T).
F*(e') = g(e™) m-presque partout. On en déduit que f* € L2(T), f*(n) = an sin > 0 et

que f*(n) =0 si n < 0. Enfin on a aussi :

2

iy _ f7 (&)
flre?) = 5 — 5,
0

. 1
P.(0 —t)f*(e")dt = %/5
T

3. Puisque lim,y— [[f* = fell2 = 0, on a [[fll2 = limey— [ fllz = [[f*]|2. Comme
f*(n) = 0 pour tout n < 0application ® : f — f* est bien une isométrie de H2(ID)
dans H?(T). Par définition 1'application ® est linéaire. Etant isométrique, elle est au-
tomatiquement injective. Enfin, si g € H*(T), g est de la forme g(e”) = 37 g ane™
avec [|gll3 = >-,50 lom|*> < oc. Alors la fonction f définie sur D par f(2) = >, g 2"
appartient & H?(D) d’aprés 1. L’application @ est donc surjective. Ainsi @ est bien un
isomorphisme isométrique.

4. Par définition, < f, f >p2m= ||f*|3. Comme [|f*||s = [|f]2, la norme sur H?*(D)

se déduit bien du produit scalaire que nous avons fixé. De plus H?(ID) est complet Ainsi

H?(D) est bien un espace de Hilbert.

2.2.3 Espace de Hardy a l’exterieure du disque unité

On désignera par : G = {w € C: |w| > 1} U {0}, Hol (G) 'ensemble des fonctions
holomorphes dans G (coy compris) et par T, = {w € C: |w|=r}.

Définition 2.3.(Espace H? (G))

Soit f € Hol (G), on dit que f € H?(Q) s’il existe une constante C positive, indé-

pendante de r, telle que :

/|f(w)|2 dw| < C: ¥r € 11,2
T,
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St f € H*(G), on note par :
e = sup [ 1F (w)?fdu. (2:6)
1<r<2)

Remarque 2.2

La définition de l’espace de Hardy dans le disque unité ouvert est équivalente a celle
donnée dans la définition (2.3).

En effet d’aprés (2.5) on a :

f € H*(D) <= sup /|f ?|dz| est finie.

0<r<1

Poroposition 2.4

Soit f € Hol (D), définissons g par :

fri=! (3): pour we Gl
g(00) = f(0);
Alors
feH*(D) & ge H*(G).

Notons par :

L*(T,, |dz|) =< f: T, —>(C:/|f(z)|2|dz| <oogp;reR
Ty
ou |dz| est la mesure longueur d’arc.
Ceci étant les propriétés de 'espace H? (G) sont résumées dans le théoréme suivant :
Théoréme 2.5
Soit f € H*(G) alors :

1) hm+ f (T‘BZG) existe en presque tous les points du cercle unité, Cette limite est appelée
r—1

38



limite radiale et elle se note f.
- N 2
2) f & L2(T,[dw]) et [ |F @)[ 1dwl = | F e = lim [ 1F ()] |du].
T r—1*y,

3) L’espace H? (G) est un espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire

-9 = [ £ ) T .

T

1 [ F(E) d€
4w G\ oo}, fw)= o [ S8
T
Preuve
1) Soit f € H?(G), alors : 3 C € R% tel que : [ |f (w)]* |[dw| < C; Vr €1, 2].
Tr
1 1
En éffectuant le changement de variables w = —, on a: dw = ——/de’ , ceci nous donne :
w w
) 1\|* 1
St = [lr(5) Szl
T, T,/
y 1 \[* 1
= / f (_T’/ei‘g) ﬁr'de
1] 1\,
= — ‘ ; -1
Al G| e o]
donc :
/'f( - ,9) o <r'.Cc<C
r'e
possons :

Foret = 1 (7 )

alors f € H2(D), ce qui implique que lim f (r'e®) existe presque partout pour 8 €
f , ce q plique g presque p p

r—1-

(=)

or

. 3 i . 3 ]- . i .
Jin 7 0700) = i (i ) = e ).
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ce qui donne le point 1).

Les points 2) et 3) sont une conséquence immédiate de 1) et du théoréme (2.4).

2.3 Fonction de Szegd

2.3.1 Fonction de Szegd associées au disque unité

Les fonctions de Szeg6 rentrent dans le cadre général de la représentation des fonctions
positives.

Soient F € H?*(DD) et F* sa limite radiale. Si I'on pose f(f) = |F*(e”)|, alors f €
L?(T), et on montre que log(f) € L*(T).

Réciproquement étant donnée une fonction f € L*(T), f presque partout positive
et log(f) € L*(T), on montre qu’il existe une infinité de fonctions F' de la classe H?(D)
tel que f(0) = |F*(e”)| presque partout pour 6 € [—7,7]. On s’intérésse & une fonction
particuliere F' de la classe décrite auparavant, dite fonction de Szegd, qui est 'objet du
théoréme suivant :

Théoréme 2.6

Soit f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesque sur l'intervalle [—, 7]

et vérifiant la condition de Szeqod

™

/log f(0)do > —o0

—T

Alors la fonction définie par :

1 ) e + z
St(z) :=exp E/ew — log f(0)dd 3,  (]z] <1)

—Tr

dite fonction de Szegd associée o D et a la fonction poids f, posséde les propriétés sui-

vantes :
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(i) Sy € H*(D);

(ii) S¢(2) # 0 pour |z] < 1;
(iii)
ou S} est la limite radiale de Sy ;

(iV) Sf(O) > 0.

S]’i(e"“")‘2 = f(x) presque partout sur [—m,7l;

Preuve

Construction de Sy

Considérons 'intégrale de Poisson associée a la fonction log (f) qu’on note par :

™

)= 5 [Ty oud (06
u(r,r) = — o :
’ 2 ) 1 —2rcos(z —0) + 12 &

—T

La fonction u est harmonique dans le disque unité I puisque log(f) € L ([—m, 7], df)

([45]).

Considérons maintenant la fonction holomorphe h (z) dont u (r, x) est la partie réelle

et éxigeons que h (0) soit réelle pour avoir I'unicité de h. La fonction cherchée sera donc

1
o) =ew {31}
on montre facilement que :
Re S;(2) = Reg(z); (2 =re™, r€[0,1])

alors
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(i) Montrons que :
de > 0 tel que : Vr € [0, 1]; /‘Sfre }da:<c

en effet

exp {% (Reh (2) + Im h(z))}‘

_ exp{%Reh(z)}
_ exp{%u(r,x)}.

Par suit, pour z = e, r € [0,1[, on a :
iz |2
S,re)* = exp {u(r,2))
1 12
— — 1 0) do
eXp{Qﬂ/lQTCOS(QE@)—FrQ og.f (9) }

1 1—r?
—[f(0 df (inégalité ,
27r/f( ) = 2rcos(z — 0) + 17 (inégalité de Jensen [53])

IN

En intégrant par rapport & z on obtient
1 y 12 1 i 1 y 1 —7'2
— [ |S¢(re™)|" d — — 0 do | d
27r/| s(re®)[ 7r (27r/f(>12rcos(x9)+r2 ) v

1—r?
- /f ( /12rcos(:c9)+r2dx) 40

1

_ %/f(e)dezc, vr e [0,1].

—T

IN

ce qui donne le point (i).
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(ii) est évident.

(iii) Sy € H? (D), notons par S} la limite radiale de Sy ; et comme :

N 1 1—r?
|Sf (re )| = exp %/log(f (0)) 1— 2rcos(z — 0) + T2d9
il vient :
S (@) = lim |8y (re) [
_ I L] L log f (8) d¥
R (e o ey v cos(x — 0) + r? o8

—T

= exp{log f (z)}, presque partout sur [—m,n|; (voir [45], [54], [60]).
(iv) S¢(0) = exp {%h (O)} > 0. (h(0) € R par construction).

2.3.2 Fonction de Szego associée a I’extérieur du cercle unité

Théoréme 2.7
Soit f une fonction non négative intégrable de Lebesgue sur l'intervalle [—m, 7| et

vérifiant la condition de Szego :

T

/log ft)dt > —oc.

—T

Alors il existe une fonction unique notée S;;” et appelée fonction de Szegd associée a

Uextérieur de T et a la fonction poids f, possédant les propriétés suivantes :
(i) 8¢ € H* (G);
(ii) S§** (w) #0  pour tout w € G;
(iii) |(Sfcxt)* (e“]’)‘2 = f (z) presque partout sur [—m, | ;

ol (S}ecmt)* est la limite radiale de S;xt;
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(iv) S5 (00) > 0.

Preuve

Considérons la fonction de Szegd Sy introduite dans le théoréme (2.6) et construisons
la fonction S¢** de la fagon suivante :

S¢ (w) = Sy (%) pour w € G\ {0} .

S5 (00) =S¢ (0) .

Alors les propriétés de Sy et la proposition (2.4) nous donne les propriétés de SJ"}”.

Notons que la forme explicite de S;Z””t est exactement la fonction :

™

1 [w+e™
ext
S (w) = exp _47r/—w—e—i910gf<9)d0 ;o (lw] >1).

—T

2.4 Espace de Hardy H?*(G,p)

Définition 2.4

Soient G = {z € C: |z] > 1}U{o0}, p une fonction poids vérifiant : p € L* ([—m, 7|, df),
p >0 etlog(p) € L' ([—m,7],db), S la fonction de Szegé associée au domaine G et la
fonction poids p. On dit que f € H? (G, p), si et seulement si f(z) est analytique dans
G et (f.S)e H*(G).

e Despace L? (T, p|d€|) est l’espace des fonctions f définies sur le cercle unité T, avec

les valeurs de C et pour lequel f |f (¢! )‘2 p(0)do < +oc.

e Pour tout f € L*(T,p |d§|) et pour tout g € L* (T, p|d€|) notons :

||f||L2(11‘ pldé)) ={f; (T,pldg]) »

)50t ey = 5= [ £ () 7@p (0)

Alors (L2 (T, p|d€|), [l 227 pjagp)) est un espace de Hilbert complexe.

e Nous résumons les propriétés de base de 1'espace H?(G, p) dans le théoréme et le
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lemme suivant :

Théoréme 2.8

Soit f € H?(G,p), alors f admet en presque tous les points de T une limite radiale
notée f; (f (e") = Zlirgef (2)). | vérifie aussi :

o) f € IA(T, pdg)),

b) <H2 (G,p), ]|Hp> est un espace de Hilbert, ou

A2 = (1),

(f,9), = <f> /f D g (e)p(0)do

T,pld¢|)
pour [ € H*(G,p) et g € H*(G,p),
c) si f € H*(G,p), alors pour tout compact K C G, il existe une constante C(K)
(C(K) ne dépend que de K) tel que

sup | f (2)] < C(K) || f]],,-

zeEK

Lemme 2.1

Soit {f.} une suite de fonctions de H* (G, p) et
i) fn — [ uniformément sur les compacts de G,
i) [|full, < M (constant).

Alors f € H*(G,p) et ||f]l, <liminf || f,]] .

2.5 Topologie de Hol(f?)

La convergence sur les sous-ensembles compacts, est la convergence qui intervient le
plus naturellement en rapport avec les opérations de limite sur les fonctions holomorphes.
Pour définir cette notion, on commence par énoncer une propriété des sous ensembles

ouverts du plan complexe, qui nous permet de construire une métrique sur Hol (£2) .
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Théoréme 2.9 ([8,45])

Tout ouvert 2 du plan est la réunion d'une suite {K,}, n € N, de compacts tels
que :

1) K, soit inclus dans lintérieur de K,,1 pour n € N.

2) Tout sous-ensemble compact de ) soit inclus dans l'un des K,.

3) Toute composante de S*—K,, contienne une composante de S?—Q,pour n € N, (52
étant la sphére de Riemann).

Pour f et g deux fonctions de Hol(f2), définissons :

(7.0 = 32 07) gl o (.0 = s (156) =gt

On montre dans [45] que (Hol (2) ,d) est un espace métrique complet et qu’une suite
de fonctions de Hol(€2) converge au sens de la métrique d si et seulement si elle converge
uniformément sur chaque sous-ensemble compact de 2. Cette derniére caractérisation de
la convergence au sens de la métrique d, nous permet de donner et justifier la définition
suivante :

Définition 2.5

Soient {f,} une suite de Hol (2) et f: Q — C. On dit que {f,} converge vers f
dans le sens de Hol (), si {fn} converge uniformément vers f sur chaque sous-ensemble

compact de €.

2.5.1 Familles normales

Définition 2.6 [45]

Supposons F C Hol (2), pour un ouvert convezxe ) du plan complexe. Nous appelons
F une famille normale (o de Montel), si toute suite d’éléments de F contient une sous-
suite qui converge uniformément sur les sous-ensemble compacts de 2. On n’exige pas
que la fonction limite appartienne & F.

Le théoréeme suivant nous donne une propriété trés utile de compacité des familles
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normales.
Théoréme 2.10 [45]

Supposons que F C Hol () et que F soit uniformément bornée sur tout compact

inclus dans Q. Alors F est une famille normale.

2.5.2 Convergence dans H?(G, p)

Théoréme 2.11 [19]
Soit {f.} une suite de fonctions de classe HP (G, p) vérifiant :

1) f,. converge vers une fonction f dans le sens de Hol (G) . (qui est alors holomorphe

dans G)

2) ||fn||Hp Gp) < C; Vn €N; (C étant une constante)
Alors :

f e H"(G,p),

et de plus

1/ ey < Mminf [| fullfo )

47



Chapitre 3

Comportement asymptotique des

polynémes orthogonaux sur le cercle

3.1 Introduction

On présente dans ce paragraphe une étude du probléme de comportement asymp-
totique des polyndmes orthonormés sur le cercle avec fonction poids. Tout les résultats
cités dans ce paragraphe sont largement inspirés de 'article de Szego [51].

Cet article est une référence de base dans I’étude des comportements asymptotiques
des polynoémes orthogonaux. Szego a considéré des fonctions poids assez générales. Sa mé-
thode a été largement utilisée, avec des améliorations convenables, pour étudier les com-
portements asymptotiques des polyndémes orthogonaux pour d’autres types d’ensembles

et de mesures (contour, arc, mesures non absolument continues...).

3.2 Polynémes orthonormés sur le cercle

Soit p € L' (T) tel que p > 0 et [ p(#)df > 0. On désigne par L2 (T) la classe des

fonctions g définies sur R, a valeurs complexes, périodiques de période 27, mesurables

au sens de Lebesgue dans [—m, 7], pour lesquelles [ |g(0)> p(0) df < +o0. Si ¢ et 1
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sont deux fonctions dans L2 (T); alors I'espace (L3 (T), (., .) L%(T)) devient un espace de

Hilbert complexe pour le produit scalaire suivant :

o [0 )00 6) b

—T

(0,9} a(my =

notons sa norme par

2
||90HL3(11‘) = (¢, ‘P>Lg(1r)~

Définition 3.1

Soit p une fonction poids vérifiant : p € L' (T); p non négative et }p (0)dh > 0.0n
dit que le systéme de polynomes {¢,, (z) :m € N; z € C} est un syst_é;rne orthonormal
relativement au cercle et a la fonction poids p, si {p, }nen vérifie les conditions suivantes :

1) ¢, (2) est un polynome de degré n exactement dont le coefficient de z™ est réel et

strictement positif.

2) Le systeme {, (0) = ¢, (¢”) }nen est orthonormé dans L2 (T); c’est-a-dire :

1

(B Bond L2(m) = %/wn (€%) o (€D)p () d6 = 6y 1, m € {0,1,...}. (3.1)

—T

Remarque 3.1
Si on définit la fonction p, par p,(e?) = p(0) on obtient :

< 1 0\ 70N i i
<90n7¢m>L§(’]I‘) = %/Spn (6 6) Pm (ele)pl (6 0) |dZ| = 5n,m; n, mec {Oa 17 }a z =€ 9-
T

Donc lorthogonalité (3.1) est l’orthogonalité sur le cercle avec la présence d’une fonc-
tion poids p, ; ce qui justifie le titre du paragraphe 3.1.

Proposition 3.1

Soit p une fonction poids vérifiant : p € L' (T); p non négative et }p(@) g > 0,

alors il existe un systéme de polynomes orthogonauz unique {p,, (2)}nen relativement au
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cercle et a la fonction poids p, c’est-a-dire vérifiant les conditions 1) et 2) de la définition
(3.1).
Preuve

La construction du systéme {p, },en pourra se faire de plusieurs fagon ; citons deux

facons qui nous serons utiles plus tard.

Premiére construction:

Considérons le systéme {2"}, . et posons

Alors 1), € L2(T) car :

1
27

de plus le systeme {fbn} est libre dans Lf, (T). Donc en appliquant le procédé d’or-
neN

thogonalisation de Grahm Schmidt au systéme {{Dn} ; on obtient :
neN
3 {Bubuens Po € L2 (T) tel que:
a) @n = /\n,n’J}n + An,n—lijnfl + ...+ )\n,O@ZJ(ﬁ )\n,n > 0.
b) <§bn7 ¢m>Lg(T) = 6n,m; n, m I~ {0, 1, }
Développons a) et b) :

a) @, (0) = ]{;Ank% (0)
== Z)\n,kwk (eie)
k=0
donc : ¢, (2) = Z)\nkzk; Ao >0, 2 =€

f e (€7) 0, (€?)p (6) O,
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= dpm; n, m € {0,1,...}

Deuxiéme construction:

Exigeons que log (p) € L' (T); ceci nous permet de considérer la fonction de Szegt S,
associée a p et au disque unité .

Considérons le systeme {h,(2)}, .y défini par :

Alors on a :
a) h, € H*(D); n e N
En effet :

1 | % 1 | i n
%/|hn(ree)‘2d9 = %/‘Sp(re@)fr2 do

IN

1 i 0N 12
%/‘Sp(ree)‘ df; pour :r €[0,1]

< +4oo; car S, € H*(D).

b) {h,} est libre dans H?(D).

Ceci nous permet d’appliquer le procédé d’orthogonalisation de Grahm Schmidt au
systéme {h, } dans l'espace de Hilbert H?*(D); on obtient :

3 {rntoen. s ™o € H*(D) tel que :

1) ry, = knhn + knpn—1hn—1+ ... + knoho; Kk, > 0. (on a confondu k,,,, avec k)

2) (rnsTm) g2y = Onmi my m € {0,1,...}

Développons 1) et 2) :

1) rp(2) = S,(2).qn(2); avec g,(2) = kp2™ + %lkmpzp; k, > 0.

p=0
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Le systéme de polynomes {¢,(z); n € N; z € C} est le systéme cherché; ¢, est un

polynome de degré n exactement dont le coefficient de 2" est réel et strictement positif.

2) (Gns Gm) 2 = 5 fqn (") g () (9) db; (avec G,(0) = gn(e) ¥n € N).
= — fqn (e )qm (i) }S;(ei9)|2d6

= f i (€°) T (€7)d8
(rmrm>H2(D) =0pm; n, me{0,1,...}

L’unicité nous donne : ¢, = ¢,.

Pour trouver la formule asymptotique des polynomes orthogonaux {¢,}, Szegd a
utilisé une propriété fondamentale des polynomes {¢,,}, dite Propriété extrémale. Notons
par P, I’ensemble des polynomes normalisés de degré n.

Théoréme 3.1

Posons ¢, (2) = k2" + knn12""' 4+ ... + kno; kn > 0.

Le polynome igon(z) vérifie : (pour z = ')

k,
i — i y i (Z> 2 (9) 4= min _/|Q ’ ( )d9 notatzon ( )
k2 L kngpn P  QnePni 2T " P M (P
Preuve

1
C’est un cas particulier du théoréme (1.1) en remarquons que k—gon(z) est un poly-

nome normalisé de degre n.
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3.3 Comportement asymptotique des polyndémes or-

thonormés sur le cercle avec fonction poids :(|z| > 1)

Notons par M I’ensemble des fonctions poids p vérifiant les conditions suivantes :

pe L' (T);p>0et [p(#)dd >0 et la condition de Szegd :

™

/log(p (0))do > —o0.

—Tr

Lemme 3.1 ([51])

1
Soit p une fonction poids sur le cercle unité telle que p € M, m, (p) = =R Alors

lim 1, (p) = {5, (0)}";

n—oo

ot S, est la fonction de Szegd associée au cercle unité et a la fonction poids p;
Théoréme 3.2 ([51])
Soit p une fonction poids sur le cercle unité telle que p € M, et {p,}, .y le systéme

de polynomes orthonormés associé a p et au cercle unité. Alors :

1
lim Po ) _ _ (2] > 1) (3.2)
n—oo 2" Sy (z71)
avec
o 1
Sp (Z ) . Sp % .
La convergence est uniforme pour |z| > R > 1.
Preuve
1
Notons : ¢ (2) = 2"p,, (z71) = 2", (:)
z

Considérons la fonction S,(2)¢k(z) qui est analytique dans le disque unité ouvert D,
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on a :

Sp(2)en(2) = 5, (0) Ky + Zdnpzp; car ¢,(0) = ky,

p>1

alors :

(Sp(2)¢7(2) = 1) = (S, (0) b = 1) + Y _dup2? (3.3)

p>1

et d’apres le théoreme (2.4) on a :

HSpSO;kz - 1”?{2(]@) = |Sp (0) Ky — 1|2 + Z |d7w|2'

p>1

Donc :

Z |dnp|2 < [Speen — 1||12r{2(1m) (3.4)

p>1
Montrons que : ||S ¢k — 1]@2(]@) =2-25,(0) k,.

Pourr<lona:

cpfl(rew) ‘2 do +1

1 | W0, * (0.0 2 1 | i0y|2

o [ 18sreene 1P do = o [ |s,e)
1 | 0y, * 10

—2Re oy S,(re)r (re”)do

Comme la fonction S,(2)¢}(2) est analytique dans D, alors Re {S,(re?)¢: (re')} est

harmonique dans I, et ainsi :

™

2Re %/Sp(rew)@;‘l(rew)dﬁ =25, (0) k.

—Tr
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D’autre part :

s o = = [ ()

2

o ()] db

r—1- 27

1 |
lim —/ ‘Sp(re‘@)}2
— o [ Lo p@yao =1
2 "
Par suite, on obtient :

* . 1 | W0\ k(. i 2
1S, — 1”22(@) = lim —/ |Sp(7“e e)gon(re 9) = 1! df =2—-25,(0) k,.

r—1- 27

L’inégalité de Cauchy et la relation (3.4) nous donne :

< (Z |dnp\2) <Z<|z|2>P) < (225, (0) k) (%) .

p=>1 p=>1

Zdnp 2P

p>1

En considérant le lemme (3.1), on obtient :

2
=0

Zdnp 2P

p>1

lim
n—oo

uniformément pour |z| <r < 1.

En utilisant les relations (3.3) et (3.5) on trouve pour |z| < 1 :

lim (5,(2)¢;,(2) —1) =0,

n—oo

alors :
1
lim g (2) = ——; (|4 <1).
n—oo Sp (Z)
donc :
1
lim 2", (271 = ;o (2] < 1),
oo ( ) Sp (2)



Finalement :
n—oo N Sp (2_1)

Ce qui donne la relation (3.2) du théoréme.
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Chapitre 4

Comportement asymptotique des
polynémes orthogonaux avec la

condition généralisée de Szegod

4.1 Introduction

Soit T = {z € C: |z| = 1} le cercle unité et zy, 29, ..., 2z, m points fixes a

'extérieur de T. Considéront une mesure sur T U {z; };n:l de la forme
m
,LL = ﬁ + Z Ajézj
j=1

ou f = B,. + B, est une mesure de probabilité borélienne sur le cercle unité T et
d, désigne la mesure de Dirac au point z; avec les masse A; > 0, pour j € {1,...,m}.
B,. désigne la partie absolument continue de (5 et /3, la partie singuliére.

Notons P,, 'ensemble des polyndémes de degré au plus n et par ¢,,(z) = v,2"+... €
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P (7, > 0) le polyndéme de degré n orthonormé par rapport a 5 c’est a dire,

—/w 2)2RdB(0 —|—ZAjw %)% ?7 5;m, ke{0,1,...,n}, z=2¢". (4.1)

ol Jy, est le symbole de la Kronecker, 7, s’appelle coefficient dominant . Le coeffi-
cient dominant £, joue un role important dans la théorie des polynémes orthogonaux, et
plusieurs propriétés dépendent de son comportent asymptotique.

Soit ¢, (2) = ky2" + ... € P, (k, > 0, n € {0,1,...}) le polynéme orthonormé de

degré n relativement & la mesure [ i.e.,

—/gon z’“dﬁ (5;m, ke{0,1,...,n}, z=2¢". (4.2)

Pour un polynéme p € P,, posons p*(z) = 2"p(1/Z). On peut vérifier que, pour
z€T, |p*(z)| = [p(z)l.

Il est bien connu par les formules de récurrence

kn¢n+1 = kn+1z<10n + 80n+1(0)(70;:

anD:H—l = kn+1(10;kz +90n+1(0)290n

que les polynémes orthonormés {¢,,(2)},en sont uniquement déterminées par les pa-
ramétres de Geronimus a,, = —,,1(0)/kns1, n € {0,1,...}.

On dit qu’une mesure de probabilité S appartient a la classe de Nevai (V) (notée
B € (N)) silim,—,o anp = 0.I1 s’ensuit d’apres le théoréme de Rahmanov [42,43] que la
condition 8’ > 0 p.p. sur T implique que 3 € (N). La classe des mesures de probabilité
avec 8 > 0 p.p. sur T est appelé la classe Erdés, noté¢ (F). Enfin, 3 est une mesure
Rahmanov (i.e. € (R)) si

lim |, [*dB = dm
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ou m est la mesure de Lebesgue de probabilité sur T i.e.
dm(t) = dt/(2mit) = (1/2m)df, t = ¢ € T.
Pour ces calasses de mesures nous avons les inclusions suivantes :
(E) C (N) C (R).

Nous disons qu'une mesure 3 appartient a la classe de Szegd (notée 5 € (9)) si la
dérivée de Radon-Nikodym (/. de 3 par rapport a la mesure de probabilité de Lebesgue

m satisfait la usuel de Szegp :

2w

/logﬁgc(ew)dﬁ > —o0.

0
Si 5 € (9), alors on peut construire la fonction Szego

2

1 e+ 2 i
S(z) = exp E/eie — log 3. (e®)df
0

ayant les propriétés suivantes

1) S est analytique dans le disque unité ouvert D = {z € C : |z| < 1}, S(z) # 0 sur
D, et S(0) > 0.

2) S(t)] = fLult) pp. sur T.

Il est bien connu (Szegd [54]; Geronimus [12]) que si 8 € (S) alors

lim S(z)pi(z) =1

n—oo
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pour tout z € . Par ailleurs,

n—oo

2
1
lim —/\Sgoq’; —1[%d6 p = 0.
2w
0

Il est intéressant de mettre en place les mémes asymptotique pour différentes catégo-
ries de mesures. Récemment en 2006 Denisov et Kupin dans [9] ont obtenu des résultats
similaires pour une large classe de mesures définies comme suit :

Soit p un polyndme trigonométrique tel que p(t) > 0, t € T. Sans perte de généraliteé,

nous pouvons supposer que

p(t) = [t = &)™

k=1

ou {&,} sont des points sur T et m; > 0 sont leurs multiplicités

Nous disons qu’une mesure /3 appartient a la classe polyndmial de Szegt (notée [ €
(pS)) si la dérivée de Radon-Nikodym /3, de la partie absolue de 3 par rapport a la

mesure de Lebesgue m satisfait la condition généralisée de Szego :

2

/p(ew) log (. (e")df > —oc.
0

Il est facile de voir que(S) C (pS) C (F).

Pour une mesure 8 € (pS), Kupin et Denisov dans [9], ont obtenues I’asympto-
tique ponctuelles dans le disque unité ouvert ) pour les polynémes orthogonaux associés
{p,(2)} et prouvé leurs asymptotiques au sens L? sur le cercle unité. Dans le cas ou
la mesure 8 € (pS) est perturbé par des points masses a l’extérieur du cercle unité, le
probléme est connu comme difficile et est un probléme ouvert dans ’analyse. Dans ce
chapitre, nous étudions le comportement asymptotique ponctuelles & I'intérieur du disque
unité de polynémes orthogonaux par rapport & une mesure de classe polynomial de Szego
et perturbé par une suite de Blaschke fini de masses ponctuelles a I'extérieur du cercle

de 'unité.
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4.2 Préliminaires

Donnons d’abord quelques notations.

Pour € (pS), nous introduisons les fonctions

27
~ 1 . .
3 = exp { 5o [, 2)log (et 3 (43)
0
1 2
Bilz) = exp § o [ K(e*,2)log |y ()b ¢ . (4.4)
0
1 2T
Un(2) = exp{ o [ K (e, 2)log [v}(e")]dd o . (45)

0

ou K (e, 2) est le noyau de Schwarz modifiée définie par

t+zq(t)

Kt 2) = t—2q(z)’

et q(t) = TTo,(t — B2 ™ /tN', N' =3, my, t =€ € T.

Les fonctions {#*} et {¢,} sont appelés les polynoémes orthogonaux modifiés inversée
par rapport a 3 et u respectivement, et satisfaire le Lemme suivant :

Lemme 4.1 ([9]) Soit 8 € (pS), les fonctions S(z), % (z) définis par (4.3) (4.4) et
(4.5). Alors

(i) 180 = Bl pp. sur T,

(i4) 125(8)] = |50 pp. sur T,

(i) |9 ()] = [5(8)] p.p. sur T.

On commence d’abord par présenter le résultat de Denisov et Kupin ([9]) sur le

comportement asymptotique des polyndéme extrémaux :

Théoréme 4.1 ([9]) Soit 8 € (pS). Alors

lim S(2)@%(2) =1

n—oo
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pour chaque z € D.
Théoréme 4.2 ([9]) Soit p € (pS). Alors

lim —/|S ) —1[%d6 = 0.

n—oo 27
Remarque 4.1 ([9]) Notons que d’aprés I'inégalité suivante
155l 2y = [ 22ery < 157, = |2y

et le fait que le membre droit de 'inégalité tend vers 0 lorsque n — oo (voir le

théoréme 4.2), alors

n—oo 27

lim —/|s 06> ()2 = 1,

vérifie et implique

hm—/m (e”)[*dB, =0,

n—oo 2

car ”S%H%%g) =L

4.3 Reésultats essentiels

Nous rappelons le ratio asymptotique de deux polynémes orthonormés {v,(z)} et

{#n(2)}-

Théoréme 4.3 ([34]) Si p € (N), alors
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uniformément pour |z| > 1. Ou

ﬁ z— 2k) |zk|
P (Zrz — 1)
est le produit de Blaschke fini.

Maintenant, nous prouvons presenter les résultats essentiels de ce chapitre, nous com-
mencons d’abord par établir I'asymptotique ponctuelles dans le disque unité ouvert pour
les polynémes orthogonaux {#,,(2)}.

Théoréme 4.4 Soit la mesure p = 3 + iAk(Szk, tel que 5 € (pS).
k=1

Nous associons a la mesure p les fonctions S et ¢ donnée par (4.3), (4.5), alors nous

avons

lim S(2)i,(2) =1,

n—oo

pour tout z € I.

Preuve. Considérons la suite des fonctions

7 i0
hn(2) = 1%2 (2) _ = exp /K z) log G 9) o 3,
Pn(2) oy (€”)
en utilisant le lemme 4.1, on trouve
ale”)
h,(z) = K(e”, 2)1 do
(z) = exp 27r/ og‘ )

En passant a la limite quand n — oo et en utilisant le théoréme 4.3 et le fait que

|B(e?)| = 1, nous obtenons

27
lim h,(z) = exp —/K(eie,z) log | B(e")|df » = 1. (4.6)

0
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Enfin, (4.6) et le théoréme 4.1 implique

lim S(2)0 (=) = lim [$(2)24(2)]ha(z) = 1.

n—oo n—oo

Cela permet d’obtenir la preuve du théoréme.
Pour démontrer le deuxiéme résultat essentiel, nous introduisons le Lemme suivant

Lemme 4.2 Sous les hypothéses du théoréme 4.4, on a
2w

lim 2 Re / ()P (¢)dh = 4r.

n—oo

0

Preuve. Il est prouvé dans [1,p.22] pour ¢ que

2m/sw (¢)df = 47 Re[S(&,)Z5(Eo)]

pour un certain £, € ), la démonstration repose sur le fait que (voir le théoréme 4.1),

lim [S(2)@"(2)] = 1,car, z € D,

n—oo

puis par le théoréme 4.4, il est également vrai pour 1}2

Finalement, nous donnons 'asymptotique des polyndémes orthogonaux modifiés par

rapport a p dans L?(T).

Théoréme 4.5 Sous les hypothéses du théoréme 4.4, nous avons

hm—/|S 0)e) — 1]%df = 0.

n—oo 27

Preuve. Tout d’abord, nous transformons l'intégrale dans le théoréme a la somme

suivante :

64



/|S Do) —12d0 = —/|S Do (€)2db (4.7)
—2Re—/S Do (€)dO + 1.

Nous commencons par le second terme de la partie droite de (4.7). D’apres le lemme

4.2, on vérifie que
2

thRe— S, (¢)df = 2. (4.8)

n—oo

0

Maintenant, pour le premier terme de la partie droite de (4.7), nous avons 'estimation

2m 2m
1 6 6 o i 0 * 10\ |2
o [13Ein e = o [1seie)Pag
0 0
LTl
e . .
- LA S 16 0 2d9
\ / Lo 1)
0
< sup |4l /Iso )P fed (4.9)
= er n t o n ac )
()|’ ot
Car sup — |B(t)| quand n — oo (Théoréme 4.3) et
teT Spn(t)

1 .
oy / |, (€?)]2l.d0 — 1 quand n — oo (voir la remarque 4.1), puis par passage a la

0
limite quand n — oo dans 'inégalité (4.9), nous obtenons

limsup—/|5 Do (e)2d0 < |B(t)| = 1. (4.10)

n—oo
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Enfin, en passant a la limite lorsque n — oo en (4.7) et en utilisant (4.8) et (4.10),

on obtien
2
O<hm1nf—/‘5 w — 1| df
< limsup—/|S Do) —112d6 < 0.

Cela permet d’obtenir la preuve du théoréme.

Remarque 4 2 En conséquence du théoréeme 4.5, nous avons
(1) hmrHOO IW e)2dB, =0

() i 300, A5 ) = 0

Cela est évident, puisque d’apreés le théoréme 4.3, on a

lim —/w )28, = 1

n—oo 2

et

2T
1 ; a
[l = 57 [ Won(€)P5 + 3 Ajfur(zp) =1
0 j=1

Notons que la relation (ii) implique que les points z;, j € {1,..,m} attirent les zéros

des polyndmes orthonormés 1,,(z).
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